6.7 Potenzreihen



Geometrische Reihe

> Wir hatten gesehen, dass das Konvergenzverhalten der

geometrischen Reihe ()77 x") von x abhangt.

> fiir |x| < 1 gilt:

> o=t ®
n=0

» rechte Seite: Funktion f: R\ {1} — R; linke Seite: Wert der
unendlichen Reihe, nur fiir |x| < 1 definiert

» Gleichung (1) gilt also nur im Intervall (—1,1)
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Potenzreihen

Definition:

Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form:

<Z an(x — xo)">
n=0

mit (a,) einer reellen Folge und x, xg € R.
» die a, sind die Koeffizienten der Reihe
» der Wert xp ist der Entwicklungspunkt der Potenzreihe

Beispiel: geometrische Reihe ist eine Potenzreihe mit (a,) =1 und

X():O



Konvergenzbereich / Konvergenzradius

» Das Konvergenzverhalten der Potenzreihe hangt von den
Werten von x ab

> Die Menge aller Werte x, fir die die Potenzreihe konvergiert
nennt man Konvergenzbereich.

» Der Konvergenzbereich 1aBt sich schreiben als:
{xeR:|x—x|<r}
wobei r € R der Konvergenzradius ist.
» |x — xg| > r: Divergenz
» |x — xp| = r: Potenzreihe kann sowohl konvergent als auch

divergent sein.
unklar

Divergenz ﬂ onvergenz Divergenz
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Bestimmung des Konvergenzbereichs

» Quotientenkriteriums: Potenzreihe konvergiert (absolut), wenn

_ n+1
jim |2t X =) (2)
n—oo| ap(x — xp)"
> Annahme: Folge (a,) hat die Eigenschaft lim,_ [*2| = g
» Daher aus (2):
. a 1
lim | n+1HX—x0]<1 = |x—x| <=
n—oo an q

=q

» Konvergenzradius r = %

» ist g = 0 so ist der Konvergenzradius der Potenzreihe r = co:
Konvergenz fiir alle x

» Das Quotientenkriterium liefert eine hinreichende, aber

nicht notwendige Bedingung!



Beispiel 1: Quotientenkriterium

Potenzreihe (3°0°; 1(x — 1)"); Konvergenzradius?

n=1 n
» hier ist a, = % und der Entwicklungspunkt xp = 1
ap1(x —1)"1

lim
an(x —1)"

n—o0

= lim

n
=) =k
» daher konvergiert die Reihe fiir [x — 1] < 1 und der
Konvergenzradius ist r = 1.
» Was passiert an den Randern {0,2}7
> x=0: (Z;’il #) alternierende harmonische Reihe:
konvergiert!
> x =2 (ZOO %) harmonische Reihe: divergiert!

n=1



Beispiel 2: Wurzelkriterium

Potenzreihe (377, 2"(x — 1)"); Konvergenzradius?
P hier ist a, = 2" und der Entwicklungspunkt xp = 1
» Wurzelkriterium: Potenzreihe konvergiert (absolut), wenn:

lim ¢/]27(x — 1) = 2]x — 1| < 1

n—oo

> daher konvergiert die Reihe fiir [x — 1| < & und der
Konvergenzradius ist r = %
> Was passiert an den Randern {3, 3

=1 (02o(=1)"): alternierende Reihe: divergiert!
> x=3: (32, 1): divergiert!



Potenzreihe als Funktion

» Innerhalb des Konvergenzbereiches definiert die Potenzreihe

eine Funktion
o0
VxeRmit |x] <r:f(x) EZanx”

» Diese Funktion ist innerhalb des Konvergenzbereiches stetig.

» D.h.:

lim f(x) = lim g apx" = E (lim x)" g apX" = f(x
X—X X—X X—>X

n=0



Weitere Eigenschaften der Funktion

» Summe von Potenzreihen:
Potenzreihen (377 5 an(x —x0)") und (3°2 o ba(x — x0)") mit
Konvergenzradius a und b, dann gilt:

A Z an(x—x0)"+u Z bn(x—xp)" = Z()\an—l—ubn)(x—xo)"
n=0 n=0 n=0

fiir [x — xo| < min(a, b)
» Bemerkungen:

» der Konvergenzradius der neuen Reihe ist also der kleinere
der beiden Konvergenzradii!

» der Entwicklungspunkt beider Potenzreihen muB identisch sein!



Beispiel von Summe von Potenzreihe

> Wir betrachten die Funktionen -1 = 3" / x" und
1 2
1—x2 — Zﬁox K
» Beide Potenzreihen haben Konvergenzradius r =1

> Was ist die Potenzreihe von g(x) = & +

1
1-x2°

> Fir [x| <1 gilt

0o 0o
R Y yre
n=0 n=0

N—— N —’
=14x+x24x34... =14+x24x44..

> 1 fir n ungerade
x) = cpx" mit ¢, =
g(x) Z 5 " { 2 fur n gerade



Weitere Eigenschaften der Funktion

» Produkt von Potenzreihen:
Potenzreihen (372 g an(x —x0)") und (3,20 bn(x — x0)") mit

Konvergenzradius a und b, dann gilt:

[Z an(x — xo)”] . [Z bn(x — Xo)n] = Z cn(x — xp)"
n=0

n=0 n=0
mit

n
Ch = 5 akbnfk
k=0

fiir [x — xo| < min(a, b)
» Bemerkungen:

» der Konvergenzradius der neuen Reihe ist also der kleinere
der beiden Konvergenzradii!

» der Entwicklungspunkt beider Potenzreihen muB identisch sein!



Verstandnisfragen 6.7

» Kann der Konvergenzbereich einer Potenzreihe auch die

Nullmenge sein?

» Welche dieser Mengen konnen den Konvergenzbereich einer

Potenzreihe darstellen:
(_272) (07 OO) {_1} [173] R

Uberlegen Sie, was der Konvergenzradius und der

Entwicklungspunkt sein konnten.

> Was ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

grveer)



