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Simultape diophantische Approximationen
abhiingiger Groflen in mehreren Metriken

von

F. F. Zerupevic (Minsk)

1. Einftthrung. Es sei k, L m, n, ny, ..., By M =k+{4+n,+ ... +1,
ganze nichtnegative Zahlen und solche, daB max(k+2l, ny,..., 1, € n ist.

Bezeichnen wir durch |..[,,.... .., die definierten durch die
Primzahlen p;,..., p und normalizierten (d.h. |pi(,, = pi” 1y Bewertungen des
Korpers der rationalen Zahlen Q. Die Bezeichnung |.. | nehmen wir fiir den

gewohnlichen Absolutbetrag.
Betrachten wir auch das direkte Produkt Q=[] K, der lokalen

veV

kompakten Koérpern K, mit den Normen |..|,, veV = 1, 2,..., M}, wo

K,=R,|..lo=1I|.], e =1,....k (v is reclle Bewertung),

K,=C, |.4y=1..1% v=k+1, k+2,..., k+1 (v is komplex),

Ko=Qu, | do =l dpys v=ktl+d, . ktldn,..,

K,=Qpsl-lo=l.lppv= M—n,+1,..., M (v ist nichtarchimedisch).
Dh Q=RxCxQ)x .. xQ,, deen Elementen wir durch o

=(w,,..., 0y) bezeichnen werden, wo w,eK,, ve V.
Fiir den Raum  wird gleichfalls, wie fiir das Produkt der Réume, ein
MaB p= [ u deﬁmert wo p, ein MaB von Haar des Raumes K, ist.

vel
Wir bezelchnen die Hohe H = H(P)= max |g| und dic Potenz
. O€isn -

n ==deg P fir das ganzahlige Pdlynom _
P(x) = a,x"+ ... +ay x+ag, a,#0.

Wir werden durch K, die algebraische Abschliefung vom Korper K,
bezeichnen. Wenn a, e K, ¢ine Wurzel vom Polynom P(x) ist, so werden wir
a, = o, (P)e P schreiben,

¢, €;, Cq.. sind iiberall weiter die Konstanten, die mittels der Regeln ¢
+c=g¢ c-c=c summiett und multipliziert werden.

Der Zweck dieses Artikels besteht im Beweis einer Vermutung von V. G.
Sprindzuk {3]. Und nimlich wird

i
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THeOREM. Wenn w,(w) ein Supremum derjenigen Werte w > 0, fiir die
die Ungleichung o h ‘
[T 1P, <H™
vel
unendliche Anzahl der Lisungen in ganzzahligen Polyromen P(x), degP < n
hat, ist, so ist
wy(w)=n+1-k-21

Jiir fast alle weQ (im Sinne des Masses p),
bewiesen.

Dieses Theorem verallgemeinert beriihmte Ergebnisse von V.G.
Sprindzuk [2] {iber Approximationen in den reellen, komplexen und p-
adischen Zahlenk érpern.

V. L Bernik [1] bewies dieses Theorem fiir Q = R? und gab den
schematischen Beweis fiir € = R* mit beliebiger natiirlicher Zahl k. Bernik
stiitzte sich beim Beweis auf die Methode der wesentlichen und
unwesentlichen Gebiete, die er durch arithmetisch-topologische Klassifikation
der Gebiete erweiterte, in denen die Polynome nach dem Absolutbetrag die
Bedeutungen bekammen, die kleiner als die ausgemachte Grenze sind.

Auf diesem Wege, wie es zu vermuten war, war ein endgiiltiger Beweis
des Theorems zubekommen.

Ich will Herrn Professor V. G. Sprinduk und Doctor V. I. Bernik fiir
herzliche Hilfe danken.

2. Redukfion zu speziellen Polynomen. Wenn ganzzahliges Polynom
reduzierbar ist, so ist es dem Produkt der ganzzahligen irreduziblen
Polynome gleich (nach Lemma von Gauss). Und wenn dann die Eigenschaft
der anndhernden Multiplikativkeit der Héhe zu benutzen, so ist es leicht zu
zeigen, daB fir den Beweis des Theorems die Betrachtung irreduzibler
Polynome genug ist.

Mit Hilfe der Transformationen der Translation P(x)— P(x-1), leZ
und der Inversion P(x)— x"P(x~') der Variable des Polynoms F(x) kann
man der Ubergang in der Aufgabe zu den primitiven Polynomen machen, die
die Bedingungen

(1) max Iail “<~ larrl = H:

oLisn—~|
{2) oy < ¢, a,eP,veV
erfiillen.

_ Ausfihrlicher kann man den Ubergang im Theorem zu den irreduziblen

primitiven Polynomen P(x), die die Bedingungen (1) und (2) erfiillen, nach
der Monographie von V. G. Sprindzuk [2] verfolgen. Wir werden weiter die
Klasse solcher Polynome durch P, (H) bezeichnen.
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Mit Hilfe des Schubfachprinzips kann man leicht zeigen, daB die

. Abschitzung w,(w) = n+1—k-21 gilt. Deshalb wenn wir zeigen, dall die

Ungleichung

G H [P(w,)), < H~8~-L1+k+2i~-s
vV

bei beliebiger fixierter Zahl ¢ > 0 die unendliche Anzahl der Lésungen in den
Polynomen P(x)e P, = |J P,(H) nur fir die Menge der Punkte vom Maf
p=1

Null aus £ hat, so wird das Theorem ganz bewiesen.
Es sei aufgegebenes Polynom P(x)e P,. Es hat die Faktorzeriegung
in C: P{x) =a,{x—a}) ... (x—a),
in @,: P(x)=a,(x—a® ... (x—a®), i=1,..., m. .
Wir wollen nur eine Bemerkung machen, daB die Ordnung der Wurzeln
der Polynome P(x)e P, in den Kérpern € und Qp.- eine einfache Ubung ist.
Mit Absicht der Vereinfachung der Berechnungen wird die spezielle
Bezeichnung

T=[3Mn*/e]+1

hineingefiihrt.

Definieren wir jetzt die Gebiete

S(OCI,) = {quKu: ”wu'—an”u = min ”mv_ﬁv”v}
" el Ky,

fir die Wurzeln o,c P, d.h. eine Menge der Zahlen des Karpers KU, die als
nichste Wurzel z, haben.

Die Anzahl solcher Gebiete ist gleich offenbar (m--1)n fiir beliebiges
Polynom P(x}e P,(H).

Wenn jetzt die Ungleichung (3) die unendliche Anzahl der Losungen in
den Polynomen P(x)e P, hat, so hat die Ungleichung

) [T 1P, < Hnmttke2i-s

vel”

w,e8(,), vel,

die unendliche Anzahl der Lésungen in P(x)e P, auch.

Man kann jetzt alle iibrige Wurzeln des Polynoms P{x)e P,(H) auf diese
Weise
(5) ”av“‘avzllu < ”':(u"a%”u € .5 I|O‘v—fxu"“m veV

ordnen.
Fiihren wir die Bezeichnungen

G
lo—aflo=H ™", [ =08, pf 0=+ . 41, s=2,..n

hinein.
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Die Polynome P(x)e P,, die cinen und denselben Vektor I = (I?,..., i)
haben, vereinigen wir in der Klasse P,(]). :
LeMMA 1. Die Anzahl der Klassen P,(I) is endlich.

Beweis. Dic Abschiitzung nach beiden Seiten 0 < [ <
der Ungleichung {2) und den Ungleichungen
t<pEr I D@l <cH" ot —a),

CoweV
w ist nichlarchimedisch

2n? T wird aus

fiir Diskriminante D(P) des irreduziblen Polynoms P(x)e P,(!) bekommen.
Weil die Anzah! der Vektoren ! nach Lemma 1 endlich ist, so kann man
anstatt der-Ungleichung (4) die Ungleichung

T 1P, < H """ 370 a,e8(@,), PeP,(H)nP,{H, veV

vel :
betrachten.

Es sei [|P(w)ll, =H ' [v,]=t, Dann haben wir das System der
Ungleichungen
%) 1P, <H ™ PeP,(HrP), o,e8(), vel

Die Exponenten dieses Systems erfiillen offenbar die Ungleichung

(8) 'Y 1,2 n+1—k=21+7¢8,
: peV

und es ist hinreichend zu ziihlen, daf}

(9) T 't,> —8,,

1, ist reell
&, = %2, v ist komplex,
0, v ist nichtarchimedisch.
Man kann n > 2 mitzihien, weil der Beweis des Theorems bei n = 1 aus dem
_ Borel-Cantelli Lemma {2] trivial erfolgt.

Nach dem Sprindzuk Theorem gilt 7', < n+2. Deshalb erfolgt es aus

(9), dafl man im System (7) den Vektor ¢ =(t,,..., ty) als fixierten zihlen
kann.

LemmA 2. Es sei P(z) =0, T] (2=, @, = @, und (5). Wenn ©,S(w,)
’ . =1

und ’

1o %=,y <o,

_aivlu € la:"'alvj+ llva
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so gelten die Abschiitzungen

i P{w,) v )
(11) g, —a |, € — g 20" Mgy —a,,,
a, ]_—[ (au*all)
I=j+1
wo lsjsnund ay | oq 1,

Beweis. Da folgende Ungleichungen

2w, —o 1y
ia),,-—oc,,i[u < |w,,—ot.,|,,+|oc”—-aw|0 s{ I v ulm 1 B { =/,
2'au—auliun 1< I <n,
'au—avtlu g Fl’!),,"'

gelten, so bekommen wir

Exull} + Iwu "auliu 5 2 imu —aullvs

h
iwv"au]i qn I:I (wu f
i s <27 ey~
‘a, H —a,) "
i=j+1

und diese Abschitzungen gleichbedeutend mit (11) sind.
Lemma 3. Es sei P(x)e P,(H)n P,(1). Dann gelten die Abschiitzungen

L9
(12) 1P, < cH" ™™, s=1,...,n~1

Beweis. Aus P(w) = H [] (w—a,) bekommen wir
i=1

(CD _au"_s):

wo verschiedene u,..., u,_, aus der Menge {v, =0, v;,..., v,}
erhilt man aus (5) die Ungleichung (12).
Weiter definieren wir einen Kreis

PP (w) = Hs! %

gLy

{o—a,,} ...

sind, Jetzt

ta(w) = 12,6 Ky: llzy=tll, €27 H [P @)l 1}
und eine Zahl

ky = max {l,: tp(t,~ 1) < S(o)) -

(M4
Lemma 4, Die Anzahl der Vektoren k ={ky,..., kyy) ist endlich.

Beweis. Aus (2), (9) und (11) (f = n) bekommen wir die Ungleichungen

- —-n LT L, + 8,
VH U < T

|wv""ap|u < lP(wv
(13) o, €

(14 \P(e,)], < ca H™.

ICD,,“"“O! {v+|a |v Cz=



290 . F.F. Zeludevid

Nach der Definition k, und (14) wird die Ungleichung
(15) k,<t,+6,T<3nT

- erfiilit.

Wenn jetzt k, <t,—3n° T, s0 tp(3n2T) S(a) S(et,) # @ nach der
Definition k, fir ws v, wo o, ,€X,. Deshalb kann man zihlen, daf
lot, — Ouly < 3|, ~at,,. Samt der Definition des Kreises 7p(3n* T) folgt
daraus, daB die Abschitzung

< —a,2
qy = |(0E,,"""O!W) H {ap“l’xvl)lu < cH™3"
(=2

gilt. Da das Polynom P(x)e P,(H) irreduzibet ist, so
1< |p(P I ID(P), < cH* g, < cH ™.

wgh
w ist nichtarchimedisch

Diese Ungleichungen sind widerspruchsvoll bei H = H, (H, ist hinreichend

groBe Zahl). Folglich ist k, = r,—3n* T > —4n* T. Wir bekommen also mit '

Hilfe (15) nicht mehr als (8n* T)M der Werte fiir den Vektor k.
Bezeichnen wir durch P, (I, k) die Klasse der Polynome P(x)e P,(}), die
einen und denselben Vektor k haben.
Infolge Lemmas 4 kann man die Losungen des Systems (7) in den
Polynomen P(xje P,(l, k) betrachten.

Lemma 5. Es sei P(x) und Q(x)e P,(hn P, (H), tp(w,) N 1y{w,) # @ und

(16) 12 < (w,+0, T—p")/2.

Dann gilt flir alle w,e1p(w,)
- W "l
(17) (0w, < cH™ ™"

Der Beweis wird mit Hilfe der Lemmata 2 und 3 durchgefifirt (siehe [13,
Lemma 9).

Weiter kann man zihlen, daf} fiir alle Polynome P(x)e P,(H) beliebige
aber fixierte Zahl & > 0 existiert und sobald H > H,{§), die Ungleichung

(18) Hlot, (P)— ety (Pl > &

gilt, wo v, w verschiedene Punkte aus ¥ sind und «,(P), «,(P)e K,.
Sonst folgt der Beweis des Theorems aus dem Lemma 2 trivial,
Unsere weitere Untersuchung ist vom Wert der Summe o = 2 k,

abhingig. ne¥
Wir nehmen an, daf} '

(19} ku = O, e V.
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3. Klasse vom Geschlecht zwei. Resultante.
LemMA 6. Es sei

o< T+ Mn,

Das System (T) hat dann unendliche Anzahl der Lasungen P(x)e P,(1, k)
nur fiir die Menge der Punkte aus Q vom Maf Null.

Beweis. Aus der Definition k, folgt, dafi ein Punkt
w, € tplt,~k,— 1) S{e,) n S(x,,)
existiert, wo w = v, [ > 1. Deshalb gelten ﬁach Lemma 2 die Abschiitzungen

(2)
B T
T <« HCt,,""O:DZ”,, g ”mu—"aw”u < 2T(”wv_avl|u+|{wu_awllv)

TP ¢ |
S ello,—a,ll, € cH @TRTIT0T R L

Daraus erfolgt die Ungleichung

(20) 2 > (wy+0, T—pi¥ —ny2,

wo w,=1,—k,— 1.

Es gibt die ganze Zahl f=f£ > 1, daB

e N T [R S o —te, [l e < ot =0t fly-
Als f, =1 fiir einen Punkt veV ist, dann 2 > w,+0, T statt (20) und

{2) T
1\<\E|av—au2“ugHuiU < H {ty=hy—1)—8,T

3

dh. k, = t,40,7—1. Und in weiteren Berechnungen ersetzen wir k, durch '

tvfl-_(?” T—1 fiir solche v. Wenn f, = 1 fiir alle ve V ist, so folgt der Beweis
trivial aus dem Borel-Cantelli Lemma. Es existierten dann die ganzen

Zahlen e =¢,, 2< e, € f,, die die Ungleichungen
(21} : B> (w40, T—pif —n)fe = fe* ¥
geniigen.

Wir zeigen jetzt, dafl kein Paar der Polynome P(x) und Q(x) aus der
Menge

P(s) = U (PuH)A P E), h=2>
¥+ st
existiert, dal} die Ungleichungen
o - ,
(22) ety (P) oty (@I, < B0 ™07 T ey

geniigt.
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Aus (21), (22) bekommen wir die Ungleichungen

- el(w, T~ ge)"-u
(23) TT oty (P)— i, (@], << ch™ et ™77 ",

1<abse

(24) I1
e<max(a,b) < f

Die Multiplikatoren, die kleiner als §/3 sind, sind aus (23), (24}
verschieden (im Sinne der Indizes). Wenn solche Multiplikatoren gleich sind,
so kann man leicht wegen Lemma 2 den Widerspruch mit der Ungleichung
(18) bekommen.

Es handelt sich gewiB nur um die Wurzeln, die im gemeinsamen Korper
K, liegen,

Poiynome P(x) und Q(x) sind irreduzibel, d.h. sie haben keine
gemeinsame Wurzeln. :

Deshalb gelten fiir Resultante R (P, @) mit der Berechnung (8), (23), (24)
und ¢ € T+ Mn folgende Abschitzungen

lty, (P) =t (Q)l, < ch™ 277, ve V.

25) 1<IR@, O [1IR®, Q) <cH* ] TI
=1

|ava (P)—Ot,,b (Q)lu
veV 1 €a, by
sn=2T" 1S fwy+0,T~po — )

<2 veV’ < 273,

Die  Ungleichungen (25) bei H > H, sind widerspruchsvoll, denn s
- = [log, H] ist. Deshalb gilt (22) bei b = 2° > H, nichi, d.h. es gibt im Gebiet

(e) -
, R = {0e@: |o,~u,(P), < b ot 0 ve )
keine Wurzeln oy = (¢, (Q),..., ay(Q)) des anderen Polynoms Q(x)e P,(s).

Deshalb wegen (13) ist diec Anzahl der verschiedenen Polynome in der
Klasse P,(s) nicht mehr als

B ol 3, b+ 0,7 - e 1
e

(26) e(uR)™* =2

gleich, Wir bekommen aus Lemma 2 (j = ¢) und H > 2%, daB die Menge der
Punkte weQ, die (7) befriedigen, eine Teilmenge der Menge :

T o ()
Ap = €D |0,—ay (P, < ¢2 3T O =m0
ist.
Die Punkte wef2, fir die das System (7) unendliche Anzahl der
Losungen P(x)e P,(s) hat, bilden eine Menge '
o

Ac U} U Ap fir beliebige so=1,2,...

s=350 Pal {5
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f>0 sei be:licbig<=j Zahl und s, = [log, H,], wo H, = Hy(#) hinreichend
grofle ganze Zah! ist. Fiir das Maf der Menge A bekommen wir die obere
Abschitzung

=8 3. (ky+ 1)e, 1)1

pAS Y pdp-2<c ¥ 2

=850 £=50

oo
<e Z 3= s(o+ MynT) " 1 <4,
S50 '
dh. ud =0, was zu beweisen war.

SchlieBlich, wenn (21) fir ein veV nicht erfilllt wird, so gelten die
Ungleichungen - ’

Wv+ﬂu T"pirf“'“_"ln
J—1

und ersetzen wir in (22) auch in weiteren Berechnungen e, durch fo—1 fir
ein solches v.

Lemma 6 ist ganz bewiesen.

PPz plU0y

4. Kiasse vom Geschlecht eins. Induktion.
LEmMMA 7. Es sei

o'>‘T+Mn.

Das System (7) hat dann unendliche Anzahl der Lisungen P(x)e P,(l, k)
nur fiir die Menge der Punkte aus © vom Maf Null.

Bewels. Um keine Verwirrung in den Bezeichnungen zu anstiften,
nehmen wir an, dall die Bedingung

27 ky 2k, > ..

erfiillt wird.
Wir werden weiter mit den Systemen

> ky

@8) {"P(wu)uu <HT

w, ETP(tu"av): vel,

arbeiten, wo die ganzen J, solche sind, daB 0< d, <k, Also sind die
Lésungen des Systems (7) gleichfalls die Ldsungen des Systems (28). Wir
wihlen den Punkt w,, fiir den

1P (.M, = ¢, H

~dy+ 8y

ist, wo ¢, < 1. Nach der Definition 7»(w,} und k, haben wir die Inklusionen _

W,ETp (tu - 60) &Tp (tu .._kv) = ({X”) .
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Mit Riucksicht auf Lemma 2 bekommmen wir jeizt die Ungleichungen

(2)
cH™ P @l < llerg— ol < oty ety ll, < H™%,

dh.
(29} lE}Z) < (tu - 50 + Bu T— prZ))/z

Bezeichnen. wir fiir die ganzen u, u+1e¥,

.
6,= 3, k., a=T¥M-u)yn—q,
v=1

W0 ¢y = 0. Nach der Bedingung des Lemmas a; < k. Wenn jetzt fiir ein
u (1 €£u< M-1) die Ungleichungen

(30) Ay < kM S dy

erfillt werden, so nehmen wir an, dafl kir_, = a,— | ~ky+kpps S, =k,
v=1,., M—u-—-1 dy_, =Kkiy_y Oy =ky, 6, =0 fur iibrige veV
' Wir bemerken, daB3 T°' Y 6, > 1 und wegen (30) 1 <dy_, <ky_,.
veV
Fir erklirtes Polynom P(x}e P,(H) ~ P,(1, k) liegen alle Punkte we,
die das System (28) erfiillen, im Gebiet Tp =[] t5(t,—3,).

velV
Es sei jetzt das Polynom Q(x)e P,(H)nP,(l, k), das auch das System
(28) erfiillt.
() Wenn T, Ty # @, so gilt 1p(t,~8,) n1g(l,—d,) # @ fir alle el
und nach Lemma 5 fiir alle Punkte me T die Ungleichungen

wcu+duﬂi a2

12 (@, < cH . veV

erfiillt werden, mit Riicksicht auf (2). Deshalb fiir das Polynom
R{x) =P(x)—Q(x), degR<n~-1, H(R <2H

,- und alle Punkte we 7, gilt das System der Ungleichﬁngeﬁ
Fd,+n

(31) IR (@l <cH ™ ey,

WO

=Y+ 5,,+n2M)g

velV vel

~((n=1)+1—k—20)~34/8.

Aber nach der Induktion (der Fall n=1) kann man schlieflen, daf3 das
System (31) unendliche Anzahl der Lésungen R(x)P,_, nur fiir die Menge
der Punkte aus £ vom MaB Null hat.

(if) Wenn schlieBlich 7, T, = Q fir alle Poljmome P(x) und Q(x) aus
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Pn(H)mPn(L k} iSt, SO gﬂt

Y aly<e,
: PP (HY AP (LK)
mit Riicksicht auf (13).
Mit Riicksicht jedoch auf die Ungleichungen

P Tplty) <c, H™ —d,), wveV

é,
HoTp (tv
gilt die folgende Abschiitzung

| wplt))<c i H~ Mt

Het PePy(ihe Pyl 0¥ =1

[+4]

HTp < w.
PeP I AP LK)

Und jetzt kann man Borel-Cantelli Lemma gebrauchen.
Wenn (30) gilt nicht, so sind dann
kyzhky >y, =T+n>6,=(T+n)M™Y, eV,
us.w., wie in den Fillen (i), (ii) sind.
Lemma 7 ist ganz bewiesen.

5. Gemischte Kiasse, Schliefilich nehmen wir an, daB die Bedingung (19}
nicht gilt und

(32) ky =
(i} Es sei

o zhy 20> ky g1 = .. 2ky, uaus V.

-1 & T+H(M—u)n.
Infolge (20) und (32) gelten die Ungleichungen
B2 ot =1+ 0, T—p®=n)f2, v=M—u+l,..., M.
Wir handeln weiter wie beim Beweis Lemma 6, wo nur w, durch t -—1 in (22)

fir v=M=—u-+1,..., M ersetzt wird.
(i} Es sei :

Oy-1 > TH(M—u)n,
dh. u< M, da oy | =0 isi,
Bezeichnen wir
) =2 min (H1E T
LgjEn F=jk1

::/‘P(r”} ~ [ZUE Ku: ”zvmmv”v < f'(t,,)}', ve V.

(au mau;)“u)lﬁ,

Wenn jetzt Polynome P(x) und Q(x) aus
Fpty) Fp(t,) # @ sind, so wird die Ungleichung
0 =ty n

1 (@), < cH

P,(H)y~ P,(I,k} wund

fur alle w,e ¥p(t,)

7 — Acta Arithmetica XLV {1986)
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festgestellt, wie im Lemma 5 (siche auch [17]). Wir handeln weiter wie beim
Beweis Lemmas 7. Und ndmlich haben wir

a,=T+{M—-wn—g, =T+(M—
Wenn die panze Zahl r, 1 <r <

u}naau"‘l+kM_u< kM—u'
M —u—1, existiert, daB
(33) Qyyr—q < kM“*u -.“; Dyt

50 neh-rnen wir an, dall k., = @y, —ky—utkyu-,. Und weiter arbeilen
wir mit dem System (28) und den Gebieten

M~u M
TP= H TP(ru—év) H '(/P(ru—(su)a
p=1 v=M-y+1
wo G,=k,, v=12,..., M—u—r—1, Sy_uc, =Kyuner Osr—y =ka-
4, = 0 fiir iibrige veV ‘ ’ "o e

Wenn (33) nicht gilt, so sind dann
k, Zky_y> oy = T+n> 8, =(T+n){M—u}" !,
6,=0, v=M-u+l,.., M

Das Theorem ist ganz bewiesen.
Zum SchluB} des Artikels bemerken wir, da man das Theorem auf den

Ring S-adele beliebiger endlicher Korpererweiterung der rationalen Zahlen @
verallgemeinern kann.
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Ideal class groups of cubic cyclic fields

by

Suin Naxawo (Tokyo)

In this note, we apply the basic lemmas in [2] to the proof of a result
on the ideal class groups of cubic cyclic fields, which gives a better
estimation than Uchida [3]. We shall prove the following

TheorEM. For any given natural number n, there exist infinitely many
cubic cyclic fields whose ideal class group contains a subgroup isomorphic to
(Z/nZ)*. '
' We fix, throughout this note, a natural number n (> 1). Let % be the

set of all prime factors of n and put y = []1% For a number field k, denote
les”
by k* and W, its multiplicative group and the group of the roots of unity

contained in k respectively. For a natural number v and a prime p satisying

.= 1.(mod v), denote by the vth power residue symbol modulo p.

The basic lemmas in [2] are the following
LEMMA t. Let K be a number field of finite degree, r be the free-rank of
w,e K* (s> r) satisfying
the following conditions:

(i) (x) = & for some ideal q of K (1< S s),

{ii) oty,..., o are independent in K” /W KX for any le &.

Then the ideal class group of K contains a subgroup isomorphic lo
(Z/nZy""

Lemma 2. Let £(X) be a monic irreducible polynomial in Z [X] ¢ bhe a
root of f(X), K=0Q(0) and suppose there exist rational integers A;,
C (1i<s) such that

(W) f{4)=4+C (I<€igs),

(i) (f"(4), C)=1(1<i<s).

Then the s elements oy =0—4; (1 <
Lemma 1. Moreover, if there exist te Z and primes py,..

1 Lo (W
where M = []1 “AIWKD o that
te

i < 5) satisfy the condition (1) of
o b= 1 (mod M),



