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1 Einfuhrung

Ganz dlgemein beschreibt die Festkdrperphysik die Eigenschaften von Korpern im festen
Aggregatzustand. Dies beinhaltet zum einen geordnete Strukturen wie den kristallinen
Korper, aber auch ungeordnete Zustdnde wie etwa amorphe Stoffe oder Géser. Im engeren
Sinne beschéftigt sich die Festkorperphysik dagegen meist mit den Eigenschaften von
Kristallen, die ganz wesentlich durch die elektronische Struktur bestimmt werden. Aktuelle
Forschungsgebiete wie etwa die Halbleitertechnik, Mikroelektronik, Optoelektronik,
Mikrosystemtechnik oder Anwendungen der Supraleitung sind nur durch die gezielte Nutzung
von Erkenntnissen und Methoden der Festkorperphysik moéglich geworden. Auch fir die
Optimierung technologischer Prozesse und fur Fortschritte in der Entwicklung neuer
Werkstoffe und Werkstoffeigenschaften spielt die Festkorperphysik eine zentrale Rolle.

In dem sehr umfangreichen Gebiet der Festkorperphysik kann die vorliegende Vorlesung nur
in begrenztem Umfang die Grundlagen und verwendeten Methoden behandeln. Nach einem
Uberblick tber den kristallinen Zustand von Materie in Kap. 2 werden in Kap. 3 Grundlagen
und Methoden der Strukturuntersuchung mit Rontgenstrahlung vorgestellt. Kap. 4 behandelt
die dynamischen Eigenschaften des Kristalgitters, mit dessen Hilfe sich viele mechanische
und thermische Eigenschaften von Kristallen beschreiben lassen. Anschlief3end wird in Kap. 5
das Modell des freien Elektronengases vorgestellt. Es folgt in den Kap. 6 und 7 ein kurzer
Uberblick tiber die Eigenschaften von Halbleitern, Metallen und Legierungen. In den letzten
beiden Abschnitten wird in Kap. 8 auf die wichtigen dielektrischen, insbesondere optischen
Eigenschaften und in Kap. 9 auf die magnetischen Eigenschaften von Festkdrpern
eingegangen.
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2 Kristalle

21 Kristallstrukturen

211 Raumagitter

Ein Raumgitter ist durch drei Translationsvektoren a,, a,, a, derart definiert, dass von einem
Gitterpunkt jeder aquivalente andere Gitterpunkt durch eine Trandation

R=1,a +l,a,+,3

erreicht werden kann. Die Vektoren &, a,, a, heil3en primitive Translationen und |; sind
ganze Zahlen

Erst durch zusétzliche Angabe einer Basis, die jeden Gitterpunkt in gleicher Weise besetzt,
entsteht die Kristallstruktur:

Gitter + Basis = Kristallstruktur

Die primitiven Trandlationen spannen als Volumen ein Paralelepiped auf. Das Volumen
dieser Elementarzelle ist gegeben durch

V =[3 8, x &l
Eine Elementarzelle enthdlt genau einen Gitterpunk.

Eine weitere gebrauchliche Form der Elementarzelle ist die Wigner-SeitzZelle. Sie ist durch
Ebenen begrenzt, die jeweils durch den halben Abstand eines Gitterpunktes zu seinen
Nachbarn gehen und senkrecht auf diesen Verbindungslinien stehen.

212 Kristallsysteme

Kristallgitter zeichnen sich dadurch aus, dass sie durch Symmetrieoperationen in sich selbst

uberfiihrt werden konnen. Neben den schon behandelten Trangationen R sind dies weiter
Drehungen um Achsen, die durch einen Gitterpunkt gehen, Spiegelungen an Ebenen durch
einen Gitterpunkt sowie die rdumliche Inversion Die Inversionentspricht einer Drehung um
180° sowie einer Spiegelung senkrecht zur Drehachse.

Nach Bravais sind so im dreidimensionalen Raum nur 14 verschiedene Raumgitter ("Bravais-
Gitter") mdglich. Aus Grinden der Zweckmaliigkeit sind diese 14 Raumgitter in 7Kristall-
systeme unterteilt:

1. Triklin: alblcalbtg
2. Monoklin: alblca=b=90%1g
2 Gitterarten: (@) primitiv, (b) basiszentriert

Vorlesung FP Kap.2 Version 1.1.doc lvon2l 18.02.03



Institut fUr Physik und Physikalische Technologien der TU Clausthal Sept. 2002
Experimentalphysik VI (Festkorperphysik) WS 2002/2003

3. (ortho-)Rhombisch: at bt c;a =b =g =90°
4 Gitterarten: (@) primitiv, (b) basiszentriert, (c) raumzentriert, (d) fléchenzentriert
4.  Hexagona: a=bt!ca=b=90°g=120°

5.  Rhomboedrisch: a=b=c;a=b=g?t a0

6. Tetragona: a=blca=b=g=90°
2 Gitterarten: (@ primitiv, (b) raumzentriert
7.  Kubisch: a=b=ca=b=g=90°
3 Gitterarten: (@ primitiv, (b) raumzentriert / bec, (c) flachenzentriert / fcc

{7al (7o)

Das durch die Achsenabschnitte a, b, ¢ aufgespannte Volumen bildet die Einheitszelle. Nur
fur primitive Gitter ist die Einheitszelle gleich grof3 wie die Elementarzelle. Das kubisch

primitive Gitter enthalt 8% =1 Gitterpunkt. Das kubisch flachenzentrierte Gitter enthalt
1 1 .
dagegen 8x§+ GXE =4 Gitterpunkte.
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1. Beispie: Primitive Translationen der fcc- Struktur

e . Fig. 1.5
[l : }\‘ l '. ‘ Primitive Translationen @, @ und d; eines foc Gitters

eingezeichnet in die zugehtige Einheitszelle
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2. Beispiel: Primitive Trandlationen der bce- Struktur
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Natriumchloridstruktur

Die NaCl-Struktur ist kubisch flachenzentriert (fcc), die Basis besteht aus je einem Na und
Cl-Atom im Abstand der halben Raumdiagonale. Jedes Atom hat 6Nachbarn der jeweils
anderen Sorte. Diese Zahl wird a's Koordinationszahl bezeichnet.
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Fig. 1.10 g iy st o v
AF i =t
Matriumchloridscrltur = é-’ =k
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Céasiumchl oridstruktur

CsCl hat eine kubisch primitive Struktur mit einer Basis aus je einem Cs- und CFAtom. Das
Cl-Atom ist entlang der halben Raumdiagonale verschoben. Die Koordinationszahl ist 8.

& -— & Caesiumchloridstrukiur

Diamantstruktur

Kohlenstoff, Silizium, Germanium und Zinn kristalisieren in der Diamantstruktur. Das
Raumgitter ist kubisch flachenzentriert; die Basis besteht aus zwei gleichen Atomen, eines auf
einem Eckpunkt sowie eines entlang der Raumdiagonale um ein Viertel ihrer Lange
verschoben. Die Koordinationszahl ist 4. Jedes Atom bildet mit seinen nachsten Nachbarn
Tetraeder aus.

Hexagonal dichteste Kugel packung (hcp)

Hexagonal (primitive) Struktur mit einer Basis aus zwei Atomen bei (0,0,0) und (2/3,1/3,1/2).
Die Koordinationszahl ist 12.

E-: 143

W L & Hexaponal dichteste Kugelpackung
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2.1.3 Millerschelndizes

Ort und Lage von Kristallebenen sind durch die Angabe von drei Punkten festgelegt. Ist diese

Ebene mit Gitterpunkten besetzt, so wird sie als Netzebene bezeichnet. Insbesondere fur die

Strukturanalyse ist die Kennzeichnung von Netzebenen durch die Millerschen Indizes (hkl)

nitzlich:

- Die Schnittpunkte der Ebenen mit den Achsen a;, a,, a, werden in Einheiten der
Gitterparameter bestimmt.

- Von diesen Zahlen werden die Kehrwerte gebildet und so erweitert, dass ganze Zahlen
entstehen. Das Ergebnis (hkl) heil3 Indizierung der Ebene.

Beispiel:

® Achsenabschnitte 3a,, 2a,, 24,

® Kehrwerte 1/3, 1/2, 1/2
® ganzeZahlen 2, 3, 3
® Millersche Indizes (233)

Ebenen, welche aus Symmetriegrinden gleichwertig sind, werden durch geschwelifte
Klammern bezeichnet: {100} bezeichnet demnach die Wirfeloberflachen von kubischen

Kristallsystemen.

Richtungen in einem Kristall werden durch eckige Klammern bezeichnet, wobei jewells
kleinste ganze Zahlen verwendet werden. [100], [OlO], [001] sind die drei Richtungen der

Kristallachsen, [111] ist eine Raumdiagonale, [TOOJ zeigt in - a-Richtung.

In kubischen Systemen steht die Richtung [hkl] immer senkrecht auf der Ebene (hkl).
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2.1.4 Reziprokes Gitter

Fur viee Anwendungen, insbesondere die Rontgenbeugung, ist die Definition eines
reziproken Gitters hilfreich. Daher bestimmt man aus den primitiven Translationen a,, a,, a,

die Achsenvektoren by, b,, b, des reziproken Gitters:

foPBX3 ; Paxa o Paxd
a xa, X a, a xa, X a, a <, X a,
U bxa=2d,
Punkte im reziproken Gitter sind dann festgelegt durch
G=hb, +h,b, +h b,

Jede Funktion f (F), die gegeniiber einer Trandation um den Vektor R invariant ist (d.h.
f(r)=f (r +R), l&sst sich as Fourier-Reihe darstellen:

f(r) =4 f, exp(i Gx)
G
Hierbel nutzt man aus, dass definitionsgemald gilt

GR=I2p, | : ganze Zahl

Genauso wie eine mikroskopische Aufnahme das Kristalgitter zeigt, liefert die
Rontgenbeugung ein Bild des reziproken Gitters (Kap. 3).

Die zentrale Zelle im reziproken Gitter wird Brillouin-Zone genannt. Man erhélt sie, analog
zur Wigner-SeitzZelle des realen Gitters, as kleinstes Volumen, das vollstandig von den
Ebenen eingeschlossen wird, die die vom Ursprung aus gezeichneten reziproken
Gittervektoren in der Mitte senkrecht schneiden. Die Zonengrenzen liegen dann bei den
Werten q== p / a, wobel a eine primitive Achse des Kristallgittersist. Die Grofe q wird als
Wellenzahl bezeichnet, d.h. als Betrag eines Wellenvektors.

2.2 Bindungsarten

Ubersicht verschiedener Kristallarten bzw. Bindungen:

lonenkristalle / lonenbindung:

Elektrostatische Bindung mit Bindungsenergien Eping » 6 - 10 €V, hohe Schmelzpunkte,
groe  Packungsdichten, kugelsymmetrische ~ Ladungsverteilung. Beispiele:
Alkalihalogenide

Atomkristalle / Kovalente Bindung:

Austauschwechselwirkung, ahnliche Bindungsenergie wie lonenkristalle, hohe Schmelz-
punkte, geringere Packungsdichte. Beispiele: Diamant, Silizium, Germanium
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Molekulkristalle und Edelkristalle / Vander-Wads-Bindung:
elektrostatische Bindung mit Bindungsenergien Eping » 0.1 - 0.2 €V, niedrige
Schmel zpunkte, geringe Harte. Beispiele: Edelgase, organische Verbindungen

Metalle / Metallische Bindung:
elektrostatische Bindung mit Eping » 1 €V, groRe Packungsdichte, sehr gute
Verformbarkeit, elektrisch leitend, weitgehend legierbar

Wasserstoffbriickenbindung:

Elektrostatische Bindung zwischen 2zwel negativen lonen Uber en Proton,
Bindungsenergie Eping » 0.1 - 0.2 eV (Ausnahme: HF mit Epying » 2.5 eV). Beispiel:
Eiskristalle

2.2.1 lonenbindung

Elektrostatische Wechselwirkung zwischen entgegengesetzt geladenen lonen. Bekanntestes
Beispiel ist das Kochsalz NaCl: Natrium (Konfiguration 1s* 25° 2p° 3s) gibt das 3s-Elektron
an Chlor (15 25? 2p° 3¢ 3p°) ab. Es entstehen die lonen Na', CI' mit abgeschlossenen
Elektronenschalen. Die lonenbindung hat keine V orzugsrichtung.

lonen mit abgeschlossenen Elektronenschalen haben naherungsweise Kugelsymmetrie. Das
lon i befindet sich dann im Coulomb-Potential aller j weiteren lonen:

rij: Abstand zwischen i-tem und j-tem lon

Fur einen Kristall mit N lonenpaaren (d.h. 2N lonen) gilt

+e°

Ut=Ng
i 4peorij

Die Summe &8sst sich mit rg as Abstand néchster Nachbarionen vereinfachen zu

fij = Pij" lo
2
Uc=N—2°% éi_l
4peoro j piJ
\ﬂ_J

=-a
Hier i a die Madelungkonstante. NaCl hat die Struktur fcc, d.h. ein Na'-lon ist von sechs
Cl-lonen im Abstand ro umgeben. Auf den Fléachendiagonalen befinden sich im Abstand
V2 r, zwolf weitere Na'-lonen, auf den Raumdiagonalen im Abstand ﬁro acht CI'-lonen,
weitere sechs Na'-lonen im Abstand 2ro usw.:

a,.=6-2.+8_06 ., =1747565

V2 43 Ja
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Weitere Konstanten sind

a,, =1.762675 (kubisch primitiv)
a, =1.63806 (Zinkblende)

Neben der anziehenden Coulomb-Wechselwirkung U © gibt es ein abstoRendes Potential U .
Anschaulich riihrt dies her von dem ab einem bestimmten Abstand einsetzenden Uberlapp
von (gefillten) Elektronenschalen. Ein solcher Uberlapp ist nach dem Pauli-Prinzip verboten;
eine weitere Anndherung der lonen erfordert daher die Anregung von Elektronen in

energetische héhere Zustande. Dies flhrt zu einer Erhthung der Gesamtenergie und damit zur
Abstof3ung.

Fir die theoretische Beschreibung des Potentials U B gibt es verschiedene Ansitze, z.B.
Exponentiafunktionen oder Funktionen vom Typ cx". Am meisten verbreitet ist das Born
Mayer-Potential

Ul =Bep(-r,/r)

B: Malfir die Stérke der Abstol3ung
r . Malfir die Reichweite der Wechselwirkung

B und r sind ionenspezifische Konstanten. Da nun ndchste Nachbarn sich nennenswert
Uberlappen kdnnen gilt

U®=NzBexp(-r,/r)
z : Anzahl nachster Nachbarn bzw. K oordinationszahl

Das gesamte Wechselwirkungspotential U ist dann
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Im Gleichgewicht kompensieren sich anziehende und abstol3ende Kréfte

_p=@Yo
& a_,
2
zBexp(-ry/r) = ae
r4per

Dies ist die Bestimmungsgleichung fur den Gleichgewichtsabstand ro. Umgekehrt erlaubt
diese Gleichung bel bekanntem ry Uber die Messung der Kompressibilitét k die Bestimmung
der KonstantenBund r .

Die Bindungsenergie eines lonenpaares (bezogen auf freie lonen) ist

1
Eping = - W U (r,)

2
=_a¢ zBexp(-ry/1)
4pe,

ae® & rd
4peo§1r_

Die Bindungsenergie wird dominiert durch die Coulomb-Energie, da fur typische Kristale
dsetsr <<rp gilt.

QIIO

Zahlenbeispiel NaCl : r=032A, ro=282A
Epindtheo = 7.92 €V
Ebind,exp = 8.23 eV

Dieses einfache Modell ergibt bereits eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen
Messwerten

2.2.2 Kovalente Bindung

Die kovalente Bindung berunt auf der teilweisen Uberlappung von nicht abgeschlossenen
Elektronenschalen. Entscheidend ist die sogenannte Austausch-Wechselwirkung, welche ein
Resultat der quantenmechanischen Beschreibung ist und fir die es keine klassische Erklérung

gibt. FUr eine theoretische Beschreibung muss die zeitunabhéngige Schrddinger-Gleichung
gel6st werden:

Hj = E]j
j :(zeitunabhéngige) Wellenfunktion des Mehrteilchensystems
H : HamiltonOperator

E : Energiecigenwerte
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Im Gegensatz zur lonenbindung (abgeschlossene Kugelschalen) gibt es hier nun eine starke
Richtungsabhangigkeit der Bindung. Dies fuhrt zu einer relativ niedrigen Koordinationszahl
(z.B. 4 fur Kohlenstoffatome) und damit zu einer relativ geringen Raumausfillung.

Die exakte Losung der Schrodinger-Gleichung ist sehr  kompliziert, so dass
Naherungsl 6sungen notwendig sind. Die meisten Modelle benutzen hierzu eine Entwicklung

der Wellenfunktion j des Mehrteilchensystems nach den Atomeigenfunktionen j; der
einzelnen Atome.

1. Beschreibung von | als Linearkombination

N
] =acl;
j=1
LCAO-Methode (linear combination of atomic orbitals)

2. Beschreibungvon j durch Produktansétze (hier: zweiatomiges Molekdl)
j :Cl_j al b2 T a2l le
mit j a1 : Elektron 1 an Atom a usw.

Die Losung der Schrodinger-Gleichung erfolgt durch Storungsrechnung. Fur en
zweiatomiges Molekll (z.B. H) erhdt man Ldsungen der Form

U@U,+CF A

Uo: Energie des ungestorten Atoms
C: Coulomb-Integral, beschreibt die elektrostatische WW
A: AustauschIntegra
Das Vorzeichen von A bewirkt eine Aufspaltung der Energiewerte in bindende (- ) und nicht

bindende (+) Zustdnde. Bindende Zustande haben stets antisymmetrische Wellenfunktionen;
siekonnen beim Molekul Hy, mit zwel Elektronen mit antiparallelem Spin besetzt werden.

2.2.3 Van-der-Waals-Bindung

Bindungen zwischen Atomen bzw. Molekilen mit abgeschl ossenen Elektronenschalen fihren
z.B. zu Edelgaskristallen oder Molekilkristallen. Hierbei sind die einzelnen Kristallbausteine
elektrisch neutral und kugelsymmetrisch. Entscheidend fir die Bindung ist nun, dass die
elektrische Neutralitégt nur im zeitlichen Mittel gilt. Tatsdchlich hat man es aufgrund der
Elektronenbewegung mit zeitlich fluktuierenden Dipolen zu tun. Diese fluktuierenden Dipole
verschiedener Atome bzw. Molekile sind Uber die Coulomb-Wechselwirkung korreliert, d.h.
sie bilden gemeinsame Schwingungszustande aus.
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Das Potentiadl UY der Vander-Wads-Bindung lésst sich durch quantenmechanische
Stérungsrechnung 2. Ordnung bestimmen fir ein System aus vier gekoppelten Oszillatoren:

v, mo

UY =C—F—=-cC—3
(4pe,)’r® & g

a : Polarisierbarkeit des Atoms/ Molekils
U;: lonisierungsenergie des Atoms/ Molekils
C : dimensionslose Konstante (C » 1)

c, r : empirische Konstanten

Eine einfache Betrachtung von fluktuierenden Dipolmomenten mder Atome bzw. Molekile
fiihrt bereits auf die r®-Abhangigkeit und die GréRRenordnung von DU. Das Molekiil 1 habe zu
einem Zeitpunkt das Dipolmoment m. Am Ort des Molekiils 2 wird das Feld

m
|E|»4peor3

erzeugt, welches Uber die Polarisierbarkeit a, =a, =a ein Dipolmoment my induziert

— ma
=a|E|» ———

m =& |E| 4pe,rd

Fur die Dipol-Dipol-Wechselwirkung gilt dann

UDipoI»_nlrnz:_ aTnf
r 4pe,r®

Fiir den abstoRenden Term U * bei der Van-der-Waals-Bindung findet man empirisch:

Das gesamte W echselwirkungspotential bezeichnet man al's Lennard- Jones-Potential :

.12 .6 &
U =cxd & @00
)ger g ergy
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224 Metallische Bindung

Kennzeichnend fur Metalle sind die quasifreien Elektronen, die dem Kristall als Ganzes
zugeordnet sind. Pro Atom gibt es typischerweise ein bis zwei Elektronen. In diesem
Elektronensee oder -gas sind die lonenrimpfe ortsfest eingebettet.

Die Coulomb-Wechselwirkung steigt mit abnehmendem Abstand der lonenrimpfe. Daher
kristallisieren Metalle meist in dichten Packungen und haben hohe K oordinationszahlen.

Typische Bindungsenergien liegen bei 1 eV und sind damit geringer as fur ionische oder
kovalente Kristalle. Bei den Ubergangsmetallen mit teilweise gefilllten d-Schalen kommen
noch zusétzliche kovalente Bindungsanteile hinzu. Hier werden z.B. fur Wolfram sehr hohe
Bindungsenergien von 8.9 eV erreicht.

225 Wasserstoffbricken

Ein Wasserstoffatom kann von zwei Atomen mit starken Kraften angezogen werden. Die
Bindungsenergie einer solchen Wasserstoffbriicke liegt bei 0.1- 0.2 eV. Das Wasserstoffatom
verliert hierbei vollstandig sein Elektron. Aufgrund der geringen GrofRe von H sind nur zwei
Nachbaratome mdglich, die durch das H'-lon in Form einer Briicke verbunden werden

Bekanntestes Beispiel ist Eis. Hierbel werden HO-Molekile in Tetraederform angeordnet:
Jedes Sauerstoffatom ist Uber Wasserstoffbriicken mit vier weiteren Sauerstoffatomen
verbunden.

226 Atomradien

Absténde zwischen Kristallatomen konnen durch Rontgenbeugung mit einer relativen
Genauigkeit von 10° bestimmt werden. Auch wenn die Ladungsverteilung keine starre
Kugelschale darstellt, so ist doch die Ableitung von lonenradien aus den Gitterkonstanten
hilfreich. Hierbei ist es notwendig, je nach Bindungstyp selbstkonsistente Radien anzugeben,
d.h. verschiedene Radien etwa fir lonen oder kovalente Bindungen. Eine weitere notwendige
Unterteilung erfolgt nach der Koordinationszahl der jeweiligen Kristallstrukturen.
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Beispiel: NaCl: fa=098 A, ra =181 A

I'na + o =2.79 ,& , gemessene Gitterkonstante o = 2.82 ,&

Aus den GroRen der lonenradien Iasst sich mit guter Ubereinstimmung die Kristallstruktur
vorhersagen. Ausgangspunkt st die Forderung, dass sich die jeweils grofderen lonen noch
lickenlos berthren konnen. Der NaClStruktur entspricht einer Schnittebene eine

4er-Umgebung (d.h. Koordinationszahl 6 im Raum):

A bbb, 2.4

Zur Herleitung der kritiachen Ionenradienverhiiltnisse fir bestimmte Koordinations

zahler

a) Die sich berithrenden Anionen bilden ein Quadrat der Kantenlinoe 2ry mit
einer Disgonale 2(r, ry), wobei v, den Badius des am Zentrum liegenden
Foations bedeutet

Als Ergebnis fur luckenloses Bertihren erhédt man

My 1
—» 0.707
ro+r, J— >
Zum Vergleich:
r
o _ 1.81 — 065
o+l 279

Fur die verschiedenen Koordinationszahlen gilt

2: ﬁﬁ
2 r,tr,

r+rID 2
f e 2
r+rb 3
o [t efl
r,+r, 2

1

8: L £ |=
r,+r, 3

£1
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Beispiel CsCl: ra=181 A, fes= 1.67 A
o _ 181 _ 052£ i
ry +ro, 348 3

CsCl kristallisiert also in der kubisch primitiven Struktur mit Koordinationszahl 8.

2.3 Reale Kristalle und Fehlordnungen

Reale Kristalle enthalten immer auch Fehlordnungen, d.h. Abweichungen von der strengen
Periodizitét in der Anordnung der Gitterbausteine.

Fehlordnungen unterscheidet man nach ihrer Dimension. Ubliche Punktdefekte sind
unbesetzte Gitterpldtze (Leerstellen), iberschiissige Atome auf nicht reguldren Gitterplatzen
sowie Fremdatome. Linienhafte Kristallfehler sind z.B. Stufen oder Schraubenversetzungen.
Die Kristaloberflache selbst sowie die Kleinwinkelkorngrenzen bilden flachenhafte
Kristalfehler.

Mit dem Begriff Storstellen werden ganz algemein Punktdefekte bezeichnet. Solche
Storstellen  beeinflussen die Kristalleigenschaften ganz  wesentlich  Vielfach sind
Eigenschaften wie optische Absorption, Leitféahigkeit, mechanische und plastische
Eigenschaften nur von Dotierungen mit Fremdatomen abhangig. Man unterscheidet hierbei
zwischen intrinsischen Storstellen, bel denen Gitteratome Punktdefekte bilden, und
extrinsischen Storstellen, die durch Fremdatome verursacht werden.

231 Leerstelen

Der einfachste Kristallfehler ist eine Gitterleerstelle, bel dem ein Gitterplatz unbesetzt bleibt.
Ein solcher Kristallfehler wird als Schottky- Defekt bezeichnet.

Ein Schottky-Defekt entsteht, indem ein Atom mit der Aktivierungsenergie e, von einem

reguléren Gitterplatz an die Oberfléache des Kristalls transportiert wird. Durch eine leichte
Verschiebung der Nachbaratome um die Leerstelle wird Energie frei, so dass e, stets geringer

asdie Bindungsenergie E,;, des Atomsist.
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Im thermodynamischen Gleichgewicht sind immer Leerstellen vorhanden, da mit der

entstehenden Unordnung eine Zunahme der Entropie verbunden ist. S&i n die Anzahl der
Leerstellen und N die Anzahl der zur Verfligung stehenden Gitterplétze, dann ist die

Wahrscheinlichkeit W, einen Makrozustand mit n gleichwertigen Leerstellen zu erzeugen

NI
W, = ————
* (N-n)n

und die zugehdrige Entropiezunahme DS
DS =k, InW,
kg : Boltzmann-Konstante
Mit der Bildung von Leerstellen éndert sich die Freie Energie F des Kristalls um
DF =DU - TDS
=ne, - kgT InW,

Im thermodynamischen Gleichgewicht muss die Freie Energie F und damit auch ihre
Anderung DF ein Minimum annehmen:

?T—DFQ :ev-kBTInEEN no-
e Tn g é n g

Hierbel wurde die Stirlingsche Naherungsformel Inx! = x Inx —x benutzt, dain diesem Fall
x >> 1 gilt. Man erhdt so

aN-ng_ e
8 n g kT

In

und mit der Abschéatzung n << N weiter
n
L= ep(- e, /keT)

In den meisten Metalen erhdit man mit e, » 1 €V und bel Temperaturen knapp unterhalb des
Schmelzpunktes (T » 1000 K) Leerstellenkonzentrationen von 103 - 10™*. Firr andere Metalle
wie Wolfram mit e, » 3.7 eV sinkt n dagegen auf Werte von 10°°. Bei Raumtemperatur ist die
Konzentration entsprechend geringer; hohe Konzentratioren erzielt man hier durch rasches
Abkuhlen (Abschrecken) der Kristalle.

Eng verbunden mit Schottky-Defekten sind die sogenannten Farbzentren (meist F-Zentren).
Hier ist in der Licke eines negativen lons ein Elektron eingefangen. Durch Dipol ibergange
wird so insbesondere in Alkalihalogenid-Kristallen sichtbares Licht absorbiert. Solche
eingefarbte Alkalihalogeniden lassen sich z.B. durch Rontgenbestrahlung oder durch
Einbringen von Uberschiissigen Metalionen herstellen. So wird ein im Kaliumdampf erhitzter
K CI-Kristall orange-rot: K-lonen bauen sich im Kristall ein und erhthen die Anzahl negativer
lonenleerstellen. Das Vaenzelektron des K-Atoms wird in diesen Leerstellen eingefangen
(Potentialtopf-Modell) und absorbiert Licht bei ca. 590 nm Wellenlénge.
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Bild & FEin F-Zentrum besteht dus ciner Anjionlicke und einem an die Leerstelle gebundenen

uberschisssigen Elektron. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Uberschufielekirons ist

groft in der Nihe der positiven Metallionen, die an die Leerstelle angrenzen

2.3.2 Zwischenqitterplatze

Wandert ein Atom von einem Gitterplatz in eine Licke im Gitter, so entsteht ein Frenkel-
Defekt.

g
09 Y
—O—O-C-O—0—0—0)
P Fign, e
q;lr—ez'“.-az_ O—Cr T_ -

Fur die rein thermische Bildung solcher Punktdefekte erhdlt man in analoger Weise fir die
Wahrscheinlichkeit We

_ N N,!
We = (N-n)n (N, -ntn

Hier ist Nz die Anzahl der verfligbaren Zwischengitterplétze. Der zweite Term beschreibt also
die Anzahl der Moglichkeiten, die herausgel 6sten n Atome auf Nz Pldtzen zu verteilen.

Ist e/’ der Energieaufwand fir die Erzeugung von Licke und Zwischengitterplatz, so erhélt
man

n=\ NN, exp(-e,/2k,T)
Hierbei wurde wieder n << N, Nz benutzt.
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Frenkel- Defekte sind besonders zahlreich in Kristallen mit vergleichsweise offener Struktur.
Beispiele sind raumzentrierte Pldtze in kubisch-flachenzentrierten Strukturen oder
flachenzentrierte Platze in kubischraumzentrierten Strukturen. In Metallen mit ihrer dichten
Packung findet man dagegen kaum Frenkel-Defekte. Man kann sie aber durch Beschuss mit
energiereichen Teilchen gezielt erzeugen.

2.3.3 Dotierungen / Fremdatome

Fremdatome oder Dotierungen koénnen sowohl reguldre Gitterplétize als auch
Zwischengitterplétze besetzen. Der Einbau auf Gitterpldtzen ist umso wahrscheinlicher, je
dhnlicher das Fremdatom dem reguléren Gitteratom hinsichtlich Grof3e und Ladung ist.
Zwischengitterplatze werden besonders von Atomen mit kleinem Radius besetzt.

- L ] L ]
AN 7
PZANR
gy Y L]
=Tl y ®
® \'-'-r.f ® o = ®
L ® L] o
ja) §+7)
I 16 [ I nemn & 1 1 T i I
e A
N ) -:'.-";'l |
- e '.:-:' /.ii{-‘f_- -
‘ am = */z ,-_fi.: it -
.-_-—v \
] ] ! &
[ & L] L

2.3.4 Stufen- und Schraubenver setzungen

Es gibt zwe grundsétzliche Arten von eindimensionalen Defekten: Stufenversetzungen und
Schraubenversetzungen.

i — ?iF- -y R,
! et | |
Al T R e =
| T | | . S
- & -4 e %
—y—t * ' r—p—y [
I R e e R -, S S W
Bl g . et i
—— % +—4—3—o 5 o
| T 1
e g
T | | 'r‘ .
" - L ¥ 4
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Abb, 4.13

Bohamatisohe Diarstellung einer :-i|-:.r.|||'|.<-|.-,-L-|-i._-;;._u_“:_;_

Sept. 2002

Komplexere Arten von Versetzungen konnen als Kombination dieser beiden Grundtypen

dargestellt werden.

Eine thermodynamische Betrachtung liefert als Resultat, dass ein Kristall im Minimum der
Freien Energie keine Versetzungen enthalt. Tatsichlich sind jedoch stets Versetzungen
vorhanden, die z.B. bel der Kristallziichtung an der Schmelzgrenzflache entstehen. Diese
Versetzungen kénnen nur zum Teil an die Oberflache diffundieren und behindern sich in ihrer
Bewegung gegenseitig. Die plastischen Eigenschaften von Kristallen werden wesentlich

durch die Wanderung von V ersetzungen bestimmit.

2.35 Kleinwinkelkorngrenzen

Eine Aneinanderreihung von Stufenversetzungen bildet den bekanntesten zweidimensionalen
Kristalldefekt, die Kleinwinkelkorngrenze. Sie wird charakterisiert durch den Offnungswinkel

Q benachbarter geordneter Kristallbereiche.

Fig. 1.48
Kleinwinkelkorngrenze
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24 Kristallziichtung

Einkristalle sind fur die Festkorperforschung und fir viele Anwendungen unentbehrlich.
Fortschritte bei der Untersuchung von verunreinigten bzw. dotierten Proben sowie
polykristallinen Materialien lassen sich oft nur durch vorherige Herstellung extrem sauberer
Einkristalle erzielen. Anhand der moglichen Phasenumwandlungen bel der Herstellung 1&sst
sich eine grobe Einteilung verschiedener Kritstallzuchtverfahren machen

241 Losungsziichtung

Ein Impfkristall hangt in einer gesdttigten Losung des abzuscheidenden Stoffes. Bei
Abkihlung bzw. bei Verdunsten des Losungsmittels wird die Lodlichkeitsgrenze
unterschritten; als Folge wéachst am Impfkristall Materia einkristallin auf.

Hauptanwendung: Salze, organische Stoffe
Nachteil: Einschluss von Ldsungsmitteln, unerwiinschte Keimbildung

242 Zuchtung ausder Gasphase

Material wird bei der Temperatur T; verdampft und kondensiert bei T, < T1 an einem anderen
Ort. Man unterscheidet zwischen geschlossenen Systemen und offenen Systemen, bel denen
zusétzlich ein inertes Tragergas eingesetzt werden kann. Weiterhin kdnnen als Tragergas auch
reaktive Komponenten wie z.B. H, oder J, eingesetzt werden (chemische Transportreaktion).

Beispid: Epitaktische Abscheidung von Si
2H,+SICl, « S+4HCI

Bei T > 1000 °C verlauft die Reaktion nach rechts. Dieser Prozess hat grof3e Bedeutung fur
die Mikroelektronik, bei der diinne SkSchichten auf einem Sk Substrat abgeschieden werden.

— UL L L L Lt

! 5 der |:l-1_‘.l|: 158, peachlossenes aystam. In einem Qu ATZE el G
inks polykristallines Ausgangamaterial A. Durch Aufheizung anf die

rdampit A und kondensiert bei 1y rechts emkristallin, Dabei 1ac
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B riat .:|_.-_|;-"_r||'||:-_ A118 der I.'l:-E:-E_;-_u-_ |_||'|'|-|'.{-:_- S_'l,"'-t-"'lll. l:ilhr:.!'ll.ig-'_l' I'\-nll_]l!l,'-jll'rl'!'ll B
stromen aber Eu||_1.':-;|'i_-'|.|||i_'||:-., _'\_l_:--_:_:i-.]|u:=_~|:|:1lrI'I.|| A der f‘l.'!llpf.'lkl’.hl .':I.i' [Ye hierbei
entstehenden Reaktionsprodukte zersetzen sich bei der Temperatur Ty A scheidet
gich einkriztallin ab, B verlillt das Gefal G.

2.4.3 Zuchtung ausder Schmelze

Die Zichtung aus der Schmelze ist das wichtigste Verfahren fur Wissenschaft und industrielle
Anwendung. Es nutzt die direkte Umwandlung vom fllissigen in den festen Aggregatzustand.
Ein Impfkristall taucht in die Schmelze; an der fest-flissigen Phasenfront wéchst dann der
Kristall auf. Man unterscheidet verschiedene Verfahren, z.B.:

Nacken-Kyropoul os-V erfahren:

Der Impfkristall taucht vollstandig in die Schmelze, beides kihlt langsam ab. Nachteil: grof3e
Verspannungen

BridgemanStockbarger-V erfahren:

Der Impfkristall befindet sicham unteren Ende einer mit Schmelze gefillten Ampulle, welche
langsam von unten nach oben abgekihlt wird. Der Vorteil gegentber dem Nacken
Kyropoulos-Verfahren ist die gleichmaliigere Wachstumsfront.

Czochralski-V erfahren:

Der Impfkristall wird unter Rotation von oben auf die Schmelzoberflache abgesenkt. Es
besteht ein kleiner Temperaturgradient an der Wachstumsfront. Der Impfkristall wird langsam
(0.2-100 mm/h) aus der Schmelze herausgezogen. Die Rotation bewirkt eine gleichméldige
Temperaturverteilung und Durchmischung der Schmelze. Standardverfahren z.B. fir Si, Ge
und LiNbOs.

Beispiel:  S-Einkristalle
Durchmesser bis 30 cm, Lange grofer 1 m, T = 1415 °C
Gewicht Uber 200 kg
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Czochralski-Verfahren Zonenschmel zverfahren

flissiges Si
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Zonenschmel zverfahren:

Herstellung von Einkristallen aus polykristallinem Ausgangsmaterial. Ein Einkristall (z.B. S)
wird mit einem polykristallinen Zylinder verschmolzen. Durch ringférmiges Heizen der
Verbindungszone und langsames Fortbewegen der Zone Uber den polykristallinen Bereich
entstehen Einkristalle. Weliter ist ein Reinigungseffekt mdglich, indem Verunreinigungen mit
der fliissigen Zone nach oben verschoben werden.

Der Durchmesser der Kristalle wird durch die erforderliche Oberflachenspannung auf ca.

10 cm (Si) begrenzt. Der Hauptvorteil des Verfahrensist die Méglichkeit, durch nachtrégliche
Behandlung extrem saubere Kristalle herzustellen.

244 WeitereVerfahren

Hochstdrucksynthese:

Umwandlung der Kristallstrukturen bei Anderung von Druck und/oder Temperatur.

Beispiel:  Synthetischer Diamant
Umwandlung von Graphit in Diamant bei p > 10'° Pa und T » 2500 °C

Hydrothermal synt hese:

Mischung aus L6sungs- und Gasphasenziichtung. Losungsmittel ist Wasser im Uberkritischen
Zustand oberhalb des kritischen Punktes im Phasendiagramm. Dies bewirkt eine grof3e
Lodichkeit ansonsten kaum 10dlicher Stoffe. Anwendung z.B. zur Herstellung von
Quarzkristallen.
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3 Strukturunter suchungen

31 Beugung eektromagnetischer Wellen an Kristallen

Wenn die Wellenlange einer auf einen Kristall fallenden Welle die gleiche Gréf3enordnung
wie die Gitterkonstante hat, so kann die Welle am Kristallgitter gebeugt werden. Bei
typischen Gitterkonstanten im Bereich einiger Angstrom trifft dies neben Materiewellen (z.B.
Elektronen) auf die elektromagnetische Rontgenstrahlung zu. Die elektromagnetische Welle
regt die Elektronen des Kristalls zu erzwungenen Schwingungen an, die dann wiederum
Sekundarwellen emittieren. Falls diese anschlief3end konstruktiv miteinander interferieren,
treten Beugungsmaximain der Intensitét auf.

Diese Beugungserscheinungen sollen in drei Schritten behandelt werden. Zunéchst wird die
Beugung an einer periodischen dreidimensionalen Anordnung von punktférmigen
Streuzentren betrachtet. Anschlief3end wird zusétzlich bertcksichtigt, dass an jedem
Gitterpunkt eine unter Umstanden mehratomige Basis mit einer ausgedehnten, also nicht
punktformigen Elektronenverteilung zur Streuung beitragt. In einem letzten Schritt wird dann
der Einfluss der von Null verschiedenen Kristalltemperatur und die damit vorhandenen
Schwingungen der Gitterbausteine um ihre Gleichgewichtslage behandelt.

Wir betrachten im Folgenden die Beugung von monochromatischer Rontgenstrahlung der
Wellenlange| an einem periodischen Gitter mit den primitiven Translationen &, , a, und a,.

Weiterhin sei angenommen, dass die Entfernungen von Réntgenquelle und Detektor vom
beugenden Kristall so grofd seien, dass man es mit paralelen Strahlenbiindeln zu tun hat.
Wenn 3, und ¢ die Einheitsvektoren von einfallender und gestreuter Welle sind, so erfolgt

konstruktive Interferenz zweler durch a, verbundener Gitterpunkte genau dann, wenn gilt
ax(s-5)=h
h, : ganze Zahl

In einer Ebene, die die drei Vektoren &, , S und 3, enthdlt, I&sst sich diese Beziehung leicht
graphisch darstellen:
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Aus der Abbildung wird auch sofort klar, dass die obige Gleichung fir jede Richtung s gilt,
die man durch Rotation von € um die Richtung von &, erhélt; die Gleichung beschreibt aso
einen Kegelmantel um a, .

In analoger Weise erhdt man ebenfalls konstruktive Interferenz bei Gitterpunkten, die durch
Trandationen a, und a, verbunden sind:

a, {s-5)=h,l

a, X(S' So):hsl

Diese drei Laueschen Gleichungen bilden eine hinreichende Bedingung fir das Auftreten von
Beugungsmaxima. Sie mussen jedoch stets zugleich erflllt sein, d.h. die drei zugehérigen
Kegelméntel missen sich in ener einzigen Schnittgeraden schneiden. Die Laueschen
Gleichungen sind daher nur fur ganz bestimmte Einfallsrichtungen 3, erfillt.

I G=h b +h,b,+h b, ein belichiger Trandationsvektor des reziproken Gitters, so
lassen sich die Laueschen Gleichungen schreiben als

Diese Beziehung beschreibt die Impulserhaltung bel der Beugung am Kristallgitter, bei der
sich der Betrag ‘hl_{‘ =2p i/l =h/l der elastisch gestreuten Photonen nicht &ndert. Diese
Gleichung lasst sich graphisch in Form einer sogenannten Ewald-Kugel darstellen.

Alternativ zu den Laueschen Gleichungen lasst sich die Beugung an einem Kristall auch
durch die Braggsche Reflexionsbedingung beschreiben. Hierbei félt die einfallende Welle
unter einem Winkel u auf eine Netzebenenschar mit dem Abstand

_ 2p
~ |hb, + kb, +1b|

dth

Die Netzebene besitzt die Millerschen Indizes (hkl).
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Die Braggsche Reflexionsbedingung lautet dann
2d,,, 9nu =nl

n : ganz Zahl (Beugungsordnung)

Hier i n die Beugungsordnung. Die Gleichung lasst sich auch direkt aus den Laueschen

Gleichungen herleiten.

Bisher wurden nur die Richtungen bestimmt, in die Rontgenstrahlen durch das periodische
Gitter gebeugt werden konnen. Die Stérke der einzelnen Beugungsmaxima hangt jedoch
entscheidend vom Aufbau der Basis und dem Streuvermdgen der einzelnen Basisatome ab.

Im Folgenden sollen die an den in einer Elementarzelle enthaltenen Elektronen gestreuten
Wellen aufsummiert werden. Hieraus erhdt man einen sogenannten Strukturfaktor, der die
Stérke der Beugung an einer bestimmten Netzebene (hkl) beschreibt.

Das Volumenelement der Elementarzelle sei dV und der Ortsvektor von einem Bezugspunkt
zum Volumerelement sai r. Dann ist die Phasendifferenz einer im Volumenelement dV

gestreuten Welle, relativ zum Bezugspunkt, gegeben durch

i (r)=kDs=22rxs-5)

. LW
f dV Y
[ ) ;:"'----- |
\ ¥ / Bezugspunkt
- '.-HH\ 3 fo -/__."'
Fig. 1.21 5'-/ fr_

Zur Ermittlung des Strukturfaktors F
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Die Amplitude der gestreuten Welle ist proportional zur Summe Uber alle Elektronen in der
Elementarzelle multipliziert mit ihrem jewelligen Phasenwert, oder in integraler Schreibweise

Foo = ON (M) explij (F))av

Vez

n(r) : Elektronenzahldichte
Foa © Strukturfaktor

Mit der zuvor hergeleiteten Beziehung S- s, =1 / 2p G kdnnen wir nun schreiben

Foo = ON(F) exp(iG x7) dV

VEZ

Der Ortsvektor r wird weiter in der Form r =r, + R aufgeteilt, wobei r, der Ortsvektor

vom Bezugspunkt (z.B. ein bestimmtes Basisatom) zu den weiteren i Basisatomen ist und R
der Ortsvektor zur Elektronenhille des jeweiligen Basisatoms:

Foo = exp(i G x7) On (R) exp (i GxR) dv
Die Integration erfolgt nun also Uber die Elektronenhiille der Basisatome und die Summe
erfolgt Uber ale Atome der Basis.

Mit der Einflhrung des atomaren Streufaktors f; des i-ten Atoms,
fi=¢n(Rexpl G xR) dV
erhalten wir dann

Foi :é f, exp (i G xr;)

Anschaulich beschreibt der atomare Streufaktor das Amplitudenverhaltnis einer an einer
ausgedehnten, realen Elektronenverteilung gestreuten Welle zu der an einer punktférmigen
Quelle gestreuten Welle.

Legt man weiter eine kugelsymmetrische Elektronenverteilung zugrunde (Kugelkoordinaten),
so lassen sich bel der Integration Uber dV die Teilintegrationen Uber dj und du ausfthren.
Man erhdlt so eine Darstellung fur f;, welche nur noch von der radialen Elektronendichte
n; (R) abhangt:

Y , dn (4p Rsnu/l)

f=4ap (R R dR
| poon'() 40 Rsnu/l

u : Glanzwinkel (siehe Bragg-Bedingung)
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Fir die radiale Elektronendichte n; (R) benutzt man meist die Dichte freier Atome, wie man
sie z.B. nach dem Hartree-Fock-V erfahren berechnen kann.

riahren berechnete Elektronen- &
verfellung zugrunde (nach Batterman,
AW Chipman, D.R.; De DMarco, o

J.JPhys.Rev, 122(1061)68)

Nimmt man an, dass ale Z Elektronen des Atoms mit der Ordnungszahl Z am Ort R=0
stzen, d.h. n, (R) = Ln@no Z/(4/3p R%)), sofolgt unmittelbar al's Ergebnis des obigen Integrals

fi=2.

Es soll nun der Strukturfaktor fur ein primitives Gitter berechnet werden. Es seien r, s; und t;
die Koordinaten der Basisatome relativ zum Bezugspunkt, so dass gilt

n=r,a+s,;a,+t; a

mit den primitiven Trandationen &, , a, , a, des Gitters. Der Gittervektor G des reziproken
Gitters lasst sich darstellen in der Form (ohne Herleitung)

G=n(hb +kb,+1D,)

wobel n ene ganze Zahl it und die bei der Braggschen Reflexionsbedingung eingefiihrte
Beugungsordnung angibt. Damit folgt

Fhki :é f; e>(p(2p ni (hr; +ks, +|ti))

und fir die Intensitét des Beugungsreflexes gilt

2

I ~|Fhkl|

Beispiel CsCFStruktur: Die Koordinaten der Basisstome sind r,=s,=t, =0 und
r,=s,=t,=0.5. Einsetzen liefert den Strukturfaktor

Foa=f+ f,ep @ ni(h+k+1))

Vorlesung FP Kap.3 Version 1.2.doc 5von9 30.01.03



Institut fUr Physik und Physikalische Technologien der TU Clausthal Okt. 2002
Experimentalphysik VI (Festkorperphysik) WS 2002/2003

Betrachtet man die erste Beugungsordnung n= 1, so ist fir gerade Summen der Millerschen
IndizesF,,, = f, + f,, d.h. man erhdt hohe Beugungsintensitéten, und fir ungerade Summen

(h+k+1)glt F, =f - f,, dh. man erhdt niedrige Beugungsintensitéten. Falls beide

Basisatome dartiber hinaus gleiche atomare Streufaktoren besitzen (f; = f2), wie dies bei einem
bee-Gitter der Fall ist, so erfolgt vollige Audschung der Beugungsreflexe. In der folgenden

Abbildung sind dann die Strahlen 1 und 2 bzw. 2 und 3 gerade ump phasenverschoben.

- B - —* 2
. e A e
.-.-""-\-\. T ¥ _,-F"'-F-H--
._\_\__}1' o _:;_i_,.l-' -
""'\1..__\_\_\__5 //, I'--. e / _'_,_.:l-""'_--
~f2 - Fig. 1.23
e - — PRy T F R L ROy BT o CE T
T /_.} fum Strukturfaktor eines bee Gitter

P

L2 |

Zum Schluss soll noch die Kristalltemperatur berlcksichtigt werden, die zu einer
momentanen Auslenkung G (t) der Basisatome aus ihrer Gleichgewichtslage 1; fuhrt. Man
betrachtet daher den zeitlichen Mittelwert des Strukturfaktors

Fuw=a fepiGxr +0) =ep( Gxi) § f, exp(G xr)

Im zeitlichen Mittel ist der Strukturfaktor also um den Faktor exp (i G xi) erniedrigt. Nach
etwas Rechnen erhdt man als Naherung

exp (i G xti) = exp(-1/6|G[ v)

und damit eine Abnahme der Intensitét des Rontgenreflexes von der Intensitét 1o bei der
Temperatur T = O (starres Gitter) auf

| =1, xeq(- V3| G u?)

thI(T)

Den hier auftretenden Faktor D (T) bezeichnet man als Debye-Waller-Faktor.
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3.2 Rontgenstr ukturanalyse

Samtliche Verfahren zur Strukturanalyse sind durch die Braggsche Reflexionsbedingung
vorgegeben Bei den experimentellen Techniken ist aber zu beachten, dass fur spezielle Werte
von Wellenléange | und Netzebenenabstand dny die Reflexionsbedingung im Allgemeinen
nicht zu erfillen ist. Bei feststehendem Kristall und monochromatischer Strahlung wird man
daher keine Beugungsbilder beobachten. Es ist vielmehr notwendig, den Kristall entweder mit
einem kontinuierlichen Wellenlangenspektrum zu bestrahlen, oder bei Verwendung von
monochromatischer Strahlung den Einfallswinkel zu variieren. Aus diesen beiden
Moglichkeiten  leiten sich  die  verschiedenen  praktizieten  Verfahren  der
Rontgenstrukturanalyse wie das Laue-Verfahren, das Drehkristallverfahren und das Debye-
Scherrer-Verfahren ab.

Neben der Vewendung von Rontgenstrahlung passender Wellenlange ist auch die
Verwendung von Elektronen zur Strukturanalyse gebréauchlich. Dabei fuhrt der
Zusammenhang | = h / p zwischen der de-Broglie-Wellenlénge | und dem Impuls p der
Elektronen auf eine Beziehung zwischen der kinetischen Energie E und der Wellenlange:

h
2mE

Hier ist me die Elektronenmasse und h das Plancksche Wirkungsquantum. Um Wellenlangen
in  der GrolBenordnung von enem Angstrém zu bekommen sind alerdings
Beschleunigungsspannungen von nur etwa 150 V notwendig. Die Eindringtiefe solcher
langsamer Elektronen in Materie ist sehr gering. Aus diesem Grunde ist die
Elektronenbeugung eine weit verbreitete Methode vorwiegend zur Untersuchung von
Festkorperoberflachen. Im Unterschied zur Rontgenbeugung erfolgt die Wechselwirkung mit
Materie dabei durch Coulomb-Kréfte sowohl mit den Huillenelektronen als auch mit dem
Kern.

Eine weitere Alternative stellt die Beugung von Neutronen dar. Aufgrund der deutlich
hoheren Masse des Neutrons gegentiber Elektronen sind hier nur Energien von etwa 0.1 eV
erforderlich, wie sie etwa durch einen Kernreaktor in grof3er Intensitét verfugbar sind. Die
Streuung von Neutronen erfolgt durch die starke Wechselwirkung mit den Kernen der
Gitteratome sowie bei magnetischen Materialien auch Uber die magnetischen Momente der
Stol3partner.

Laue-Verfahren

Das Laue-Verfahren ist die klassische Methode zur Bestimmung der Orientierung von
Kristallen. Hierbel féllt ein kollimierter polychromatischer Rontgenstrahl auf eine fest
stehende enkristalline Probe. Die abgebeugten RoOntgenreflexe werden auf einer
photographischen Platte hinter (oder bei Reflexionsgeometrie auch vor) dem Kristall
detektiert. Aus dem kontinuierlichen Spektrum der einfallenden Welle ,sucht’ sich das
Kristallgitter digenige Wellenlange heraus, bei der die Braggsche Reflexionsbedingung bei
vorgegebenem Einfallswinkel und dem durch den Kristall festgelegten Netzebenenabstand
erflllt ist.
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Abb. 3.14
Geometrie des Laue-Verfahrens

Die Rontgenreflexe erscheinen auf dem Film as Punkte. Strahlt man z.B. entlang einer der
Hauptachsen des Kristalls ein, so lasst sich mit dem Laue-Verfahren auf einfache Art die
Symmetrie des Kristals bestimmen. In der Abbildung sient man eine Aufnahme des
tetragonalen Bariumtitanats BaTiO3. Dieser Kristall mit der Symmetrie 4mm hat neben zwel
Spiegelebenen eine vierzéhlige Symmetrieachse, die sich in dem Beugungsbild wieder
spiegelt. Zum Ausmessen der Gitterparameter des Kristalls ist das Laue-Verfahren dagegen
weniger geeignet, da sich die beobachteten Reflexe nur schwer den in der Strahlung
enthaltenen Wellenldngen zuordnen lassen.

Fig. 1.50
Lave-Diagramm eines Barumtitanatkristalls

s Strahlungseinfall in einer [L00]-

Drehkristallverfahren

Beim Drehkristallverfahren verwendet man monochromatische Rontgenstrahlung, erlaubt
aber nun eine Drehung des Einkristalls um eine feste Drehachse. Der Einfalswinkel u kann
so variiert werden. Als Detektor wird entweder ein enzelnes Zahlrohr bzw. ein
Szintillationsdetektor verwendet, die sich jewells in der Drehebene befinden und simultan um
den Winkel 2u mitgedreht wird, oder aber es wird eine zylindrische Kammer verwendet, bei
der von innen ein Rontgenfilm auf der Zylinderoberflache anliegt. Das zweite Messverfahren
bietet den Vorteil, dass Netzebenenabstande nicht nur in einer Ebene, die die Drehachse
enthdt, sondern im gesamten dreidimensionalen Raum bestimmt werden kdnnen.
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Durch Ausmessen der Winkel zwischen einfallendem Strahl und den Schichtlinien bzw. den
darauf liegenden einzelnen Reflexen lassen sich fir einfache Kristallsysteme relativ leicht die
zugehdrigen Gitterparameter bestimmen. Weiterhin ist auch (aber mit teilweise sehr grof3em
Aufwand) die Bestimmung der Positionen der einzelnen Basisatome moglich.

Debye-Scherrer-Verfahren

In vielen Féllen liegen die zu untersuchenden Proben nicht als grof3e Einkristalle vor, sondern
als polykristallines Material oder als Pulver. Ein solches feinpulvriges Ausgangsmaterial mit
statistisch verteilter Orientierung der Netzebenen weist stets auch solche Richtungen auf, fr
die die Braggsche Reflexionsbedingung fir eine bestimmte Wellenlange der einfallenden
Rontgenstrahlung erfullt ist. Man fullt daher etwas Pulver der zu untersuchenden Probe in ein
dunnes Glasrohrchen und bestrahlt dieses unter festem Winkel mit monochromatischer
Rontgenstrahlung. Um das Rohrchen wird, meist in vollem Umfang von 360 Grad, ein
Rontgenfilm platziert. Die einfallende Strahlung wird an passend orientierten Mikrokristallen
unter dem Winkel 2u abgebeugt, so dass auf dem Film Kreisringe bzw. Ausschnitte hiervon
registriert werden, aus deren Offnungswinkeln sich die Netzebenenabstande direkt bestimmen
lassen.
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4 Gitterdynamik

4.1 Gitterschwingungen

Schwingungen der Gitteratome lassen sich als System von gekoppelten Oszillatoren
beschreiben, das zu Eigenschwingungen angeregt werden kann. Es soll hier der einfache Fall
betrachtet werden, bei dem sich eine Welle z.B. in einem kubischen System entlang einer der
Wiirfelkanten ausbreitet. In diesem Fall schwingen immer ganze Netzebenen in Phase. Die
Auslenkung kann dabei entweder parallel oder senkrecht zur Ausbreitungsrichtung bzw. zum
Wellenvektor g erfolgen. Damit ldsst sich das Problem in einem eindimensionalen Bild

beschreiben als lineare Kette gekoppelter Oszillatoren.

Weiterhin soll zundchst nur eine lineare Kopplung der einzelnen Gitteratome betrachtet
werden. Dies ist fiir kleine Auslenkungen eine hinreichend gute Ndherung. Erst spéter bei der
Behandlung anharmonischer Effekte wie der thermischen Ausdehnung von Festkorpern
werden nichtlineare Koppelterme eine wichtige Rolle spielen.

41.1 Einatomige Basis

Zunichst betrachten wir die Schwingung eines Gitters aus gleichartigen Atomen. Die Kraft
auf eine Netzebene s, die durch die Verschiebung einer parallelen Ebene s + n entsteht, ist
proportional zur Differenz der Auslenkungen u, — ug4, . Mit der Kopplungskonstante £, betragt
dann die gesamte auf die Ebene s wirkende Kraft

Fs :an (us+n _us)

Betrachtet man weiter nur die Wechselwirkung niachster Nachbarn, d.h. n = £1, und ist M die
Masse eines Atoms der Netzebene, so lautet die zugehorige Bewegungsgleichung

d’u,
M d;;é :f(us-H +us—1 _21/!3)

Mit dem Losungsansatz ue = u exp( + i(qa — wt) ), wobei u die Amplitude, g die
Wellenzahl, a der Abstand benachbarter Netzebenen und @ die Kreisfrequenz der
Schwingung ist, erhélt man

o> M= f(2 - exp(iga)+exp(~iga) )= 2 f (cos (qa) = 1) =4 f Sinzq_za

Fiir die Kreisfrequenz der sich im Kristall ausbreitenden Welle findet man also die

Dispersionsbeziehung
® =72, }i 49
M

sin —
2
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Es stellt sich nun die Frage, welcher Bereich von ¢ fiir elastische Wellen eine physikalische
Bedeutung hat. Betrachtet man hierzu die Auslenkungen benachbarter Netzebenen

us+l — u exp(l(s+1)qa) — exp(iqa)
u uexp(isqga)

N

so wird klar, dass sich der sinnvolle Bereich der exp-Funktion mit der Phase ga auf das
Intervall —7 < ga < x beschrankt. Eine groere Phasendifferenz als +7 macht physikalisch
keinen weiteren Sinn, da diese stets durch Subtraktion von 27 auf das angegebene Intervall
reduziert werden kann. Damit sind die mdglichen Werte der Wellenvektoren ¢ auf den
Bereich der Brillouin-Zone beschrénkt:

<g<

2|y

T
a

Werte von ¢ aullerhalb der Brillouin-Zone ergeben also nur Gitterbewegungen, die schon
durch Werte innerhalb der Grenzen + 7/a beschrieben sind.

—$ E

B
L

! I

! [

| [

I I

I I

I I

I I

| |

| 1

T U

oL il

= 0 & q
Fig. 2.3 Dispersionskurve fiir ein Kristallgitter mit einatomiger Basis

Fiir kleine Werte ¢ << 1/a, d.h. fiir Wellenléngen die grof3 gegen den Abstand der Netzebenen
sind, ist die Kreisfrequenz direkt proportional zur Wellenzahl

fa
M

w = q

Fiir diesen Fall verhilt sich das Kristallgitter wie ein Kontinuum. Abweichungen hiervon
treten umso stirker auf, je weiter sich die Wellenvektoren den Randwerten +77a der Brillouin-
Zone anndhern.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit vy des Wellenpakets ist die Gruppengeschwindigkeit, d.h.
die Geschwindigkeit des Energietransports im Medium:

2
v,=dw/dq= f—acos ik
M
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Fiir den Fall ¢ << 1/a ist v; unabhingig von der Wellenzahl. Der Ausdruck fiir vs entspricht
dann gerade dem fiir die Ausbreitung einer longitudinalen Schallwelle. An den Réndern + 7/a
ist die Gruppengeschwindigkeit also gleich Null. Man erhélt so eine stehende Welle, bei der
die benachbarten Netzebenen gerade gegenphasig schwingen.

An den Réndern der Brillouin-Zone wird die Kreisfrequenz maximal. Nimmt man fiir die
Schallgeschwindigkeit im Festkorper den Wert vy = 4 x 10° ms™' und einen Netzebenen-
abstand d =2 x 107" m an, so erhilt man

O ® V4 = vSz =27 x10" Hz

max
a

Hohere Frequenzen als die hier abgeschétzte GroBenordnung von @iax sind nicht moglich.

4.1.2 Zweiatomige Basis

Bei Kristallen mit mehr als einem Atom in der primitiven Einheitszelle treten weitere
Gitterschwingungen auf. Im Folgenden sollen die Schwingungszustinde eines Kristalls mit
zwel verschiedenen Basisatomen untersucht werden. Dabei sollen sich entlang der
Schwingungsrichtung die verschiedenen Atomsorten abwechseln, wie dies z.B. bei der NaCl-
Struktur entlang der Raumdiagonale [111] der Fall ist. Atome mit der Masse M, liegen auf
einer Netzebenenschar, und Atome mit der Masse M, liegen auf einer weiteren
Netzebenenschar, die zwischen denen der ersten Schar symmetrisch angeordnet sind. Der
Abstand innerhalb einer Netzebenenschar sei wieder a, d.h. zwischen verschiedenartigen
Netzebenen also gerade a/2. Wie zuvor soll die Wechselwirkung wieder auf die nichsten
Nachbarn beschriankt sein, so dass sich mit den Auslenkungen # und v sowie der
Kopplungskonstante f'die folgenden Bewegungsgleichungen ergeben:

d’u

ITQS = f (vs +vs+1 _Zus‘)
d*v

27; = f (us+1 +us _2vs) =

Der zugehorige Losungsansatz beriicksichtigt verschieden grole Amplituden u und v der
beiden Atomsorten:
u, =uexp(i(sqa—wt))

v, =vexp(i(sga—-wt))
Einsetzen liefert ein lineares Gleichungssystem der Form

oM, -2f  f(l+exp(-iga)) (uj_o
f(l+exp(iga)) @*M,-2f J\v)
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Aus der Losungsbedingung, dass die Koeffizientendeterminante gleich Null ist, folgt dann

2
JCIY I S R | B S . Speney
M, M, M, M, MM, 2

Es gibt also zu jedem Wellenvektor ¢ zwei Frequenzen w; und @-, die in der folgenden
Abbildung dargestellt sind.

W
| & , UJ;.
Wv

|
I
|
! |
I [
1 1
I’
T 0 ‘o q

Fig. 2.5 Dispersionskurve fiir ein Kristallgitter mit einer zweiatomigen Basis

Es ist sinnvoll, den Verlauf der beiden Frequenzbinder fiir die Extremfille ¢ = 0 und
q ==+ m/ a getrennt zu betrachten:

q=0: ,(0) :\/zf(ML-FMLJ

w_(0)=0

g=*r/a: a)+(£j: 27

Fiir den Fall unterschiedlicher grofler Massen M| und M, ergibt sich also eine Frequenzliicke.
Weiter findet man fiir das Amplitudenverhiltnis die Werte u /v = — M, / M, fiir o+ und
u/v=1fir o-.Im Frequenzband @: schwingen die beiden Massen also entgegengesetzt;
daher bezeichnet man dieses Band als optischen Zweig oder optische Gitterschwingung.
Besonders in Ionen-Kristallen treten bei diesen Schwingungen starke elektrische
Dipolmomente auf, die sich besonders gut durch das elektrische Feld einer Lichtwelle anregen
lassen. Im Frequenzband @_- schwingen dagegen beide Massen in gleicher Richtung. Dieses
Band bezeichnet man als akustischen Zweig oder akustische Gitterschwingung.
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Fig. 2.6 Darstellung einer akustischen (a) und einer optischen Gitterschwingung (b)

Wie schon bei der einatomigen Basis gibt es auch bei der zweiatomigen Basis wieder
transversale und longitudinale Schwingungszustinde. Allgemein ldsst sich zeigen, dass fiir
eine aus p Atomen bestehende Basis 3p verschiedene Schwingungszustinde moglich sind:
3 akustische Zweige und 3p—3 optische Zweige. So hat z.B. Germanium mit zwei Atomen in
der Einheitszelle sechs Zweige: einen longitudinal akustischen (LA), zwei transversal
akustische (TA), einen longitudinal optischen (LO) und zwei transversal optische (TO)
Zweige.

lo—u. — - —— - — —_— e —

Phononenfrequenz in 10'2 Hz

0 0,2 0,4 0,6 08 1,0
KI/K,__ ..in[111]-Richtung

max

Bild 8a  Phononendispersionsrelationen fir Germanium in der [111]-Richtung bei 80 K. Die
beiden TA-Phononeniiste sind am Zonenrand K .« =2a/a)(1/2 1/2 1/2) waagrecht.
Die LO- und TO-Aste verschmelzen bei K = 0; auch das ist eine Folge der Kristallsymme-
trie von Ge. Diese Ergebnisse wurden mit inelastischer Neutronenstreuung nach G. Nils-
son und G. Nelin erhalten.
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4.1.3 Phononenspektroskopie

Fiir die Messung von Phononenspektren @ (g) benutzt man haufig die inelastische Streuung
thermischer Neutronen, aber auch die Raman-Streuung oder die Brillouin-Streuung.
Thermische Neutronen sind deshalb besonders gut zur Streuung am Kristallgitter geeignet, da
ihre De-Broglie-Wellenldnge Ay etwa der Gitterkonstante a des Kristalls entspricht. Damit hat
die zugehorige Wellenzahl ky der Neutronen die GroBenordnung der Brillouin-Zone, also
ky =27/ a. Bei der Streuung dndert sich die Energie des Neutrons gerade um den Betrag |z o)

(ko) (fky)?
2m,, 2m,,

+ho

wobei kon und ky die Wellenzahlen von einfallendem und gestreutem Neutron sind und my
die Neutronenmasse ist. Die Impuls- bzw. Wellenzahlerhaltung fordert gleichzeitig

EO,N+G=kNic§

Da hier die inelastische Streuung betrachtet wird, liegen die Wellenzahlvektoren nun nicht
mehr auf den Réndern der Ewald-Kugel. Je nachdem ob Phononen mit der Energie
ho erzeugt oder vernichtet werden, liegt der Wellenvektor ky der gestreuten Teilchen
innerhalb oder auBBerhalb der Kugel mit dem Radius ko x.

2T
¥ 11
peteki®
|
| |
- Ewaldsche Kugel ‘
|
Fig. 2.13 Darstellung der inelastischen Neutronenstreuung im Raum eines zweidimensiona-
len reziproken Gitters nach G1L(2.70). ko n ist der Wellenzahlvektor eines einfal
lenden Neutrons, by 1’-"_-__1, "I':i'-. v und f\",_\ sind die Wellenzahlvektoren inelastisch

pestreuter Neutronen. ¢y und ¢z sind die Wellenzahlvektoren zweier bei der Streu-
g erzeugt

INE erzcug , g3 und gy die zweier vernichteter Phononen., Gy, Gz, G3 und G4
sind Vektoren des reziproken Gitters.

Experimentell werden aus dem breiten Energiespektrum einer Neutronenquelle z.B. durch
Bragg-Reflexion an einem Einkristall mit bekannter Gitterkonstante monochromatische
Neutronen erzeugt. Diese treffen auf die Probe; analysiert wird die Intensitdt der unter einem
bestimmten Winkel inelastisch gestreuten Neutronen. Dies geschieht mit Hilfe einer weiteren
Bragg-Reflexion an einem zweiten Einkristall. Alternativ kann eine zeitaufgeldste Methode
benutzt werden. Hierzu verwendet man so genannte Spallations-Neutronenquellen, welche
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in kurzen intensiven Pulsen ein breites Energiespektrum an Neutronen emittieren. Durch
Verwendung der Flugzeittechnik ldsst sich dann iiber zeitaufgeldste Detektion der inelastisch
gestreuten Neutronen jedem Zeitpunkt eine bestimmte Energie der einfallenden Neutronen
zuordnen. Somit wird in einer einzigen Messung das gesamte Neutronenspektrum genutzt.

Auch Licht kann inelastisch an einem Kristallgitter gestreut werden. Je nachdem, ob bei der
Wechselwirkung Phononen des optischen oder akustischen Astes erzeugt bzw. vernichtet
werden, spricht man von Raman-Streuung oder von Brillouin-Streuung. Die Wellenlédnge von
sichtbarem und ultraviolettem Licht (einige 100 nm) ist um etwa drei GroBenordnungen
grofer als die Gitterkonstante (einige Angstrom), dem entsprechend sind die Wellenvektoren
von einfallender und gestreuter Lichtwelle klein gegen die Ausdehnung der Brillouin-Zone.
In dem zur Streuung gehdrenden Wellenvektordiagramm liegen daher auch die

Wellenvektoren ];0, > K, von einfallender und gestreuter Lichtwelle innerhalb der Brillouin-

Zone, und bei der Wechselwirkung ist kein reziproker Gittervektor beteiligt. Gleichzeitig
liegen auch die Wellenvektoren ¢ der beteiligten Phononen nahe dem Zentrum der Brillouin-
Zone. Die Erhaltungssitze des Streuprozesses lauten daher

H+
S

a)O,ph = a)ph

kO,ph = kph

-+

q

Hier sind @, und @ die Kreisfrequenzen von einfallender und gestreuter Lichtwelle. Mit
Kreisfrequenzen des Lichts im Bereich von 10" bis 10'® Hz und der zuvor abgeschitzten
(maximalen) Kreisfrequenz der Phononen von 2r x 10" Hz liegt die relative Frequenz-

dnderung im Bereich von wenigen Prozent. Ist « der Streuwinkel, so folgt aus der obigen
Vektorbeziehung unmittelbar die Grofe der Wellenzahl ¢ des Phonons

2 2 2
q —k07ph +kph —2k0,ph kph cosa

Je nachdem, ob Phononen erzeugt oder vernichtet werden, beobachtet man unter dem Winkel
o Licht mit einer niedrigeren (Stokes-Linie) bzw. hoheren Kreisfrequenz (Anti-Stokes-Linie).

T Stokes Anti-Stokes
I_\/L:F‘.ie /Llrm?
= / | | \
: | ]
< J || |
| |
L lx .l_k_ _,J___\__,
Wy ,Photon w
I Ivpi
A\
\ ) yan
.<- ey \ g kae P/ q
./" ) /"/
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4.2 Spezifische Warme

4.2.1 Phononenstatistik

Die Energie einer Gitterschwingung ist gequantelt. Ein einzelnes Energiequant wird Phonon
genannt; je nach Art der Anregung unterscheidet man weiter thermisch und optisch angeregte
Phononen. Die Energie eines Schwingungszustandes mit der Frequenz @, ist

E, = [n+%j ho,

Der Term 2 hiw ist die Nullpunktsenergie des Oszillators. Die Quanten- oder Besetzungszahl
n gibt an, mit wie vielen Phononen ein bestimmter Schwingungszustand mit der Wellenzahl ¢
besetzt ist. Um den Beitrag U der gesamten Schwingungszustinde zur inneren Energie des
Festkorpers, d.h. zur thermischen Energie des Festkdrpers, angeben zu kdnnen, miissen wir
iiber alle Energien E, summieren und ferner beriicksichtigen, dass fiir die Besetzungszahl der
statistische Mittelwert 7 benutzt werden muss:

U:Zﬁha}q
q

Die Summe muss hier iiber alle Wellenvektoren ¢ und alle mdglichen Polarisationszustinde
erfolgen. Die Nullpunktsenergie wurde hier vernachldssigt, da der Beitrag zu U gering ist.
Den Mittelwert n der Besetzungszahl erhélt man nach der statistischen Quantenmechanik als
Verteilung von n Quanten auf N unabhingige Oszillatoren bei der Temperatur 7 in Form einer
Planck-Verteilung:

1
exp(ha, /k,T)-1

n=

Phononen unterliegen also als nicht unterscheidbare (Quasi-) Teilchen der Bose-Einstein-
Statistik. Zur Planck-Verteilung gelangt man, wenn man vom Boltzmann-Faktor fiir die
Verteilung von n+1 angeregten Oszillatoren zur Zahl der Oszillatoren im Zustand » ausgeht:

N+
]\; L =exp(-hw/k,T)

n

Dann ist das Verhiltnis von Oszillatoren im Zustand n zur Gesamtzahl aller Oszillatoren, d.h.
die Besetzungswahrscheinlichkeit des Schwingungszustandes mit der Quantenzahl » gleich

N,  exp(-hw/kyT)
ZNS Zexp(—sha)/kBT)
s=0 s=0

Die mittlere Besetzungszahl 7 ist dann gegeben durch

ZS exp(—shw/k,T)

s=0

S|

Zexp(—sha)/kBT)

s=0
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Benutzt man die folgenden Summationen, wobei x = exp(-hw/k,T)

s 1 s X
L¥ = L (1-x)

so erhdlt man die Planck-Verteilung

x o 1
l-x exp(ho,/k,T)-1

n=

4.2.2 Zustandsdichte

Mit der Planck-Verteilung lautet die thermische Energie des Festkorpers nun

U:z ho,
. exp(ho, /k,T)-1

Aufgrund der groen Anzahl von Frequenzen @, macht es Sinn, anstatt einer Summation tber
alle Frequenzen @ zu integrieren. Hierzu betrachtet man die Zustandsdichte Z; (w) fiir den
Zweig i des Schwingungsspektrums. Der Beitrag U; zur thermischen Energie lautet dann

U _J' ho
" exp(hw/k,T)-1

Z(w)dw

Das Problem besteht nun darin, die Anzahl der Schwingungszustinde Z(w)dw im
Frequenzintervall dw zu bestimmen. Fiir die weitere Betrachtung ist entscheidend, dass reale
Kristalle eine endliche Ausdehnung haben, die Anzahl der moglichen Wellenzahlen also
ebenfalls beschrinkt ist. Im Gegensatz zu den bisherigen Uberlegungen in Abschnitt 4.1 muss
man also endliche Ketten von Netzebenen beriicksichtigen. Alternativ kann man ein
unbegrenztes Medium betrachten mit der zusétzlichen Bedingung, dass sich die Losungen
nach einer grofen Léinge L periodisch wiederholen. Dies soll hier zundchst fiir ein
eindimensionales Problem behandelt werden. Die Kette von N schwingenden Teilchen mit
dem Abstand a bildet dann einen Kreis vom Umfang L = N a, wodurch die periodische
Randbedingung sicher gestellt ist. Setzt man wieder Losungen der Form

u, =uexp(-isqa)

an und beriicksichtigt die periodische Randbedingung u, = uy , also
Nga=2xl , [=0,=%1,+£2,..

so erhdlt man als erlaubte Werte fiir ¢ gerade N unabhéngige Werte

2 +47r i67r ﬂ
L L L L
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Als Ergebnis findet man also, dass fiir jedes schwingende Atom gerade -ein
Schwingungszustand erlaubt ist. In dem Wellenzahlintervall —7z/a <g <z /a liegen also N

Zustinde, d.h. genau ein Zustand im Intervall 27 a/N =27z /L.

Bild4  Gegeben sind N Teilchen auf einem Kreis. Die Teilchen kénnen schwingen, als ob sie
durch elastische Federn verbunden wiren. In Grundschwingungen hat die Auslenkung
u; des Atoms s die Form sin sKa oder cos sKa: Diese beiden Schwingungsformen sind
voneinander unabhingig. Infolge der geometrischen Periodizitit des Kreisrings lautet die
Randbedingung uy, , . = u; fiir alle s. Also mufs NKa ein ganzzahliges Vielfaches von 27
sein. Fiir ¥V = 8 sind die erlaubten unabhingigen Werte von K gleich 0, 27/8a, 47/8a.
6m/8a und 87 /8a. Der Wert K = 0 hat nur fiir die Kosinus-Glieder Bedeutung, da sin
50a = 0. Der Wert 8m/8a hat ebenfalls nur fiir die Konsinus-Glieder Bedeutung, da sin
s8ma/8a = sin sw = 0. Die drei anderen Werte von K sind sowohl fiir Sinus- als auch fiir
Konsinusschwingungen erlaubt, so daf sich insgesamt acht erlaubte Eigenschwingungen
fiir die acht Teilchen ergeben. Die periodische Randbedingung fiihrt also auf einen er-
laubten Schwingungzustand pro Teilchen, genau wie die Randbedingung fiir feste Enden
in Bild 3. Hitten wir die Schwingungszustinde in der komplexen Form exp (isKa) ange-
nommen, so wiirde die periodische Randbedingung zu den acht Zustinden mit X = 0,

+ 2w/Na, +4m/Na, + 6w/Na und 8w/Na fithren, genau wie in Gleichung (14).

Wendet man entsprechend periodische Randbedingungen auf einen Wiirfel mit der
Kantenlidnge L an, so findet man genau einen Zustand bzw. eine Wellenzahl ¢ im Volumen
(2z/L)’. Mit dem Volumen V = L’ des Festkorpers ist also die Wellenzahldichte Py 1M
reziproken Raum gerade

Die Anzahl der Zustinde Z; (w) dw im Intervall [w, o + dw] ist gleich der Wellenzahldichte
P, multipliziert mit dem Volumenintegral tiber d’q im reziproken Raum:

o(g)+do(q)
Z(w)dw = — j d’q
877
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w+dw =const.

Fig. 2.7
\ \  Zur Herleitung der Zustandsdichte in einem Zweig
des Phononenspektrums fiir ein Frequenzintervall zwi-
w =const. schen w und w + dw (s. Text)

Das Volumenelement d°q lésst sich zerlegen in eine Fliche do, auf der @ (¢) konstant ist, und
eine hierzu senkrechte Richtung dp , , d.h. dq=dodp . Benutzt man weiter die Darstellung
der Gruppengeschwindigkeit in Form des Gradienten

do(q)

L

|grad; o(q)| =

so lasst sich die Zustandsdichte schreiben als

Z(0) = V J' do
872-3 (u=const.| gradc} a)(q.)|

Zur Berechnung der Zustandsdichte bendtigt man daher die Dispersionsrelation bzw. die
GroBBe der Gruppengeschwindigkeit. Die Zustandsdichte ist dort besonders hoch, wo die
Gruppengeschwindigkeit klein wird.

4.2.3 Debyesche Naherung

Da die exakte Berechnung der Zustandsdichte recht komplex ist, benutzt man zur
theoretischen Vorhersage von Eigenschaften wie der Wiarmekapazitit die so genannte
Debyesche Néherung. Dieses Verfahren ist allerdings auf Kristalle mit einer einatomigen
Basis beschrinkt. Dazu fasst man den Kristall als isotropes Kontinuum auf, begrenzt aber
gleichzeitig die Anzahl der erlaubten Kreisfrequenzen auf 3N. Die Brillouin-Zone wird im
Debye-Modell also zu einer Kugel. Dies hat zur Folge, dass die Gruppen- bzw.
Schallgeschwindigkeit, d.h. die GroBe von | grad, w (q) |, unabhéngig von der Wellenzahl ¢
ist und fiir jeden Zweig des Phononenspektrums einen konstanten Wert annimmt.

Ist v; die Schallgeschwindigkeit flir den longitudinalen Zweig und vy die transversale
Schallgeschwindigkeit, so erhélt man die gendherte Zustandsdichte

14 do do V 1 2 )

w=const. vL w=const.
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Die Zustandsdichte steigt quadratisch mit der Kreisfrequenz an. Da die Anzahl der Zustdnde
aber auf 3N begrenzt ist, muss es eine maximale Kreisfrequenz, die Debyesche Grenzfrequenz
wp geben:

3
Vi Vr

-3
Vs

o -1/3 >
J.Z(a))da)=3N & w, :3(L %J 3 67TVN
0

Hier ist vy die mittlere Schallgeschwindigkeit. Die Zustandsdichte 1dsst sich nun darstellen als

91\2 o

@p

Z(w)=

=~
—

" Fig. 2.8
| ff,"' 2, i H i vy ST T
L Zustandsdichte Z(w) des Phenonenspektrums
L_..--r"” ) von Walfram nach der Gittertheorie (durchgezo-
S _Jl_ll—u; gene Kurve) und in der Debyeschen Naherung
D (gestrichelte Kurve)
Son
ON ¢ ho
U=-—= j o’ do
o,  exp(hw/k,T)-1

Das auftretende Integral ldsst sich allerdings nur dann auswerten, wenn die exp-Funktion
gendhert werden kann. Dies ist gerade dann der Fall, wenn die Temperatur 7" grof3 ist gegen
die Debye-Temperatur &p mit kzGp = hwp, da dann wegen o < @p das Argument der exp-
Funktion klein gegen eins ist. Entwickelt man die exp-Funktion bis zur ersten Ordnung, so
lasst sich das Integral leicht 16sen und man erhélt

U=3Nk,T
Die spezifische Warmekapazitét eines Festkorpers mit der Masse M ist gegeben durch

M dT

Fiir die spezifische Wéarmekapazitit erhédlt man also fiir grole Temperaturen 7 >> @)

c:LSNkB
M
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c/3r?t

Fig. 2.9
Molwirme C eines Festkérpers als Funktion der
Temperatur in der Debyeschen Niherung. @ p ist
Ll ie Debye-Temperatur, R die Gaskonstante.
1 TI'OD die Deby I :

Gebrauchlicher ist die Angabe der Warmekapazitit fiir ein Mol des Festkorpers (Molwérme),
d.h. fiir N4 Teilchen, als Dulong-Petitsches Gesetz

C,= 3N, k, =3R~25]/(molK)

Hier ist R die Gaskonstante. Fiir den anderen Grenzfall, dass die Temperatur klein gegen die
Debye-Temperatur ist, ldsst sich ebenfalls eine Naherung benutzen. Man erhélt dann das
Debyesche 7°-Gesetz der Form

127> (1Y
C,= —R|—
5 0O,
Alternativ zur Debyeschen Nidherung kann man oft auch ein von Einstein entwickeltes
einfaches Niherungsverfahren benutzen. Dabei betrachtet man ein System aus 3N

Oszillatoren, die alle die gleiche konstante Frequenz @ = ay besitzen. Die Zustandsdichte ist
in diesem Modell eine &~Funktion. Die thermische Energie lautet dann einfach

3N ho
exp(hw/k,T) -1

und fiir die spezifische Warmekapazitit gilt

L _3Nk, (he © exp(hol/k,T)
M\ k,T) (exp(hw/k,T)-1)*

Betrachtet man wieder den Grenzfall hoher Temperaturen, kzT >> hw, so folgt hieraus das
klassische Dulong-Petitsche Gesetz. Bei tiefen Temperaturen kann die Eins im Nenner
vernachldssigt werden und man erhdlt einen exponentiellen Abfall der spezifischen
Wiérmekapazitit mit der Temperatur. Das Einstein-Modell ist z.B. gut geeignet zur
Beschreibung optischer Phononen, bei der @ (¢) und damit auch die Zustandsdichte stark auf
eine Frequenz konzentriert ist.

4.3 Thermische Ausdehnung

Bisher wurden bei der Behandlung von Gitterschwingungen nur harmonische Beitrige
berticksichtigt, d.h. die potentielle Energie bei der Schwingung von Gitteratomen enthielt nur
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quadratische Terme in der Auslenkung. Als direkte Folge hiervon sind die Eigenschwing-
ungen der Phononen vollig entkoppelt. Um aber tiberhaupt ein thermisches Gleichgewicht des
Festkorpers erreichen zu konnen, ist eine gegenseitige Wechselwirkung der Phononen
erforderlich. Eine solche Wechselwirkung erhilt man, wenn zusétzlich anharmonische Effekte
in Form eines kubischen Potentialterms beriicksichtigt werden. Mit der Auslenkung
p=x—Xxo lautet das Potential dann allgemein

U(p)=ap’-bp’

ry
u
Fig. 2.11
Wechselwirkungspotential U zwischen
zwei  benachbarten Gitteratomen als N, ~ >
Funktion des gegenseitigen Abstands fo r

Die jeweiligen Auslenkungen p erfolgen, entsprechend ihrer thermodynamischen
Wahrscheinlichkeit, nach der Boltzmann-Verteilung, so dass man als Mittelwert erhalt

| pexp(-U(p)/k, T) dp

p==
[ exp(-U(p)/k, T) dp

—00

Um das Integral auswerten zu konnen, kann angenommen werden, dass die Anharmonizitit
bp* Klein ist gegen k5T, so dass die exp-Funktion gendhert werden kann:

4 b k T 3/2
jpexp(—U(p)/kBT)dp = J‘exp(—ap2 /kBT)(p+ZLT]dp = (;Tz)% T

B

b 3 k T 1/2
j exp(-U(p)/ k,T)dp = j exp(—ap® / k,T) (l+ﬁ]dp = (ZTZ)

B
Fiir die mittlere Auslenkung erhélt man somit

3bk,T
4a’

D=

Mit der relativen Lingendnderung p/x, des Kristalls kann man nun den linearen

Ausdehnungskoeffizienten « angeben

d p _ 3bk,

:EZ 44’ X,

In diesem einfachen Bild ist der Ausdehnungskoeffizient unabhingig von der Temperatur. Es
wird aber unmittelbar klar, dass fiir Temperaturen nahe dem absoluten Nullpunkt, also fiir
T — 0 die Warmeausdehnung verschwinden muss.
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Bild 15  Gitterkanstante von festem Argon als Funktion der Temperatur

4.4 Warmeleitung

Anharmonische Effekte lassen sich, ganz analog zur nichtlinearen Optik, besonders
anschaulich durch so genannte Drei-Phononen-Prozesse beschreiben. Dabei entsteht durch die
Wechselwirkung zweier Phononen ein drittes, oder es werden beide Phononen in ein einziges
umgewandelt. Die Anwesenheit eines Phonons verursacht eine periodische Deformation des
Gitters, welche durch die anharmonische Wechselwirkung die elastischen Konstanten des
Kristalls rdumlich und zeitlich moduliert. Ein zweites Phonon spiirt diese Modulation und
wird daran gestreut; es stellt nach der Streuung das dritte Phonon dar.

Bei Drei-Phononen-Prozessen muss zum einen die Energie erhalten bleiben:

ho, +ho, = ho,

|
94 5 i
3 = 4,+q
- q 2 "'-._J e
q 2 = e
d; =
=
G
(o) (b)
Fig. 2.10 Dreiphononen-Prozesse in einem zweldimensionalen quadratischen Gitter. Die
Quadrate stellen die erste Brillouin-Zone dar. (a) Normalprozess, (b) Umklapp-
Prozess

Zum anderen gilt die Erhaltung des (Quasi-) Impulses, wobei hier eine elastische Streuung der
Phononen in Form des reziproken Gittervektors G berticksichtigt werden muss:

ql+62 :é3+G

Die GroBe von G ist stets so zu wihlen, dass alle g-Werte innerhalb der Brillouin-Zone
liegen. Es ist nun eine prinzipielle Unterscheidung moglich, je nachdem ob der reziproke
Gittervektor G gleich oder ungleich Null ist. Im ersten Fall hat dies zur Konsequenz, dass das
durch die Wechselwirkung entstehende Phonon 3 sich mehr oder weniger in die gleiche
Richtung ausbreitet wie die Phononen 1 und 2. Diesen Prozess bezeichnet man als

Normalprozess. Ist G jedoch ungleich Null, so kommt es zu einem Umklappprozess, bei dem
das Phonon 3 sich im Wesentlichen entgegengesetzt zu den Phononen 1 und 2 ausbreitet.
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Diese Umklappprozesse sind fiir die Wiarmeleitung in Festkorpern von entscheidender
Bedeutung. Betrachtet man eine typische Situation, bei der die Enden eines Stabes auf zwei
verschiedenen Temperaturen 7, #7, gehalten werden, so wird unmittelbar klar, dass hierfiir

ein Gradient in der Phononenkonzentration erforderlich ist. Ein solcher Gradient ist aber nur
moglich, wenn der Phononenfluss am heillen Ende bei seiner Ausbreitung zum kalten Ende
hin abnimmt. Der zugehorige Impuls des Phononenfluss kann sich nur dndern, wenn der

Gesamtimpuls der drei beteiligten Phononen nicht Null ist, d.h. G #0. Treten also verstirkt

Umklappprozesse auf, so erhilt man einen endlichen Warmewiderstand. Im eindimensionalen
Medium mit der Warmeleitfahigkeit A ist die Warmestromdichte j gegeben durch

dar
o, 4r
J dx

Geht man weiter von der Ndherung einer konstanten Schallgeschwindigkeit vy im Medium
aus, so folgt aus der kinetischen Gastheorie die Beziehung

1
A==p cv.A
3pm S

Hier ist p, die Massendichte, ¢ die spezifische Wéarmekapazitit und A die begrenzte freie
Weglinge der Phononen infolge der Umklappprozesse. Bei sehr niedrigen Temperaturen
reicht die Energie der beteiligten Phononen nicht aus, um Umklappprozesse zu bewirken. Die
Wirmeleitfahigkeit wird dann durch StoBe der Phononen an Gitterdefekten bestimmt. Die
Temperaturabhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit wird in diesem Fall durch das Debyesche
T*-Gesetz fiir die spezifische Wirmekapazitit ¢ bestimmt.

Bei hoheren Temperaturen kommt es zu Umklappprozessen; die spezifische Warmekapazitit
c ist dann annihernd konstant. Aus der Abbildung erkennt man, dass hierfiir der Betrag | g, , |

der Stosspartner mindestens ein Viertel des Durchmessers der Brillouin-Zone betragen muss.
Nur dann kann der resultierende Vektor ¢, +¢, grofl genug werden, so dass ein Gittervektor
G beteiligt sein muss, damit ¢, innerhalb der Brillouin-Zone liegt. Einem Impuls von einem

Viertel der Brillouin-Zone entspricht in der Debyeschen Néherung gerade eine Energie
von E =hw,/2=k,0,/2. Da die mittlere freie Weglinge A der Phononen umgekehrt
proportional zur ihrer Anzahl 7z ist und diese Zahl der Bose-Statistik unterliegt gilt

A cexp(®,/2T)-1

Fiir niedrige Temperaturen 7' << ®, erhdlt man so eine Abhéngigkeit A oc exp (®,/27),
wihrend fiir grole Temperaturen 7'>> © , die Proportionalitit A oc 1/7 gilt.

Fig. 2.12
Wiirmeleitfahigkeit A von synthetischem
Korund in Abhingigkeit von der Temper-

atur
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5 Elektronen in Festkorpern

Die Eigenschaften von Metallen werden ganz wesentlich durch quasifreie Elektronen
bestimmt. Metalle enthalten zwei Arten von Elektronen: Die Valenzelektronen, die in tief
sitzenden Orbitalen an den Gitteratomen lokalisiert sind, und die praktisch frei beweglichen
Leitungselektronen, die viele der bekannten Eigenschaften von Metalen bestimmen.
Entscheidend fUr die Bewegung dieser Elektronen ist das Potential, in dem sie sich befinden.
Dabel werden die positiv geladenen Atomrimpfe meist as ortsfest angenommen; sie bilden
ein streng periodisches Potential. Um die Bewegung der vielen Elektronen in diesem Potential
geeignet beschreiben zu konnen, wird oft die Vereinfachung des Ein-ElektronModells
benutzt. Dabel wird die gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen in Form eines
gemittelten Potentials berlicksichtigt, das fur jedes Elektron gleich ist.

Die einfachste Form eines gemittelten Potentials ist ein Gber den gesamten Kristall konstantes
Potential, das auf das Modell des freien Elektronengases fihrt. In diesem Modell lassen sich
vergleichsweise einfach Eigenschaften wie die spezifische Warme und Warmeleitung von
Metallen beschreiben. Macht man dagegen einen rdumlich periodischen Ansatz fir das
Potential, berlicksichtig also die Ladungen der ortsfesten Atomrimpfe, so gelangt man zum
Bandermodell. In diesem Modell lassen sich z.B. die elektrische Leitfahigkeit der
verschiedenen Materialien wie Isolatoren, Halbleiter und Metalle gut erklaren.

51 Freies Elektronengas

Beim Modell des freien Elektronengases behandelt man die Elektronen as Teilchen mit
Wellencharakter, also als quantenmechanische Teilchen. Der Einfluss der lonenrimpfe wird
vernachlassigt. Fur frel im Kristall bewegliche Elektronen erh@lt man ebene Wellen als
Eigenzustdnde. Verwendet man weiter periodische Randbedingungen, so gelangt man zu
normierbaren Eigenfunktionen.

Zur Berechnung der Zustandsfunktionen und Energieeigenwerte wird zunéchst das
eindimensionale Problem behandelt. Die Elektronen befinden sich in einem Potentialtopf der
Breite L und dem Potential U = 0 im Intervall [0, L]; auRerhab ist das Potential unendlich
hoch. Der Hamilton-Operator enthélt die kinetische Energie

h? d?
" 2m dx?

H= 2pr2n -
Die zugehorigen Eigenfunktionen sind ebene Wellen

Y« = exp(ikx)

Y . =9n (kx) + cos (k x)
mit den Eigenwerten

h2k2 p2
2m _ﬁ

E =
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Das Potential habe periodische Randbedingungen
y (0) =y (L)
so dass wir normierte Lésungen erhalten

y ,=Adgn(np x/L)

?B

np o
L

En :h_
2m

D0
Q O

Jeder Energiezustand kann nach dem Pauli-Prinzip mit zwel Elektronen mit entgegen
gesetztem Spin besetzt werden.

Nun wird der Potentiatopf auf drei Dimensionen mit den Kantenlangen (a,b,c) erweitert. Der
Hamilton-Operator lautet dann

h? eed? N d? d2 0
2m§dx2 dy? dz

und die periodischen Randbedingungen
y (xy,2) =y (x+Ly,2)=y (x,y+L,2) =y (x,y,z+1)
Dies fuhrt auf die folgenden Zusténde und Energien

y »=Asn (npx/L)sn (n,py/L)dn (n,pz/L)

Alternativ kann man zur Beschreibung komplexe Zusténde benutzen:

y () =exp(ikx)

dann
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=l
o ‘ Zustinde
leer
fE;F . R FEI‘Ini
i Energie
N Zustinde
besetzt
P k

Dies sind die Basisfunktionen der Elektronen in einem Kristal der Kantenlénge L. Die
Energie steigt quadratisch mit |k | an. Im Grundzustand fir T = 0 sind N Elektronen auf die

N/2 niedrigsten Energien vertellt. Die fr T = 0 maximal mdgliche Energie ist die Fermi-
Energie EF und die zugehdrige Wellenzahl ist k. Die besetzten Zustande flllen aso im
reziproken Raum eine Kugel mit dem Volumen Vi aus.

Vi =<P kF3

wlh

Die Anzahl der Elektronen N in dieser Kugel ist wegen des Spins gleich der doppelten Zahl
der Zustande. Das Zustandsvolumen ist wieder V, = (2p /L ), siehe Kap. 4.2.2. Daher gilt

4 3
—p k
N:2ﬁ:23p ] :Vk':3
V g 3p?
z &a2p o p
1o
elLog

Hieraus erhdt man fur den Kugelradius kg und die Fermi-Energie Er

« = F8p°NO

F <
A

i _h_zo'€3p2N92/3

F2mg V4

Die Fermi- Energie hangt also von der Dichte N/V der Zusténde ab. Haufig parametrisiert man
die Fermi- Energie in der Form

ke Te = E-
mit typischen Fermi- Temperaturen T » 10° K. Da ibliche Temperaturen von Festkérpern

stets klein gegen die Fermi- Temperaturen sind, braucht man bei der GrofRe von Ef die
Temperatur meist nicht zu berticksichtigen.
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Zum Abschluss soll noch die Dichte der Zustande im Energieraum berechnet werden. Die

Anzahl der Zustande mit Wellenzahlen kleiner k is

_VK®
3p*

k

Dann ist die Zustandsdichte im k-Raum

Ersetzen wir k durch die Energie E = 7 k?/(2m) so erhalten wir

dN
Z(k)=—

N, =V

k2

-2

(ZmE)3/2
3p*n’

und damit die Zustandsdichte im Energieraum

z(E) =2

Ne

dE

B V(Zm)SIZ
2p’h°

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Zustand der Energie E bel der Temperatur T
besetzt ist, wird durch die Fermi- Verteilung angegeben

f,(E, T) =

1

exp ((E- E.) /K, T)+1

Die Energie E beschreibt hier diskrete Energiewerte.

5.1.1 Thermische Energie der Elektronen

Nach der klassischen Theorie nach Drude, bei der die kinetische Energie wie bei Gasteilchen
gerade gleich 3/2NkgT betragen sollte, wirde man deutlich héhere Werte fur die
Energiezunahme bel Temperaturerhbhung erwarten, as experimentell beobachtet wird.
Tatsachlich kdnnen nur solche Elektronen Energie aufnehmen, die im Bereich des Fermi-
Niveaus liegen, dafur ale anderen, energetisch tiefer liegenden Elektronen die benachbarten
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Orbitale besetzt sind. Die gesamte Energie des Elektronengases wird beschrieben durch

¥

U=0Ef, (E,T)Z (E) dE

mit der Zustandsdichte Z und der Besetzungswahrscheinlichkeit fo.

Fir die Berechnung der spezifischen Warme ist die Anderung von U mit der Temperatur T
entscheidend. Daher formen wir den Ausdruck fir U um:

¥

U=QEf, (E,T)Z (E) dE

¥

::‘)(E‘ E.) f,(E, T) Z(E) dE + E. Of, (E, T) Z(E) dE

=N = const
Hier wird ausgenutzt, dass die Gesamtzahl N der Elektronen bei jeder Temperatur konstant
ist:
¥ Er
N =N(T)=N(0) = 0f,(E,T) Z(E)dE = )2(E) dE

Die spezifische Warmekapazitét ist dann

1 du

c=sE— ——

M dT

— 1 ¥‘ d
-V?(E- EF)Z(E)d—T(fO (E,T))dE

mit der Masse M des Festkorpers. Da nur Elektronen im Bereich des Fermi-Niveaus beitragen
und die Zustandsdichte in diesem Bereich nahezu konstant ist, d.h. Z(E) » Z(E;) , folgt

1 Y(E-E)  ep((E- E)/kyT)
c=y4E)o ke T°  (exp ((E- E-)/kg T +1))

[o]

Fir das Integrdl gilt mit x=(E- E-)/ kT

¥ ex X2 ¥ ex X2 p2
=X _dx @ 9g—2— k=2
O 1 X @0y ™73

Fur die Zustandsdichte Z (Ef) erhdt man durch Einsetzen den Wert

3N
2k, T,

Z(Eg) =
und damit die spezifische Warmekapazitét

c

2
:ip_NkBl
M 2 T,
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Der Beitrag der Leitungselektronen zur molaren Wéarme ist dann

p? N,

ce="__a
2 N,

NKq

e
m

|-

mit der Anzahl der Mole Na/ Ng des Korpers. Vergleicht man diese Grof3e mit dem Beitrag
der Phononen mit Hilfe der Abschétzung

2

©

o |

Con

Na Nk, = <«<c_=3R
NGHF'(_JTF
0

so wird Klar, dass fir Temperaturen T << Tg der phononische Anteil deutlich Gberwiegt. Erst
bei sehr tiefen Temperaturen wird der elektrische Beitrag vergleichbar grofs. Benutzt man fir
Phononen das Debyesche T3-Gesetz, <o ist die gesamte Molw&rme von der Form

2 2 > 0
c, =PI N T  12p° 2T ¢
2 NG TF S QDQ

—axT +bxT?

Tragtmanadso C /T auf gegen T2 so0 erhélt man eine Gerade.

10—
mol K¢
L :
31
CiT
2t L !
0 02 0.4 06  08KZ
Fig. 3.1 Fxperimentelle Werle der Molwirme C von Kalimn fir tiefe Temperaturen.
Aufuetragen ist /T gepen T?{nach Lien, W.H.; Phillips, N.E: ThysRev.
133A(1964)1370).

512 Warmeleitung von Metallen

In Metallen Uberwiegt fast immer der Beitrag der Leitungselektronen zur Warmeleitung.
Benutzt wird wieder der aus der kinetischen Gastheorie bekannte Ansatz fur die
Warmel eitfahigkeit

| = 1 rmCcvL
3
mit der Dichter ,, = M / V und der spezifischen Warmekapazitét c.
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Nur die Elektronen im Bereich der Fermi-Kante tragen zur Wéarmeleitung bel, so dass man die
Geschwindigkeit vs durch die Fermi- Energie ausdriicken kann:

v, =.[2mE,

Schreibt man weliter fir die Elektronenzahldichte n = Ne / V und die freile Flugzeit t = L / vs
zwischen zwel Stolen, so erhdt man fir die Warmeleitféhigkeit den Ausdruck

Auch wenn in diesem einfachen Modell die Bandstruktur vernachlassigt wird, beschreibt
dieser Ausdruck zumindest bei hoheren Temperaturen die experimentellen Befunde richtig.

5.1.3 Elektrische L eitfahigkeit

Die elektrische Leitfahigkeit wird hier zunéchst im Bild freler Elektronen diskutiert.
Elektrischer Strom beruht auf der Bewegung der freien Elektronen im Metall. Die Reaktion
der Elektronen auf ein elektrisches Feld bestimmt den Zusammenhang von Strom und
angelegter Spannung. Die Kraft auf ein (freies) Elektron im elektrischen Feld lautet

- dv _ . dk -
F=m —= e
dt dt
und bewirkt eine gleichmaliige Beschleunigung. Im Impulsraum gilt dann
kt)- k(O)=- e/n Et

Ein einzelnes Elektron kann, au3er direkt an der Fermi-Kante, nicht beschleunigt werden. Da
die Felder auf ale Elektronen wirken, wird jedoch die gesamte Fermi-Kugel beschleunigt.

Elektronen werden so lange beschleunigt, bis sie bei Stof3en mit dem Gitter ihre kinetische
Energie in Form von thermischer Energie, d.h. zur Phononenanregung abgeben. Ist t die
mittlere Zeit zwischen zwel Stol3en, so erreichen die Elektronen im Mittel den Impuls

dk =- e/h Et

Die Fermi-Kugel wird aso im k-Raum um d k verschoben. Fir die Geschwindigkeit der
Elektronen gilt

mit n als Dichte der Leitungsel ektronen.
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Die Proportionalitatskonstante ist die spezifische elektrische Leitfahigkeit
s =ne’t/m,

Entscheidend ist aso die Zeit t oder die freie Weglange der Elektronen zwischen zwei
StolRen. Letzere hat typische Werte von einigen hundert Angstrom und kann in hochreinen
Metallen bei tiefen Temperaturen einige cm betragen. In der bisherigen Beschreibung wurde
jedoch noch nicht berticksichtigt, dass die Zeit t fur Kristallelektronen durchaus verschieden
sein kann und insbesondere von der Energie abhangt. Auch wurde fir die Masse m die Masse
freler Elektronen angesetzt, was nicht der wirklichen Situation entspricht. Im Abschnitt 5.3
soll daher ein verfeinertes Bild der elektrischen Leitfahigkeit entwickelt werden welches die
Bandstruktur der Metalle berticksichtigt.

Fur das Verhdltnis von Warme- und elektrischer Leitfahigkeit erhdt man das Wiedemann-
Franz-Gesetz

p_aé<_
3

QIO

I
S

Beitrage zum spezifischen Widerstand r liefern die Streuung an Phononen und die Streuung
an Kristallfehlern

Fr==—=r , +r 4

N

ph

Bel niedrigen Temperaturen tragen nur Kristalldefekte zum Widerstand bei. Erst bei hdheren
Temperaturen treten Stol3prozesse mit Phononen auf, wobel Energie- und Impulserhaltung
gelten

E.=E.xnw(q)
q=k- K

Tl

Praktisch werden nur Elektronen mit Energien in der N&he der Fermi-Kante gestreut, da nur
hier frele Zusténde zur Verfigung stehen. Fir die Elektronen ist die Streuung dabei nahezu
elastisch (E, » E_. »10eV >>k,T)

Die Zahl der Streuprozesse ist proportional zur Anzahl der Phononen

_ 1 1 K, T
r.php' n= » =
exp(iw/kgT) -1 4, hw 1 hw

B

Diese Naherung gilt fir Temperaturen oberhalb der Debye-Temperatur. Der elektrische
Widerstand nimmt also mit der Temperatur zu.
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5.2 Bander modell

Das Modell des freien Elektronengases vernachlassigt die Wechselwirkung zwischen den
Vaenzelektronen und den Atomrimpfen vollstdndig. Trotzdem sind verschiedene
Eigenschaften wie Warmekapazitdt oder Wéarmeleitung mit diesem Modell gut erklérbar.
Diskrepanzen mit der experimentellen Wirklichkeit treten aber insbesondere bei der
Erklérung von elektrischer Leitfahigkeit, dem Halleffekt oder der Warmekapazitét bei sehr
tiefen Temperaturen auf.

Die meisten Differenzen konnen durch Hinzunahme eines periodischen Potentials der
Atomrumpfe erklart werden. Wahrend im Modell der freien Elektronen der Hamilton
Operator eine Funktion des Impulsoperators ist und die Eigenfunktionen daher nicht-
lokalisierte ebene Wellen sind, dominiert fir isolierte Atome die potentielle Energie den
Hamilton-Operator. Dementsprechend sind die zugehérigen Eigenfunktionen lokalisiert. Ein
realer Kristall befindet sind zwischen diesen beiden Extremen: Die kinetische Energie fordert
die Delokalisierung, die potentielle Energie die Lokalisierung. Im folgenden Bandermodell
ndhert man sich dieser "Wirklichkeit" von der Seite der freien Elektronen und betrachtet das
Coulomb-Potential der Atomriimpfe a's Stérung.

ln““ 5\ f f“\::‘f:‘ ,\ \\—//‘\/\
\/ & A A&

freie Elekironen

2 5 : I
s Qp_ Meialle : quasi-freie Elektronen lokalisierte
m
Elektronen

Ein r&umlich periodischer Ansatz fur das Potential im Kristall fihrt zum Bandermodell der
Festkorper. Im HamiltonOperator wird zusétzlich das periodische Potentia U (F)
berticksichtigt:

% 2 I

g-§ED+UG€yﬁ)=EYW)

Sowohl das Potential als auch der gesamte Hamilton-Operator sind invariant gegen ene
Trandation R im Kristallgitter. Man kann ganz allgemein zeigen, dass die Eigenfunktionen

y (F) sich bei einer Trandation um R um einen konstanten Faktor f (R) éndern:

y (r+R=f(Ry (F)
woraus unmittelbar die folgende Beziehung folgt
f (ﬁl + I?ez) =f (F—el) f (ﬁz)

und damit die Losungsfunktionen f(R)=exp(ik xR) mit dem Wellenvektor k der
Elektronen.
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Damit erhdt man das Blochsche Theorem

Yy «(F+R) =exp ik xR)y ()
bzw. die Bloch-Funktion

Y «(F) =exp(i kx) u(r)

mit u, (r + R) =u, ()

Der Wellenvektor k der Elektronen kann groRer sein als die Ausdehnung der Brillouin-Zone.
Er l&sst sich aber durch Subtraktion eines reziproken Gittervektors auf den Bereich der
Brillouin-Zone reduzieren. Die Darstellung der Energieeigenwerte der Elektronen erfolgt
dann in Form eines reduzierten Energieschemas, bei dem jedem Wellenvektor k mehrere
Energiewerte zugeordnet werden.

Zur weiteren Beschreibung wird das periodische Gitterpotential als Fourier-Reihe entwickelt

U(r)=4 U, exp(iG'xr)

(@]

Da U(r) eine redle Funktion ist, gilt fir die Koeffizienten U . :Ué*. Die Summe
konvergiert relativ schnell, dadie GroRe der Koeffizienten U . mit |G| ? abnimmt.

Eine Eigenfunktion der Schrodinger-Gleichung fir ein Potential mit periodischer Stérung ist
die allgemeine Bloch-Funktion

ep(i kxr) g ug (K)ep(iG xr)

-1
yk(r)_w
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Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung liefert dann

(2] QJO

7]

gae (G +k)? - E(R)gué.(ﬁ) exp (i (G +k) xr)
2m
Uy e@(iG xr) & ug (K) exp(i (G +k)r) =0

%\H%\H

a
G

Diese Gleichung wird multipliziert mit ]JN exp(-i (G + k) xr) und tber das Volumen V
integriert, wobel man folgende Beziehung ausnutzt

\%(‘)e(p(i AXF) dV =d;
\

Die obere Summe wird aso aufgelost fir G =G, die untere tber G™ wird aufgelost fir
G =G- G, sodassgilt

2

o (K+6)" - ER2us () + & U, ug (=0 ¢)
2m 17 G

In der folgenden Naherung soll abgeschétzt werden, welche Koeffizienten ug (IZ) in der

obigen Summe dominieren. Fiir die Energiecigenwerte E (k) werdendazu die EnergienE des
ungestorten Problems eingesetzt und in der Summe nur die dominierenden Koeffizienten U,

und u, (k) beriicksichtigt:

U, Uy (K)
h /2m>(|<2 (k+G)?)

Us (k) =

Grofze Werte u (IZ) bekommt man also dann, wenn der Nenner klein wird, wenn aso gilt

2

k2@k+G)2 U k><§ (;

Dies sind aber gerade solche Wellenvektoren k , die auf dem Rand einer Brillouin-Zone
liegen. Hierbei erhdlt man Brillouin-Zonen héherer als erster Ordnung, indem man die néchst

groReren Gittervektoren G zur Konstruktion heranzieht. Fir k -Werte in der Néhe der
Grenzflachen der Brillouin-Zone wird also neben uo(IZ) nur der Koeffizient ug (IZ) spirbar
beitragen. Fur diese beiden Werte wird daher die obige Gleichung (*) ausgewertet, wobel in

der Summe (ber G' ebenfalls nur diese beiden Koeffizienten beriicksichtigt werden.
Multipliziert man die so erhaltenen Gleichungen miteinander und setzt die Energie Eop fur das
ungestorte Problem ein, erhdlt man as Resultat

E (k) = Eq (k)  |Ug |
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Im Bereich der Grenzflachen der Brillouin-Zone kommt es also unter dem Einfluss des
periodischen Potentials zu einer Aufspaltung der Energiewerte. Mit zunehmendem Abstand
von den Grenzflachen gehen die Energiewerte wieder in die Werte der freien Elektronen Uber.
Die Anzahl der méglichen k-Werte ist gleich der Anzahl N der Elementarzellen.
Berticksichtigt man weiter den Spin der Elektronen, so gibt es 2N mogliche Zustdnde, von
denen bel der Temperatur T = O gerade alle bis zur Fermi- Energie Er besetzt sind. In einem
vollbesetzten Band ist zu jedem Impuls 7k auch der entgegengesetzte Impuls vorhanden. Ein
solches Band erlaubt daher auch keinen Stromfluss.

Anschaulich kénnen im Bereich der Grenzflachen der Brillouin-Zone die Elektronenwellen
am Kristallgitter Bragg-reflektiert werden. Dabel wird in einem eindimensionalen Bild die
Ausbreitungsrichtung einer Elektronenwelle umgekehrt; es entstehen stehende Wellen. Die
laufenden Wellen der Form exp (xip Xx/a) lassen sich auf zwel verschiedene Arten zu
Kosinus- bzw. Sinus-Funktionen kombinieren, also symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Wellenfunktionen Y . mit entsprechend unterschiedlichen Energieeigenwerten. Im ersten Fall
erhd@lt man eine hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich der positiven Atomrimpfe,
im zweiten Fall eine niedrige. Da im ersten Fall die Nahe der lonenriimpfe in die Coulomb-
Energie mit eingeht, erhdt man eine entsprechend erniedrigte Energie des Elektrons.

U, potentielle Energie

L lonenrumpf |
Y
\YARYSR

(a)

p, Wahrscheinlichkeitsdichte
e (=) o Iy (D)1

LY
4

Laufende Welle

(h)

Bild 3 (a) Anderung der potentiellen Energic eines Leitungselektrons im Feld der lonenrimpfe
eines linearen Gitters. (b) Wahmscheinlichkeitsdichte p in diesem Gitter [ir 1g(—)1® = sin?®
cxfay =% = cos® wa/a und fiir eine laufende Welle. Die Wellenfunktion  (+) fihrt zu
einer Erl
lonen ur

chen Por

hung der Ladungsdichte der Elektronen bei den Riimpfen der positiv geladenen
niedrigt damit die potentielle Energie im Vergleich mit dem durchschnitili-

a1, das eine laufende Welle sieht. Die Wellenfunktion o () erhdht die Ladungs-
dichte in Bereichen zwischen den Jonen und zieht Ladung von den lonenriimpfen ab,
adurch wird die potentielle Energie im Vergleich zu der laufenden Welle erhdht. Dieses

Id ist der Schliissel zum Verstindnis des Ursprungs der Energielicke.
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Abb. 6.34

a) W{k)-Abhingigkeit freier Elektronen im Eindimensionalen
b) Reduktion der W(k)-Beziechung aus a) auf die 1. Brillouin-Zone
c) Verinderung der W(k)-Funktion b) unter dem EinfluB des periodischen Gitterpotentials.

Die Existenz von Energiebéandern lasst sich auch aus dem Blickwinkel zunéchst vollig
isolierter gebundener Zustande verstehen. Rickt man die einzelnen Metallionen immer ndher
zusammen, so beginnen die Elektronen von einem zum anderen Atom zu tunneln, d.h. ihre
Aufenthaltswahrscheinlichkeit an einem bestimmten Atom wird auf die Zeitt begrenzt. Nach
der Heisenbergschen Unschéarferelation fihrt dies auf eine Energieunschéarfe von DE »7i/t .

Eine Unterteilung der Festkoper in Isolatoren und Metalle hangt nun davon ab, ob es nur
vollsténdig oder aber auch teillweise gefillte Bander im Kristall gibt, d.h. ob die Fermi-Kante
in einer Energiellicke oder in einem erlaubten Band liegt. Nur bei teilweise gefillten Béndern
ist eine Energieaufnahme der Elektronen in aufReren elektrischen Feldern und damit
elektrische Leitfahigkeit moglich. Dagegen ist die Energiellicke in Isolatoren zu grof3, um
durch Ubliche elektrische Felder Gberwunden zu werden.

Wenn pro Einheitszelle jeweils ein Elektron an ein Band abgegeben wird, so ist dieses genau
halb gefillt. In diesem Bereich ist die Naherung freier Elektronen recht gut. Die Fermi-Flache
liegt etwa in der Mitte des Bandes. Umfasst die Einheitszelle ein zweiwertiges oder zwei
einwertige Atome, so ist das erste Band vollstéandig geflllt. Die Fermi-Energie liegt dann
gerade in der Bandlicke. Eine Fermi-Flache liegt zwischen beiden Béandern ist
gleichbedeutend mit einer vollstandigen Bragg-Reflexion der Elektronen. Das Modell des
freilen Elektronengases ist nun nicht mehr anwendbar und man erhdlt entsprechend dem
Bandermodell einen Isolator. Es stehen keine frelen Impulszustdnde zur Verfigung, um
Elektronen im elektrischen Feld zu beschleunigen. Im Falle von Halbletern ist der Abstand
der Energiebander relativ klein, so dass einerseits durch thermische Anregung Ladungstrager
in das néchste hohere (Leitungs-) Band angeregt werden kdnnen. Andererseits konnen freie
Ladungstréger aber auch durch Verunreinigungen mit einer energetischen Lage in der Néhe
der Bandkante erzeugt werden. Eine weitere Moglichkeit ist der Fall eines Halbmetalls, bei
dem sichzwei Bénder in der Néhe der Fermi-Kante Uberlappen und damit frele Ladungstrager
(mit allerdings geringer Zustandsdichte) erzeugen.
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Die bisherigen Modelle sind naturlich nur relativ einfache N&herungsverfahren zur
Berechnung der Bandstruktur von Festkdrpern. Fir eine genaue Berechnung sind dagegen
aufwendigere Modelle und numerische Losungsverfahren notwendig. Ein Beispiel ist in der
folgenden Abbildung fur Magnesium gezeigt. Hierbei sind bestimmte Richtungen in der
Brillouin-Zone in einer linearen Auftragung aneinander gereiht. Fir das fcc- und bee-Gitter
sind diese Richtungen unten dargestel|t.

Berechnete Randstruktur von Magoesiom entlang emiger ansges:

b 78 1976

Modell freier Elekbrooen &=t I
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Fur das freie Elektronengas erhdlt man eine quadratische Abhéngigkeit der Energie vom
Wellenvektor. Entsprechend sind in diesem Modell die Flachen konstanter Energie
Kugelschalen im reziproken Raum. Aus dem Bandermodell ergibt sich aber eine
Energieabsenkung an den Grenzen der Brillouin-Zone, und damit erh&lt man auch eine
Abweichung von der Kugelgestalt fur Elektronen mit Energien im Bereich der Fermi- Energie.
Gleichzeitig sind aber gerade diese Elektronen fir verschiedene Eigenschaften der Metalle
verantwortlich, weshalb im Folgenden die Form dieser Fermi-Flachen genauer untersucht
werden soll.

Betrachtet man als einfachstes Beispid ein fcc-Gitter mit einem Leitungselektron pro
Elementarzelle, so kann man die Grofe der Fermi-Kugel mit dem Radius ke vergleichen mit
der Ausdehnung der Brillouin-Zone. Das Volumen der Elementarzelle betragt in diesem Fall
ein Viertel der Einheitszelle, dso a4 und ist gleich dem Kehrwert der Dichte N/V der
Leitungselektronen Damit erhdlt man fur den Radius ke » 4.91/a, wahrend der kirzeste
Abstand by, der Brillouin-Zone des fcc-Gitters von den Oktaederfléchen zum Mittel punkt
etwas grofder ist

bmin = lz_p,\/é » 5'44
2 a a

d.h. die Fermi-Kugel der freien Elektronen liegt vollstandig innerhalb der Brillouin-Zone.
Durch den Einfluss des periodischen Potentials und der damit verbundenen Energieabsenkung
der Elektronen im Bereich der Grenzflachen der Brillouin-Zone reicht die Fermi-Flache aber
tatsachlich bis an die Oktaederflachen heran.

Fermi-Fliche von Kupfer.

Erhdht man die Anzahl der Leitungselektronen pro Elementarzelle, so knnen auch Zusténde
aulRerhalb der ersten Brillouin-Zone besetzt werden. Dies hangt im Wesentlichen von der
Grofe der Energiellicke zwischen erstem und zweitem Band ab. Bel einer kleinen
Energiellicke werden z.B. in Richtung der Oktaederfléchen zundchst Zusténde im zweiten
Band besetzt, bevor freie Zusténde in anderen Richtungen im ersten Band aufgefullt werden.
Im reduzierten Energieschema liegt dann die Fermi-Energie entlang der L-Richtung im
zweiten Band, entlang der X-Richtung aber noch im ersten Band.
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53 Dynamische Eigenschaften

531 Bewegungsgleichung und effektive M asse

In diesem Abschnitt wird die Wirkung auRerer Kraftfelder auf die Bewegung der Elektronen
untersucht. Hierzu geht man zweckmal3igerweise vom Wellenbild zum Teilchenbild Cber.
Den Elektronen wird dazu eine von der Energie abhéngige Teilchengeschwindigkeit
zugeordnet. Um die Bawegung im Kraftfeld, insbesondere fur Elektronen in der Néhe der
Grenzflachen der Brillouin-Zone, richtig zu beschreiben, muss ihnen in Abhéngigkeit des
Impulses eine effektive Masse zugeordnet werden. Als Erwartungswert fir die
Teilchengeschwindigkeit erhalt man

v = grad, w(k) = % grad, E(K)

Im Bereich der Grenzflachen der Brillouin-Zone verschwindet grad. E (E), d.h. die
Wellenfunktionen der Elektronen beschreiben stehende Wellen. Wirkt nun eine aul3ere Kraft
auf das Elektron, so wird ihm die Energie dE (k) zugefiihrt

dE (k) = F i dt = grad_E(k)xdk = av>dk
Durch die Wirkung der duReren Kraft F dndert sich also der Impuls des Elektrons um
L=
dt

Fur verschiedene Anwendungsfdle ist es zweckméldig, die Form der Kklassischen
Newtonschen Bewegungsgleichung F =ma=mv beizubehalten. Damit gilt

dk 1

dv B 1
grad, o (gradR E(k)) xh pralatee E

dt

| o

1
z2

(gradIz E(R)) =

St =
o

t

Das Zeichen o meint hier das dyadische Produkt und liefert fir zwel n-komponentige
Vektoren als Ergebnis eine nxn-Matrix, d.h. eine Tensorgrof3e. Fur die so definierte effektive
Masse m* erhdlt man die Darstellung

d’E d?E  d’E
dk,dk, dk,dk, dk’

Z

@d’E_d’E_d’E 0

¢ dk’ dkok, dkdk,*
1 _1¢dE  dE _dE
m* hzgdkydkx dk,”  dk,dk,
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Als direkte Folge missen Kraft und Beschleunigung nicht mehr in dieselbe Richtung zeigen.
Insbesondere kann fur Elektronenin der Nahe der oberen Bandkante m* auch ein negatives
V orzeichen haben, so dass die Beschleunigung der duf3eren Kraft entgegengesetzt ist.

Mit Hilfe der effektiven Masse lauten nun Energie und Geschwindigkeit der Elektronen

h?k? 1

E(K) =
(k) pn o

In einem grofen Bereich der Brillouin-Zone hat die effektive Masse einen konstanten Wert,
der der tatséchlichen Masse m des freien Elektrons entspricht. Erst im Bereich der

Wendepunkte der Funktion E(k), d.h. bei Annaherung an die Grenzflachen der Brillouin-
Zone, wird die effektive Masse unendlich grof3 und kehrt anschlief3end ihr Vorzeichen um.

N
ll'lim

. R Y 1w I i ,
24 Reziproke ofektive Mass Lyt u i aeffekbive Masce " eneg Wrlgtallelekivons

retion der Wellopzakl k fitr eine Ene ._:I.'r'll!.'ll-'iin n E{kl, die der Kurve 1 In

5.3.2 Defekteektronen oder L 6cher

In einem voll besetzten Band existiert zu jedem Elektron mit der Geschwindigkeit Vv (k) ein

solches mit der Geschwindigkeit - V (K) . Summiert man Uber alle Zustande, so ist die mittlere
Geschwindigkeit gleich Null. Betrachtet man nun die elektrische Sromdichte in einem nur
teilweise gefillten Band, so lasst sie sich ausdriicken als Summe Uber die besetzten Zustande
im Volumen V mit der Geschwindigkeit V (k), wobei der Faktor zwei den Elektronenspin
berlicksichtigt

L 2 o _ -
v(k) =e— av(k)

zt k unbesetzt

Qo

-2
j=-ec
Vs

4

Ein elektrischer Strom l&sst sich demnach auch als Bewegung von Defektelektronen oder
Lochern mit positiver Ladung beschreiben. In diesem Bild sind entsprechend die
Elektronenzustéande unbesetzt. Neben dem Ladungsvorzeichen wechseln auch die Vorzeichen

der effektiven Masse, mp* = - me*, der Wellenvektoren, lzp: - IZE, sowie die Anregungs-
energie E, (k,) =- E. (k,).
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5.3.3 Bewegung in magnetischen Feldern: Zyklotronfrequenz

Bewegt sich ein Elektron mit der Geschwindigkeit V in einem magnetischen Feld B, so
wirkt auf das Elektron die Lorentzkraft

dk -

h—=-e(V B

" ( )
dk e (= -
oder —=—1|B’ grad.E (k
== (8" grad, E))

Wie auch im realen Raum, so bewegt sich das Elektron im k-Raum auf einer Flache
konstanter Energie und senkrecht zu den magnetischen Feldlinien. Die Komponente E“ des

Wellenzahlvektors des Elektrons in Richtung des magnetischen Feldes bleibt konstant. Das
Elektron bewegt sich also auf der Schnittkurve der Fermi-Flache mit der Ebene mit dem

Normalenvektor IZ” / |I2|| |.

Die Bahnkurve des Elektrons kann geschlossen oder offen sein. Offene Bahnkurven erhalt
man unter anderem fur nicht kubische Kristallsymmetrien. Bel einer geschlossenen Bahn
durchléuft das Elektron periodisch die oben beschriebene Schnittkurve. Die Umlaufrichtung
héngt ab von der Orientierung des magnetischen Feldes und dem Vorzeichen des

Vektors grad . E(IZ), entscheidend ist also ob die Energie (im reduzierten Energieschema)
mit groRer werdendem K zu- oder abnimmt.

Die Umlaufzeit T erhd@lt man, wenn man die obige Bewegungsgleichung Uber einen
kompletten Umlauf integriert

ak =& g dE

dt
n? o dk,

Hier ist dE/dk~ die Komponente von grad, E(IZ) senkrecht zu B. Mit den
Beziehungen dA=gdk, dk, wobei dA ein Flachenelement in der Bahnebene zwischen den

Energiewerten E und E+dE ist, sowie der Umlaufzeit T = ¢dt erhdlt man als Ergebnis fur die
Zyklotronfrequenz w,

:£:2peBd_E_ eB

W, =
T  n° dA m*,

Hier it m*. die effektive Zyklotronmasse. Fur freie Elektronen ist die Bahnkurve ein Kreis
mit der Flache A = p k* und entsprechend dE/dA = h?/(2p me). Fiir die Zyklotronfrequenz
erhdt man dann w; = eB/me mit der Elektronenmasse me. Experimentell lésst sich die
Zyklotronfrequenz durch Resonanzanregung in einem Hohlraumresonator messen. Hieraus
erhdlt man die effektive Zyklotronmasse und daraus unter anderem die effektive Masse sowie
Informationen Uber die Krimmung der Fermi-Flachen.

Vorlesung FP Kap.5 Versionl.2.doc 18von20 18.02.03



Institut fUr Physik und Physikalische Technologien der TU Clausthal Okt. 2002
Experimentalphysik VI (Festkorperphysik) WS 2002/2003

|

Abh. =50

Sehematische Darstellune der Anordnrt ¥ Eur ."~|"'-:~'.I!L_!f der Zvklotronrescnanz in

Rt

Die Messung der Zyklotronfrequenz geschient durch Uberlagerung eines statischen
magnetischen Feldes und eines hochfrequenten elektrischen Feldes. Das magnetische Feld mit
Stérken im Bereich von 0.01 bis 0.5 Tesla bewirkt die Kreisbahn der Elektronen. Stimmt die
eingestrahlte Frequenz w der Mikrowelle mit der Zyklotronfrequenz Uberein, w = nw,
n=1 2, 3 .. so werden Elektronen phasenrichtig beschleunigt und die Leistung der
Mikrowelle entsprechend absorbiert. Die Eindringtiefe des E-Feldes ist aufgrund des Skin-
Effektes auf Tiefen | 4in von etwa 100 nm begrenzt. Bei Kreisbahnradien von ca. 10 nm fihrt
dies auf eine Beschleunigungsstrecke von etwa 1 nmm. Voraussetzung fur diese Art der
Messung ist es, dass die Elektronen mehrere Umlaufe machen, bevor sie durch Stélze
relaxieren, dass also die Bedingung wt >> 1 erflllt ist. Dies kann durch gentigend grof3e
magnetische Felder erreicht werden

534 Hall-Effekt
Durch ein auf3eres elektrisches Feld wird die Fermi-K ugel um den Vektor
dk=- e/n Et

verschoben. Durch die elektrische Kraft F, bewegen sich die als freie Elektronen der
effektiven Masse m* beschriebenen Letungselektronen mit der Driftgeschwindigkeit

V =

t £ = et E
m* m*
Diese fuhrt auf eine Driftstromdichte der Elektronen

j=-nev

Wirkt zusétzlich noch ein magnetisches Feld auf die Elektronen, so bewirkt die LorentzKraft
IfI eine zusatzliche Beschleunigung senkrecht zur urspriinglichen Geschwindigkeit:

Frr)="s

\7=# m*(E+\7' B)
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Zeigt das magnetische Feld B = B; in zRichtung und schrénkt man die Stromdichte j = j« auf
eine Bewegung der Ladungstréger entlang der x-Richtung ein, so erhélt man in kartesischen
Koordinaten

o BEX :_iBjx :RHBjx
m* ne

E, =-

y

mit der Hall-Konstante Ry. Durch die Bewegung der Elektronen baut sich entlang der
y-Richtung ein transversales Hall-Feld auf, welches eine weitere Ablenkung durch das
magnetische Feld unterdrickt. Im Gleichgewicht driften die Elektronen also entlang der
x-Richtung. Durch die Messung der Hall-Konstante |&sst sich zum einen Uber das Vorzeichen
entscheiden, ob der Ladungstransport von Elektronen oder von Ldchern getragen wird. Zum
anderen ist die Grof3e direkt proportional zur Ladungstragerkonzentration und damit der Hall-
Effekt eine wichtige Untersuchungsmethode fur Halbleiter-Kristalle.
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6 Halbleiter

Ein Halbleiter unterscheidet sich von den echten Isolatoren durch den geringeren
Energieabstand der Bandliicke. In Halbleitern kdnnen Elektronen bzw. Locher durch
thermische Anregung ins Leitungs- bzw. Valenzband gelangen. In einem ersten Abschnitt
wird die Bandstruktur der technologisch bedeutsamen Halbleitermaterialien Silizium und
Germanium diskutiert sowie auf einige wichtige Methoden zur Bestimmung der Bandverlaufe
hingewiesen.

Die elektrische Leitfahigkeit wird durch die Konzentration von frei beweglichen
Ladungstragern bestimmt. Dabei unterscheidet man Eigenleitung, bei der die Band-Band-
Ubergange entscheidend sind, und die Storstellenleitung, bei der die Leitfahigkeit durch
Anregung von Ladungstrdgern aus sogenannten Akzeptor- oder Donatorniveaus mit
energetischen  Lagen nahe den Bandkanten erfolgt. Die Berechnung der
Ladungstragerkonzentrationen und der Lage des Fermi-Niveaus erfolgt im zweiten Abschnitt.

In einem letzten Abschnitt werden Nichtgleichgewichtsreaktionen besprochen, wie sie beim
Aneinanderfiugen von n- und p-leitenden Halbleitermaterialien auftreten.

6.1 Bandstruktur

Isolatoren und auch Halbleitern besitzen (bei T = 0) ein volistandig gefiilltes Valenzband
(VB) und ein vollstandig leeres Leitungsband (LB). Die Fermi-Energie Eg liegt demnach in
der Bandlucke E4, die den energetischen Abstand zwischen Valenz- und Leitungsband
bezeichnet. Die GroRe der Bandlicke ist aufgrund der thermischen Ausdehnung von
Festkorpern temperaturabhéngig und nimmt mit steigender Temperatur ab.

Bei endlichen Temperaturen (T >0) erfolgt eine thermische Anregung von Elektronen ins
Leitungsband; es entstehen gleichzeitig frei bewegliche Locher im Valenzband. Die
Anregungswahrscheinlichkeit ist proportional zum Boltzmann-Faktor exp (—E, /k,T):

guter Isolator, Eq = 4 eV: exp(—E, /ksT) =107 (T =300 K)
Halbleiter PbTe, Eq = 0.3 eV: exp(—E, /kgT) ~10° (T =300 K)

Eine einfache Unterscheidung zwischen Isolatoren und Halbleitern ist tber den spezifischen
Widerstand méglich. Typische Halbleiter erreichen Werte von 102 — 10° Qcm, wiéhrend
Isolatoren Werte groBer 10** Qcm aufweisen. Zu beachten ist hier, dass der spezifische
Widerstand stark von der Temperatur abhangt und damit Halbleitereigenschaften zum Teil
nur bei entsprechend hohen Temperaturen beobachtet werden. Eine alternative Einteilung ist
uber die Ladungstragerkonzentration im Valenzband méglich. Die folgende Abbildung zeigt
Werte fur reine Materialien. Die tatsachliche Leitfahigkeit wird aber in vielen Féllen durch
zusatzliche Dotierung, d.h. durch Stérstellenleitung bestimmt.

Wird ein Halbleiter mit Licht bestrahlt, so kénnen Photonen mit Energien gréRRer als die
Bandllcke absorbiert werden. Ladungstrager werden so optisch ins Leitungsband angeregt,
wenn die Wellenldnge des Lichts ausreichend klein ist
ho>E, o is<l®
Eg
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Bild 1 Ladungstrigerkonzentration in Metallen, Halbmetallen und Halbleitern. Der Bereich der
Halbleiter kann durch Erhéhen der Konzentration der Fremdatome nach oben ausge-

dehnt werden. Der Bereich kann auch nach unten ausgedehnt werden und mischt sich
eventuell mit dem lsolatorhereich
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Bild 3 Elektronenkonzentratnion bei Eigenhalbleitung als Funktion der Temperatur in Germa-
nium (a) und Silizium (b, Bei Eigenhulbleitung ist die Konzentration der Locher gleich
der Elektronenkonzentration. Da die Energieliicke in Germanium (0,64 eV kleiner ist
als in Silizium (1,11 eV}, ist die Elektronenkonzentration bei Eigenhalbleitung in Ge
grivfier als in 51 (Nach W. C. Dunlap.)
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Far Silizium mit einem Bandabstand E; = 1.14 eV (T = 300 K) betragt die maximale
Lichtwellenldange A= 1.09 um, fir Germanium mit E; = 0.67 eV (T = 300 K) erhalt man
A =1.85 um. Durch diese Wellenlange ist z.B. die spektrale Empfindlichkeit von Photodioden
(Si, Ge) oder CCD-Arrays (Si) begrenzt, aber auch der Wirkungsgrad von Photovoltaik-
Anlagen (Si).

Bei der optischen Anregung missen Impuls- und Energieerhaltung erfullt sein. Aufgrund des
sehr kleinen Photonenimpulses kon wird der Impuls des angeregten Elektrons jedoch kaum
geandert. Optische Ubergange verlaufen daher vertikal im E(k)-Diagramm. Entscheidend fiir
die optische Absorption ist die Form der Bandliicke. Bei einer direkten Bandlicke liegen
sowohl das Maximum der Valenzbandkante als auch das Minimum der Leitungsbandkante
bei dem Impulswert k = 0. Im Fall einer indirekten Bandliicke liegt dagegen das Minimum der
Leitungshandkante bei einem Impuls k=0. Uberginge sind hier nur moglich, wenn ein

Phononenimpuls q die Impulsanderung ke des Elektrons kompensiert. Andererseits kann die
Energie des Phonons vernachléssigt werden:

Impulserhaltung Kpp =k, +q=0

Energieerhaltung ho=E; +ho, = E,

Leitungsband
kante kante

i Leitungsband- \/m/

Valenzbandkante Valenzt

Bild 5

1 l L+ AL L st hier die Frequ
nvektor K k.. Bei hoheren Temperat

I 1on gemeinsam mit einem Ph

E, — h€. Beachten Sie: Das Bild

nur wellenubergin
1 Konnen Ubergiinge zwischen fust allen Punkten der beiden Biander auftreten, wenn

lenvektoren und Energie erhalten bleiben kénnen

Die Absorption von Photonen ist fiir direkte und indirekte Bandlicken mdglich. Bei sehr
niedrigen Temperaturen ist hierzu bei indirekter Bandlicke die Anregung von Phononen
erforderlich, wahrend bei hoheren Temperaturen auch die Vernichtung von Phononen
moglich ist. Die Emission von Photonen ist praktisch nur bei einer direkten Bandliicke
mdoglich, da hier keine Phononen beteiligt sein missen. Absorptionsprozesse sind auch
mdoglich fir Photonenenergien grofer als der Bandabstand. Die angeregten Ladungstréger
relaxieren unter Abgabe von Energie an Phononen in die Extrema der jeweiligen Bander. Die
optische Absorption erlaubt die prazise Bestimmung von Eg, insbesondere bei direkten
Halbleitern. Bei indirekter Bandlicke ist die Absorptionskante dagegen leicht diffus.
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Bild4 Optische Absorption in rei
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rption nahe der Schwelle geringer: bei iw = E, + 182 wird ein Photon absorbiert
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W
o Absorptionslinien, die manchmal beobachtet werden und knapp unter der
Schwellenergie liegen. Diese Linien kommen von der Erzeugung eines gebundenen Elek-
tron-Loch-Paares, das ein Exziton genannt wird

105, -
e
__,_,__'—""FFFH!_H
i
&
_ F
4
. 5
107 I
L |
r
104 {
1 |
' I
b 0 05 0,7
faw in eV -
Bild& Optis Ahsorptien in reinem Indivmantimeonid InSB. Da sowoh] Leitungs- als auch
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Im Folgenden sollen die Bandverldufe der technisch wichtigen Materialien Silizium und
Galliumarsenid kurz erlautert werden. Silizium ist (wie Germanium) ein indirekter Halbleiter
mit einer Bandliicke E; = 1.14 eV (Si) bei T = 300 K. Die Valenzbandkante liegt bei
k = 0 und ist entartet. Diese Entartung ist die Folge der Spin-Bahn-Kopplung der einzelnen
Atome, d.h. sie beruht auf der Aufspaltung in die Zustande P3, und Py/,. Das P3,-Niveau und
das hieraus hervorgehende Band ist unter Berticksichtigung des Spins vierfach entartet
(m;=+1/2,£3/2), das Py-Niveau ist zweifach entartet. Das Py, entsprechende Band ist

gegenlber P53, wegen der Spin-Bahn-Kopplung um 0.044 eV abgesenkt.
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An der Valenzbandkante von Silizium (wie auch fur Germanium) fallen zwei Bé&nder mit
unterschiedlicher Krimmung zusammen; man spricht entsprechend von leichten und
schweren Léchern. Die zugehorigen Energieflachen (,,Fermi-Flachen®) sind nahezu sphérisch,
so dass eine Zyklotronresonanzmessung unabhangig von der Orientierung des Magnetfeldes
ist. Der Begriff ,schwer® ist hier relativ zu den ,leichten* Ldchern zu sehen; die schwere
effektive Masse ist fast immer geringer als die Masse des freien Elektrons. Die Minima des
Leitungsbandes in Silizium liegen entlang der sechs gleichwertigen [100]-Richtungen. Die
Energieflachen sind Ellipsoide. Im Fall von Germanium liegen die entsprechenden Ellipsoide
entlang der vier gleichwertigen [111]-Richtungen.

2

Elektronen

schwere
Locher k

leichte
Locher

abgespaltene
Locher
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In den letzten Jahren entwickeltes pordses Silizium weist eine Nanostrukturierung auf und
zeigt erhebliche Abweichungen zu einkristallinem Silizium. Aufgrund der Nanostrukturierung
andert sich die Bandstruktur hin zu einer direkten Bandliicke. Dementsprechend zeigt pordses
Silizium Photolumineszenz; es lassen sich in diesem Material Licht emittierende Dioden
(LED’s) mit Wirkungsgraden von tber 1% herstellen.

Galliumarsenid (GaAs) ist ein direkter Halbleiter mit einer Bandliicke von Ey = 1.43 eV
(T = 300 K). Die Struktur des Valenzbandes ist ahnlich der von Silizium und Germanium,
allerdings liegt nun das Minimum des Leitungsbandes ebenfalls bei der Wellenzahl k = 0.
Daher ist in diesem Fall spontane Strahlungsemission ohne Beteiligung von Phononen
mdoglich; dies erlaubt den Bau von Halbleiterlasern. Tatsachlich sind allerdings in
Galliumarsenid die notwendigen Schwellstromdichten fir den Laserbetrieb sehr hoch, so dass
die thermische Belastung des Materials keine hohen Lebensdauern des Lasers erlaubt.
Stattdessen verwendet man h&ufig Doppelheterostrukturen aus InGaAsP mit deutlich
niedrigerer Schwellstromdichte.

Euergie in eV

I
-

X

Eine Bestimmung der Bandkrimmung bzw. der effektiven Masse der Ladungstréger ist uber
die Messung der Zyklotronresonanz mdglich. Die effektive Zyklotronmasse m* hangt von
den effektiven Massen der Ladungstrager und dem Winkel & zwischen der Richtung des
Magnetfeldes und der Rotationsachse eines Ellipsoids der Fermi-Flache ab:

1  cos’d . sin® &
- 2

c

Hierbei sind m* und m* die effektiven transversalen und longitudinalen Massen bei
Beschleunigung der Ladungstrager entlang der zugehdrigen Hauptachsen des Ellipsoids. In
Abhangigkeit von der Starke des Magnetfeldes werden die den verschiedenen Bandern
zuzuordnenden Resonanzen der Elektronen und Lécher beobachtet. Wird fur eine bestimmte
Resonanz das Magnetfeld konstant gehalten und der Winkel 4 variiert, so lassen sich wie im
folgenden Beispiel fur Germanium die transversalen und longitudinalen effektiven Massen
ermitteln.
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6.2 Ladungstransport

6.2.1 Eigenleitung

In einem reinen Halbleiter wird die elektrische Leitfahigkeit durch die thermische Anregung
von Ladungstragern bestimmt. Die Elektronen- und Locherdichten seien n und p mit den
effektiven Massen me* und my*. Wahlt man als Bezugspunkt E = 0 die Oberkante des
Leitungsbandes, so erhalt man fur die Zustandsdichte der Elektronen im Leitungsband

2\3/2
7 (E)=—Y (mm j E_E

2 7? h? 9

und entsprechend fur die Lécherdichte im Valenzband
V 2 m * 3/2
Zp(E):Zﬂz( th J N

Die Ladungstragerdichte ist gleich der Anzahl Ladungstrager N pro VVolumen V. Die Grofie N
erhalt man durch Integration des Produktes aus Zustandsdichte und Fermi-Verteilung tber das
zugehdrige Energieintervall. Daher kdnnen die Ladungstréagerdichten geschrieben werden als

1 2m * 3/2 o 1
- e [E_E dE
" 2z2( n? j i 9 exp((E-Ep)/ksT)+1
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1 2mp* 3/2 ¢ 1
- J-E dE
P 27[2[ n? j L exp((Eg —E)/kgT) +1

Fur den Fall der Eigenleitung hinterlasst jedes angeregte Elektron genau ein Loch im
Valenzband, es gilt n = p. Macht man weiter die berechtigte Annahme, dass das Fermi-Niveau
Er einen Energieabstand AE >> kgT von den beiden Bandkanten hat, so lasst sich die Fermi-
Verteilung durch den Boltzmann-Faktor ndhern und man erhélt

1 (zme*jmT JE-E,

T2t Ut )l exp((E-Eq)/k,T)
_ 1 (zme *]3/2 (k T)S/z 1 TJx dx
272 | n? ° exp((E, —Ep)/kgT) ¢ exp(x)
m, *k,T )"’
=2(ﬁ} exp (- (E, —E ) /K,T)

Eine entsprechende Gleichung ergibt sich fur p. Nutzt man nun die Beziehung n = p fur
Eigenleitung aus, so bekommt man als Ergebnis die Lage des Fermi-Niveaus

1 3 m,*
EF :EEQ +ZkBT In(m *)

e

Bei gleich grollen effektiven Massen der Elektronen und Locher liegt das Fermi-Niveau
genau in der Mitte der Bandliicke. Ganz allgemein, d.h. nicht auf den Fall der Eigenleitung
beschrénkt, gilt die Beziehung

3
kgT
n-p=4 (2;#} (m,* m *)*? exp (- E, Ik,T)

Betrachtet man anschlie3end wieder den Fall der Eigenleitung,

3/2
n=,np=2 (;;;2] (m,*m_ *)** exp(— Eg/2kBT) oc exp(-T,/T)

so sieht man, dass die Ladungstragerkonzentrationen exponentiell mit der Temperatur
anwachsen.

6.2.2 Storstellenleitung

Technologische Bedeutung erhalten Halbleiter erst durch die Mdglichkeit, durch geeignete
Verunreinigungen (,,Dotierungen®) die Leitfahigkeit gezielt einstellen zu kénnen.
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Der Einbau von funfwertigen Atomen (z.B. P, As, Sb) in z.B. Silizium, Germanium oder
Galliumarsenid stellt ein tberschissiges Elektron fur den Ladungstransport zur Verfligung.
Die zugehorigen Storstellen bezeichnet man als Donatoren. Fur das Entleeren dieser
Donatoren durch Anregung des Elektrons ins Leitungsband ist nur eine sehr geringe
Aktivierungsenergie Eq4 erforderlich, d.h. die Lage des Storstellenniveaus Eq — Eq4 liegt nur
leicht unterhalb der Leitungshandkante Eg, oder Eg << Ej.

90O O® L
P . A T e e oy e onator -
O ®: @) e, e
OROHOHOHO, |:L—| “Huliniveau
.a . PRk - J E’ulenz -
E:E:®:E:® —

(a) (bl

Fig. 3.35 (a) Schematische Darstellung der Wirkung eines As Atoms als Donator in einem
51 Kristall, siehe Text, Der  Bohrsche Radius” der Elektronenbahn ist nicht
malstabsgetren; er ist in Wirklichkeit mehr als zehnmal so grofl wie der gegen
seitige Abstand der S5i Atome. (b) Energetische Lage des Grundzustands eines
Donators. By ist seine lonisierunpsenerpie,

Die GrolRe von Eg4 lasst sich in Analogie zum Bohrschen Atommodell fir das
Wasserstoffatom abschétzen. Hierzu wird wieder die Masse des freien Elektrons durch die
effektive Masse des Leitungselektrons ersetzt. Ferner wird angenommen, dass das Elektron
Uber einen groReren Kristallbereich ,verschmiert“ st und daher statt der
Vakuumpermeabilitdt g die Dielektrizitdtskonstante &&o des Halbleitermaterials
Beriicksichtigung findet. Die Werte fir Silizium lauten me* = 0.3 me und &= 11.7. Flr das
Wasserstoffatom gilt

m, e* 1

E,=————— = ,n=123..
2(4rey) h® n

und fur die lonisierungsenergie fir n = 1 erhadlt man den bekannten Wert E; = 13.6 eV.
Daraus ergibt sich eine Aktivierungsenergie der Storstelle in Silizium

m*l
meg

E, ~ 30 meV

Der zugehorige Bohrsche Radius macht Angaben zur Ausdehnung des (noch gebundenen)
Leitungselektrons

Areeg, h? m 0
= =&

o = ry, =20 A
m, * e m, *

mit dem Bohrschen Radius rg = 0.53 A . Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
erstreckt sich also Uber viele Elementarzellen.
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In analoger Form lassen sich auch dreiwertige Atome wie etwa B, Al, Ga oder In einbauen
und erzeugen so Akzeptorstorstellen. Es entstehen nahezu frei bewegliche Ldcher als
Ladungstrager. Die energetische Lage ist knapp oberhalb der Valenzbandkante.

£:0:0):E:@ |
Soobe [ =
OL@:®:@:& e B

obofolodo i =G

Valenz -
®:0:®:@:@® -
(a) (b)
Fig. 3.36 (a) Schematische Darstellung der Wirkung eines B Atoms als Akzeptor in einem
Si Kristall, siehe Text. (b) Lage des Grundzustands eines Akzeptors. E, ist seine

Ionisierungsenergie.

Baut man gleich viele Donatoren wie Akzeptoren in den Halbleiter ein, so heben sie sich in
ihrer Wirkung gegenseitig auf — die von den Donatoren zur Verfiigung gestellten Elektronen
wirden vollstdndig von den Akzeptorniveaus eingefangen. Eine Storstellenleitung erfordert
also immer ungleiche Dotierungskonzentrationen. Bei dominierenden Donatoren erhalt man
Elektronenleitung und sogenannte n-Halbleiter, bei berwiegenden Akzeptorstorstellen
entsprechend p-Halbleiter mit Locherleitung. Aufgrund der thermischen Anregung und der
damit verbunden Eigenleitung besitzt aber auch ein n-Halbleiter eine geringe Konzentration
frei beweglicher Locher. Diese bilden die sogenannten Minoritatsladungstrager, wahrend die
Elektronen die Majoritatsladungstrager darstellen. In einem p-Halbleiter sind die Verhéaltnisse
gerade umgekehrt; hier bilden die Loécher die Majoritats- und die Elektronen die
Minoritatsladungstréager.

Fur die Beschreibung des Ladungstransports unterscheidet man zwischen den
Konzentrationen geflllter und entleerter Donator- bzw. Akzeptorniveaus. Der Index ,,0¢
bezeichnet dabei die neutrale, also entleerte Storstelle, die Indizes ,,+* und ,— geben das
Ladungsvorzeichen gefullter Storstellen an:

o = np’ + np'
Na = N’ + na~

Die zu fordernde Ladungsneutralitat ist dann gleichbedeutend mit
nNn+n =p+np

Gesucht wird wie auch bei der Eigenleitung nach der Lage des Fermi-Niveaus. Betrachtet
man zunachst die Donatoren, so wird die Besetzung von entleerten und gefillten Storstellen
durch die Fermi-Verteilung bestimmt:

0 1

n =N
® P exp((E,—Ey —Eg)/KgT) +1
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Da das Fermi-Niveau Eg in der Né&he der Leitungsbandkante liegt, kann die Eins im Nenner in
diesem Fall nicht vernachl&ssigt werden. Die Dichte der entleerten Donatorniveaus ist dann

+ 0 l
n =Ny—N =N
PP P exp(—(E, —Ey —Ep)/kgT) +1

In analoger Weise erhélt man die Dichte der ionisierten Akzeptorniveaus

1
0
=n
*exp(—(E- —E,)/kgT) +1

Hieraus und mit den zuvor abgeleiteten Gleichungen fir die Dichten n und p bekommt man
eine Bestimmungsgleichung fir die Fermi-Energie Er (n, p, na, Np). Diese ist jedoch nur
numerisch oder graphisch zu lésen. Daher soll hier der einfache Fall eines n-Halbleiters bei
nicht zu hohen Temperaturen betrachtet werden. Dies erlaubt die N&herungen n >> p und
Np >> Ny, die Bedingung zur Ladungsneutralitat reduziert sich auf n = np*. Als Ergebnis erhélt
man

EF = Eg - Ed + kBT |n[% (\/14— n4?_]?) eXp(Ed/kBT) _]}J

0

2N,

n=

4n
1 1 D_exp(E, /k.T
+\/ + M P(E, /kgT)

Ny

mit der temperaturabhéngigen Konstante

m, * kT ¥
271 h? J

I’IO(T):2(

Bei nicht zu hohen Temperaturen werden die Ausdriicke dominiert durch die Terme, welche
die Exponentialfunktion enthalten, und man erhélt als Naherung

E. ~ E, — SE, + L k,T In[ -
2 "2 n (T)

n= NpN,(T) exp(-E,/2k,T)

Die Fermi-Energie liegt also fur T = 0 in der Mitte zwischen dem Storstellenniveau und der
Leitungsbandkante. Bei hohen Temperaturen macht sich die Eigenleitung mehr und mehr
bemerkbar und das Fermi-Niveau wandert wieder in die Mitte der Bandluicke.
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6.3 Nichtgleichgewichtsreaktionen

Fur fast alle Anwendungen der Mikroelektronik werden Halbleiter bendtigt, bei denen die
Dotierung und damit das Ladungsvorzeichen der Majoritatsladungstrager sich raumlich
andern. Den einfachsten Fall eines inhomogenen Halbleiters erhédlt man, wenn ein p- und ein
n-leitender Halbleiterbereich in direkten Kontakt miteinander gebracht werden. In einem
solchen pn-Ubergang diffundieren die jeweiligen Majorititsladungstrager in den anderen
Halbleiterbereich und rekombinieren dort mit den entgegengesetzt geladenen
Majoritatsladungstragern. Hierdurch nimmt die Dichte der freien Ladungstrager in der
Kontaktschicht stark ab, man spricht von einer Verarmungsschicht. Auf der n-leitenden Seite
bleibt ein Uberschuss an positiv geladenen ionisierten Donatoren zuriick, wahrend in dem
p-leitenden Bereich entsprechend negativ geladene, entleerte Akzeptorniveaus zuriickbleiben.
Als Folge baut sich ein Raumladungsfeld auf, welches der weiteren Diffusion von
Majoritatsladungstragern entgegengerichtet ist. Die GrolRe des Raumladungsfeldes héngt ab
von der sich aufbauenden Diffusionsspannung Vp und der Breite der Verarmungsschicht.

— | _ ’
| p-Leiter | n-Leiter |

I.U‘-

lc)

Elektronendichte n und Lochdichte p, elek-
trische Raumladungsdichte tro-
(d) statisches Potential V' in der Grenzschicht

zwischen einem p- und n-Leiter

Betrachtet man das Bandschema eines pn-Ubergangs, so kommt es beim Aneinanderfiigen
von p- und n-Bereich zu einer Verbiegung von Valenz- und Leitungsband. Die energetischen
Lagen der Donator- und Akzeptorniveaus bleiben konstant, genauso wie die GrofRe der
Bandliicke. Das Fermi-Niveau muss sich jedoch in den beiden Bereichen angleichen.

it E——== R tF‘
1 o T - E o
EQ - “ D
£ [ dE
F_
(a)
L, —
: eVp
Epme e - NN 27777 A Vo s
= e i fired *\'\'}":_—_ SELTE Er
' \ Ep
k e I
iy 7777 (b)
Fig. 3.39 Binderschema cines p-n-Ubergangs, siche Text. Ep Fermi-Niveau, £, Akzeptor-

niveau, Ep Donatorniveau, Vp Diffusionsspannung
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Im thermischen Gleichgewicht flieBen in einem pn-Ubergang stets Stréme durch Locher- und
Elektronenleitung. Man unterscheidet dabei die Generationsstrome leq und l,4 durch
Minoritatsladungstrager, sowie die Rekombinationsstrome Iy und I, durch
Majoritatsladungstrager. Die GrolRe der Rekombinationsstrome wird bestimmt durch die
Anzahl der Ladungstrdger, deren Energie ausreicht, die Potentialbarriere eVp des
pn-Ubergangs zu uberwinden. Im Gleichgewicht, dass heilt ohne eine &uRere, an den
pn-Ubergang angelegte Spannung, gilt

l,,(0)+1,, (=0 und 1, (0)+I,, (0)=0

Hier meint (0) den spannungslosen Fall U = 0. Bei Anlegen einer elektrischen Spannung an
den pn-Ubergang wird das Gleichgewicht gestort; hierbei fallt die Spannung U fast
vollstandig an der Verarmungsschicht mit ihrer sehr geringen Leitféhigkeit ab. Im Folgenden
werden der Sperrfall (Spannung U < 0) und der Durchlassfall (Spannung U > 0) betrachtet.

Bei negativer duRerer Spannung U < 0 gilt fir die Rekombinations- und Generationsstrome
der Elektronen

Ie,r (U) = Ie,r (0) exp(—elU |/kBT)
leg U)=1.,(0)
d.h. der Generationsstrom bleibt durch die Spannung unbeeinflusst. Der Gesamtstrom ist dann

=1, (U)+1,,0)=1,,(0 (1-exp(-e|U|/k,T))

Bei Anlegen einer negativen Spannung gilt also immer le < l¢4(0): Der pn-Ubergang sperrt
den Stromfluss. Im Fall einer positiven angelegten Spannung U > 0 gilt

I, = 1., (0) exp(eU /kyT)+ 1, (0) =1, (0) (exp(eU /k,T) -1)

Der Strom nimmt exponentiell mit der angelegten Spannung zu. Beriicksichtigt man in beiden
Fallen noch den Strombeitrag durch die Locherleitung, so erhédlt man die beiden Gleichungen
flir den Sperr- und Durchlassfall:

L=1,+1,=(1,,(0)+1,,(0)(1-exp(-e|U |/ksT)) , U<O
L=1,+1, =(1,,(0)+1,,(0)(exp(eU /kT) - 1) , U>0

Die Gleichungen ergeben als Resultat die 1(U)-Kennlinie des pn-Ubergangs, die auch als
Diodenkennlinie bezeichnet wird.
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7 Metalle

Die Einteilung von Festkorpern in Metalle, Hableiter und Isolatoren erfolgt aufgrund einer
Abgrenzung bestimmter Merkmale oder Stoffklassen. Diese Abgrenzung ist jedoch nicht
scharf, was sich in Begriffen wie Halbmetall oder Habisolator &uffert. Weiterhin ist die
Zuordnung eines Festkorpers zu einer Stoffklasse zum Teil abhangig von der Grofie
bestimmter Zustandsgrofien wie Druck oder Temperatur.

Die Hauptmerkmale eines Metalls sind zum einen eine hohe Elektronenkonzentration. Als
Folge davon besitzen Metalle eine hohe elektrische und thermische Leitfahigkeit sowie eine
hohe Reflexion von elektromagnetischen Wellen des infraroten und sichtbaren Spektrums.
Zum anderen zeigen Metalle fast immer eine hervorragende plastische Verformbarkeit. Zu
den typischen Eigenschaften gehort ein spezifischer Widerstand mit Werten im Bereich von
1 bis 100 mMAcm, der mit der Temperatur T anwéchst. Metalle erfillen das Ohmsche Gesetz
j = s E, das Wiedemann-Franz-Gesetz | /s T = const. und die Mattiessensche Regel mit
einem endlichen Restwiderstand bei tiefen Temperaturen. Metalle zeigen Supraleitung bei
sehr niedrigen Temperaturen sowie Elektronenemission bei sehr hohen Temperaturen. Weiter
weist das Kristallgitter eine hohe Symmetrie sowie eine hohe Packungsdichte auf. Bei
Raumtemperatur liegen etwa 75% dler Elemente im metallischen Zustand vor, die meisten
davon als sogenannte Ubergangsmetalle mit unvollstandig gefiillten d-Schalen (3d, 4d, 5d).
Die haufigsten Kristalgitter sind das kubisch raumzentrierte (krz), das kubisch
flachenzentrierte (kfz) und die hexagonal dichteste Kugel packung (hcp).

Tabelle 8.1

Verbreitung des metallischen Zustandes bet Elementen

(M — Metall, U — Ubergangsmetall, H — Halbleiter, I — Isolator, k — kubisch, kr — kubisc.h
raumzentriert, kf — kubisch flichenzentriert, h — hexagonal, d — Diamantstruktur, tr — tri-

gonal, t — tetragonal, r — rhombisch, m — monoklin)
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Tabelle 8.2

Bevorzugte Gittertypen bei Metallen, Abstinde nichster Nachbarn, Koordinationszahlen,

Raumerfullung

Gittertyp Absténde nichster Nachbarn Koordinationszahl Raum-
erfillung
d, d, dy I, K, K,
krz —;— V§ a a }E 8 6 12 0,68
kfz =12 @ = Vs 12 6 24 0,74
hexagonal dichte a a }"3 1,63 a 12 6 2 0,74

Kugelpackung

(i - 1,633)
a

7.1 Polymor phismus

Jan. 2003

Metalle kdnnen bei bestimmten Dricken oder Temperaturen reversibel ihren Gittertyp andern.
Diese Eigenschaft nennt man Polymorphismus. Verbunden damit ist im Allgemeinen auch
eine Anderung ihrer makroskopischen, insbesondere mechanischen und chemischen
Eigenschaften wie Harte, Elastizitdt und Korrosionsbestandigkeit.

Eisen (Fe) liegt in Abhangigkeit seiner Zustandsvariablen Druck und Temperatur in ener

Vielzahl von Phasen vor. Bei Normaldruck kommt es zu einer Phasenumwandlung

a-krz -~ %¥%® g- kfz-~ %¥i® d- kriz

Nur in der a-Phase zeigt Eisen ferromagnetische Eigenschaften. Bei einer Temperatur

T =300 K erfolgt ebenfalls eine Phasenumwandlung in Abhéngigkeit des Drucks

a-krz - ¥¥® e- Eisen

Abb. 8.1
T, p-Polymorphismus des Eisens nach Scmumaxw, H.: Metallografie. — Leipzig:
Deutscher Verlag fiir Grundstoffindustrie 1975.

Ein weiteres Beispiel ist die Umwandlung von Zinn (Sn) bel Normaldruck

a - Diamant - %34® b - tetragonal

Bel niedrigen Temperaturen um den Gefrierpunkt ist Zinn chemisch nicht mehr stabil und
beginnt zu zerfallen. Dieser Effekt ist als Zinnpest bekannt.
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In Abhangigkeit der Zustandsvariablen ist auch ein Ubergang vom Metall zum Halbleiter und
umgekehrt moglich. Ein Beispid ist die Umwandlung der Halbleiter Silizium und Germanium
bei hohem Druck in metallische Phasen. Umgekehrt verschwindet bei den Metallen Calcium
(Ca), Strontium (Sr) und Ytterbium (Yt) bei hohem Druck die Bandiberlappung; sie werden
zu Halbleitern:

kfz- Srontium = #¥® krz- Srontium

Im kubisch raumzentrierten Gitter wird Strontium zum Halbleiter.

7.2 M etallische L egier ungen

Eine Legierung ist ein kompaktes Gemisch aus Metall/Metall bzw. Metall/Nichtmetall. Eine
Legierung kann mehr as zwei Komponenten haben. Legierungen werden in drei Gruppen
eingeteilt. Bel Kristallgemischen sind die Legierungspartner untereinander nicht mischbar,
wahrend in  Mischkristallen zumindest ene unter Umstdnden auf bestimmte
K onzentrationsbereiche eingeschrankte Mischbarkeit vorliegt. Intermetallische Verbindungen
liegen dagegen nur fur definierte Mischungsverhdtnisse (Stéchiometrie) vor

721 Kristallgemische

Kristallgemische sind heterogene, polykristalline Legierungen aus zwei oder mehr
Komponenten, die sich nicht im thermischen Gleichgewicht befinden. Hierbei flgen sich
kleine Einkristalle mit typischen Korngrofen von 10 bis 100 mm lickenlos aneinander, es
entsteht ein sogenanntes Geflige. Die meisten wichtigen Legierungen sind Kristallgemische,
da die Lodichkeit von Elementen mit Konzentrationswerten von meist unter 0.01% sehr
gering ist. Kristallgemische zeigen isotrope Eigenschaften. Eine Anisotropie kann erreicht
werden, wenn z.B. beim Erstarren der Legierung elektrische oder magnetische Felder
angelegt werden oder durch nachtrégliches Strecken oder Walzen des Werkstoffes.

Abb. 8.3
Schnitt durch ein Kristallgemisch bei zwei
Legierungspartonern A und B.

Technologisch besonders interessant sind eutektische Legierungen mit einem vollstandigen
Ubergang von der flissigen in die feste Phase. Solche Legierungen besitzen ein sehr
feinkdrniges und gleichméldiges Geflige, einen niedrigen Schmelzpunkt und herausragende
mechani sche Eigenschaften.
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7.2.2 Mischkristalle

Be der Bildung von Mischkristallen unterscheidet man zwe Féle. Bei
Substitutionsmischkristallen baut sich die geloste Komponente auf Gitterplatzen des
Wirtskristalls ein. Die einzelnen Komponenten haben meist den gleichen Gittertyp und
dhnliche Atomradien. Es liegen fast immer ene beschrankte Mischbarkeit und
Mischungsllicken vor. Bel einem Einlagerungsmischkristall erfolgt der Einbau von Atomen
auf Zwischengitterpldtzen. Dieser Fall tritt auf, wenn die Atomradien der gelGsten
Komponente klein sind und diese auf die freien Platize im Wirtsgitter passen. Bei niedrigen
Konzentrationen von A bestimmt die Komponente B die Gitterstruktur. Bei hohen
K onzentrationen kann es zur Ausbildung von Uberstrukturen kommen.

Tabelle 8.3
Mischbarkeit metallischer Elemente

Li
u | Na
u v K

u|sm|m |Rb

|u|smfm|m |Cs Alkalimetalle

Ag u-im flissigen und festen
I Zustand nicht mischbar
I'm | Au

km - Mischungstiicken im

{sm| m|Cu flissigen und festen Zustand

u |smfsm | m | Ni

v |sm|sm|m | m |3Co

u fsmlkm|m | m|m yFe

v m|m v |m|m|m]|Pt

mim|m/|v i m|m|m]|m]|Pd Metalle mit
: - o B O kfz-Gitter
;‘1F9 m - im festen und flUssigen

Zus enlos mischbar
| m
sm - im festen Zustand Mischungs-
|m|{m|Cr licke, Eutektikum
|
][ m m | Mo v - intermetallische Verbindung
| v - m|m/|W

Metalle mit

vivi|ivi|iv | v |sm|m|m i
L =0 n | Zr krz-Gitter

7.2.3 Intermetallische Verbindungen

Intermetallische Verbindungen besitzen feste Verhdtnisse ihrer Bestandteile, aber sehr oft
einen stark eingeschrankten Homogenitétsbereich. Dieser Kristalltyp hat besonders fur die
Halbleitertechnik  groRe  technologische Bedeutung. So  zeigen viee  1II/V-
Verbindungshalbleiter wie GaAs, InP oder GaP einen sehr scharf beschrankten
Zustandsbereich um den Wert 50%.
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Ein Beispiel fur eine intermetallische Verbindung sind Laves-Phasen vom Typ ABy. Ein
typischer Vertreter ist die Verbindung MgCw,. Hierbei bilden die A-Atome ein Diamant-
Gitter, in dem die B-Atome in Form von Tetraedern eingebettet sind. Jedes B-Atom hat sechs
B-Atome as nachste Nachbarn und sechs A-Atome als nur geringflgig weiter entfernte
Ubernéchste Nachbarn.

Abb. 8.4

MgCu,-Typ (nach Scmvrze, G. E. R.):
Metallphysik. — Berlin: Akademie-Ver-
lag 1974).

Abhb. 8.5

Schnitt durch die (110)-Ebene des MgCu,-
Typs (nach Scuvirze, G. E. R.: Metal]
physik. — Berlin: Akademie-Verlag
1974).

In dem gezeigten (110)-Schnitt erkennt man die Anzahl néchster Nachbarn. Weiter l&asst sich

hieraus das ideale Radienverhéltnisvon r,/r, =/ 3/2 » 1.22 ableiten. Ein anderes Beispiel
fur eine intermetallische Verbindung sind die Heusler-Legierungen. Bel dieser Verbindung
sind vier kubisch flachenzentrierte Untergitter ineinander verschachtelt. Heusler-L egierungen
sind technologisch aufgrund ihrer ferromagnetischen Eigenschaften von Bedeutung.

D)

— K J)/o

J
d b‘_.___ N
EiS2 yam!
¥ f}/? —C
Q/Q ! CV\ 1/ @
b O
T IO IO o

Abb. 8.6
Struktur der Heuslerschen Legierung Cu,AlMn (nach ScuuLze, G. E. R: Metall-
physik. — Berlin: Akademie-Verlag 1974).
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7.3 Zustandsdiagramme

Fur ein einzelnes Metall lassen sich die verschiedenen Modifikationen bzw. Phasen durch die
zwel ZustandsgrofRen Temperatur T und Druck p beschreiben. Fir eine k-komponentige
Legierung kommen als weitere ZustandsgrofRen die Konzentrationen C; der
Einzelkomponenten hinzu:

C =N 100%
a N

Hier ist N; die Anzahl der Bausteine der Komponente i, i = 1, .. , k. Meist wird anstatt C; die
Grole N; as Zustandsgrolie benutzt.

Eine Legierung kann in verschiedenen Phasen | vorliegen. Sie befindet sich im thermischen
Gleichgewicht, wenn die Freie Enthalpie G ein Minimum einnimmt. Die Freie Enthalpie oder
auch Gibbsches Potential ist die Summe aus innerer Energie U, der Verdrangungsarbeit pV
und dem Produkt TS aus Temperatur und Entropie

G=U+pV-TS
Die Freie Enthalpie wird a's Funktion der Zustandsgréf3en geschrieben

G=G(p,T,N)=4 G(p,T,N,)
j

Dastotae Differential fur die Phasej lautet dann

g = FC8 4 HCUY o 2 HGO
g ﬂp ayNi(j) g ﬂT Ep,Ni“) i g ﬂNI a’,p,Nk

dN) itk

Fur die Zuchtung eines Festkorpers aus der Schmelze gilt recht gut die Néherung dp = O und
dT = 0. Fur den Wechsel der Teilchenzahl N; beim Ubergang aus der Phasej 1 in die Phasej »
gilt

S () 0,) ¢ u
de=§ 608 ?9 GdN. itk
i ﬂN' ﬂrka ﬂN' a'kaH
oder mo‘l):maz)

Im Gleichgewicht hat das Chemische Potential m jeder Komponente i unabhéngig von der
Phase | den gleichen Wert. Bel K verschiedenen Komponenten und F Phasen gibt es
insgesamt 2 + F (K - 1) Zustandsvariablen, fur die K (F - 1) Bestimmungsgleichungen Uber
das Chemische Potential bei Phasentbergéngen bestehen Damit bleilben Z Variablen as
Freiheitsgrade des Systems ubrig. Die Gibbsche Phasenregel lautet

Z=2+K-F
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Als Beispiel wird ein bind&res System mit zwei Komponenten betrachtet. Das
Phasendiagramm eines solchen Systems wird meist als Funktion der Zustandsgrofen
Temperatur T und Konzentration C dargestellt fir einen konstanten Druck p = const.
Beriicksichtigt man daher den festen Druck nicht as Variable des Systems, so erhdlt man fur
die Bereiche konstanter einheitlicher Phase eine Flache mit den zwei Freiheitsgraden T und C,
fir eine Phasengrenze einen Freiheitsgrad T(C), und fir den Tripelpunkt mit drei
koexistierenden Phasen einen festen Zustand To, Co ohne weiteren Freiheitsgrad.

Zur Behandlung von Zustandsdiagrammen sollen einige Grundtypen diskutiert werden. Der
einfachste Fall eines Zustandsdiagramms ist die vollstandige Mischbarkeit sowohl im
flissigen als auch im festen Zustand, ein so genanntes Linsendiagramm. Wichtig ist, dass bei
Abkuhlen der Schmelze bel jeder Temperatur zwischen den Schmelzpunkten Ta und Tg der
reinen Komponenten A und B Schmelze und Festkorper unterschiedliche Zusammensetzung
haben. In dem gezeigten Diagramm enthélt der sich abscheidende Festkérper (Phase a) stets
weniger B als in der Schmelze. Die Schmelze wird daher beim Aufwachsen des Kristalls mit
der Komponente B angereichert; entsprechend andert sich im weiteren Verlauf auch die
Zusammensetzung des Festkorpers.

Abb. 8.15

Linsendiagramm.

Eine Messung von Phasendiagrammen kann Uber Aufheiz- und Abkuthlkurven von Kristallen
unterschiedlicher Zusammensetzung erfolgen.

Abb. 8.16

Entstehung und Anwendung eines Zustandsdiagrammes.
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Ein anderer einfacher Fall ist die vollstdndige Unmischbarkeit im festen und flissigen
Zustand (Abb. 8.13). Beim Abkihlen werden Kristalle der reinen Zusammensetzung A
abgeschieden. Die Schmelze verarmt an der Komponente A, bis bei der Temperatur Tg die
reine Komponente B erstarrt.

Schmelze

>

~

A+ Schmelze
- S
"5
A+ Boon Abb. 8.13
Vollstindige Unmischbarkeit im festen
Zustand.
A
C —

Abb. 8.14

Mischungsliicke im festen Zustand
(o A A-reicher, f A B-reicher Misch-
kristall).

Cy C s B

Technologisch von besonderer Bedeutung sind so genannte eutektische Systeme mit einer
Mischungslicke im festen Zustand (Abb. 8.14). Beim Abkuhlen der Schmelze lauft das
System in den eutektischen Tripelpunkt Cg, bei dem drei Phasen, die Schmelze mit der
Zusammensetzung Cg, sowie die festen Phasen a und b koexistieren. In diesem Punkt fallen
Liquiduskurve L und Soliduskurve S zusammen. Es bildet sich ein sehr feinkorniges Geflige
aus den Phasen a und b. Eutektika besitzen einen niedrigeren Schmelzpunkt als die der
reinen Komponenten. Ein Beispiel ist Lotzinn mit der Zusammensetzung 67% Sn und 33% Pb
mit dem Schmelzpunkt T = 183 °C.
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8 Dielektrische Eigenschaften

Die dielektrischen Eigenschaften von Festkorpern werden durch die Dielektrizitétskonstante
oder auch dielektrische Funktion e beschrieben Interessant ist dabel insbesondere die
Freguenzabhangigkeit von e, die unter anderem die optischen Eigenschaften der Materialien

bestimmt. Die dielektrische Funktion e beschrelbt den Zusammenhang zwischen
dielektrischer Verschiebung und elektrischem Feld:

D=¢€E

mit D ds elektrische Flussdichte und E als elektrisches Wechselfeld der Frequenz w. In
dieser Darstellung ist € ein Tensor 2. Stufe; fir isotrope Materialien wird e zum Skalar.

Entscheidend fur die Materidkonstante e ist die Polarisierbarkeit eines Festkorpers. Fir das
Vakuum gilt e = 1 und fir Festkorper wird e 2 1. Die verschiedenen Beitrage zur
Polarisierbarkeit eines Materials sind die elektronische Polarisation gebundener Elektronen,
die ionische Polarisation und die Orientierungspolarisation vorhandener Dipole. Fiur Metalle
und Halbleiter kommt noch eine Polarisation freier Ladungstrager hinzu.

8.1 Polarisation und lokales Feld

Entscheidend fUr die Polarisation eines Gitteratoms ist das lokale eektrische Feld am Ort des
Atoms:

E = Ee(t + EProbe

lokal

Hier istE, ein duleres Feld und E . das durch die Probe verursachte Feld mit

wobe E,, das Entelektrisierungsfeld durch Polarisation der Probeist mitE_, -~ E,. E, ist

das LorentzFed, das die Anderung des Feldes am Ort des Gitteratoms beschreibt, wenn man
es aus der Probe herausnimmt. Ferner beriicksichtigt E(r) das (Nah) Feld am Ort des
Gitteratoms und ist abhéngig von der jeweiligen Kristallstruktur.

Das mekroskopische Feld E wird Uber die Elementarzelle gemittelt:

E=E, +E,

Fir E gelten die Maxwell-Gleichungen Fir die elektrische Polarisation P gilt die
Beziehung:

mit der elektrischen Suszeptibilitét c .
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Fir enen Festkorper mit N, Teilchen pro Volumeneinheit erhdt man mit der
Polarisierbarkeit a eines Teilchens das elektrische Dipolmoment P und die PolarisationP :

—

p=e,akE

lokal

P=e N,aE

lokal

Die Grof3e des Entelektrisierungsfeldes EN is abhangig von der jeweiligen Probengeometrie

i 1 :Hlipxid
.
_ _ 1 1/3: Kugd
E=-1NP mt N=| o o
e, i1 :dinne Scheibe * E

{0 :dinne Scheibe || E
Fir die GréRevon E, ergibt sich aufgrund der Kugelsymmetrie mit N = 1/3 der Wert

EL :i |5
3e,

Zur Berechnung des Nahfeldes E(r) fiihrt man eine Summation tber ale Ladungen des
Gitters durch Fur isotrope Materialien mit kubisch primitiver, mit bcc oder fcc Gitterstruktur
erhdlt man E () = 0. Das lokale Feld fiir isotrope oder kubische Materialien lautet damit

E,..=E+E =E+

lokal

oder e=c+1=1+

Die Gleichung gilt fiir quasi-statische elektrische Felder E .
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Fur optische Felder entspricht diese Gleichung der Lorentz L orenz-Beziehung

wo furr optische Frequenzen e = n? gesetzt wird. Beide Beziehungen erlauben die Bestimmung
der Polarisierbarkeit aus den Messwerten e bzw. n.

8.2 Dielektrizitatskonstante

8.2.1 Elektrische Polarisation

Zur Beschreibung der elektronischen Polarisation wird das Oszillatormodell eines
schwingenden Elektrons mit der Auslenkung x aus der Ruhelage xo = O betrachtet. Die
zugehorige Bewegungsgleichung lautet

dx? dx ) 0 .
me dt2 + meb & +MWg X=- eEIokaI exp(' 'Wt)
|okal
—
anregendeKraft

Hier ist me die Elektronenmasse, b = t™ die Dampfungskonstante mit der Relaxationszeit t
und wp die Resonanzfrequenz ohne Dampfung. Die Lésung fir die Auslenkung x lautet

1

e
X . we-wl) - ibw
e 0

lokal

Die komplexe Darstellung beriicksichtigt @ne Phasenverschiebung zwischen x und E

lokal *

Das zugehdrige Dipolmoment des Gitteratomsist p = - ex=e,a E Fur die elektronische

Polarisierbarkeit bekommt man als Ergebnis

lokal *

e? 1

ay\w)=
s W) e,m, WZ-w?)-ibw

Diedielektrische Funktion lautet danach

Ny a4 W)

1
1- §Nvae|(W)

e=1+

:1+Nve2 1

2
® M 2. w?)- ibw- =N, eeme
0

N, € 1
e, m (W’ - w?)-ibw

=1+
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mit der durch die elektronische Polarisation abgeanderten Resonanzfrequenz

e2

v
€M

W, =w¢ - %N

Typische Resonanzfrequenzen liegen im UV-Bereich bei w, » 10'® Hz. Bisher wurde nur

eine einzelne Resonanzfrequenz berlcksichtigt. Freie Atome besitzen immer mehrere

Frequenzen w; entsprechend den jewelligen Elektronentbergangen Fur Festkdrper hat man
die Ubergdnge zwischen verschiedenen Bandern (Isolatoren) bzw. innerhalb von teilweise
gefullten Bandern(Metalle) zu berticksichtigen.

Die dielektrische Funktion ist komplex, berticksichtigt also eine Phasenverschiebung
zwischen Polarisation und el ektrischen Feld:

e(w)=e'(w)+ie"(w)

N, €? Wy - w?)
g, M, (W2-w??+b?w?

mit e'(w):1+

N, € bw
eom (W2 - w?)? +b?w?

und e" (w) =

€(0)

Fig. 4.2 Verlauf des Realteils ¢ und des Imagindrteils ¢” der dielektrischen Funktion in
Abhi#ngigkeit von der Kreisfrequenz w eines zeitlich periodischen elektrischen Feldes
nach dem Oszillatormodell. Bei schwacher Dimpfung liegt die erste Nullstelle von
€' ungefshr bei der Resonanzfrequenz w;. €(0) ist die statische Dielektrizititskon-
stante.

Fir den Bereich der optischen Frequenzen ws im Bereich ws < w; ist e (w) gerade das
Quadrat des komplexen Brechungsindex n:

ew)= (i w))’
oder e'w)+ie"w)=(n+ik )

Hier ist n der (reelle) Brechungsindex und k eine Dampfungskonstante.
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Betrachtet man eine ebene elektromagnetische Wele mit einer Ausbreitung entlang der
z-Richtung:

E=E,exp(ikz) exp(- iwt)
mit der komplexen Wellenzahl kK = 2pn/l , so folgt hieraus der Absorptionskoeffizient a
for die Dampfung der Intensitat | ~|E|* der Welle:

E=E, exp(ikz) exp(- 2|—pk z) exp (- iwt)
al2

1(2) =1, ep(-a2)

8.2.2 lonische Polarisation

Eine zusétzliche Polarisation bel lonenkristallen erfolgt durch die Schwingung von
verschiedenen lonen des Kristals, also durch die Anregung von optischen Phononen des
Gitters.

Wie in Kapitel 3 wird eine zweiatomige Basis betrachtet, aber zusétzlich die Ladung der
lonen mit berticksichtigt. Die Gitterschwingung erzeugt dann ein elektrisches Feld E, ., und

damit eine zusétzliche zuriicktreibende Kraft. Fir den eindimensionalen Fall lauten die
Bewegungsgle chungen fr die Auslenkungen u;

lokal

d*u,
1 dt2

=-2f(u;- u,) +qE

lokal

d*u
M, dt22 =+2f(,-u,)-qE

lokal

Durch Einfuhrung der relativen Auslenkung u=u, - u, und der reduzierten Masse m

M, M,
M, +M,

erhdt man die Bewegungsgleichung

d?u

m
dt?

+ mw/u=qE

lokal

Die Resonanzfrequenz w, fiir neutrale Gitteratome liegt in der GréRenordnung 10 s™.
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Gesucht ist nun die Grofle von E, ., in Abhangigkeit von der Auslenkung u. Die gesamte
elektronische Polarisation lautet

_ pos lonen neg. lonen _
Py =€ N, (a4 tag JBoa =& N, a4 E

lokal

und die ionische Polarisation

I:)ion = I\IV qu
Damit gilt fur die gesamte Polarisation die Beziehung

P = Pel + I:)ion = NV (eanI E1okal + qu)
Fur die weitere Beschreitbung wird zwischen longitudinal optischen Wellen (LO) und
transversal optischen Wellen (TO) unterschieden, da die jeweiligen Entelektrisierungsfelder
verschieden sind und man daher ein unterschiedliches Resonanzverhalten der Schwingungen

erhdt. Fur eine longitudinale optische Welle (LO) stehen die gleichmaldig polarisierten
Netzebenen (, Scheiben’) senkrecht zur Polarisation P .

N
%
o)

g | | |

-
—_—
——
-t
LT

(a) {b)
Fig. 4.3 Zur Herleitung der Eigenfrequenz einer longitudinalen und ciner transversalen op-

tischen Gitterschwingung bei einem Ionenkristall, siehe Text.

Das lokale Feld (mit E,, = 0) lautet daher

2
-—N, qu
3e, va

1+§Nvad

2
B = - 3e, P=

Hieraus ergibt sich eine ionische Polarisierbarkeit
I:?on = eOaion Elokal = qu

__qu
e, E

ion
|okal
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Fur den statischen Fall w =0 mit u =t = 0 erhdlt man die statische Auslenkung

_gE

u - lokal

und hiertiber die statische ionische Polarisierbarkeit

2

a (O) — qustat — q
ion - E - 2
e0 lokal eO mWO

<0 dass das |okale Feld lautet

2
_ mWo2 § NV a ion (O)
lokal — ~ 2

9 1+42N,a
3Vd

u

Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert die Resonanzfrequenz der longitudinal optischen
Schwingung

2
—Nya,. . (O
3 v |0n()

1ZNa,0

wobe a (w»w,) =a, (0) der quas-statische Wert flr Frequenzen deutlich unterhalb der
elektronischen Resonanz ws i<

Fir eine ransversale optische Welle (TO) liegt die Rolarisation paralel zur Scheibenebene
mit dem Entelektrisierungsfaktor N = 0. Das lokale Feld ist daher nun

Eine analoge Rechnung wie zuvor liefert die transversale Resonanzfrequenz

leaion(O)
Wy =w, [1- 3 1 <w,
1- ENVae| (0)]

Bildet man den Quotientenw” /w.?, so erhdlt man die Lyddane-Sachs- Teller-Relation:

w’ _ e(0)
WT2 B e(Ws)

Hier meint ws » 10*° s™* wieder optische Frequenzen, also den Bereich w, <w_ <w.
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£(0)
6(&)5) _______________________

Fig. 4.4 Dielektrizititskonstante e eines Ionenkristalls nach Gl.(4.59)

8.2.3 Orientierungspolarisation

Sind im Kristall auf3erdem permanente elektrische Dipole vorhanden so kommt es gegen die
Gitterkréfte zu einer Ausrichtung der Dipole im auf¥eren elektrischen Feld. Eine theoretische
Beschreibung ist i. Allg. kompliziert, da die genaue Beschreibung der Gitterkrafte schwierig
ist. Bel hohen Temperaturen, d.h. wenn die Energie zur Ausrichtung der Dipole klein ist
gegen die thermische Energie kg T, folgt die zugehdrige Suszeptibilitét einem Curie-Gesetz

mit dem permanenten Dipolmoment pgip und der Curie-Konstante C. Essei t die notwendige
Zeit zur Ausrichtung eines Dipols. Dann nimmt pgip mit der Frequenz w ab, d.h. es gibt eine
Abschneidefrequenz W » t "' .

Die zeitliche Entwicklung bei der Ausrichtung der Dipolmomente lésst sich durch den
folgenden Relaxationsprozessfir die ionische Polarisation Pgi, beschreiben

d Pip (W) _ Pdip(o) exp(-iwt) - Pdip(W)
at t
Hier ist P, (0) exp (- iwt) diePolarisation fir t © 0, d.h. fir den Fall, dass die Polarisation

dem elektrischen Feld instantan folgen kann (, Sollwert’). Die tatséchliche Polarisation ist
Pap(W) (,Istwert’). Die Anderungsgeschwindigkeit Pdip héngt also ab von der Differenz von
Istwert und Sollwert und wird immer geringer, je weiter sie sich dem stationdren Wert nahert.

Zusdtzlich it wie zuvor auch eine Phasenverschiebung zwischen anregendem Feld
E = E° exp(- iw t) und der Polarisation zu berticksichtigen:

Pdip(W) =€ (C 'dip(W) +i C"ip (W)) E° exp (- iw t)
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert Uber

Cip (0) - (C ip(W) + iC"dip(W))
t

- iw (C aip (W) + iC"dip(W)) =

mit P, (0)=¢,c 4,(0) E° die GroRen des Real- und Imaginarteils der Suszeptibilitét durch
Orientierung von Dipolen

! _ 1
c dip(W) T I wit? Cdip )
" _ wit
c dip(W) TIvwit? Cdip(o)
=)
o 2 b
- 1 =<
> T
—05F %
-5 =
L 1 | L L
d —% -; 6 +1 +2 d -2 - 0 +1 +2
Vlog wr Viog we
(a) (b}

Fig. 4.7 Real- und Imaginirteil der elektrischen Suszeptibilitit bei der Orientierungspolari-
sation, siehe Text.

Man beobachtet ein typisches Resonanzverhalten mit starker Absorption im Bereich w=t"2.

w<<t ': ¢ pW)=cy,(0) , c"y,(W)=0 keine Phasenverschiebung
w=tt o ety (W) = % Cgp(0) = C" g (W) maximale Verluste
w>>t el (w) = ¢ty w)=0 keine Polarisation

8.3 Optische Eigenschaften

831 lonenkristalle

Eine Wechselwirkung mit optischen Photonen ist nur fir transversale Phononen mdglich. Aus
der Bedingung zur Energieerhaltung folgt damit eine Kopplung mit infrarotem Licht, da die
maximale Frequenz der Phononen bei etwa 10" s? liegt. Weiter ergibt sich aus der
Impulserhaltung, dass die beteiligten Phononen aus dem Zentrum der Brillouin-Zone
stammen mussen.
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Das lokale Feld ist die Summe aus dem makroskopischen Feld E und dem LorentzFeld

Eow =E + i P
3e,

Fur die Polarisation des lonenkristalls ergibt sich dann

P=¢,N,a,E,, + N,qu
N
und mit a0 =
eo mWO
1 1
Boa =——F——

1 E+= nWOZ Nvlaion (0) u
1- 3 Noa, 9 1- SNy,

Dieses Feld wird in die Differentialgleichung eingesetzt

Die zugehtrige Losung lautet

u:ﬂ 1 21 2E
Mi-=Na, " - %W

wlk

Der ionische Beitrag ¢, zur Suszeptibilitat ist dann

I:)ion = I\IV pion = quu :eocionE

c =Nau_N¢’ 1

1
ion 2
&E  em 4. %Nvad oW - W

2

Durch Einfihren des statischen Werts fir w = 0 erhalt man

2
_ Cion (O) WT

Die gesamte Dielektrizitétskonstante ist die Summe aus elektronischen und ionischen
Beitragen
€= 1+ c d +C ion
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Der statische Wert fur w =0 und der dynamische Wert der Dielektrizitdtskonstante lauten
dann

e(0) =1+ ¢ 4(0) + C,py (0)

on

=e (w,) +c,,(0)

g o) =1+ c, + 2O eW))ws
Wr-Ww

e+ (8O- e@))wr
W; - W

mit ws fUr die Frequenzen des sichtbaren Frequenzspektrums. Benutzt man weiter die
Lyddane- Sachs- Teller-Beziehung, so 18sst sich die dielektrische Funktion schreiben als(siehe
Abb. 4.4)

~ w?-w?
e =e(w,) wZi-w?
Offensichtlich wird fir w; <w <w, die dielektrische Funktion negativ. Schreibt man e als
komplexen Brechungsindex in der Form

e=(n+ik)®> b n=0, k=.-¢

so wird als Ergebnis eine elektromagnetische Welle in diesem Frequenzbereich am Kristall
vollstandig reflektiert. Die Fresnel-Formeln liefern den zugehdrigen Reflexionskoeffizient R

fUr senkrechten Lichteinfall

ne (D2 +K?

(n+1)% +k?

Fur andere Frequenzbereiche w < w, , w > w__ gilt e > Ound daher n :JE , k =0.

1.0+

0.8

R
0.6

0.4

0.2

Fig. 4.5 Reflexionsvermd&gen eines Ionenkristalls im infraroten Spektralbereich ohne Bertick-
sichtigung der Strahlungsdimpfung. wr transversale und wy, longitudinale optische
Eigenfrequenz.
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Berlcksichtigt man zusdtzlich eine Strahlungsddmpfung, so bedeutet dies eine hohe
Absorption fur w » w_ ; die Reflexion Rfir w, <w <w, wird in diesem Fall etwas kleiner

alseins. Typische Zahlenwerte fur w,, w, sowie die entsprechenden Wellenléngen sind:

NaCl : w; =31x10% s 2] . =60nm
w, =5x10°s™* 2| =39mm
MgO : W, =75x10" s 2] =26mm

Diese Reflexionseigenschaften finden ihre Anwendung als Monochromator fur infrarotes
Licht durch Mehrfachreflexionenan den entsprechenden Kristalloberflachen.

832 Metaleund Halbleiter

In Metallen und Halbleitern sind nur Ubergénge von besetzten in unbesetzte Zustéande
moglich. Hierbel unterscheidet man enerseits Interbandiibergange mit einer scharfen
Absorptionskante bei der Energie hw = Eg mit Ey als Energie des Bandabstandes &iehe
Kap. 6.1). Andererseits sind fur die optischen Eigenschaften bei Wellenlangen | = hc/Eg
Intrabandiibergange entscheidend. Intrabandibergange lassen sich als Beschleunigung eines
Leitungselektrons durch ein makroskopisches Feld E verstehen. Die zugehorige
Bewegungsgleichung lautet

2
dx, m*lﬂ+0:-eE°e<p(-iwt)

m*
dt 2 t dt

mit m* als effektive Masse, welche die Eigenschaften des Kristallgitters berticksichtigt, und t

ds Zeitkonstante, die die Dampfung durch Elektron-PhononStreuung enthélt. Die Null

verdeutlicht die Eigenschaft freier Elektronen, d.h. das Fehlen einer ricktreibenden Kraft. Als
Losung erhédlt man

_ e 1

m* w? +iw /t
Die Polarisation bei N Leitungselektronen pro Volumeneinheit lautet

e’ N, 1

* 2 ; E
m* w* +iw/t

P.=-eN x=-

Damit erh&lt man den Beitrag zur elektrischen Suszeptibilitét

P, e’ N, 1
CL= =- > -
e, E m* w” +iw/t
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Die gesamte dielektrische Funktiondurch die Kristall- und Leitungselektronen ist dann
e=1l+c +cC,
e

e’ N, 1
084 M* W2 +iw/t

% 0
=ey gl1- T
e o

Man erhdlt offensichtlich eine Nullstelle e =0 bel der Frequenz

e’ N,
w=w, = | ———
€e,eq4 M*

Diesist die Eigenfrequenz einer Longitudinalschwingung des Elektronengases Dann ist

w2
P

W2

O

&
e=e, ¢1-

Q.l.

Unterhalb der Plasmafrequenzw , iste < 0, d.h. die Reflexion ist maximal mit R=1.

el

0 |
|
| (Up W —=

(a) (b)

Fig. 4.9 (a) Dielektrizitdtskonstante und (b) Reflexionsvermégen eines Metalls oder eines
Halbleiters im Bereich der Plasmafrequenz wp

Fir Frequenzen oberhalb von w,, d.h. gewohnlich im ultravioletten Spektralbereich, werden
Metalle durchléssig fur elektromagnetische Wellen. Die Plasmafrequenz wp, ist eine kollektive
Schwingung der Leitungselektronery die zugehdrigen Energiequanten sind die Plasmonen mit
typischen Energien 7w, »10€eV. Eine Anregung von Plasmonen ist durch die

Wechsalwirkung mit schnellen Teilchen mdglich.

1.0 i
08
06 |
A 0.4
pr
02
PRST S tr~  | T TIPS RO}  ERU RO NI L}
04 060810 15 2 3 4 6 8 10pm
k
Fig. 411 Reflexionsvermdgen R und Durchlissigkeit I einer (), 3um .din‘.'r.en mli".
Sn doticrten IngOg-Schicht fiir sichtbares und infrarotes Licht. Dhe
Ladungstragerkonzentration ist 1,3 - 1097cm=* (nach Kostlin, H.; Jost, R Lems,

W.:Phys.Stat.Sol.(a) 20(1975)87).
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In Halbleitern kann die Dotierungskonzentration N Uber einen weiten Bereich variiert
werden. Damit Iasst sich die Plasmafrequenz Uber den Zusammenhang w,~+/N_ SO

einstellen, dass dinne Halbleiterbeschichtungen zur Warmeisolation genutzt werden kdnnen.
Ein Beispid ist das Materia 1nO3:Sb, welches eine hohe Transparenz im sichtbaren
Spektralbereich besitzt, aber gleichzeitig Warmestrahlung effektiv reflektiert.

84 Ferrodektrika

Ferroelektrische Materialien bzw. Kristalle weisen auch chne die Einwirkung eines auleren
elektrischen Feldes eine spontane Polarisation Ps auf. In Analogie zu den Ferromagneten tritt
auch fur Ferroelektrika eine Hysterese auf. Wird ein ausreicherd grof3es &ul3eres elektrisches
Feld in Richtung der spontanen Polarisation angelegt, so klappt die spontane Polarisation um.
Das zugehtrige Feld Ex wird Koerzitivfeld genannt. Ferroelektrika zeigen unter anderem
Eigenschaften wie den Pyroeffekt, den Piezoeffekt oder nichtlineare optische Effekte.

Bax

Ex 7 g
Fig. 4.14
Hysteresekurve eines ferroelekirischen Kri-

stalls, siehe Text.

Oberhalb der Curie-Temperatur T. verlieren Ferroelektrika ihre typischen Eigenschaften und
zeigen nur noch paraelektrisches Verhaten. Die Suszeptibilitét folgt dann fur T > T, einem
Curie-Gesetz mit der paragl ektrischen Konstante C:

Die Grof3e der spontanen Polarisation zeigt ebenfalls eine Temperaturabhangigkeit und nimmt
mit steigender Temperatur ab, d.h. dPJdT < 0. Bei Erwarmung oder Abkuhlung eines
ferroelektrischen Kristalls andert sich somit die Oberflachenladungsdichte auf den
Kristalloberflachen in Richtung der spontanen Polarisation. Diese Ladungen sind im
stationdren Fall durch freie Ladungen kompensiert, z.B. lonen aus der Umgebungsluft. Bel
einer schnellen Temperaturanderung folgt diese Ladungskompensation den verdnderten
Verhdltnissen nicht instantan; als Folge bauen sich elektrische Spannungen auf. Dieser Effekt
wird als Pyroeffekt bezeichnet und erlaubt durch die Messung des Vorzeichens der Spannung
die Bestimmung der Richtung von Ps.

Ein Beispiel fur ein Ferroelektrikum ist der Kristall BaTiO3 (siehe auch Kap. 3.2). Bel der
Temperatur T, = 128 °C zegt BaliOs einen Phasenlbergang von der kubischen
paraelektrischen Hochtemperaturphase in die tetragonale ferroelektrische Phase. Beim
Phasenibergang verschieben sich die Ti-lonen und awch die Ba-lonen relativ. zum
Sauerstoffgitter, verbunden mit einer Anderung der Gitterkonstante, so dassc! a=bist. Der
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positive und negative Ladungsschwerpunkt fallen dann nicht mehr zusammen und man erhalt
permanente Dipole. Fir die Orientierung von Ps gibt es sechs gleichwertige Richtungen;
ausschlaggebend sind letztlich vorhandene Gitterfehler oder Verspannungen des Materials. Es
kommt zur Ausbildung von gréferen Domanen, die im Einzelfall durch Anlegen starker
aullerer elektrische Felder einhetlich ausgerichtet werden konnen und so zu einem
eindomanigen (,gepolten’) Kristall fuhren.

85 Unter suchungsmethoden

Eine Bestimmung der dielektrischen Funktion e (w) ist z.B. durch die Aufnahme von
Absorptionsspektren, Reflexionsspektren oder durch Energieverlustspektroskopie mit Hilfe
von Elektronen moglich. Bei alen Verfahren nutzt man aus, dass der Redtell und
Imaginarteil der dielektrischen Funktion Uber die Kramers-Kronig-Relationen miteinander
verknupft sind:

¥ "
e'(w) :1+£H‘Xf (dex
px*-w
¥ 1
erw) =- 2Ty
p o oX*-w

Hier meint H den Hauptwert des Integrals ohne die Polstelle bei x = w, den man durch
Anwendung des Residuensatzes gewinnt.

Fir eine Bestimmung der dielektrischen Funktion kann z.B. die Aufnahme eines
Reflexionsspektrums R(w) Uber einen groferen Frequenzbereich genutzt werden. Eine solche
Messung liefert dann Uber die Ausnutzung der Kramers-Kronig-Relationen die gesamte
dielektrische Funktion.

1,00
1 0,50
R 0,10
0,05
U{” b I Rt | i [Ty PR S ( _j'_ ;
! 10 20 30 40 50 eV w20 3 LG 50 eV
M. ho—
(a} {5

Fig. 4.19 Reflexionsspektrum von Gold (a) und dis aus dicsem Spekorum durch eine
Kramers-Kronig-Analyse ermittelte spektrale Abhiingigheit des Real- und ma-
gindrieils der dielelktrischen Funktion (b} (nach Cooper, BB Ehrenveich, H;
Philipp, H.R.:Phys. [tev. 13BA (1968514941 (N B: Daz Zusarnmenfallen von ¢ und &
fiir 36 eV < fuw < 50 eV ist nur zulillig. Fiir hohe w sind die asymlotischen Werte
iundd

Die Energieverlustspektroskopie als alternatives Verfahren hat den Vortell, dass sie nicht von
der Oberflachenbeschaffenheit der Proben abhangt. Benutzt werden diinne Metallfolien, die
mit Elektronen bestrahlt werden. Die Bremskraft dE/dx ist hier eine Funktion des Redlteils
des Kehrwerts der dielektrischen Funktion, dE/dx =f(e')'. Uber die Kramers-Kronig
Relationen kann man dann wiederum die gesamte diel ektrische Funktion berechnen.
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9 M agnetische Eigenschaften

Fur die magnetischen Eigenschaften der Festkorper sind im Wesentlichen die Spin- und
Bahnmomente der Elektronen verantwortlich. Einerseits andern Magnetfelder die
Materialeigenschaften, andererseits wird aber auch die magnetische Flussdichte durch das
Material gedndert.

Im Vakuum hangen Magnetfeld H und magnetische Flussdichte B Uber die magnetische
Feldkonstante zusammen, B = my H mit my = 4p x 107 VS/Am. Materie kann zusétzlich
magnetisiert werden, die Abweichungen werden durch die magnetische Permeabilitét moder
durch die magnetische Suszeptibilitédt ¢ ausgedrickt:

B=m(H+M)=mmH =m1+c,)H

mit der Magretisierung M. Typische Groflzen fur die magnetische Suszeptibilitét liegen im
Bereich von 10°. Entsprechend dem Vorzeichen von ¢, unterscheidet man zwischen
paramagnetischen Stoffen (c,,> 0), fir die die Magnetisierung in Richtung der Flussdichte B
zeigt, und diamagnetischen Materialien ( ¢, <0), fur die die beiden Grof3en entgegen gesetzte
Vorzeichen haben.

Beim Diamagnetismus werden atomare Kreisstrome induziert, die aufgrund der Lenzschen
Regel dem erregenden Feld entgegengesetzt sind. Paramagnetische Stoffe besitzen
permanente, aber ungeordnete atomare Kreisstrome bzw. magnetische Momente, die in einem
aulReren Feld ausgerichtet werden und dieses verstarken. Eine weitere Art von magnetischen
Materiadlien sind die Ferromagnete, bei denen aufgrund ener starken (Austausch)
Wechselwirkung vorhandene magnetische Momente miteinander gekoppelt sind.

9.1 Para- und Diamagnetismus

9.1.1 Isolatoren

Die magnetischen Momente eines Festkorpers sind an die Drehimpulse geladener Teilchen
gekoppelt wie den Spin S, den BahndrehimpulsL der Elektronen oder den Kernspin |I. Fir die
magnetischen Eigenschaften spielt der Kernspin alerdings keine Rolle. Fir einen Isolator
sind nur Spin und Bahndrehimpuls gebundener Elektronen fur das magnetische Verhalten
verantwortlich.

Um die Eigenschaften zu diskutieren, wird die Anderung der Energie eines freien Atoms in

einem in zRichtung verlaufenden Feld By = B, betrachtet. Eine quantenmechanische
Storungsrechnung liefert fir die Zusatzerergie im Feld By die Energie

2 -
W,=gmM,; Bo"'mBo2 é. (Xn2+yn2)

Hier ist ms = 9.27 x 10%* An? das Bohrsche Magneton, M; = - J, .., J die magnetische
Quantenzahl mit dem Gesamtdrehimpuls J und X,, Y, die Bahnradien in x- und y-Richtung.
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Der erste Term berticksichtigt die Ausrichtung von magnetischen Momenten und bewirkt den
Paramagnetismus. Der zweite Term beschreibt die Induktion von magnetischen Momenten
und ftihrt zum Diamagnetismus.

Der Landésche Faktor g ist definiert als

1+ J(J+1) + S(S+1)- L(L+D
2J(J+)

g

Die einzelnen Spins S und Bahndrehimpulse L von Elektronen in vollstandig gefullten
Schalen sind antiparallel ausgerichtet und zeigen daher kein resultierendes magnetisches
Moment. Nur Atome mit teillweise gefillten Schalen zeigen Paramagnetismus.

Die Werte vonS, L und J werden durch die Hundtschen Regeln bestimmt:

(1) Der Spin Snimmt den gréfitmoglichen Wert an, der mit dem Pauli-Prinzip vereinbar ist.
Energiegleiche Orbitale werden zunéchst einfach besetzt.

(2) Der Bahndrehimpuls L nimmt den groftmadglichen Wert an, der mit (1) vereinbar ist.

(3) Der Gesamtdrehimpuls fur weniger als halb geflllte Schaen ist J = |L - §), fur halb
gefillte Schalen J = Sund fur mehr as halb gefillte Schalen J=L + S

GROUND STATES OF IONS WITH PARTIALLY FILLED 4- OR £SHELLS,
AS CONSTRUCTED FROM HUND’S RULES®
d-shell (I = 2)
n|l,=2 I, 0, ~1, =2 S |L = |2t J SYMBOL
L 1. . i
! ) IEEL | 2Dy,
) i ! 1 3 g2 oy *F,
3 l i ! 342 3 32 J=|L -3 o
4 ! i I} L 2 2 0 5Dy
5 i l ! } § 5/2 0 5i2 bS5,
6 v t i ? 2 | 2 4 5D,
7 ) a T 1 1 372 3 9/2 L
! - s i
R S N O T T PN i
9 oo I3 b 1 1/2 | 2 5/2 Dy,
10 N - 0 0 0 'Sy
I

Das magnetische Moment mg bestimmt ganz algemein die Anderung der Energie in einem
aul3eren Feld Bo:

dE=- m,dB, U mB:-d—E
dB,

Fur den Paramagnetismus ergeben sich dann magnetisches Moment und Magnetisierung
mg =- gmy M,

Mpara:é. mBn(E):' gms é. MJn(E)
M;

mit der Volumendicht n(E) der Gitteratome mit der Energie E.
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Da die magnetische Zusatzenergie E klein ist gegen die thermische Energie kgT gilt fir
gleichartige Gitteratome die Boltzmann- Statistik

exp (- E/k,T)
° 8 ep(- E/kT)

E

n(E) =n

mit der Volumendichte ny der Gitteratome und der magnetischen Energie E = gy M; By . Die
paramagnetische Magnetisierung lautet dann

|| mou

+J
( gm; M ;) exp(- gmy M, B, /kgT)
- J

M—+J

ae<p( gmy M, B, /k;T)

M;=J

M. =hn, =

para

Nach Umformen der Summe erhédlt man als Ergebnis
Mpara= nogmaJBJ (a)
mit der Brillouin-Funktion B; (a)

2J+1 2J+1 6 1 el 0
B, @ )——coth ax- ——coth a—
EZJ g 2J 2) 5
_gm JB,
KT

und
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Fur typische Bedingungen von T » 300 K und Feldern By im Bereich einiger Teda ista << 1
und die Brillouin-Funktion lasst sich entwickeln zu

J+la
AR

Mit dieser Naherung gilt dann fir den Paramagnetismus gebundener Elektronen

2 2
M = MEIOHm

n
para 0 3kB T

2 2

_,. mg*I@+)mS® _ - mp’m,
para_no _nO
3k, T 3k, T

c

mit der effektiven Magnetonenzahl p = g./J(J +1) (siehe auch néchste Abbildung).

Der Diamagnetismus von Materie ist stets vorhanden und beruht auf der Induktion von
magneti schen Momenten

dE e’

m. = - -._~ B ° 2 4y 2
_ me o T3 _ _
Cya=- Ny & ar. (kugelsymmetrische Ladungsverteilung)

Hier ist (x,2+Yy,?) der zeitlich gemittelte Bahnradius fir die Bewegung senkrecht zum Feld

Bo, fir eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung gilt (x°>+y,%) = 2/3rn_2mit dem
Bahnradius r,, des n-ten Elektrons. Die Berechnung von r, erfolgt mit den aus der Atomphysik
bekannten Methoden, z.B. mit dem Hartree-Fock-Verfahren. Fir das Wasserstoffatom erhalt

? =, mit rg = 0.53 Angstrém. Eine grobe

man hier gerade den Bohrschen Radius, d.h. r

n

Néherung fir Atome mit der Ordnungszahl Z ist r,> = Zr,?. Typische Zahlenwerte firr die

n

diamagnetische Suszeptibilitét liegen in der GroRenordnung ¢, =10°°.

In Molekilen und Kristallen kommt es fast immer zu einer Abséttigung der Spin- und
Bahnmomente durch die Bindung, d.h. durch abgeschlossene Elektronenschalen. Daher wird
in den meisten Fallen kein Paramagnetismus bei Festkorpern beobachtet. Ausnahmen stellen
die 3d-Elemente (Eisenreihe) und die Seltenen Erden (Lanthanide, Ordnungszahl 55 bis 71)
dar. Im ersten Fall zeigen die auf3en liegenden 3d-Elektronen eine starke Wechselwirkung mit
den Nachbarionen, wodurch die LS Kopplung aufgehoben wird und der Spin S sich im
aul3eren B-Feld ausrichten kann. Lanthanide besitzen eine nicht abgeschlossene 4f-Schale, die
durch die auf3en liegenden 5s- bzw. 5p-Schalen abgeschirmt ist. Die Spin- und Bahnmomente
der 4f-Elektronen werden daher durch die Bindung kaum beeinflusst. Lanthanide zeigen auch
in Festkorpern ein den freien Atomen entsprechendes magnetisches Verhalten.
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Fig. 5.2 Effektive Magnetonenzahl p der dreiwertigen Ionen der seltenen Erden als Funktion
der Elektronenzahl z. Punkte: Aus der paramagnetischen Suszeptibilitit experi-
mentell ermittelte Werte. Kurve: Unter Anwendung der Hundschen Regeln nach
Gl.(5.14) berechnete Werte.

912 Metalle

Die magnetischen Eigenschaften von Metallen werden zusétzlich durch die magnetischen
Momente der freien Leitungselektronen bestimmt. Die Energie freier Elektronen lautet

2 :;l—:n(kx2+ky2+k22)

In einem Magnetfeld éndert sich diese Energie durch die Ausrichtung des Elektronenspins
paralel bzw. antiparalel zum B-Feld und durch die Rotation des Wellenvektors senkrecht zur
Richtung von By mit der Zyklotron-Frequenz w, = eB/m.. Diese Energie ist gequantelt mit

n=0,1,2,...

Die zugehtrigen Energiefldchen (Zylinderflachen) auf der Fermi-Kugel werden as Landaur
Niveaus bezeichnet. Die gesamte Energie im Magnetfeld By lautet dann

hZ
2m

e

&

E=l k2 + &+ +m B,
e 29

Der zweite und dritte Term beschreiben jewells wieder Dia- und Paramagnetismus. Zum
Paramagnetismus tragen Leitungselektronen mit dem magnetischen Moment mg = = g bei.
Entscheidend ist die Differenz der Besetzungszahldichte n* und n° der Elektronen mit
parallelem bzw. antiparallelem Spin

Mpara:(n+' n )rnB

Beim Einschalten des Magnetfeldes spalten die Energiebander auf mit einer Energiedifferenz
von DE = 2 ng By. Es kommt zum Umklappen von Spins im Energieintervall [Er — ms Bo, Ef],
S0 dass beide Teilbander jeweils wieder bis zur Fermi-Energie gefillt sind. Die Differenz der
Besetzungszahldichte ist dann

1
n+-n':\7 % (E)dE

Er- msBy
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Fig. 5.5 Zur Erklarung des Paulischen Paramagnetismus, siche Text.

Da die magnetische Energie ngBy klein ist gegen Er kann die Zustandsdichte Uber das
Integrationsintervall als konstant angenommen werden. Mit der Elektronendiche ne = N/V und
der Fermi- Temperatur Tr = Er/ks (Sehe Kap. 4) erhdt man so

.o 3,
n e
2k, T

0

Der Paramagnetismus der Leitungselektronen lautet dann

3 2
para = ne rns BO
2K, T,

Dieses Ergebnis gilt aufgrund der Fermi-Energie exakt nur fur T = O; die Abweichungen fir
endliche Temperaturen sind allerdings sehr gering.

Fir den Diamagnetismus der Leitungselektronen erhdlt man aus der theoretischen Physik das
Ergebnis

1
Cia = - g Cpara

und damit als magnetische Suszeptibilitéat der Leitungsel ektronen

c

2
=c +cdia:§c =n, 1ok

e para para e
kB TF

Bisher wurde die Bandstruktur der Leitungselektronen nicht berticksichtigt. Benutzt man statt
der Masse freier Elektronen die reduzierte Masse mg*, 0 kommt es zu Abweichungen von
dem obigen Faktor 1/3.

Die gesamte magnetische Suszeptibilitdt von Metallen kann sowohl positive als auch negative
Werte einnehmen. Bel Kristallen mit abgeschlossenen Schalen dominiert fir die gebundenen
Elektronen der Diamegnetismus und fir die freien Elektronen der Paramagnetismus. Beispiele
fir Metalle mit positiver magnetischer Suszeptibilitét sind die Alkai-Metalle Li, Na und K
und fUr negative magnetische Suszeptibilitét die (Halb-) Edelmetalle Cu, Au und Ag.
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9.2 Ferromagnetismus

Ferromagnetische Materialien zeigen auch ohne auReres Magnetfeld eine spontane
Magnetiserung. Die Ursache hierfir ist eine starke Austauschwechselwirkung zwischen
benachbarten magnetischen Momenten. Im Gegensatz zum Paramagnetismus ist hier die
Austauschenergie Ea grof3 gegen die thermische Energie kgT. Man unterscheidet zwischen
einer direkten und einer indirekten Austauschwechselwirkung, je nachdem ob sich die
Ortsfunktionen der gekoppelten magnetischen Momente Uberlappen oder nicht.

Eine direkte Wechselwirkung wird erméglicht durch eine positive Kopplung benachbarter
magnetischer Momente. Die gesamte Zustandsfunktion eines solchen Zustandes, also das
Produkt aus Orts- und Spinfunktion, muss antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung
zweier Elektronen sein. Da symmetrische bzw. antisymmetrische Ortsfunktion zu
unterschiedlichen Energien fihren beeinflusst die Spinorientierung ebenfalls die Energie des
Systems.

—
A\
—
A\
—
AN\
—

Bel einer indirekten Wechselwirkung ist eine weitere Unterscheidung nétig, je nachdem ob
die Kopplung Uber ein magnetisches Moment eines gebundenen Elektrons oder Uber ein
Leitungselektron erfolgt. Im ersten Fall, dem so genannten Superaustausch, koppeln zwei
magnetische Momente Uber ein weiteres diamagnetisches Moment. Ein Beispiel fur ein
solches Ferromagnetikum ist die VVerbindung MnO mit NaCkStruktur. Die Mrf*-lonen haben
halb gefilllte 3d-Schalen und sind paramagnetisch, die O* -lonen haben eine abgeschlossene
2p-Schale und zeigen diamagnetische Eigenschaften.

—
A\
-—
NN
—

Eine andere indirekte Wechselwirkung ist die RKKY-Kopplung (Rudeman, Kittel, Kasuya,
Yosida). Hier koppeln die magnetischen Momente zweier 4f-Elektronen tber ein Elektron des
Leitungsbandes. Als Besonderheit erhdt man hier ein abstandsabhangiges Vorzeichen der
Kopplungskonstante, welche z.B. fur die néachsten Nachbar positiv und die Uberndchsten
Nachbarn negativ sein kann. Dieses Verhalten wird spéter zur Erkld&rung von Spinglésern
benutzt (siehe Kap. 9.4).

¢ Leitungsband

I I
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Die Magnetiserung eines Ferromagneten zeigt eine Hysterese mit der spontanen
Magnetiserung M (H = 0) = Ms und dem Koerzitivield Hyg, mit M (Hxo) = 0. Ein
Ferromagnetikum zeigt Ublicherweise unterschiedlich ausgerichtete Domanen. Die Bildung
von vielen Doménen ist eine Folge der Minimierung der Energie. Ein Teil der Energie ist as
Feldenergie aul3erhalb des Ferromagnetikums gespeichert; dieser Anteil geht durch die
Ausbildung von antiparallelen Domanen oder solchen, die unter 45 Grad zueinander
angeordnet sind, zurlick. Gleichzeitig wird fur die Bildung von Doméanenwéanden (,Bloch
Wanden*) Energie bendtigt.

Die Grole der spontanen Magnetisierung ist temperaturabhéngig und sinkt mit steigender

Temperatur. Oberhalb der paramagnetischen Curie-Temperatur Q folgt die magnetische
Suszeptibilitét wieder einem Curie-Gesetz

C
cC=——
T-Q

mit der Curie-Konstante C. Die Temperatur Q ist stets etwas grof3er als die Curie-Temperatur
Tc, bel der der Festkdrper einen Phasenitibergang zweiter Ordnung (keine latente Warme) in
die paramagnetische Phase macht.

Eine enfache theoretische Beschreilbung des Ferromagnetismus ist Uber die
Molekularfeldndherung moglich. Hierzu wird ein internes Feld Ba eingefihrt, welches die

Austauschwechselwirkung im Festkorper berlicksichtigt. Nach Heisenberg hat die
Austauschenergie Ea die Form

E,=-2ASS,

mit der Austauschkonstante A und den beiden Spinvektoren §112. Die Austauschenergie des
i-ten Gitteratoms mit seinen Z néchsten Nachbarn ist dann

SJ-)SI » - ZZASJ-@

Qon,

E, =-2A

]

1

Hier ist é_J das zeitliche Mittel der umgebenden Spins.
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Die Magnetisierung bel ng = N/ V Gitteratomen pro Volumen ist
M =-n,gm§S,
Einsetzen liefert fur die Austauschenergie die Darstellung

~ . 2ZAM
Eri =-(-9mS)*———

n, 9> my*

Der erste Term ist gerade das magnetische Moment des i-ten Gitteratoms und der zweite
Ausdruck hat die Dimension eines Magnetfeldes; er ist proportional zur Magnetiserung M
und wird a's Austauschfeld Ba bezeichnet

B, = mgM
g= L 2Z A
m, n,g*m’

Hier ist g die Molekularfeldkonstante. Das wirksame Feld am Ort des Gitteratoms ist dann
Bt = Bo+ Ba=Bo+ mygM

Setzt man dieses Ergebnis in die zuvor beim der Herleitung des Paramagnetismus gefunden
Beziehung fur die Magnetisierung, so ist nun

Mpara: nogrns‘]BJ (a)

JB
a:gnh eff

nd
u KT

=a (M)

Fur diese Gleichung gibt es keine analytische, wohl aber eine graphische Lésung. Hierzu wird
die zweite Gleichung nach M aufgelst; als Ergebnis erhd@lt man eine Geradengleichung.
Beide Beziehungen werden in der Form M(a) aufgetragen, wobei der Schnittpunkt der
KurvendieLosung M(a) mita =a(By) darstellt.

M Gl.(5.42)
Gl.(5.44)
a a
(a) (b)
Fig. 5.10 Zur graphischen Bestimmung der Magnetisierung eines Ferromagnetikums nach
GIn.(5.42,5.44) fiir B.z; # 0 (a) und B, = 0 (b).
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Setzt man By = 0, so erhdt man die Grof3e der spontanen Magnetisierung. Fir grol3ere
Temperaturen T nimmt die Steigung der Geraden zu; entsprechend wandert der Schnittpunkt
beider Kurven zu kleineren Werten der spontanen Magnetisierung. Bei der Curie-Temperatur
T = Tc¢ verschwindet die spontane Magnetisierung. In diesem Fall haben beide Kurven fur
kleine Werte von a gleiche Steigung. Die Naherung fir die Brillouin-Funktion fir a << 1
lautet

J+la
AR

Setzt man daher beide Steigungen gleich,

&dM 0 J _é kT U
€

~— =n
fda b, °° Pyl emggm, J g,

S0 lasst sich hieraus die Curie- Temperatur berechnen

2J(I+)m,°
T, =n, 09 ?Ek m”
B

Die Curie-Temperatur Tc steigt adso mit der GrofRe der Austauschenergie Ea bzw.
Molekul arfeldkonstante g an.

9.3 Ferri- und Antiferromagnetismus

Antiferromagnetika sind Festkorper mit zwei ferromagnetischen Untergittern benachbarter
Gitteratome, die antiparalele Spinstellung haben und deren magnetische Momente gleich
grof3 sind. Die resultierende spontane Magnetisierung ist daher gleich Null. Ferrimagnetika
besitzen ebenfalls zwei Untergitter, alerdings sind nun die magnetischen Momente nicht
gleich. Als Folge erhdlt man eine nicht verschwindende spontane Magnetisierung. Die
Untergitter kdnnen hier aus gleichartigen oder auch aus verschiedenen Atomsorten bzw.
Untergitter A und B bestehen.

Fir die theoretische Beschreibung im Rahmen der Molekularfeldtheorie hat man nun zwei
Austauschfelder Bx* und Ba® zu beriicksichtigen

Ba" = b gaa Ma - M Grg Mg
Ba® = b gz Mg - M Gsa Ma
Hier sind gaa, Oss Und gag = gea die Molekularfeldkonstanten fur die Austauschwechsel-

wirkung innerhalb derselben Untergitter bzw. zwischen verschiedenen Untergittern. For
Ferrimagnetika gilt gaa ? gss und fir Antiferromagnetikaist gaa = Gse.
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