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Wie sucht man die Lﬁsung? (POLYA, Schule des Denkens)

Erstens Verstehen der Aufgabe
Du muBt die Aufgabe s Was ist unbekannt? Was ist gegeben? Wie lautet die Bedingung?

versihen « st esmoglich, dic Bedingung 7 befredigen? It die Beingung avsreichend, un Polyas Liste beschreibt die
Heurismen (also die

schreiben? Problemlosestrategien,

Prinzipien, Hilfsmittel), die

psmetey erfolgreiche Problemloser
zwischen den D
und der Unbekannten.
o Batrachie fie Lipboharatel Ui versuche, Dich auf eine Dir bekannte Aufgabe zu a nwenden '
Du mHujlsft v1eflle]1:ht besinnen, die dieselbe oder eine dhnliche Unbekannte hat.
L1sdigdoer *  Hierist eine Aufgabe, die der Deinen verwandt und schon gelost ist. Kannst Du sie i i
betrachten, ‘_ff?g em gebrauchen? Kannst Du ihr Resultat verwenden? Kannst Du ihre Methode Wle kan N man sie den S u S
unmittelbarer

e sz:gden? Wirdest Du irgendein Hilfselement einftihren, damit Du sie verwenden ve rfu g b arma Ch e n?
elmdertuende kant +  Kannst Du die Aufgabe anders ausdriicken? Kannst Du sie auf noch verschiedene
e Weise ausdriicken? Geh auf die Definition zurtick! .
D SChhf_:_BhCh +  Wenn Du die vorliegende Aufgabe nicht 1dsen kannst, so versuche, zuerst eine P rOJ e kt H e u Re kAP

RittER Pl iar Lhoslltl;g verwandte Aufgabe zu ldsen. Kannst Du Dir eine zugéinglichere verwandte Aufgabe . . .
erhalten. denken? Eine allgemeir_lere Au_fgabe? Eine spe"ziellere Aufgabe? Eine ana_loge ” PO l ya N d e S C h U I e b rin g en “ ’

Aufgabe? Kannst Du einen Teil der Aufgabe 1dsen? Behalte nur einen Teil der
Bedingung bei und lasse den anderen fort, wie weit ist die Unbekannte dann
bestimmt, wie kann ich sie verindemn? Kannst Du etwas Forderliches aus den Daten
ableiten? Kannst Du Dir andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu
bestimmen? Kannst Du die Unbekannte éndern oder die Daten oder, wenn nétig,
beide, so dali die neue Unbekannte und die neuen Daten einander niher sind?

+  Hast Du alle Daten benutzt? Hast Du die ganze Bedingung benutzt? Hast Du alle
wesentlichen Begriffe in Rechnung gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

Dritt
Fiihre Deinen P
aus.

st, so kontrolliere jeden
Schritt richtig ist?

Viertens Riickschau
Prijfe die erhaltene +  Kannst Du das Resultat kontrollieren? Kannst Du den Beweis kontrollieren?
Lésung, +  Kannst Du das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Kannst Du es auf den
ersten Blick sehen?
*  Kannst Du das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe
gebrauchen?
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1) Auswanhl einer zu rekonstruierenden Aufgabe.
2) Schlusselfragen an die Aufgabe:
a) Welche Teilziele sollen erreicht werden?
b) Welche Heurismen kdnnen hilfreich sein?

c) Welche Heurismen konnen selbst gefunden werden, fur welche werden Hinweise
benotigt? Sollen die Hinweise schon in der Aufgabenstellung enthalten sein oder
sollen sie an bestimmten Stellen des Problemloseprozesses nachgereicht werden?

d) Welche Ressourcen werden bendtigt? Welche sind schon vorhanden, welche
mussen mitgeliefert werden?

3) Uberarbeitung und heuristische Anreicherung der Aufgabe.

4) Beobachtung des Bearbeitungsprozesses der modifizierten Aufgabe, weitere
Verbesserung der Aufgabe.

Gawlick, Th:,Click, drag, think!* Posing and Exploring Conjectures with Dynamic Geometry
Software, in: Habre, S. (ed.): Dynamical mathematical software and visualization in the learning
of mathematics. Hershey, PA: |Gl Global 2012




Methodische Leitlinien zum Einsatz von Heurismen
und fur Lehrer- bzw. Schuleraktivitat

,Wenn der Lehrer in seinen Schiilern die Denkoperationen entwickeln will,
die den Fragen und Anregungen unserer Tabelle entsprechen, so legt er
diese Fragen und Anregungen den Schilern so oft vor, wie er das
ungezwungen tun kann. [...]. Dank dieser Fuhrung wird der Schuler schlief3lich
hinter den rechten Gebrauch dieser Fragen und Anregungen kommen*“

Implizites (PGl
:: > ya 1949, S. 18)
Training

,2Ausgewadhlte heuristische Vorgehensweisen sollten (als eine spezielle Art
von Verfahrenskenntnissen) im ProzeR der Tatigkeit bewuRt vermittelt
werden. Das heillt, es geht um ein zielgerichtetes Aneignen und Anwenden
im Unterricht und um ein explizites Abheben von methodologischen
Erkenntnissen. Ein nur implizites Vermitteln etwa durch Vorbildwirkung
reicht nicht aus”

Explizites :|'> (Konig 1992, S. 24 )
Training
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Drei Stufen des heuristischen Explizitheitsgrades

Basis Eine Raute wird definiert als ein Viereck mit
vier gleichlangen Seiten.

Zeige an Hand der Skizze, dass die
gegenuberliegenden Winkel betragsgleich
sind: la|=]B]

IT Eine Raute wird definiert als ein Viereck mit vier gleichlangen Seiten.

Zeige an Hand einer informativen Figur, dass gegenuberliegende
Winkel in einer Raute betragsgleich sind. FUhre dazu geeignete
Bezeichnungen ein.

ET Eine Raute wird definiert als ein Viereck mit vier gleichlangen Seiten.

Zeige, dass gegenlberliegende Winkel in einer Raute betragsgleich
sind.




{; L] Leibniz
P t ©j 2 Universitit
" to o4 | Hannover

Aufgabenstellung Schulbuch
Quelle: Griesel, Postel & Suhr (2008, S. 23)

a) Erklire am nebenstehenden Bild:

(a+b)-(c—d) =ac—ad +bc—-bd I
d

»l
1

Warum ist diese Uberlegung nur fiir
positive Zahlen a, b, c,d mitd < ¢
giiltig? c

b) Entwirf ein dhnliches Bild zu der
folgenden Gleichung:

(a—b)-(c—d) =ac—ad -bc + bd

»la B
* Ll ot L |
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Aspekte der heuristischen Rekonstruktion der Aufgabe

Angesprochene Polya-Fragen

What is the unknown?

What are the data? Rekonstru kt_lonschrltt
Draw a figure. 2c¢ (Heurismen)

Introduce suitable notation. Welcher Explizitheitsgrad?

Do you know a related problem?

o o e NN

2.
3. Do you know a theorem that could be useful?

Here /?s a problem related to yours and solved before. Could you
use it

17. Could you use ist method?

18. Should you introduce some auxilary element in order to make
ist use possible?

If you cannot solve the proposed problem try to solve first some
related problem.

23. A more special problem?
40. Can you derive the solution differently?

42. Can you use the result, or the method, for some other
problem?

a) Erkldare am nebenstehenden Bild:
(a+b)-(c—d) =ac—ad+bc-bd

Warum ist diese Uberlegung nur fiir
positive Zahlen a, b, ¢, d mit d < ¢ giiltig?

b) Entwirf ein dhnliches Bild zu der
folgenden Gleichung:

(a-b)-(c—d) =ac—ad-bc+bd

]
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Variante IT

a) Bestimme zu dem folgenden Term einen wertgleichen Term, der keine Klammern enthilt:
(a+b)-(c—-d)

Fertige zu deiner Hilfe eine informative Figur an.

Welche Auswirkungen auf deine informative Figur hiitte es, wenn eine oder mehrere
Variablen negativ wiren oder d > ¢ wire?

b) Verfahre mit dem folgenden Term wie mit jenem aus a): (a—b) - (c—d)
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Variante IT

a) Bestimme zu dem folgenden Term einen wertgleichen Term, der keine Klammern enthilt:
(a+b)-(c—-d)

Fertige zu deiner Hilfe eine informative Figur an.

Welche Auswirkungen auf deine informative Figur hiitte es, wenn eine oder mehrere
Variablen negativ wiren oder d > ¢ wire?

b) Verfahre mit dem folgenden Term wie mit jenem aus a): (a—b) - (c—d)

Variante ET

a) Bestimme zu dem folgenden Term einen wertgleichen Term, der keine Klammern enthilt:
(a+b)-(c—-d)

Andert es etwas an der Wertgleichheit deiner Termumformung, wenn du fiir die Variablen
negative Zahlen einsetzt?

b) Verfahre mit dem folgenden Term wie mit jenem aus a): (a—b) - (c—d)




Wirksamkeitsstudie zum Heurismentraining
(Dissertationsprojekt Brockmann-Behnsen)

Unterrichtseinheit
,Satz des
Pythagoras®

Unterrichtseinheit
JWinkel am Kreis*

Gesucht: Kriterium der Zielerreichung

Gefunden: SuS wenden das Analogieprinzip
an, um den “Pythagoras” zu verallgemeinern




Beweisphasen

(adaptiert von Zech und Boero)

Nr Icon Name Aktivitat
1 Satzfindung Aufstellen einer
@ Vermutung
2 = Satzformulierung Trennen von Voraus-
4 setzung und Behauptung
3 piu Beweisfindung Erforschen des Umfeldes
der Vermutung
4 Beweisorganisation Auswahl und Verkettung
geeigneter Argumente
5 T Beweisdarstellung Niederschrift des

vollstandigen Beweises
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Beweisphasen beim Satz des Thales (UE ,Winkel am Kreis“):

Winkelsatze
Innenwinkelsatz

o

Basiswinkelsatz
Entdeckung / Beweis

Satz des Thales
- Entdeckung
o

Bewelis

|
\

i

\%_/Umkeh rung
Entdeckung

Beweis

Umfangswinkelsatz

’/T\‘ Entdeckung
|\ | Beweis

O)
1 Satzfindung

EIWOS zur Entdeckung des SdT, Tabelle
zur Unterscheidung der Falle: C
auflerhalb, innerhalb und auf dem
Umkreis von AB

&

2 Satzformulierung

Gemeinsame Formulierung des Falles: C
auf dem Umkreis um AB (SdT) an der
Tafel

N

3 Beweisfindung

Lehrerimpulse: Was wissen wir schon in
Bezug auf Dreiecke, Winkel etc. Welche
heuristischen Hilfsmittel sind uns
bekannt? EIWOS zur Unterstiitzung

&

4 Beweisorganisation

Maoglich: Beweispuzzle oder
Losungsgraph mit Llcken oder
eigenstandiges Erstellen eines
Losungsgraphen

LU

5 Beweisdarstellung

Niederschrift des Beweises in einem
Zweispaltenbeweis




Hurismentraining in Phase 3: Finde den ,,Thales“-Beweis!

I = I A ai .- % A A T e
e k
i l'. -
] 1
4




Beweisfindung mittels EiWos (Electronic interactive Worksheet)

Bitte Thales.geo offnen!

Original 2
Elschenbroich >

& Seebach 2002
Rekon- .
struktion A
HeuRekAP
2012
AuBenwinkelsatz (Euklid, Elemente 1.32) Didaktische Rekonstruktion
An jedem Dreieck ist der bei Verldngerung einer Seite Verwendung des AulRenwinkelsatzes, um

entstehende Aullenwinkel den beiden gegentiberliegenden  den Beweis Ubertragbar zu machen!
Innenwinkeln zusammen gleich,

und die drei Winkel innerhalb des Dreiecks sind zusammen Bitte UWS.geo offnen!
zwei Rechten gleich.



Verknupfung von Beobachtungen zu Argumentationen

BWS AWS
jaf=y1] le1]=lya[+|al
| |
|
v+ |=[eal/2 V2 |=[€2l/2
| |
|
Ziehe an C. Iv|=[e]/2

a)Was fallt dir an den eingezeichneten Winkeln auf?

b)Warum muss das so sein? Tipp: Beobachte das Dreieck AMC.
c)Verfahre entsprechend mit dem Dreieck BMC.

d)Was ergibt sich fur die Grolke des Winkels y?
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Der Losungsgraph nach Konig als heuristisches Hilfsmittel
. . : Y
» Losungsgraph reprasentiert den aktuellen Zustand der Aufgabe: \ Q ( ()
» (Geg, Ges: Start- und Ziel-Knoten setzen

* RAund VA: Graph erweitern durch vorschalten/nachschalten von
Knoten

7Y [
N\

— TZ( Teilziel-Frage): Operat/Operand-Knoten r

— HM( Hilfsmittel-Frage): Operator \T)

-




Beispiel fur einen Losungsgraphen: Beweis des Basiswinkelsatzes

Voraussetzungen Voraussetzungen

Teilziele, die sich aus der
Hilfslinie s,5 ergeben

Hilfsmittel

Teilziel

Hilfsmittel

Behauptung




PL-Prozess Thales

Ausgangszustand: ABC liegt auf k
AB ist Durchmesser von k
Iyl =90°

(T

Ist: Gleiche Langen
Soll: WinkelmafR = 90° :|L('UR) (2z0)

y "\\ .
Langen —8%_— Winkel

C

YZ

B

A

(UR)

Barriere:
(22): ||, |F] Winkel variabel
(ZZO) Mit welchen HM/O kann
man Winkelgrollen berechnen?

g

;

o
D

H

- O Heurismen
it ™
& ABC € k
R (SA)
BRGNS gL
\ Dreieck _;_J_// I\\&MP(k)_MP(ABdl/») (ZZB)
| 1 | (vA
5 ( |AM=|B£A|=|CM|)
<S> <BWS >
270
1 (" lolFivi, BN ) ‘(VA;/
C lal+Bi#v=180° ) CIvi=lvil#Ival=[al+B] )
P (2ZB)
C ay=180° )
Ges ly[=90°
(zA)




Vom ,, Thales“ zum Umfangswinkelsatz: Umstrukturierung des Beweises
Visualisierung der Analogie mit Hilfes des Graphen

ABC liegt auf k

M= MPK) ™
rceio— Ly
P P

¢ ACM,BCM ™ (" |AM] = [BM|

“__ Dreiecke _~ 'x\ =[CM|
AWS > < BWS >
\‘\/" -~ /,//

(lal = yil,

\BI= Iyl
IR ) IVl = |Y1|+|V2r\*}

\ Bl * vl =leal xjiﬂ,/
L TUME
™. /./
> ;
(2y= |le| -180°
vl =1¢el/2




Ein Schlusselement des Trainings: Die Zwei-Tore-Regel

,Bei der Bearbeitung einer mathematischen Aufgabe muss man in der Regel in mehreren
Schritten vorgehen. Bei diesen Schritten kann es sich um Folgendes handeln:

a) Berechnungen

b)  Term- oder
Aquivalenzumformungen

c) logische Schlussfolgerungen

Fur jeden dieser Schritte muss man die
Zwei-Tore-Regel beachten:

Man darf einen Schritt erst
durchfuhren, wenn man die Erlaubnis
erhalt, beide Tore passieren zu durfen.

Jedes Tor wird von einem Wachter
bewacht.”




Zwei-Tore-Regel

»Erstes Tor: Begrundung fur den geplanten Schritt

Der Wachter vom ersten Tor ist der strengere. Er fordert dazu 3
Zu nennen, warum man einen geplanten Schritt durchflbren d Hilfsmittel-Frage:

Er fragt: ,Warum darfst du das?“ Welches Hilfsmittel kann
Als Begriindung akzeptiert dieser Wachter beispielsweiSe ich hier anwenden?”

aine Beartinduna daflr

a) korrekte Rechenregeln

b) logische Schlussfolgerungen aus
— bereits bewiesenen Satzen.
— zuvor begrundeten Schritten.

— den Voraussetzungen der Aufgabe, die
du bearbeitest.

Liimamiel % R
.....

Erst, wenn man den ersten Wachter mit einer guten
Begrundung von der Rechtmaligkeit des Schrittes
Uberzeugen konnte, darf man zum zweiten Tor weitergehen.”



Zwei-Tore-Regel

~Lweites Tor: Nutzen des geplanten Schrittes

Der Wachter an diesem Tor ist sehr viel freundlicher als der erste. Er hat von dem Wachter
am ersten Tor erfahren, dass man einen mathematisch erlaubten Schritt bei der
Bearbeitung der Aufgabe durchflihren mochte. Nun maochte er helfen, unnotige Arbeit zu

vermeiden und erkundigt sich danach, welchen Nutzen man sic hritt
erhofft. Teilziel-Frage:
,Welches Teilziel kann

ich erreichen?”

Dieser Wachter fragt: ,,Was bringt es dir?*
Als Vorteile konnte man diesem Wachter unter Anderem nenne
a) dass dadurch ein Term oder eine Gleichung vereinfacht wird. apbb
b) dass man durch den Schritt der Losung naher kommit. EEEY |\ bringt

c) dass der Schritt fiir die Ausfiihrung des Lésungsplanes S
erforderlich ist.

d) dass man sich weitere Erkenntnisse fUr den Losungsplan erhofft.

e) dass man den Schritt ausprobieren mochte, um zu sehen, was
passiert..”



Beispiele fur Zweispaltenbeweise in Schulbuchern

OBJECTIVE: Apply the Pythagorean Theorem.

7-2 The Pythagorean Theorem

How does the sum of the areas of the squares
on the legs of this right triangle compare to
the area of the square on the hypotenuse?
Make a generalization,

Use graph paper to decide if this generalization
is true for right triangles with legsa = 35, o
b=12,anda=8,b = 15. N b

The Pythagorean Theorem is one of the most famous and useful theorems in
plane geometry. It can be used to find the length of the third side of a right
triangle when the lengths of two of the sides are known. It was named after
the Greek mathematician Pythagoras who is thought to have given the first
proof of the theorem around 500 Bc. In the Explore, you may have
“discovered” this famous theorem.

& THEOREM 7.4 Pythagorean Theorem

In a right triangle, the square of the length of the hypotenuse equals the
sum of the squares of the lengths of the legs.

Given: AABC is a right triangle. C
£C is a right angle. S b
Prove: a* + b* = c?
B A
e A |
Proof Statements Reasons
1. AABC is a right triangle. 1. Given

£C is a right angle.
2. Draw a perpendicular from C to AB. 2. Theorem 2.9
A cms ¢ 3. Theorem 7.3
4..a>=cx, b’ =cy
5.a°+b*=cx+cy
6. a*+b*=clx+y)
7.a*+ b*=c?

5. Addition Property
6. Distributive Property
7. Segment Addition Postulate, Substitution

7-2 Pythagorean Theorem

»Geometry”, Clemens et al. (1994, S. 301)

4. Product of mean equals product of extremes.

301

. 3 Rund um den Satz des Thales

pamn

- Zum Beweisen in der Geometrie

Mathematik kann eine spannende Titigkeit sein, bei der viele iiberraschende
Zusammenhinge entdeckt und dann als Satze aufgeschrieben werden. Solche
Sitze findet man durch Probieren, Beobachten, Vermuten (Hypothesen auf-
stellen) und Uberpriifen dieser Vermutungen an Beispielen.
Manchmal braucht man dabei auch eine ,ziindende Idee”. Normaler-
weise gibt man sich mit diesem Ergebnis des Forschens
zufrieden.
In der Mathematik aber verldsst man sich nicht auf die An-
schauung und die Bestdtigung an Beispielen. Man beweist
seine Vermutung durch ,logisches Denken”. Dabei darf
man nur auf bereits bekannte und bewiesene Sitze zuriick-
greifen,

Das Beweisen wurde vor
mehr als 2000 Jahren
von den Griechen ein-

gefilhrt. Thales von Milet 1. Schritt: Klare Trennung von Voraus- ) Shrdonds ides:
war einer der ersten Be- h
setzung und 2 o i
griinder dieses strengen g bl —~\I/~~ Hilfslinie MC
Vorgehens. Voraussetzung:

Am Beispiel des Satzes von Thales kénnen wir einen solchen
Beweis demonstrieren:

Gegeben ist ein Dreieck ABC, bei dem der
Punkt C auf dem Kreis mit dem Durch-
messer AB liegt.

Der Winkel y bei C ist ein rechter Winkel.

2. Schritt: Skizzieren einer Beweisfigur mit
den wichtigen Grofen. Dabei kénnen ge-
eignete Hilfslinien und Hilfsgrofen sehr
niitzlich sein.

3. Schritt: Aus den Vi 1gen und bereits b Zusammen-

héangen wird die Behauptung schrittweise hergeleitet. Wir stellen dies tiber-
sichtlich in zwei Spalten dar:

Hilfslinie teilt y in , und v,

»Zweispaltenbeweis” M n+n=x
(2) MA=MC MA und MC sind Radien des Kreises.
(3) h=uo Im gleichschenkligen Dreieck AMC sind die Basiswinkel
gleich grof.
Die Beweisfigur und die (4) MB=MC MB und MC sind Radien des Kreises.
Ubemm"'me, Dm‘"" ) =P Im gleichschenkligen Dreieck MBC sind die Basiswinkel
lung der Beweisschritte gleich groft.

stehen meist nicht am

Anfang des Beweisens, (6) o+f+y=180° Winkelsumme im Dreieck ABC

sie entwickeln sich oft (7) % +% +0n + 1) = 180° | wegen (1), (3), (5) und (6)
h viel a e
e:;";:ﬂ:(‘iz"ﬂ:'::j: (8) 2(y, +71,)=180" Termumformung auf der finken Seite der Gleichung
@) v, +1=90° Division der Gleichung durch 2
(10) y=90° wegen (1); ,was zu beweisen war”
Im Beweisen durch logisches SchlieRen liegt die besondere Stirke der Mathe-
matik. Ist eine e ge erst einmal bewi 50 wird sie auf
1 der ganzen Welt als wahr anerkannt und in das Buch der Mathematik auf-
E genommen.
L

»Neue Wege*, Lergenmdller et al. (2007, S.72)



Zwei-Tore-Regel und Zweispaltenbeweis

Warum darfst S ot
P o

Voraussetzung:

Behauptung:

Skizze:

Beweis:

T ——
000®

Beweisschritt:

e <J Was bringt

*y

(1)

(2)

Wachte

(3)

(4)

(9)

Wachte
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Die Unterrichtseinheit

,oatz des Pythagoras"“
(10 DS)

Rekonstruktionschritt 2a

(Teilziele)
Zugang uber Kathetensatz

EIWOS

@ Beweisgraph
Zweispaltenbeweis




Lerntheke Scherung

Aufgabe 4a: Lies dir den folgenden Satz aufmerksam durch:

D D'

-
/ - !

Zug

RN
IIIII
|

/
IIIIIII
IIIIIII

IIIIII
1]

A

B

Rekonstruktionschritt 2d

(Ressourcen)
Scherung als Hilfsmittel der
Flachenverwandlung

Halt man im Parallelogramm ABCD die Grundseite AB fest und verschiebt
die Gegenseite CD parallel zu AB auf C' D', so ist auch ABC'D' ein

Parallelogramm. Es ist flachengleich zu ABCD.

Aufgabe 4b: Beweise die Flachengleichheit von ABCD und ABCD".




Phase 1:

Satzfindung: Aufstellen einer Vermutung



Bitte EIWOS A1-02.geo offnen

51° "

Ziehe an C. <74
a) Was fallt dir an den 4

eingezeichneten Winkeln auf?
(Tipp: Beobachte das Dreieck
AMC)

b) Verfahre entsprechend mit dem
Dreieck MBC und den anderen

Teilwinkeln bei M und C. :
c) Was ergibt sich aus deiner
Beobachtung fur die Gréf3e des
Winkels y ?



Bitte EIWOS SdP01.geo offnen

|M EUKLID DynaGeo - [ D:\Dateien von Dirk Brockmann-Behnsen\HeuRekAP\Unterric htseinheiten\5_Satz_des_Pythagoras\DGS\SdP_01_BRM_ET.geo ] u@]
Datei Bearbeiten Ansicht Konstruisren  Abbilden Messen Makro  Verschiedenes  Hilfe

DB e@va [€e 1 BIE N

| Hauptleiste [ Konstruieren f Abbilden § Kurven { Form & Farbe [ Messen & Rechnen [

Flr das gegebene Dreieck
sollen die blauen Flachen,
die Uber den anfanglich
kiirzeren Dreiecksseiten
konstruiert wurden, mit der
Flache tUber der anféanglich
langsten Dreiecksseite
verglichen werden.

-4,29: 2,01 Zugmodus

m &€y @ ™| MM Tagle.. | B Boerophasen... R | (=) BRM_Dokum... Microsoft... = ¥ 3105201286... | @) Posteingang... | DE @-5?1(;)53%9@@.% 19:16




Ergebnissicherung

: Vergleich der Betrag des
Lage von C Gestalt des Dreiecks ABC Quadratfischen Winkels y
C liegt
auBerhalb von | ABC ist spitzwinklig in C. a2+h2>c? v < 90°
k.
C liegt auf k. ABC ist rechtwinklig in C. a2+h2=c? v =90°
C liegt
innerhalb von | ABC ist stumpfwinklig in C. a2+h2<c? v > 90°

k.
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Phase 2:

Satzformulierung: Trennen von Voraussetzung und
Behauptung
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Phase 3:

Beweisfindung: Erforschen des Umfeldes der
Vermutung, Identifizieren von Teilzielen und
Hilfsmitteln fiir den Beweis



Lehrerimpulse:

,Der SdP vergleicht die MalRe quadratischer Flachen tUber den Seiten eines
rechtwinkligen Dreiecks miteinander. Erlautert, was diesen Vergleich so
kompliziert macht!“

,Die beiden kleinen Quadrate lassen sich geometrisch nicht in das grofSe
einpassen, etwa durch Zerschneiden, Umlegen o.6.”

,Zwei Flcichen werden mit einer verglichen”

(Geddchtnisprotokoll von Schiileréufserungen)

,Erlautert, was ihr schon in

Hinblick auf Dreiecke, drate, N SIRRE
inblick auf Dreiecke, Quadrate ;L\‘ﬁ_q&hf-wd\iw.——ﬂf

Ao

Flachen etc. wisst?“




Bitte SdP03_Vierecke_IT.geo offnen!

Betrachtet wird zunachst nur der rechte Teil der
Pythagorasfigur. Eingezeichnet sind anfanglich ein
Kathetenquadrat und ein rechteckiger Abschnitt des
Hypotenusenquadrates. Variiere die Lage von C
zunachst nicht.

a) Schere das anfangliche, gelbe Quadrat mit S, .
und Sy 40 UNd das anfangliche, blaue Rechteck mit
S

b) Versuche durch diese Scherungen ein gelbes und
ein blaues Viereck zu erzeugen, die zueinander
kongruent sind.

blau an s*

c) Begrinde die Kongruenz der beiden gescherten
Vierecke.

d) Was bedeutet das fur die beiden anfanglichen (jetzt
karierten) Vierecke?

e) Ubertrage deine Erkenntnisse auf den linken Teil
der Figur.

@

Sgelb anh



Prozessdarstellung als schrittweise Erweiterung von
Losungsgraphen
1. Idee: Flachenverwandlung

/Quaditeber™ oo™ R Sy
{ Seitena, b.c: Qs ) .f\ Dreieck ABQ(BZ ] b
\\_ Qs & L \\_ // e
i guenid — b
,.a""lﬁ“ | .-’ﬁ\.‘ \"\.
~HLCF™_ N \
< Verangerung der = Lt »
S_Hohe h,_~ o N
\/’J - b Y
" : e T,
< i TTEE
' "-.H 'E- ~ \
b % / -4

= Ll o
11”'\ - : \
Y v %, e " LY
T -""\-""—\.\_\_H_ '\‘_‘ 7 ~oisy &n “\H
Achen 2

<’Flémenf‘“~a3 ,‘a> % ; N -~
venwandlun werwandlun b -
\“\/g/ \/ X A o
¥ Sg:lh an g "‘\ | N
/" e
[ Q=ReuR, ) . |
\ / \ J
\\__ = ._r
: s
" - 5 -
. h 4 . _ h i ~ v g
- 3 - e ] T HHH
1{ F{Q:)=F{Ry)+F(Rq) } ,\ F(Q:) = F(Ry) \} ( F{Qx) = F(Rq) \ EEEEEL
\n__'_/’j \h__|__,/ \‘\__ _,/ I ?‘x

F{Q:) = F(Qa) + F{C)




Phase 4:

Beweisorganisation: Auswahl und Verkettung
geeigneter Argumente



e

e o v i ST
8 ED./LL Ouradssl L ufr‘c',r i :
L. Blsa ._éM@Q.\mX Wred o Hoadrmint .

. T




Beweisgraph
von CO08 fur
die Behauptung
c=c




Beweispuzzle zum Kathetensatz

Rechtwink_
liges Drejeck
ABC




HL: CF
Verlangerung
der Hohe
h(]

Quadrate
iiber den
Seiten a, b, ¢:

Q Q Q

Rechtwink-

liges Dreieck
ABC

F(PEGSC) F(PB BCC) G(PACSW) F(PA 'C’ CA

( F(Q.) = F(R;) + F(Ry)

F(Pascc) F(R F(PACCA) F(Rq)

F(Qc) =F(Q.) + F(Qy)

A)

Beweisgraph zum
Kathetensatz

D

F Rl




Phase 5:

Beweisdarstellung: Niederschrift des vollstdndigen
Beweises



Skizze:

Voraussetzung:

Behauptung:

Zweispaltenbeweis fiir den Satz des Pythagoras

Quadrate ttber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks

Die beiden Kathetenquadrate sind zusammen so groB wie das
Hypotenusenquadrat F(Qy) + F(Qu) = FIQ)

Bewelsschrint

Begriindung

SF ist die Verldngerung der Hohe he

Hilfelinie

F(Ry) + F(Rg)= F(Qy)

SF it  senkrechl in Ry und Ry

F(Qu) = FCBGS)

Flichentreue der Scherung

BCllBC

BCC'B’ ist Scherparalielogramm

LGBC = ZBRC

Stufenwinkel, 3

Isc! = (8]

BCCB® ist Scherparallelogramm

o,

el = el

Satz von COR (Rechtwinkligkeit)

.

CBGS = BCOW

sws fUr Paraliclogramme, 4, 5,6

FCBGS) = FBCCB)

7. Kongruenzeigenschaft

FBCCB" ) =FRy)

Flachentreue der Scherung

F(Qa) = F(Ry)

2. &, 9 (Translation)

F(Qy) = F(Ry)

1 bis 10 analog fur den linken Figurteil

F(Qu) + F(Qp) = F(Q)

1,10, 11 ged.




Rekonstruktionschritt 2c
A HeuRekAR - (Heurismen)

Schritte moglichst selber findbar machen

Genetische Rekonstruktion

Einige Gedanken, die ich mir Uber die Anfange der Geometrie
gemacht habe, lieRen mich hoffen, diese Unannehmlichkeiten
zu vermeiden, und zwar durch die Verbindung der beiden
Vorzuge, die Anfanger zu interessieren und sie zu belehren. Ich
habe mir gedacht, dal} diese Wissenschaft, wie alle anderen
auch, sich Schritt fur Schritt formiert haben muR; dal}
wahrscheinlich aus einem gewissen Bedurfnis heraus die
ersten Schritte unternommen wurden, und dal® diese Schritte fur
Anfanger nicht zu hoch sein konnten, weil es ja Anfanger
waren, die sie zuerst gemacht haben.”

Clairaut (1775), Ubersetzung durch Sander



:HeuRekAP
Der Flachensatz von Pappus

ABC ist ein beliebiges Dreieck und

ACC'A’ bzw. BB'C"C sind beliebige e

Parallelogramme iiber den Seiten g

[AC] bzw. [BC]. Die Geraden A'C'

und B'C" schneiden sich in S. Wir

zeichnen [AA"] und [BB"] parallel A’

zu [SC] und gleich lang wie [SC]. A 2

Dann ist die Fldche des Parallelo- / /
A

B’

gramms AA"B"B gleich der Summe

der Flédchen der Parallelogramme
ACC'A" und BB'C"C.

Baptist (1997), S. 137



{1 ] Leibniz
HeuRek AP i ©; Z § Universitat
tog: 4 § Hannover

Schatzsuche 1

§ 65. Der Flichensatz des Pappus.
1. Fiihre die in § 55,1 beschriebene Schiebung s eines Dreiecks in beliebiger

(statt Seiten-)Richtung in der Ebene des Dreiecks durch. Vergleiche wieder dic
c—

vor und nach der Schiebung unbedeckten Teilflichen des
wihrend der Bewegung iiberstrichenen Gebietes. (Fig. 129.)

2. Ersetze die Zeichnung durch ein Modell mit festen Stiben
AA~und BB~ und Gummibiindern A B und A-B-. Wie muBit Az
du die Gummibédnder bewegen, damit sie die beiden Paralle- \
logramme A CC~A~ und BCC~ B~ einschlieBen ? B

Botsch (1956): Bewegungsgeometrie , S. 108



JY { § Leibniz
HeuRek AP i ©; Z § Universitat
to9;:4 || Hannover

Schatzsuche 2

Z;
Fine Strecke beschreibt ber  der  Verschiebung e
lings zweier Seiten eimes Dreiecks  zwei  Paralle- j
logramme, deren Summe gleich dem Parallelogramm 4 — 7>~ >8,
ist, das durch Verschiebung der Strecke lings der — | |8
dritten Seite entsteht. 4% g
Fig. 166.

Henrici; Treutlein (1881), S. 278

Botsch bzw. Henrici &Treutlein:
Die (elementare) Verschiebung eines Dreiecks erzeugt Flachen.
Das gibt Anlass, uber diese Flachen nachzudenken!



{1 ] Leibniz
HeuRek AP i ©; Z § Universitat
tog: 4 § Hannover

Schatzsuche 3

5. Verschere jedes der drei Parallelogramme beliebig in Rich-
tung der Dreiecksseiten und klappe dabei zur besseren Uber-
sichtlichkeit das Parallelogramm lings A B um 4B um. (Fig.
134.) Welche Bedingung miissen die Parallelogramme erfiillen, .
damit die Fliache des einen gleich der Summe der Flichen der v / / \
beiden anderen ist ?

f ] !
Fig. 134
Flichensatz des Pappus.

@ Errichtet man iiber den drei Seiten eines Dreiecks Parallelogramme, die von
einer Parallelenschar gleiche Strecken abschneiden, so ist die Flichensumme
derjenigen beiden Parallelogramme, die keine gemeinsamen Schnittgeraden
der Parallelenschar besitzen, gleich der Fliche des dritten Parallelogramms.

Botsch (1956): Bewegungsgeometrie, S. 108



:HeuRekAP

Bitte Arbeitsblatter in der angegebenen Reihenfolge offnen:

pappus-0. geo, pappus-1. geo
pappus-2. geo

pappus-3. geo
pappus-graphien. geo

4




Die rekonstruierte Unterrichtseinheit
a) ,,Pappus“ dynamisch entdecken

EiWos 1 - Arbeitssauftrag:
Dreieck ABC wird um v verschoben. Welche Vierecke entstehen?

(Idee: H.-J. Elschenbroich nach O. Botsch (1956))

4




a) ,,Pappus” dynamisch entdecken

Sty oo Fappps

_ }.—EG{OL‘!I‘v O(U'
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« Tafelbild als Ergebnissicherung.der EiWos-Bearbeitung



b) Beweisidee dynamisch entdecken

Pappus:

Verschiebungs-
fall

/] /
EiWos 2 |

Die beiden ,blauen’ Parallelogramme Uber der klrzeren Seiten sind
zusammen so groR} wie das ,rote’ Parallelogramm Uber der langeren Seite. Warum ist das

S0?

Elschenbroich: Visuell-dynamischer Beweis mit einer Cavalieri-Argumentation.
HeuRekAP: Euklidischer Beweis mittels Scherung

Rekonstruktionschritt 2a (Teilziele)
Schritt wird mit diesem Hilfsmittel selbstandig
durchfihrbar (siehe Unterricht!)




b) Beweisidee dynamisch entdecken

Sals, von Fappun 55577 8ET(A) 26- 06012
/L\) v Mﬁu An nD’T{Aﬁ(jﬂ— e dl/f /6‘(@( ’h‘(/ﬂ&udyﬂ
M)ﬁ,dﬁ,\ A O/lnr\,L J’I?/U/ﬁ /inrvut O‘J"@t J aA C&M DB‘«TWVWW‘-W .

@m 7bv1¢k Us VO?“-CLAM’W‘-Q du v aunn Mﬁ"ﬂl\ M@M M
b%&\f/\f\ /(1\6\1/““(/\:\ (}*i/m ’)J,{ﬂm Tedioeuﬂﬂwf]m (,U"u G(dfj JQ :
4V o ch,r 0&/1;\& A twn Sﬂ)u't‘{ G{J\J/g,&(z\i : :

'WJOL{C“ cammn | A5

(7 ): o “Wi)

Tafelbild als Ergebnissicherung.der EiWos-Bearbeitung

Impuls zur Beweisfindung: ,Wie konnte der Losungsgraph fur den Beweis aussehen?”
SuS formulieren analog zum SdP die Ideen (Flachenteilung paarweise Scherung).
HA: Zweispaltenbeweis zum SdPa



HA: Beweisdarstellung
Das Tafelbild zeigt die Ergebnissicherungsder-Hause
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Vereinfachung der Losung im UG

Satz des Pappus

Voraussetzungen:

Dreieck ABC wird an C, durch Vektor v
parallelverschoben und bildet Dreieck A'B'C’
Behauptung:

ACC’A" und CBB’C* haben zusammen

den gleichen Flacheninhalt wie ABB’A’
Skizze:

Nr. | Beweisschritt

Begrundung

ABC ist kongruent zu A'B'C’

Parallelverschiebung an Vektor v

ACC’A ist schergleich mit ADOA'

AOC" ist kongruent zu ADC, wegen 1

DBB’O ist schergleich zu CBB'C

DBC ist kongruent zu OB’C’, wegen 1

Al IND|—~

DBB’O und ACC’A haben zusammen den
selben Flacheninhalt wie ABB’A’

Wegen 2,3,1




c) ,,Pappus* dynamisch verallgemeinern

Dynamischer

Pappus

EiWos 3
Erkundung: Die Parallelogramme lassen sich bei einer Pappus-Figur
flachenerhaltend scheren und besondere Lagen erzeugen.

Dabei werden die zunachst zusammenhangenden Parallelogramme getrennt.
Wie beschreibt man die Lagebeziehung eines Paralellogramm-Tripels, fur das
die Flachenaussage gilt?



Statischer .
Pappus d) Der Flachensatz von Pappus

ABC ist ein beliebiges Dreieck und

ACC'A’ bzw. BB'C"C sind beliebige e
Parallelogramme iiber den Seiten Cain
[AC] bzw. [BC]. Die Geraden A'C’

und B'C" schneiden sich in S. Wir
zeichnen [AA"] und [BB"] parallel A’
zu [SC] und gleich lang wie [SC]. A s
Dann ist die Fliche des Parallelo-

gramms AA"B"B gleich der Summe : / /

der Flédchen der Parallelogramme
ACC'A" und BB'C"C.

B’

Baptist (1997), S. 137

Forschungsfrage: Finden die SuS eine entsprechende Formulierung?



d) Satzfindung fur den statischen Pappus

Dieses Arbeitsblatt zeigt die allgemeinste Situation, in der die Fléchenaussagé\des
Satzes von Pappus gilt.
a) Verwende den Zugmodus, um diesen allgemeinen Satz zu entdecken. Beschreibe,
durch welches Hilfsmittel sich diese Situation herstellen lasst
b) Formuliere das Ergebnis als Satz.

Damit hast Du einen "dynamischen" Flachensatz aufgestellt: Er beschreibt, auf
welche Flachenanordnungen der Satz von Pappus durch den Zugmodus Ubertragen
werden kann. Nun soll dieser Satz zu einem "statischen" Satz umformuliert werden:

c) Formuliere den Satz aus b) so, dass Ziehen o.a. Bewegungen keine Rolle mehr
spielen. Uberlege Dir, wie Du das rote Parallelogramm konstruieren wirdest und
benutze die dabei zu erflllenden Bedingungen in Deiner Formulierung.

d) Du kannst den Zugmodus verwenden, um die Aussage dieses statischen Satzes zu 2

7110~



d) Der Flachensatz von Pappus (statisch)

D13 8d 04.07.2012

Satz des Pappus - statischer Beweis
VOI’EUSSEtIUHEEH:

Gegeben sei ein gewohnliches Dreieck ABC mit beliebigen Parallelogrammen

iiber den beiden kiirzeren Seiten a und b, genannt P; und Py. (weitere

Bezeichnungen siehe Skizze)

Behauptung:

Es ist moglich durch geometrische Konstruktionen ein Parallelogramm mit

gleichem Flacheninhalt beider Parallelogramme tber den kirzeren
Dreiecksseiten zu finden, welches als Seite die langste Dreiecksseite besitzt.




d) Der Flachensatz von Pappus (statisch)

“Wir haben uns eben Uberlegt, wie wir aus dem Parallelogramm 1 und
dem Parallelogramm 2 das Parallelogramm 3 herausfinden und dann
hab’ ich mir so Uberlegt, dass ich erst [...] zwei Parallelen zu BC und zu
AB mache und dann hab’ ich geguckt, wo diese Parallelen sich
schneiden an dem Punkt und dann hab ich das Parallelogramm 1 so
weit hochgeschert, bis dieser obere Punkt zu diesem Schneidepunkt der
beiden Parallelen kommt und das hab ich bei Parallelogramm 2 auch so
gemacht. Und dann hab ich halt gesehen, wo SICh d|e Scherungsse|te
mit der Parallelseite schneidet an
diesem Punkt und auf der anderen
Seite auch und dann ist mir
aufgefallen, dass diese orangene
Seite genauso lang ist wie AC und
dann hab ich aber diesen Abstand
dieser Scherung auf beiden Seiten
und dann muss ich das nur noch :
herunterklappen dieses 1
Parallelogramm und dann komm’ ich B

auf Parallelogramm 3. C36, Lerntagebuch und Transkript




Ergebnissicherung

Satz (,,Statischer Pappus®)

Voraussetzung: Gegeben sind ein Dreieck ABC und Parallelogramme Pa, Pb und Pc =
AA'BB (ber den Seiten. Die Verlangerung der Aulenkanten von Pa und Pb schneiden sich
in S. Die Strecke AA’ und die Strecke BB* sind beide parallel zu und gleichlang wie SC.

Behauptung: F(Pc) = F(Pa)+F(Pb)

Pc

A

Hausaufgabe: Konstruiere zu gegebenem Pa und Pb zwei Moglichkeiten fur Pc, so dass
F(Pc)=F(Pa)+F(Pb) gilt. Eine davon soll ein Rechteck sein.



Ruckschau: Verallgemeinern als Umstrukturieren des

Beweisgraphs

/F‘/E—lrallel 0gra — z/"'f . .‘H“
| Uber Seitena, b,
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F(PG:)
= F(PG:) + F(PGy)




