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6. S-Integrierbarkeit (Teil I)

Markus Bordgen

Sei im folgenden (€2, A, i1) ein Hyperwahrscheinlichkeitsraum und F': Q —* R
p-messbar und intern. f : Q — R beschreibt den Standardteil von F, d.h.
folgendes Diagramm kommutiert:
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Man kann die komplette Lebesgue Integrationstheorie transferieren und bekommt

einen Integralbegriff * [ F(w)du(w) fiir p—*Lebesgue integrierbare Funktionen F.
A

Wobei * hier meistens weggelassen wird.
Fiir fast alle Falle ist es ausreichend den hyperendlichen Fall zu betrachten:

PAlF] = [ P@)du) = S F@uteh = X Fe)gn
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Hier ist fiir die letzte Gleichheit vorausgesetzt, dass p ein Zahlmaf ist.

1 S-Integrierbarkeit

Definition 1.1 (Loeb Integrierbarkeit). f: Q — R ist Loeb integrierbar, genau
dann wenn es Lebesque integrierbar bzgl. des Loeb Mafes py ist.

Unser Ziel ist es nun die Loeb Integrierbarkeit von f durch Bedingungen an
F zu charakterisieren, d.h. einen nicht-standard ”Integrierbarkeitsbegriff” zu
entwickeln:

Definition 1.2 (S-Integrierbarkeit). F : Q —* R intern und pu-messbar.
F S-integrierbar <

1. E[|F|] < o0
2. EA[|F|] =0 falls A€ A und u(A) =0



Satz 1.3 (Hauptsgtz). f : Q — R Loeb integrierbar < f hat S-integrierbare
Liftung F : Q@ —-* R
In diesem Fall gilt:

EalF] = °EalF] = /f )dpr(w

Korollar 1.4. Die Funktion f : [0,1] — R ist Lebesgue integrierbar genau dann
wenn sie eine S-integrierbare Liftung F : T —* R hat. Dann gilt:

> F(t Atw/f

teT

Hierbei wird die Situation durch folgendes kommutatives Liftungsdiagramm
beschrieben:
T ———

Definition 1.5 (S-beschriinkt). F : Q —* R. F S-beschrinkt : < |F| < oo

<—E\

Lemma 1.6 (Spezialfall). F : Q —* R sei u-messbar, intern und S-beschrinkt.
Dann gilt:

1. F ist S-integrierbar
2. °F Loeb messbar und E[F] ~ [° Fdu



