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7.3 Euklidische Bereiche, Hauptideal- und Gaufibe-
reiche

Wir wissen bereits, daf} in Integritidtsbereichen R eine Division mit Rest moglich
ist, wenn dort eine euklidische Norm existiert, d.h. eine Abbildung 0: R* — N
mit

o Vr,seR*: o(r) <d(rs),
eVzeRyeR dqgreR: [x=qy+r] AN [r=0V((r) <d(y))]
Der Ring R (genauer: das Paar (R, ¢)) heifit dann euklidischer Bereich.
Eine euklidische Norm auf Z ist die Betragsfunktion
0:Z" =N, z— |z,
eine Norm auf dem Polynomring K[z] ist die Gradfunktion
0: Kl[z]" = N, f+ Grad(f).

Jeder euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich, denn jedes Element 0 #
i € I QR ist durch jedes Element # 0 und von kleinster Norm teilbar! Dem-
nach ist beispielsweise Z und jeder Polynomring Klz| iiber einem Kérper ein
Hauptidealring.

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl in Hauptidealbereichen so etwas wie die im
wesentlichen eindeutige Zerlegung ganzer Zahlen in Primfaktoren existiert. Es
sei aber gleich betont, dafl es zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten gibt,
den Begriff Primzahl zu verallgemeinern: Dazu wiederholen wir zunéchst die
folgenden beiden Bezeichnungen:

e r ist assoziiert zu s, wenn es eine Einheit ¢t € E(R) gibt mit rt = s, und
das wird wie folgt abgekiirzt:

T~ S.
e 7 ist ein echter Teiler von s, wenn folgendes gilt:
rls A rgER) A Tgs.

Die beiden Verallgemeinerungen des Begriffs Primzahl sind jetzt:

e 1 heillt unzerlegbar, wenn r weder 0 noch Einheit ist und keine echten
Teiler besitzt.

e 7 heiflt prim, wenn r weder 0 noch Einheit ist und
rlst=[r|s VvV r|t]

richtig ist, d.h. r teilt mit einem Produkt auch mindestens einen Faktor.
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Schliefllich sei auch noch betont, daB, fiir § # T C R, die Mengen ggT (T') und
keV(T) wie folgt definiert wurden: r € ggT(T), in Worten: r ist ein grifiter
gemeinsamer Teiler von T, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

eVteT:r|t.
eVseR[VteT: s|t]=s]|r,
und die Elemente von T heiflen genau dann teilerfremd, wenn
geT(T) = E(R).
r € kgV(T), also r ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von T, bedeute, dafl
eViteT: t|r
eVsceR: [VteT: t|s]|=r]s.

In Integritédtsbereichen sind Primelemente stets unzerlegbar. Und wir wissen
bereits, dafl in Hauptidealbereichen genau die Primelemente unzerlegbar sind.
Wir hatten aber auch Beispiele von Integritétsbereichen, wie K[z, y] := K[z][y]
und R := {a +by/—5|a,b € Z} C C, die keine Hauptidealbereiche sind.

7.3.1 Definition (Gauf3bereich) R sei ein Integritdtsbereich mit dem Element
r und Nichteinheiten rg,...,7r,,_1 sowie Nichteinheiten sq,...,S,_1.

e 1 heiflt streng zerlegbar, wenn gilt:

0+#r ¢ E(R) A r besitzt echte Teiler.

o [[,c,n i heiBlt dquivalent zu [, si (kurz: [[, r; =[], s:), wenn gilt:
m=n A 37 ESu i ~ Sx()-
e RheiBt Gaufbereich, wenn jedes streng zerlegbare Element bis auf Aquivalenz
eindeutig als Produkt unzerlegbarer Elemente geschrieben werden kann.

Alle Korper sind GauBibereiche, denn es gibt dort keine streng zerlegbaren Ele-
mente. Unser Ziel ist der Beweis der Tatsache, dafl alle Hauptidealbereiche
GauBlbereiche sind.

7.3.2 Definition (Kettenbedingungen) Sei (M, <) eine angeordnete Menge.

e (M, <) geniigt der Mazimal- bzw. der Minimalbedingung, wenn jede nicht-
leere Teilmenge maximale bzw. minimale Elemente enthélt.

e (M, <) geniigt der Aufsteigende-Ketten-Bedingung bzw. der Absteigende-
Ketten-Bedingung, wenn alle aufsteigenden bzw. alle absteigenden Ketten
von Elementen stationdr werden.
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7.3.3 Satz Die Maximalbedingung ist dquivalent zur Aufsteigende-Ketten-Bedingung,
die Minimalbedingung ist dquivalent zur Absteigende-Ketten-Bedingung.

Beweis: Zu einer aufsteigenden Kette
mo < mq <...

betrachten wir U;{m;}. Gilt die Maximalbedingung, dann gibt es darin maxima-
le Elemente, die Kette muf also stationir werden. Umgekehrt gibt es, wenn kei-
ne maximalen Elemente existieren, offensichtlich aufsteigende Ketten, die nicht
stationédr werden. Entsprechend argumentiert man bei absteigenden Ketten und
der Minimalbedingung.

O

7.3.4 Satz Ist R ein Hauptidealbereich, dann gilt die Aufsteigende-Ketten-
Bedingung fiir die Menge (Z,C) seiner Ideale.

Beweis: Ist Iy < I < ... eine aufsteigende Kette von Idealen, dann ist die
Vereinigung I := U1, ihrer Elemente ein Ideal. R ist Hauptidealbereich, es gibt
also ¢ € R mit I = (7). Dieses i liegt in einem der I, nach diesem Element
bleibt die Kette demnach konstant.

O

7.3.5 Satz Jeder Hauptidealbereich ist Gaufibereich.

Beweis:

i) Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung streng zerlegbarer Elemente
in unzerlegbare. Sei r € R streng zerlegbar, R ein Hauptidealbereich. Es gibt
also echte Teiler ¢ von r, etwa r = rgry, r1 ist dann ebenfalls echter Teiler. Wir
haben also die beiden Ketten

(r) C (ro) C R, (r) C (r1) C R.

Der Teiler ¢ von r ist nun entweder unzerlegbar oder streng zerlegbar, in wel-
chem Falle ry = rggro1 gilt, mit echten Teilern, also insgesamt

(’I") C (7’0) C (7’00) CR, (’I“) C (’/‘0) - (’/‘01) CR

usw., und entsprechend mit r1. Nun ist aber R ein Hauptidealbereich, so dafl
(nach 7.3.4) all diese Ketten stationdr werden. Die jeweils vorletzten Ketten-
glieder sind von unzerlegbaren Faktoren von r erzeugt, und das Produkt dieser
endlich vielen (!) Faktoren ergibt r.

ii) Um noch die Aquivalenz dieser Faktorisierungen nachzuweisen, betrachten
wir zwei Zerlegungen
"=Dpo "Ps=4qo" " -qt
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von r in unzerlegbare Elemente aus R. Da die unzerlegbaren Faktoren auch prim
sind, gibt es j mit py | ¢;. Nun ist aber R kommutativ, demnach kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dafl j = 0 gilt, also, weil auch gg unzerlegbar
ist,
Do ~ qo, etwa qg = e - pg, mit e € E(R).
Es folgt
r=preps=(ecq) g

Ist s = 1, dann folgt ¢ = 1, und wir sind fertig. Andernfalls argumentieren wir
mit p; wie oben mit py und erhalten schliellich per Induktion, dafl s = ¢ gilt

und die beiden Faktorisierungen dquivalent sein miissen.
O

7.3.6 Folgerung Ist K ein Korper, dann ist K[z] ein Gauflbereich.

Wir haben also insgesamt die folgende Kette von Implikationen (mit den Abkiirzungen
EB fiir Euklidischer Bereich, HIB fiir Hauptidealbereich, GB fiir Gauf3bereich,
IB fiir Integritétsbereich):

7.3.7 Satz Fiir Integrititsbereiche R gelten die folgenden Implikationen:
EB(R) = HIB(R) = GB(R) = IB(R).

Keine dieser Implikationen ist umkehrbar, das sieht man an:

7.3.8 Beispiele

e Die Menge {a+b(*t%=2) | a,b € Z} ist ein Hauptidealbereich, aber kein
Euklidischer Bereich. ( s. T. Motzkin, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949),
1142-1146)

e Der Polynomring K[z, y] := Kz][y] ist ein GauBlbereich (s.u.), aber kein
Hauptidealbereich (s. 3.8.11).

e {a+bV/—5|a,be Z} ist ein Integrititsbereich, aber kein Gauflbereich:
9=3-3=(24+V=5)(2— V=),

die Darstellung als Produkt unzerlegbarer Elemente ist also nicht bis auf
Aquivalenz eindeutig (s. 3.8.11).

O
7.3.9 Satz In Gaufbereichen sind genau die primen Elemente unzerlegbar.

Beweis: Primelemente sind unzerlegbar, das haben wir bereits gesehen. Die Um-
kehrung folgt (indirekter Beweis) so: Sei r unzerlegbar und Teiler von s - ¢, etwa
r-p=s-t. Nehmen wir an, 7 { s und r t t. Da R Gauflbereich ist, existieren
Zerlegungen s-t = [[r; und r-p = r [ [ p; in unzerlegbare Elemente, und es gilt:
r{r;, also r ~ r;, und damit =[] p; % [] i, ein Widerspruch.

O
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7.3.10 Satz Sind r, s Elemente eines Gaufsbereichs R mit Produktdarstellungen
m m
T sznﬂ 5~ Hp:-“, p; unzerlegbar,
i=1 i=1

dann besitzen diese Elemente grifSte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsa-
me Vielfache, es gilt ndmlich

m m
Hpimn{m“m} c ggT(T, 5)’ Hp?maX{mi,m} € kg V(T, 5)
i=1 =1

Insgesamt gilt also
g9T(r,s) = E(R) - Hpimn{mi’ni}
i=1

und

kgV(r,s) = E(R) - pr_nax{mi,ni}.

Beweis: Ubungsaufgabe.
O

7.3.11 Definition (primitive Polynome) Ist R Integrititsbereich, so heifit
f € R[x] genau dann primitiv, wenn Grad(f) > 0 und die Menge der gemeinsa-
men Teiler aller Koeffizienten von f die Einheiten sind, d.h. wenn

E(R) = ggT {Koeffizienten von f}.

7.3.12 Hilfssatz Ist R ein Integrititsbereich, f € R[z] und r € R, dann gilt:
o | f < r teilt jeden Koeffizienten.
e f € E(R[z]) < f € E(R).

o Ist R Gaupbereich, Grad(f) > 0, dann gibt es ein primitives Polynom
g € R[z] und s € R mit f = sg.

o Ist f =rig1 = rogs mit r; € R und primitiven g;, dann gilt r1 ~ ro und
g1~ g2.

Beweis: Ubungsaufgabe.

7.3.13 Hilfssatz Ist R Gaufbereich, dann sind Produkte primitiver Polynome
in R[x] primitiv.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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7.3.14 Satz Ist R ein Gaufbereich, K = B(R, R*) der Quotientenkiorper, f €
R[z] primitiv, dann gilt:

f unzerlegbar in K[x] < f unzerlegbar in R|x].

Beweis:

i) Sei f € R|z] in K[z] unzerlegbar, es gebe also keinen Teiler g € K[z] von f
mit 0 < Grad(g) < Grad(f). Jeder echte Teiler ¢ von f in R[x] ist also vom
Grad 0: ¢ € R. Da f nach Voraussetzung primitiv ist, und ¢ alle Koeffizienten
teilt, gilt ¢ € E(R), d.h. f ist auch in R[z] unzerlegbar.

ii) Sei jetzt f unzerlegbar in R[z] und Produkt f = gh zweier Polynome in K[x],
die echte Teiler seien. Da K der Quotientenkérper von R ist, gibt es a,b € R*
mit ag,bh € R[z]. Es gibt demnach primitive hi, g1 € R[z] mit

abf = abgh = a1b1g1h.

Nach 7.3.13 ist deren Produkt g;hy primitiv. Weil f als primitiv vorausgesetzt
ist, folgt f ~ g1h1, in R[z]. Es ergibt sich

91| f A0 < Grad(g) = Grad(gr) < Grad(f).

Dies impliziert aber den Widerspruch, g; sei ein echter Teiler von f in R[x].
O

7.3.15 Hilfssatz Ist R Gaufbereich mit Quotientenkirper K und primitiven
Polynomen f,g € Rx], so gilt

f~ginRz] < f~ginK[z].

Beweis:

i) Ist f ~ g in K[z], etwa f = eg,e € E(K[z]) = K*, dann gibt es s,t € R* mit
e =s/t, also tf = sg, was f ~ g impliziert, in R[z].

ii) Die Umkehrung ist trivial.

7.3.16 Satz Polynomringe tiber Gaufbereichen sind ebenfalls GaujfSbereiche.

Beweis:

i) Ist R GauBbereich, dann ist R mindestens Integritdtsbereich. Bezeichnen wir
mit K den Quotientenkérper, dann ist K[z] Hauptidealbereich, also Gaufbe-
reich.

il) Wir beweisen zunichst die Erzistenz von Faktorisierungen streng zerlegbarer
Polynome f in unzerlegbare.
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1. Sei f ein primitives streng zerlegbares Polynom in R[x]. Wegen 7.3.14 ist
es auch in K[z] streng zerlegbar, und es gelte dort:

f=Dpi-Dps,
mit unzerlegbaren p;. Wir wéhlen a; € R* mit a;p; € R[z] und dann
b; € R* mit
a;p; = bip; € R[z], p; primitiv.
Es gilt dann, fir a := [ a;,b:=[] bs:

af =bpr---ps.

Nun sind aber auch die p; unzerlegbar in K[z]. Da sie primitiv sind, sind
diese Polynome nach 7.3.14 auch unzerlegbar in R[x]. Nach 7.3.13 ist auch
deren Produkt primitiv. Da f zu diesem Produkt in K[z| assoziiert ist, gilt
das auch in R[z], nach 7.3.15. Demnach ist f selbst Produkt unzerlegbarer
Polynome aus R][z].

2. Sei f € RJx] jetzt irgendein streng zerlegbares Polynom in R[x]. Wir
unterscheiden zwei Fiille:

a) Ist f € R, dann gibt es, da R GauBbereich ist, unzerlegbare a; mit
f =ai---ay. Eine solche Zerlegung ist in R bis auf Aquivalenz ein-
deutig, also auch in R[z]. Bei f € R gilt also die Behauptung.

b) Ist f ¢ R, dann gibt es d € R* mit f = dg und einem primitiven
g € Rlz]. Wie unter 1. ergeben sich Zerlegungen g = p1---ps, d =
dy - - - dp, also auch Faktorisierungen von f:

f=di--dppr--ps.
iii) Zum Beweis der Aquivalenz zweier solcher Zerlegungen betrachten wir

f=di--dpp1---ps=e1--exqr- G,

mit unzerlegbaren d;,e; € R, und unzerlegbaren p;,q; € R[z]\R, von denen
wir ohne Einschréinkung annehmen konnen, sie seien zusétzlich auch primitive
Polynome. Es gilt dann

d1"'th61"'€k, in R.

Da R GauBbereich ist, impliziert dies die Aquivalenz dieser beiden Produkte. Die
Produkte d; - - - dp, und e; - - - e; sind dann auch in R[z] dquivalent, insbesondere
gilt h = k.
Auch die polynomialen Faktoren p; - - - ps und ¢ - - - ¢; sind assoziiert in R[z], al-
so auch in K]z], dies ist aber ein GauBlbereich, also sind sie dort sogar dquivalent,
und insbesondere gilt s = t. Geeignete Paare sind also assoziiert in K[z], nach 7.3.15
auch assozilert in R[x], so dafl diese beiden Produkte sogar in R[z] #quivalent
sind. Insgesamt ergibt sich daraus die Aquivalenz der beiden Faktorisierungen
von f.

O
Wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt
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7.3.17 Folgerung Ist R ein Gauftbereich, n € N, dann ist der Polynomring
Rlx1,...,xy] == R[z1,...,2n_1][Tn]
ein Gaufibereich.

7.3.18 Unzerlegbarkeitskriterien Sei R ein Integrititsbereich, dann gilt im
Polynomring Rlx]:

e Die linearen Polynome f =r + sx,s € E(R), sind simtlich unzerlegbar.

o Fir alle r € R ist f(xz) € R[z] genau dann unzerlegbar, wenn f(x + 1)
unzerlegbar ist.

e Ist R sogar Gauf$bereich, f € R[x] primitiv, dann ist f, als Polynom tiber
K = B(R, R*), genau dann unzerlegbar, wenn f auch iber R unzerlegbar
15t.

e Ist R =17, f € Zlx] primitiv und unzerlegbar iber Z, (genauer: f, das
aus [ durch Reduktion der Koeffizienten modulo p hervorgeht) und teilt p
den Leitkoeffizienten nicht, dann ist f auch in Z[x] unzerlegbar.

e Kriterium von Eisenstein: Ist R Gaufbereich, f = I a;z' € R[z| pri-
mitives Polynom, p € R ein Primelement, fir das in R gilt:

pTG/nap I Qnp—1,pP ‘ An—2,.--,P | a’07p2 Ta07
dann ist f iber R unzerlegbar.

Beweis: Das Eisensteinkriterium zeigen wir indirekt: Ist f = > a;2* = gh, mit
g= > bxt,h =3 c¢;z’, dann teilt p entweder by nicht oder ¢y nicht, 0.E. p t .
Da p kein Teiler von a,, ist, gibt es einen kleinsten Index ¢ mit p 4 b;. Nun ist
aber

a; = bco + (bi,101 + ...+ boc),

wobei p den eingeklammerten Summanden auf der rechten Seite teilt, aber nicht
b;co, also auch nicht a;. Damit ist ¢ = n, und der Grad von h ist Null. Da f als
primitiv vorausgesetzt war, ist h € E(R).

O

Das Eisensteinkriterium veranlaft uns zu folgender

7.3.19 Definition (irreduzible Polynome) Ein Polynom f € R[z]*, R Gauf}-
bereich, heifit irreduzibel, wenn fir g, h € R[z] gilt:

[f=9h = Grad(g) =0 V Grad(h) =0]

Im Falle, daf} f primitiv oder R ein Korper ist, sind Unzerlegbarkeit und Irre-
duzibilitdt gleichwertig.
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7.3.20 Beispiele

o f(x):=2+4x+62%+42% +2* = (r+1)* +1 ist iiber Z unzerlegbar nach
dem Eisensteinkriterium, damit ist y* + 1 unzerlegbar iiber Q.

o f:= —135+ 17z — 822 + 2? ergibt, modulo p = 2, das Polynom f =
1+ 2 + 2% € Zy[z], das dort unzerlegbar ist, denn eine Zerlegung miiBte
einen Linearfaktor enthalten, 1+ x + 22 also eine Nullstelle besitzen, was
offensichtlich nicht der Fall ist. Also ist f € Z[z] irreduzibel.

e Mit Hilfe einer Kombination des Eisensteinkriteriums mit dem Transfor-
mationskriterium ergibt sich auch die Unzerlegbarkeit der wichtigen Kreis-
teilungspolynome

P —1

O, (x) := p— =P 4P 4+ 1eZ[x],

fiir Primzahlen p. Denn

> )=apt 4+ (P)ar2 4 (P)ar—3 4 P
plz+1) =2 +(1>x )+ +p—1

ist unzerlegbar nach dem Eisensteinkriterium.



