10 ARIMA-Modelle fur nicht-stationare Zeitreihen

In diesem Abschnitt untersuchen wir einige praktische Aspekte bei der Wahl eines geeig-
neten Modells fiir eine beobachtete Zeitreihe Xi,..., X, . Falls

— die Reihe ein stationéres Verhalten zeigt (Grafik) und
— die Autokovarianzen schnell genug abklingen,

so legt man i.A. ein ARMA(p, ¢)-Modell zugrunde.

Falls nicht, versucht man, durch geeignete Transformation (z.B. Differenzenbildung) zu
einer ARMA(p, ¢)-Reihe zu kommen.

Definition 10.1. (ARIMA(p,d,q)-Reihe) Fir d € Ny heifit {X,}nez eine
ARIMA(p,d, q)-Reihe, falls die Zeitreihe {Y,}nez mit Y, = (1—B)'X, , n€Z,
eine kausale ARMA(p, q)-Reihe bildet.

[Autoﬂegressz’ve Integrierte Moving Average—Zeitreihe} :

D.h., eine ARIMA(p,d, q)-Reihe geniigt der Differenzengleichung

(10.1) a*(B)X, = a(B)(1-B)*X, = b(B)e,, necZ,

mit {e,} R WN (0,06%), dem Backward-Shift-Operator B und Polynomen
a*(z) = a(z)1=2)% = 1l—arz2—--—a,2")(1—2)¢ , a, # 0,
b(z) = 14+biz+---+by2° , by # 0,

wobei a(z) # 0 fiir |z|] <1 (Kausalitdt). Das Polynom a*(+) besitzt also eine
d-fache Nullstelle bei z=1.

Bemerkung 10.1.
a) Bei d > 1 kann ein polynomialer Trend der Ordnung d —1 zu {X,} addiert

werden, ohne die Gleichungen (10.1) zu verletzen. Daher gilt:

{X,} ist stationir <= d=0.
b) EX, und Cov(X,,X,,) sind durch (10.1) nicht eindeutig festgelegt .

c¢) Fiir eine Vorhersage werden zusétzliche Bedingungen an {X,} bendtigt (s.u.).
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Beispiel 10.1. {X,} ist ARIMA(1,1,0)-Reihe, falls fir |o| <1 gilt:
(1-—aB)(1-B)X, = e,, d.h.

Y, = (1-B)X, = > de;, nek,
=0

wobei {e,} ~ WN(0,02). Folglich:

n n—1
Xn:XO+ZY}, n €N, sowie X,n:XO—ZY,j, neN.
j=1 j=0

Typisch fiir ARIMA-Zeitreihen: Es gibt langsam abklingende positive (oder oszillierende)

Autokovarianzen .

Ferner: Es werden nur spezielle Nicht-Stationaritdten modelliert .

Wichtig: Identifikation der Modellordnungen (p,q und d).

Oft gelingt eine angemessene Modellierung erst nach vorheriger Transformation, z.B. Box-

Cox (1964)-Transformationen :

1IlXj , Xj>0 (/\:0)

Identifikation: Sei {X;} trendbereinigte, ggf. transformierte Zeitreihe, fiir die ein
ARMA (p, q)-Modell angepasst werden soll.

Man beachte: Es besteht die Gefahr der Uberanpassung (“Overfitting”), z.B. kénnen
100 beobachtete Werte (etwa) einer Zeitreihe Y; =a+0b;+¢; (j =1,...,100) perfekt
durch ein Polynom 99-sten Grades angepasst werden, das aber offenbar das Modell weit
verfehlt.

Daher: Anpassungskriterien, die “Overfitting” verhindern sollen.

FPE-Kriterium (Akaike, 1969) [Minimiere “Final Prediction Error” ]:

FPE: (Geschétzter) 1-Schritt-Vorhersagefehler einer von {Xji,..., X, } unabhingigen
Realisation , etwa {Y7,...,Y,}, derselben Zeitreihe.

Sei zB. {Xi,...,X,} Abschnitt einer kausalen AR(p)-Reihe und {Yi,...,Y,}

unabhéngig von {X,...,X,} mit derselben Struktur; ferner seien as,...,a, die
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ML-Schétzer von ay,...,a,, basierend auf Xj,...X, . Betrachte den (geschétzten)
1-Schritt-Vorhersagefehler

E(Ypi — @Y, — - — Yo ,)

Mit X = (Xy,..., X)), YO =(V,,... . Yo ), a=(ar,...,a,) ", a=(ar,...,a,)"

erhalt man:
E(Yn+1 —a'ym p)) = E(Yn+1 —a'Y(™P) — (4 —a)TY™ p))
Kaughtat 0_2 + E(E{ a— CL TY(n p)Y(n p) } X })

(n) y(n,p)
TR 52 L B{(a—a) Ty(a—a)}  mit T, = (VG =B, e

unabhéngig

Bei {e,} 2 IID(0,0%) gilt (vgl. Brockwell & Davis (1991), Theorem 8.1.1):

Vn(a—a) 2 N(0,02T,7) und daher
n(a—a)Tya—a) =~ o2X2,  dh
E((@a—a)'Ty(a—a)) ~ o % , also

B(Yan = @Yo == aYan)" ~ 0* (14 2).

Ersetzt man o2 durch die ML-Schitzung 62 und beachtet (vgl. Brockwell & Davis
(1991), § 8.9)

~2

D
52 X~ glXx?
no® ~ o°X,,, dh

asymptotisch erwartungstreu,
n p—

so motiviert dies den Ansatz: Minimiere

~2
no o N+Dp

FPE = <1+£) — 5 .
n—op n n—op

Allgemeiner anwendbar ist das

AIC-Kriterium (Akaike 1973) [ “Akaike’s Information Criterion” ]:

Es basiert auf der Kullback-Leibler-Information (dem Kullback-Leibler-Index) einer
W-Dichte f(-;9) bzgl. einer anderen f(-;v), d.h. auf

I(V)Yy) = /—210g (f(2;9)) f(z;00) dz = By {—2log (f(X;9))}.

Die Jensen’sche Ungleichung liefert fiir die Kullback-Leibler-Diskrepanz d(¥|dg) =
1(19’190) - [(190’190) :
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awe) = ~2og [ f(f’jo)) Fa, ) de = 0,

f

genau dann gilt, wenn P = Py .

w__»

wobel

Seien {Xj,...,X,} Abschnitt einer kausalen ARMA(p,q)-Reihe und {Y3,...,Y,}
unabhéngig von {Xj,...,X,} mit derselben Struktur. Analog zum FPE betrachtet

man die (geschitzte) Kullback-Leibler-Information

(102) Ea,b;UQ{ —2 log f(Yv &: Aa 62)} 5

wobei X = (X1,...,X,)", Y =(,....Y,)", a, b, 62 die Schitzer fiir die entspre-
chende Gaufi’sche ARMA(p, ¢)-Reihe bezeichnen (vgl. (9.13)-(9.14)). Mit S(a,b) =
Sx(a,b) aus § 9 erhilt man fiir die log-Likelihoodfunktion :

[ beachte:

—2log Ly (a,b,6%) = —2log Lx (a,b,&%) + iQ Sy (@,b) —n
(2
%SX(&, b) = 42],  folglich

Ea,b,ag{ -2 1ng(Y, d, A, 5’2)}
= Bupor{ —2log Ly (a0.6%)} +Eb{w} —n.

Man kann zeigen, dass

Normalapprox.
~~

Eupor Sy(a,b) = d*(n+p+q)
sowie Sy (&, 13) asymptotisch unabhingig ist von 62. Dabher:

Sy d,i) 1
103) Euer{ 8N 0~ 00kt ) B () 0

—p—qg—2\-1 2 1
B%D 02(n+p+q)<02%) = (p+qg+1)n
n n—p—q-—2
—
; . Sy(a,b 2 1
AICC(a,b) := —QIOng<&,b; x(a, )>+ (p+qg+1)n
n n—p—q-—2

ist asymptotisch erwartungstreuer Schitzer der (geschitzten) Kullback-Leibler-Informa-
tion in (10.2), falls a,b,0? bzw. p,q die zutreffenden Parameterwerte sind. Wéhle
daher p,q derart, dass AICC(&,I;) minimiert wird .

[Akaike’s Information Criterion Qorrected}
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Das “Akaike Information Criterion”

AIC(a,b) = —210ng<&,3; Sxf’b)) +2(p+g+1)n

benutzt eine andere Approximation in (10.3), kann aber ansonsten entsprechend ver-

wendet werden.

Weitere Modelldiagnose :

Da die gewichteten Innovationen W, = (Xj — X])/ /Ti—1 mit 1 = E(Xj — Xj)2/02
(j =1,...,n) paarweise orthogonal sind, mit EW; =0, EW? = 0*, also den Abschnitt
einer WN(0, 0?)-Reihe bilden, sollten sich auch die (so genannten) Residuen

X X — X.(a,b
(10.4) W; = J—J() j=1,2,...,
rj—1 (d, b)
naherungsweise wie ein weiles Rauschen WN(0,5%) verhalten.

Eine andere mogliche Wahl der Residuen ist :

~

¢ = b ' (B)a(B)X;, j=1,...,n,

wobei @(z) =1 —a12—---—ay2", b(z) =1+byz4---+b,2¢ und X; :=0, falls
J<0.

Zu Tests auf Vorliegen eines weiflen Rauschens vgl. Brockwell & Davis (1991), § 9.4.

Vorhersage von ARIMA-Zeitreihen :

LA, sind die EW. EX; und 2. Momente FEX;X;.; einer ARIMA(p,d,q)-
Reihe nicht durch die Modellgleichungen (10.1) eindeutig festgelegt .

Sei z.B. {}/}'}jzl’g

eine zentrierte, kausale ARMA(p, ¢)-Reihe und

goos

J
X;=Xo+ Y. Y0 (j=12..)
/=1

mit einer quadratintegrierbaren ZV. X, so bildet {X;};=1,.. eine ARIMA(p,1,q)-
Reihe mit E.W. EX; = EX,; und Autokovarianzen, die von Var(X,) und den
Kovarianzen Cov(Xy,Y;) abhéngen.

Beste lineare Vorhersage: Sei M, = [{Xo, X1,..., X} = {Xo, Y1,..., Y},

so ergibt sich:

A

XnJrl = PMR(XO+}/1++Yn+1> = Xn+pMnYn+17
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wobei letztere Projektion von EXoY; (j=1,...,n+1) und EXJ abhingt.
Sind Xy und die {Y;} unkorreliert, so gilt:
Pixovi,. Yol Yo+1 = Pivi,vi)] Yotis

d.h., es geniigt die Kenntnis der acv.f. von {Y;} fiir die Vorhersage von {X;}.

Allgemeiner Fall: Die beobachtete Zeitreihe {X;},—1 2 . geniige der Differenzengleichung

goos

(105) (1-B)‘X; =Y;, j=12,...,

wobeil {Y;} eine kausale ARMA(p, ¢)-Reihe sei und B der Backward-Shift-Operator .
Annahme: {X; 4, X5 4,...,Xo} und {Y7,Y5,...} sind orthogonal, d.h. paarweise

unkorreliert .

Es seien n+d Werte, etwa Xi_g, Xo-4,...,X, von {X,;}, dh. n Werte Y3,...,Y,
von {Y;} beobachtet worden.
Gesucht: P, Xpin = P[{X1—d _____ Xn}] Xontn (h =1,2,.. ) .

A

Setze PTL Yn+h = P[{Y1 Yo} Y?’L-i—h s Yn+1 = PTL Y?’H—l .

Da My =[{Xia..., Xo: Vi, ..., Yo}
wnd ([ X1 Xo}] L [V, .., Vo),

erhalt man:
(106) PMn Y?’L-i—h — PMO Y?’L-i—h + Pn Yn+h — Pn Yn+h .

Eine Anwendung von (10.6) auf die Gleichung (10.5) liefert:

d

10.5 d ,
(107) PMn Xn+h ( - ) PMn (Yn+h - Z ( ) (_1)j Xn-i—h—j)
: J
J+1
(10.6) ¢ /d
= PnYn+h_ Z ( -)(_1)j P/Vln Xn-i-h—j‘
J+1 J

Da die Vorhersagen P, Y, ., der ARMA(p,¢q)-Reihe {Y;} geméfl § 7 rekursiv be-
stimmt werden konnen, lassen sich die Vorhersagen Py, X,11, Pum,, Xnto, ... also gemafl
(10.7) ebenfalls rekursiv berechnen. Man beachte: Pug, X1 = Xp1—; (7 =1,...,d).

Mit X}, = Pum, X1 liefern (10.5) und (10.7):

Xk+1—XZ+1 = Yk+1—Yk+1a k=0,1,....
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Folglich fiir n > =max(p,q) und h>1 (vgl. (7.8)/(7.13)):

p q
(10.8)  PuYorn = > a5 PaYorny+ Y dupnory (Xnrny = Xipnsy)
j=1 j=h

Mit a*(z) = (1—2)%a(z) =1—ajz— - —a} ,2"" liefern (10.6)—(10.8):
p+d q

(10.9)  Pr, Xnpn = Za}k- P, Xnyn—j + Z dnn15 (Xnsn—j — Xoyn_j)
j=1 j=h

analog zu (7.8)/(7.13) fir die h-Schritt-Vorhersagen von ARMA (p, ¢)-Reihen .
Zum Vorhersagefehler: vgl. Brockwell & Davis (1991), Formeln (9.5.6) und (9.5.7).

Abschlielend noch einige Bemerkungen zu

SARIMA-(saisonale ARIMA-)Zeitreihen :

Statt des klassischen Modells X; =m; +s; +Y;, j € Z mit deterministischen Trend-

und Saisonkomponenten m; und s; betrachtet man die trendbereinigte Zeitreihe mit

zufalliger Saisonkomponente, z.B. Monatsdaten iiber verschiedene Jahre erhoben :

Monat
1 2 12
X Xo X2
X X X
Jahr 13 14 24
3| Xi5 Xo6 X36
r X1+12(r71) X2+12(r71) X12+12(r71)

Modellierung , z.B. fiir Monat k=1,...,12 :

X125 — A Xpqi2g—1) — - — apXpqr2(—p
(10.10) J (-1 (j—P)
= Ukt12j + BiUgq12¢j-1) + - + BoUir12(-0)

mit {Uyi125}jez 2 WN(0,0%), d.h., man modelliert dasselbe ARMA (P, Q)-Modell fiir

die “Zwischenjahreswerte” .
Man beachte, dass i.A. EU;Uj1, #0, falls h#12.

Mit A(z)=1—Ayz—---—Ap2¥, B(z)=1+Byz+---+Bgz?, z€C, und dem
Backward-Shift-Operator B'? gilt:

(10.10°) A(B®)X; = B(B®)U;, je€Z,
wobei {Ups12;} ~ WN(0,02).
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Zur Modellierung der Abhangikeiten der 12 verschiedenen ,, Zwischenjahresreihen ¢ wihle
man z.B. ein ARMA(p, ¢)-Modell fiir die Folge {U;};ez, d.h.

(10.11) a(B)U; = b(B)e;, jeZ,

mit a(z) =1—a1z—---—ap2?, b(z) =14+byz+---+b,27, {e;} R WN(0,02).
Man beachte, dass i.A.

EU;Ujyp, #0 VY j,h  aber

EU; Ujtion ,, klein “ .

Eine Kombination von (10.10) und (10.11) und Zulassen vorheriger Differenzenbildung

liefert :

Definition 10.2. (SARIMA (p,d,q) x (P,D,Q)s-Reihe) Fir d,D € Ny heifst
{X;}jez saisonale ARIMA (p,d,q) x (P, D, Q)s-Reihe) mit Periode s, falls die
Reihe {Y;}jez mit Y; = (1 — BY41 — B5)P X, eine kausale ARMA(p,q)-
Rethe bildet, d.h.

a(BYA(B®)Y; = b(BY)B(B%)e;, j€Z,

wobei  {e;} 2 WN(0,0%) und a(z) =1—a;z—--—ay,2*, a, # 0, A(z) =
]_—AlZ—"'—APZP,AP%O,b(2)21+b12+"'+bq2q,bq%O,B(Z):
1+ Biz+...+Bgz29, By #0.

Bemerkung 10.2.
a) {Y;} kausal = a(z) #0+# A(z) (|]z| <1);

b) In Anwendungen: D <1 und P,Q <3.

Schritte zur Anpassung eines SARIMA-Modells :

1) Finde d,D so, dass die differenzierte Reihe
V; = 1-B)*(1-B)’X;, jez,
ein stationdres Verhalten zeigt (s.o.).

2) Finde P,Q so, dass die geschitzten Autokorrelationen p(sh), h=1,2,..., von
{Y;} zum , Lag h“ zu denen einer ARMA(P, ())-Reihe vergleichbar sind .

3) Finde p,q so, dass p(1),...,p(s—1) zu den Autokorrelationen einer ARMA(p, q)-
Reihe vergleichbar sind .

Zu weiteren Einzelheiten und Beispielen vgl. Brockwell & Davis (1991), § 10.6.
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