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1 Einleitung

1 Einleitung

Wie immer, gleich zu Anfang meiner Arbeitsblitter, hier ist nichts vollstindig und nichts perfekt.
Auch (Schreib)Fehler konnen vorkommen. Arbeitsblitter dien(t)en mir lediglich zur tieferen Einar-
beitung in ein Thema. Hier vorliegend ein sehr kleiner Einblick in die Balkentheorie. Die Arbeits-
blatter sind oftmals schon sehr alt. Doch erst jetzt komme ich dazu, diese aufzuschreiben.

Vorliegend wird, wie schon gesagt, die Balkentheorie beleuchtet. Als zentrales Element die Durch-
biegung des betrachteten Balken. Einen Balken zu beschreiben ist gar nicht so einfach. Viele Wissen-
schaftler und Ingenieure haben Modelle entwickelt, um einen Balken mathematisch zu beschreiben.
Mehr oder weniger aufwendig sind dann die Berechnungsgrundlagen. Am Ende ergeben sich oft
sehr dhnliche Werte, weshalb man sich oftmals fragt, ob das verwendete Modell optimal fiir den vor-
liegenden Anwendungsfall ist - ,.... wegen eines Millimeter weniger Durchbiegung diesen Aufwand

113

betreiben? ...“.

Arbeitswerkzeug allen Handelns ist das Biegemoment. Dort begann all das Leben im gekriimmten
Balkenuniversum. Denn ...
M=-EI-uW"

... am Anfang war das Moment.
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2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

2.1 Einleitung - der Euler- Bernoulli- und der Timoshenko- Balken

Die Balkentheorie beschreibt das Verhalten von Balken bei Auftreten einer Last. Die technische Me-
chanik ist die ihr zugrunde liegende Theorie.

Von Interesse sind Lings-, Biege- und Querverformung und die Biegelinie.

Zur Berechnung erforderlich ist die Biege- und Schubsteifigkeit £1 bzw. G A mit dem Elastizitéts-
modul F, dem Trigheitsmoment I, dem Gleitmodul G und die Querschnittsfliche A.

Ein Balken ist biegesteif. Wird ein Balken nur entlang seiner Lingsachse belastet nennt man den
Balken ein Stab. Bei geniigend hoher Belastung wird der Stab erwartungsgemifl ausknicken und
wird dann Knickstab genannt.

Im Allgemeinen wird als Balken einen Euler- Bernoulli- Balken (EBB) verstanden. Fiir den EBB
gilt - Querschnitte, die im unbelasteten Zustand rechtwinklig zur Nulllinie ausgerichtet sind, bleiben
auch bei der Verformung eben. Fiir die erweiterte Balkentheorie wird das nicht mehr angenommen,
dort ist die Querschnittsebene um einen Schubwinkel gedreht. Dieser Balken ist der Timoshenko-
Balken (TB). Die TB- Theorie beriicksichtigt die Schubverformung der Querschnittsebene.

Fiir die Berechnung der Belastungsgro3en des Balkens konnen 3 Theorien angewandt werden, wel-
che sich aufsteigend durch angenommene oder reale Imperfektionen und Verformungen verkompli-
zieren und so das wirkliche Abbild immer besser darstellen. Das bedeutet jedoch nicht, dass nur die
Theorie III. Ordnung nutzbare Ergebnisse liefert.

Die Berechnungstheorien 1. bis III. Ordnung
Fiir die Definition der einzelnen Theorie ist Unterscheidungsmerkmal die Verformung des Balkens.

e Theorie I. Ordnung: Es werden am unverformten Balken die Krifte und Momente ermittelt.

e Theorie II. Ordnung: Es werden am verformten Balken die Krifte und Momentelement
ermittelt. Bei deren Betrachtung wird jedoch ein lineares, mathematisches Modell genutzt.

e Theorie III. Ordnung: Es werden am verformten Balken die Krifte und Momente ermittelt.
Bei deren Betrachtung werden auch nichtlineare, mathematische Modelle genutzt.

Im weiteren Verlauf gilt E'1 = const. iiber den gesamten Querschnitt.

Ein Beispielsmodell fiir die unterschiedliche Betrachtungsweise innerhalb der Theorien.
Theorie I. Ordnung

Fiir einen auBermittig ey gedriickten Stab gilt beispielshalber:

F
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2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

Theorie II. Ordnung

Vorverformung f mite = eqg + f:

M =F-(eg+ [)

Theorie II1. Ordnung

Vorverformung f mite = eg - cosp + f:

[]]M:F'(eo'COSQO‘i‘f)

1i1M = M - cosp + My

]1]MZ[M~(COS§0—1)+IIM
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2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

2.2 Der Euler- Bernoulli- Balken

Die bernoullischen Annahmen sind nach Jakob I. Bernoulli benannte Vereinfachungen der Balken-
theorie, die sich mit dem Verhalten belasteter Balken beschéftigt.

Annahmen
1. Die Linge ist viel groBer als der Querschnitt.
2. Der Schwerpunkt des Querschnitts unterliegt lediglich einer Verschiebung.
3. Die Verformungen sind klein.
4. Es tritt keine Verwdlbung auf.
5. Nur ein eindimensionaler Spannungszustand tritt auf.

Im weiteren Verlauf gilt EI = const. und GA = const.

Gegeben sind zwei Differentialgleichungen:',

e

M=-FEI-¢ Q=k-GA - (W +¢)

[Nm| = [NmQ] : [mfl] [N]=[1] [N]-[1+1]

Mit k einem Korrekturfaktor um die Ungleichverteilung der Schubspannungen im Balken ausglei-
chen zu kénnen. G dem Gleitmodul und A der Querschnittsfliche. kG A selbst ist dann die Schub-
steifigkeit. w’ ist die Verdrehung und ¢ die Verzerrung.

Fiir den EBB gilt Schubstarrheit. Bedeutet:
W Hep=0

=

Der EBB ist damit definiert.
M=FEl-w Q=0

=
EIl-wV—g=0 ElI-W"+F=0 ElI-w'—M=0

Mit den Einheiten:
[Nm?] - [m =] = [Nm™] =0 [Nm?] - [m72] +[N]=0  [Nm?] [m~'] = [Nm] =0

=
w=[m] =[]  w=[m"

1Zur Ermittlung der folgenden Differentialgleichungen siehe unter ,,Naviersche Gleichung*.
2Winkel in Uhrzeigerrichtung werden hier positiv und Winkel entgegen negativ definiert.
37ur Ermittlung der folgenden Differentialgleichungen siehe unter , Naviersche Gleichung*.




2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

Berechnung der Durchbiegung w fiir den EBB. So ist gegeben
E-T-wV—¢g=0

So soll hier g eine Flichenlast darstellen, zum Beispiel die Eigenlast des Balkens, dann gilt fiir die
folgenden Integrale

dzr

)
~
—

W' = ="

w"z—? -//dzZT?I'/(a?—&—C’l)'d:c

1
w":q-<2~x2+01-x+02)

~

E-1

Die bekannten Randbedingungen bestimmen die Integrationskonstanten.

W' (0)=0 — Co=0

Und fiir C4
Ww'(L)=0 — Cy= % L
=
w":M: E I (,:Ij2—.r L)
Es wird weiter integriert.
W / -z L ~dz

=
q 2
= = . —_— -L .
W=WEBE = 5 ] //(33 z-L)-dz
- 1 1
— q . PR—— 3—7. 2. .
wEBB—z.E.I /(3 T 5 T L+Cg> dx
=

WEBB = 5T \3 71 23

Die bekannten Randbedingungen bestimmen die Integrationskonstanten.

1 1 11

w(0)=0 — C4=0

Und fiir Cy
W(L)ZO — 032%2-[43
- 1 1 1
q 4 3 3
— R (o R B SR o I
WEBE = 9T T (12 SR T x)
=
gLt x? 5 x3+m
WEBB = o g1\ IA L

Wobei L die Auflagerlinge des Balkens darstellt. Die Eigenlast ¢ wird mit 1 angenommen. Das
Triagheitsmoment / mit dem eines rechteckigen Querschnitts belegt.
b-h3
12

I =

Fiir die Balkenbreite gilt hier b = 1.

1 Lt xt 3 T
WEBB =5 3 -2 =+t
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2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

2.3 Der Timoshenko- Balken

Die Theorie um den TB stellt eine Erweiterung der klassischen EBB- Theorie dar, bei der zusétz-
lich neben der verdnderten Trégheit eines verformten Balkens auch Schubverformung beriicksichtigt
wird.

Damit erweitert sich die Bernoullischen- Annahme um eine weitere.
1. Die Liange ist viel groBer als der Querschnitt.
2. Der Schwerpunkt des Querschnitts unterliegt lediglich einer Verschiebung.
3. Die Verformungen sind klein.
4. Es tritt keine Verwolbung auf.
5. Nur ein eindimensionaler Spannungszustand tritt auf.
6. Die Querschnittsnormale ist nicht unbedingt parallel zur Tangente der Biegelinie.

Durch das Zulassen zusitzlicher Balkendeformation infolge Schub verringert sich die Steifigkeit des
Balkens. Die Folge sind hohere Deformationen und geringere Eigenfrequenzen (werden nicht be-
trachtet).*

Die Aussage, dass Deformationen sich grundsitzlich erhohen infolge Schub, gilt nur fiir den Ver-
gleich innerhalb einer Theorienfamilie. Benutzt man mathematische Beschreibungen und Ansitze,
welche immer feiner die physikalische Realitit eines Balkens beschreiben, so kann sich durchaus im
Endergebnis eine kleinere Deformation ergeben.

/ 1 / /

o Wity =y

C,O/:’)//*w/

Der Timoshenko- Balken ist damit definiert.

M=-FEI-¢ Q=k -GA- (W + )

M=FEI - (W' -7 Q=k-GA-~

Mit den Einheiten:

[Nm] = [Nm?] - [m~ —m~']  [N]=[1] - [N] - [1]

4Winkel in Uhrzeigerrichtung werden hier positiv und Winkel entgegen negativ definiert.




2 Der Balken in der klassischen Balkentheorie

Die Verzerrung  ist ermittelbar.

kE-GA-v"+q=0 k-GA-vy—F=0

[A]-[N]- [m™'] + [Nm~] =0 [1]-[N]-[1] = [N] =0
Eine Verbindung zwischen Schub- und Biegesteifigkeit steht nun auch zur Verfiigung.

k-GA-v—EI- (v =" =0

[A]-[N]-[1] = [Nm?] - [m™2 =m™?] =0
Der Euler- Bernoulli- Balken ist ein Sonderfall des Timoshenko- Balkens.

M =EI - lim (" —+) Q=k-GA-lim~y
~—0 y—0

M=EIl-w' Q=0

Zum Schluss ein Vergleich fiir die Durchbiegungen. Der Wert der Durchbiegung belduft sich auf
die (Grund)Durchbiegung nach Euler und zusitzlich durch die Verzerrung +y. So gilt fiir vorliegende
Definition der Drehwinkelvorzeichen:

/ 7
Wrp = WgBB — 7

WwrBp = WEBB _/’Y

Mit obig getroffener Annahme:

Q

k-GA !

1
WTBZWEBB_7k~GA/Q(x).dx

Bei einem angenommenen, gleichmiBig, flichenbelasteten Balken (z. B. durch Eigengewicht q)
kann der Querkraftverlauf folgendermallen dargestellt werden:

£Q@)x—q + Qz)ox—[q-du

1 2
WTB—WEBB“FF.GA//(]-CZ.’L‘

Fiir die Flachenlast, das Figengewicht wird ¢ = 1 gesetzt.

1
WTB—WEBB‘i‘ik.GA/(I'-f-Cl)'dx

1 1 n 1 o n 1
kGA 2" TkgA TV T GA
Die Integrationskonstante C'y wird iiber die Randbedingung am Auflager bestimmt.

Wrp = WEBB + Cs

r=0 ¢« wTB:() wEBB:O

=
0=Ch
=
WIBEEEBE T TGA 2 Tga !

SZur Ermittlung der folgenden Differentialgleichungen siehe unter ,,Naviersche Gleichung*.
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Die Integrationskonstante C; wird iiber die Randbedingung am Auflager bestimmt.

r=L < wrp=0 wgpp =0
- L
L _c
5 1
=

x
= (=T
wrB WEBB+2.k.GA (z )

Die Querdehnungszahl p wird eingefiigt und G eliminiert.

E
-
H=57q

z-(1+
wTBZwEBB+7_( g) “(z—1L)

Die Fliche A des TB wird explizit angegeben.

WrB = WEBB + (= L) (1+p)

_r
k-b-h-E

Fiir den TB wird eine verallgemeinerte Breite von b = 1 angenommen.

(I+p)
k-h-E

Wrp = WEBB T (x—L) -x

Der Korrekturfaktor £ fiir den Querschubeinfluss ist bei einem rechteckigen Balken in etwa 5/6, fiir
einen kreisformigen Querschnitt in etwa 9/10.

14+
WTB:WEBB"F*'( )

Ax — L) -
e R AR

10



3 Der Balken in der Plattentheorie

3 Der Balken in der Plattentheorie

3.1 Einleitung — der Plattenstreifen als Balken
Die Plattentheorie beschreibt die Eigenschaften von Platten unter Belastung.

Um die Berechnungen innerhalb der Plattentheorie pragmatischer zu gestalten, bedient man sich ei-
niger Vereinfachungen und legt fest, unter welchen Randbedingungen sie giiltig sind. Unter anderen:

1. Die Dicke der Platte ist klein im Vergleich zu den anderen geometrischen Ausdehnungen.
2. Die Verformungen und Durchbiegungen sind klein gegeniiber der Plattendicke.

3. Gerade Linienabschnitte, die orthogonal auf der Mittelflache stehen bei Abwesenheit einer
Belastung werden auch im verformten Zustand als gerade und orthogonal zur verformten Mit-
telflache angenommen.

Platten werden ausschlielich normal zur Mittelebene beansprucht, was das wesentliche Unterschei-
dungsmerkmal zur Scheibe ist.

Besonders die dritte Randbedingung ldsst vermuten, dass die Plattentheorie eine verallgemeinerte
Theorie der Balkentheorie beinhaltet.

Platten sind eine Sonderform von Schalen neben der Scheibe und der rotationssymmetrischen Scha-
le.

Verformungen werden als klein angenommen und daher iiber die Theorie I. Ordnung ermittelt, es
sei, eine endliche Verformung ist abzusehen, dann muss iiber die Theorie II. Ordnung gerechnet

werden.
Platteneigenschaften
sehr kleine kleine gro3e Durchbiegungen
Durchbiegungen | Durchbiegungen
weniger diinn diinn sehr diinn
L <{8...10} {8...10} < £ < {80...100} L>
{80...100}
w < w >
h — h —
{0,2...0,5} {0,2...0,5}
biegesteif biegeweich
(Stahlbetonplatte) (Stahlplatte)
Querschub- Querschub- Querschub- Membran
verzerrungen verzerrungen verzerrungen -
vorhanden nicht vorhanden nicht vorhanden wirkung
Platten- Reissner Kirchhoff von Karman
theorie Mindlin
Balken- Timoshenko Euler, Bernoulli Theorie II.
theorie Ordnung

11
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3 Der Balken in der Plattentheorie

3.2 Der Plattenstreifen als Kirchhoff- Balken

Die Plattentheorie nach Kirchhoff beschreibt eine Differentialgleichung 4. Ordnung.

LA .
Ozt 0x2 Oy? oyt T K

.. 4 4 . . 2 2 . .
Dabei ist 25; 2 die Durchbiegung, 2 - 5?72 die Verwindung der Platte entlang den entsprechen-

den Achsen, p die flichige Belastung und K die Plattensteifigkeit.

_E B

S

N Ly
(K] = [Nm~?] - £ = [Nm]

In der Plattensteifigkeit ist 4 zu finden, die Querdehnungszahl.

r=57G
- h3 G?
K=3 TG F

Die Kirchhoffsche Differentialgleichung lisst sich umschreiben.

L A
ozt ox? Oy? oyt

> PN p
0x? = Oy? K

K -ANw=p

=

Wobei A der Laplace- Operator darstellt. Die Kirchhoffsche Differentialgleichung in dieser Schreib-
weise wird Inhomogene Bipotential- Gleichung genannt.

Um eine Platte als einen Balken beschreiben zu konnen, wird die Platte als Plattenstreifen definiert.
Bedeutet die Breite (und die Hohe) der Platte wird als klein angesehen (entlang der y- Achse). Damit
vereinfacht sich die Kirchhoffsche Differentialgleichung zu:

K-w" —p=0

Ist p bekannt, konnen durch einfaches Integrieren die Losungen ermittelt werden. Fiir den allgemei-
nen Fall gilt im Vergleich vom Kirchhoffschen- Balken (KB) zum EBB:

K-wV—p=0 > EIl-wlV—g=0

[Nm]- [m™3] = [Nm™2] =0 < [Nm?] - [m™3] — [Nm~'] =0
Die Belastung g, bzw. F*:

K- -w"+q,=0 “ ElI-W"+F=0

[Nm] - [m™2] +[Nm] =0 “ [Nm?] - [m™2] + [N] =0

Die Belastung q,.:
Gz =0 < -

12



3 Der Balken in der Plattentheorie

Das Moment m,,, bzw. M,

K- -w'—my, =0 YRS EI-Ww'—M,=0

[Nm]- [m~'] = [N] =0 > [Nm?] - [m™'] — [Nm] =0
Das Moment m, bzw. M,:

K -p-w'—my=0 YRS M, =0

(Nm]-[1] - [m~] = [N]=0 <[]

Das Moment 11,
Mgy =0 < My =0

Die Durchbiegung wi g und wgpp:
_ (1 = 2 _
WKB = WEBB w A WEBB = WEBB

Die Durchbiegung des KB- Plattenstreifens ist demnach (1 — /ﬂ) - fach kleiner als die Durchbiegung
des EBB- Balkens.

wrp =wgps - (1 — 1°)

Der Grund, die Annahme eines Balkens als brettformiges Konstruktionselement mit der Konsequenz
einer behinderten Querdehnung fiihrt zu einer numerischen Erhohung des Elastizititsmoduls. Daher
sollten fiir F’ folgende Relationen in den Berechnungen zugrunde gelegt werden.

Exp=(1-p?)-E < Egpp =L

Die numerische Erhéhung von E betrigt etwa 9/8 fiir Stahl.

Eine Deutung dieser Abschitzung ist moglich iiber folgenden Zusammenhang:

9?2 EI
TR

Fiir den Plattenstreifen wird eine verallgemeinerte Breite von b = 1 angenommen.

=

2
_prE_ 1 E2_ 1 E E ., (1B B __ (L E_
1—u c 1 ;=1 1 G2+G 1=1 1 G+1 1 a 1
=

13
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3 Der Balken in der Plattentheorie

3.3 Der Plattenstreifen als Mindlin- Balken

Die klassische Plattentheorie nach Kirchhoff ist im Endergebnis eine Differentialgleichung 4. Ord-
nung. Bedeutet letztendlich, das die Randbedingungen der Platte auf zwei pro Randpunkt beschréankt
sind, obwohl drei erst eine physikalisch sinnvolle Beschreibung des Plattenproblems ermoglichen.
Die kleine Ordnung des Kirchhoffschen Ergebnisses ist geschuldet der Tatsache, dass Querschub-
verzerrungen (wie beim EBB) wiederum vernachldssigt werden. Neben Reissner und Panc wurden
viele Beitrige zur erweiterten Plattentheorie verdffentlicht. Genutzt wird hier letztendlich die Theo-
rie entwickelt von Mindlin. Ein System aus Differentialgleichungen 6. Ordnungermdoglicht dann die
Beschreibung von Randpunkten mit 3 Bedingungen. Eine Herleitung wird hier nicht aufgezeigt und
ist an entsprechender Stelle selbst nachzulesen.

Die Berechnungsgrundlagen fiir w der schubelastischen Platte nach Mindlin.
w=8-X Ap-w
Mit:

Durchbiegung
Querkontraktionszahl
Bogenléinge
Plattendicke
Winkelvektor

=Vp-Vp planarer Laplace- Operator
planarer Nabla- Operator

: h—j . ﬁ Hilfsgroe

TEEZEER

AP @ > % T €
v T

A2 =

’]

=N
—
3

Die nun anstehende Konvertierung einer angenommenen schubweichen Platte zu einem Plattenstrei-
fen beschreibt den Mindlin- Balken - MB. Dann ergibt sich:

d2
AP%@

WM B Zﬁ—)\Q -w}’(B
Wobei KB den Kirchhoff- Balken bezeichnet und MB den Balken nach Mindlin.
Nach Mindlin sind 2 Fallunterscheidungen moglich.

In der Balkenmitte gilt 3 = O und wxp = —A? - Wi, 5.

WMB = WKB

Bedeutet, die Berechnungsgrundlagen zwischen KB und MB unterscheiden sich nicht.

An den Réndern des Balkens gilt 8 = wxp und wxp # —A? - Wl 5.

2 "
WMB = WKB — A" Wkp
Durch Substitution von wg p durch wj,p lassen sich nun die Ableitungen von w sowie M und ¢
berechnen.

Die Fallunterscheidung bedeutet jedoch, dass eine Biegelinie, betrachtet iiber die ganze Léange des
Plattenstreifens in 3 Intervalle aufgeteilt werden muss (linker Lagerbereich, Mitte, rechter Lagerbe-
reich). Auflerdem ist zu erwarten, dass selbst in den Auflagern des Plattenstreifens eine numerische
Durchbiegung zu beobachten ist, falls nicht w}'( g (x4) = 0 gilt, fur den Fall, die Abszisse x befindet
sich in den Auflagepunkten (z.B x4 = 0 oder z4 = L mit L der Lidnge des Plattenstreifens). Bei
Mindlin wird dann von einen ,,nicht ausgebogenen Zustand** gesprochen. Um das alles zu umgehen
wird eine Konstante eingefiigt, welche den Beitrag von w5 (z4) # 0 eliminiert.

2 " 2 "
WMB =WKkB — A Wi+ A - wkp (za)

14



3 Der Balken in der Plattentheorie

=
wyp =wirp + A (Wkp (za) —wip)

Bleibt nun die Betrachtung von \2.

hz 1
s 1—p

1
A2 =
6

Fiir den Plattenstreifen werden bei Mindlin aus energetischen Uberlegungen unter dem Ansatz qua-
dratisch verteilter Schubspannungen angegeben, dass:

1w

5 1—p

Die Hohe h ist bekannt und die Querkontraktionszahl 1 materialabhidngig. Fiir Stahl ergébe sich
daher.

A2

uw=0,3

2
AQ:?hZzo,s-iﬂ

Dadurch, dass der Wert A% im Nenner steht, ist ersichtlich, dass die Berechnung einer Platte nach
Mindlin eine ,,dicke* Platte voraussetzt, wihrend die Kirchhoff- Theorie eine diinnwandige Platte
annimmt. Der Ubergang zwischen beiden Theorien ist mittels Grenzwertbildung aufzeigbar.

—_

1 .
wnp =wip g ooy (Wi (1) — wicp) - Jim 7
WMB = WKB
Die Losung der DGL zur Berechnung von wj;p:
wrp =wrp — A - whg + AW g (24)
Mit: p
"o i 2
WKB_W'<L_x)'(1_M)
w/I,(B (a) = WII/(B (0)=0

So ergibt sich letztendlich:

WM B (Q?) =

15
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Scheibentheorie

4 Der Balken in der Scheibentheorie

4 Der Balken in der Scheibentheorie

Die Scheibentheorie beschreibt die Berechnung der Spannungen und Verformungen von Scheiben.

Unter Scheiben werden dabei ebene Flidchentragwerke verstanden, die ausschlielich durch Kréfte
belastet werden, die in ihrer Ebene wirken.

Im Unterschied dazu werden ebene Flichentragwerke, die allein durch Krifte orthogonal zu ihrer
Ebene belastet werden, als Platten bezeichnet.

Als Hilfsmittel zur analytischen Berechnung des Scheibenspannungszustandes dient die Airysche
Spannungsfunktion.

ot 02 9? o

_- . 2. = .. =

ot ¥ + 0x?2 Oy? Wt oyt
Die Voraussetzungen der Scheibentheorien verbieten die Nutzung Threr Erkenntnisse in der Balken-
theorie. Dennoch ist es interessant zu zeigen, zu welchen Ergebnissen die Scheibentheorie fiihrt,
wenn man sie dennoch als Berechnungsgrundlage der Durchbiegung nutzt. So wird festgelegt, dass
der Scheibenstreifen keine Verwindung erfahrt und das keine Verformungen in y- Richtung zu er-
warten sind. Die Airysche Spannungsfunktion reduziert sich dann zu

cw=20

84
IV:O

oat T

Der Unterschied zu Kirchhoff ist demnach hier das Verschwinden der Inhomogenitit p/ K. Damit
diese zu Null reduziert werden kann, gibt es die Moglichkeit p — 0 oder K — oo. Wobei das
Verschwindenlassen der Last p nicht sinnvoll ist fiir die Berechnung einer Durchbiegung.

Die Durchbiegung des Balkens nach Kirchhoff war berechnet mit
wikp =wgps - (1—1°)

Wobei i ermittelbar ist durch

E-1
1—,1;2:—
Der Grenzwert X — oo dazu
E-1
lim (1 —p?) =pxg = lim ——
Kgnoo( M) MK Kgnoo K
=
pr =1
=
wST:()

Was durchaus mit der Bedingung der Krafteinleitung korreliert. Gibt es keine Eigenlast, welche or-
thogonal zur Scheibenebene wirkt, dann gibt es auch keine Durchbiegung in der ,,Balkenmitte®.

Wenn die Kraft nur in der Scheibenebene wirken darf, dann kann unter Umstinden ein Scheiben-
streifen als Knickstab angesehen werden und dessen Berechnungsgrundlagen so ermittelt werden.
Ausgangsgleichung ist dann

e analog(!) Eulerfall 1 = Fall 1°

o' d! v
Gt W T gg v =0

W' = /d;l: =Cph

w":/Cg'dm:Co~x+C1

®Hier wird nicht der betreffende Eulerfall beschrieben, lediglich ein dhnliches w. Mindestrandbedingungen: w’’ (L) = 0,
w (0) =0undw’ (0) =0

16



4 Der Balken in der Scheibentheorie

Die Randbedingungen sind bekannt und bestimmen die Integrationskonstanten Cy und Cf.

w”(L):O:CQ'L+Cl

=
Ww'=Cy-(x—L)
Sowie: v
" = —— = . —
w" (0) 7.1 Co-(0-1L)
=

Es wird weiter integriert.

2

E~I-w’:E-I-/w"-dx:M- < ”“"

2~L_I+C2>

Die Verdrehung am FuBle des Knickstabes ist Null, daher:

02

Die letzte Integration liefert die Biegelinie.
3 2
E~I~w:E~I~/w/~dx:M~ <x.x+cg)

Die Integrationskonstante Cj ist erfragt.

03 02
E-T- ()= —— — —
w(O) 0 6-L 2+C3
=
C3=0
= 3 2
x x
E-T-w=M- -
o= (57 3)
=

Eine Nebenbedingung ist bekannt.
w”/+062'w/20

Fiir eine wahre Aussage ist dann o definiert mit:

a? = 2
Cz-(2-L—x)
An der Stelle z = L. 5
C“z(L):ﬁ

Die allgemeine Berechnungsgrundlage der Knickkraft ist definiert.

Ngk=a*(L)-E-I

2
Nicor = 73 E-1

17



4 Der Balken in der Scheibentheorie

Fiir den Eulerfall 1 ist gegeben.

Ng, = 1.2 E-1

Das Verhiltnis beider Knickkrifte.
2

Niw _ T 1 934

Nior 8
Der Eulerfall ist demnach etwas giinstiger.

¢ analog(!) Eulerfall 2 = Fall 27
Mit der Forderung der Scheibentheorie
WV =0

ergibt sich nach der zweiten Integration eine lineare Funktion. Diese kann jedoch die Randbedin-
gungen
W’ (0)=0 W'(L)=0

nicht erfiillen. Daher existiert kein Fall 2 analog Eulerfall 2.
e analog(!) Eulerfall 3 = Fall 33

Mit der Forderung der Scheibentheorie
WV =0

ergeben sich nach der vierten Integration vier Integrationskonstanten Cy, C1, C5 und Cs. Mit den
Mindestrandbedingungen w (L) = 0, w” (L) = 0, w (0) = 0 und w’ (0) = 0 und der Bedingung

M

" L —_

kann eine Bedingung nicht erfiillt werden. Daher existiert kein Fall 3 analog Eulerfall 3.
e analog(!) Eulerfall 4 = Fall 4°

Mit der Forderung der Scheibentheorie
v _
w’ =0
ergeben sich nach der vierten Integration vier Integrationskonstanten Cy, C1, C3 und C3. Mit den
Mindestrandbedingungen w (L) = 0, w’ (L) = 0, w (0) = 0 und w’ (0) = 0 und der Bedingung

M

W (L)2) = —2—

kann eine Bedingung nicht erfiillt werden. Daher existiert kein Fall 4 analog Eulerfall 4.

"Hier wird nicht der betreffende Eulerfall beschrieben, lediglich ein dhnliches w. Mindestrandbedingungen: w (L) = 0,
w” (L) =0,w (0) =0undw” (0) =0

8Hier wird nicht der betreffende Eulerfall beschrieben, lediglich ein dhnliches w. Mindestrandbedingungen: w (L) = 0,
w” (L) =0,w (0) =0undw’ (0) =0

9Hier wird nicht der betreffende Eulerfall beschrieben, lediglich ein dhnliches w. Mindestrandbedingungen: w (L) = 0,
w' (L) =0,w(0) =0undw’ (0) =0
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5 Der Balken in der Schalentheorie

Eine Schale ist ein flichiges Tragwerk, das einfach oder doppelt (rdumlich) gekriimmt ist und das
Belastungen sowohl senkrecht als auch in seiner Ebene aufnehmen kann.

Bei Schalen, deren Dicke klein gegeniiber der Spannweite ist, kann die Biegung vernachléssigt wer-
den. Diesen Zustand bezeichnet man als Membranspannungszustand.

Annahmen:

Die Schalendicke ist klein im Vergleich zu den iibrigen Abmessungen.
Die Verformungen sind klein im Vergleich zur Schalendicke.

Punkte die auf einer Normalen zur Mittelebene liegen, befinden sich auch nach einer Verfor-
mung wieder auf einer solchen Geraden.

Senkrecht zur Mittelebene wirkende Normal- und Schubspannungen sind vernachlidssigbar
klein.

Der Werkstoff ist homogen und isotrop und folgt dem Hookeschen Gesetz.

Abweichungen von den genannten Voraussetzungen bedingen in der Regel weit hoheren Be-
rechnungsaufwand.

Hohere Schalentheorien:

Multi- Direktor- Schalentheorien

Mehrschichten- Schalentheorien

Berechnungstheorien

Membrantheorie:

Die Membrantheorie geht im Gegensatz zur Biegetheorie von einigen weiteren Vereinfachun-
gen aus. Sie ergibt keine genauen Losungen, jedoch ist sie fiir viele Anwendungsfille ausrei-
chend. Durchbiegungen werden vernachlissigt. Die maximalen Biegemomente treten in den
Randbereichen auf. Forminderungen werden vernachldssigt. Das Tragwerk wird im unver-
formten Zustand untersucht. Die Krifte an den Schalenréndern sind tangential zur Mittelebe-
ne gerichtet. Der Rand einer Membranschale ist frei oder tangential abgestiitzt. Es treten nur
Normal- und Schubspannungen auf, die innerhalb der Ebene liegen und iiber die Wandstirke
konstant sind.

Biegetheorie:

Die Biegesteifheit der Schale muss beriicksichtigt werden. Manchmal geniigt es die Einwir-
kungen der Biegetheorie lokal nachtriglich zu beriicksichtigen. Das gilt vor allem, wenn der
Rand der Schale gelenkig oder eingespannt abgestiitzt ist und damit die Bedingungen der
Membrantheorie nicht erfiillt sind.

19
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Kesselformel

5 Der Balken in der Schalentheorie

5.1 Berechnung eines Biegebalken iiber die Kesselformel

Die Kesselformel nach DIN2413 ist eine Ansammlung von Berechnungsgrundlagen fiir die Ausle-
gung von Kesseln, Behiltern unter Druck und Rohrleitungen. Per Vorschrift gilt die Kesselformel
nicht fiir dickwandige Bauteile und Platten. Daher ist die Kesselformel nicht geeignet um einen
Biegebalken zu dimensionieren. Dennoch ist es interessant zu schauen, zu welchen Ergebnissen die
Schalentheorie iiber die Kesselformel fiihrt, wenn man sie als Berechnungsgrundlage der Durchbie-
gung nutzt.

Nach Holzmann, Meyer, Schumpich - Technische Mechanik gilt fiir die Radialverformung eines
unendlich langen Rohrs:

2
p T r
Ar(x)zE-r$~ 2~<73-(1+u)+1—u)

Wobei r; der Innenradius ist und r, der Auflenradius. Beide Radien sind miteinander verkniipft iiber
die Wandstirke (als Rohr) / Balkenhohe (als Balken) h.

re=m;+h

Weiterhin ist die Lage der neutralen Faser bekannt.

ri—l—ra_r
2 — 'm
=
h
ri:rm—i ra:rm+§

Das wird in die obige Berechnungsgrundlage eingearbeitet und diese umgestellt.

h\2 h\2
z 'm— % Tm+ 5
Ar(x):§~r2-(h.ni) << r22> '(1+“)+1_”>

x

Die betrachtete Stelle r,, soll die von 7,,, sein.

2 r h\2
Ar = ~2'1h-(rm—]21) ~<(m;r2)~(1+u)+(l—u)>

&)

2
m

Bei der Ubertragung des Modells Rohr auf einen Biegebalken kann davon ausgegangen werden, dass
zukiinftig r,,, >> h gilt. Daher kann weiter vereinfacht werden.

h +
T — = & T & T
2 2
= 1
p 2
Ar=L.2.
r T hrm

Der nichste Schritt ist die Ermittlung von r,,. Dazu wird die allgemeine Berechnungsgrundlage der
Biegelinie des Euler- Bernoulli- Balkens als Basis herangezogen.

q L* z? 9 23 n x
w = — - . _— pp— J—
EBB =94 " E.T \IA 3 L

Der Radius 7, ist nun ermittelbar tiber eine differentialgeometrische Vorgabe. Der Rechenweg wird
nicht aufgezeigt. Das Ergebnis fiir die Stelle z = L/2 (Biegebalken, beidseitig gelenkig gelagert)

ist von Interesse. 5

2
wepp +1
Tm = 77
YEBB
E-T

'm =8 q-L?
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5 Der Balken in der Schalentheorie

Das Ergebnis wird eingesetzt, die Berechnungsgrundlage von Ar ist von nun an die von Awggp der

.Schalenstreifenbalken®.
L E.-I?
AwSSB <2> =64 - £

@ h-IA

Der Quotient von p und g ist von Interesse. Fiir die Linien- bzw. Flichenlast gilt:

_F _F
P=T5% 17T
=
p 1 L 1
@2 b F ¢q-b
=
A L\ 64 E-I?
WSSB\ 9 ) T b-h- LA
Das Flidchentrigheitsmoment I wird ersetzt.
b-h3
I =
12
=
A L 4 E-b-h°
w — == —F
558 | 5 9 g It
In allen Herleitungen wird b = 1 und ¢ = 1 genutzt.
L 4 E-Rh°
A — == —F
wssB (2) 0 14

Damit ist die Durchbiegung des ,,Schalenstreifenbalkens* ermittelt.

qg L* x? A 64 E-I? z? 2 oz
WEBB= 5, 7 7 \77— 273t 7 wssgzz-i- — =2 =+ =

24 E-1T \L* L3 L b-h-L* \ L* L3 L
=
1 L4 I74 2£3+E _% E'hB £4 2£3+£
CEBB = o g3 \1r T T3 L WSSBE =gt \f T3 L
Das Verhiltnis der Durchbiegungen.
E?. 13 8 E?.b?.-h8
WSSE _ 1536 . =2,
WEBB ¢*>-L8-b-h 9 ¢ -L8
Wann ergibt das Verhéltnis den Wert von rund 1?
E?.[3 8 E?.b?.h8
1536 —v—— =1 A |
q®>- L8 -b-h 9 I8
=
1 1 3 q
I=-- L8. “b-h h=L-¢ —  —
8 \/3 E2 V8 E-b
=
1 1 1 q>
I=--L% % b3~ 0,0871- L% - y/ == - b
8 \/54 f E9 E3

Fiir Stahl mit £ = 210 - 10° [N /m?] und b = 100mm = 0, lm sowie ¢ = 5000N /m (rund
q = 1000N /m davon Eigenlast fiir die zukiinftigen MaBe) wire dann eine Balkenhohe bzw. Triigheit
gefordert von:

2
P [ TP o
8 3 (210 - 109) \/§ 210-10°-0,1
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5 Der Balken in der Schalentheorie

I[m*] ~332,9-107%- VL8 - h [m*] h[mm] =~ 0,0224 - L [mm)]

I [mm?] ~93,85-107% - L* [mm*]

Bedeutet, bei einer Spannweite des Balkens von L = 5000mm eine geforderte Profilhohe bzw.
Flachentriagheitsmoment von:
h =112,1 ~ 112 [mm)

100- 112,13
12

Fiir den Spannungsnachweis gilt an der duBersten Faser (vorliegend ein qL? /8- Balken):

I=93,85-10"%-5000% = ~ 11,73 - 10° [mm*]

g-L? h
T4 = Ovorh < O zul

I 16

74,6 L < 240 N
mm? mm?

Der Balken ist nur zu etwa 30% ausgelastet.

Fiir den im gesamten Skript genutzten ,,Vergleichsbalken® soll gelten:

L=1 qg=1
EF=1 b=1

- 8
YSSB _ 0 0,889
wg 9
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5 Der Balken in der Schalentheorie

5.2 Berechnung eines Biegebalken iiber die Membrantheorie
Nach Dr.- Ing. Raecke ,,Schalentheorie® ist die Radialaufweitung einer Membran gegeben mit: Membranzustand

r

Ar(a)=re-cp= g5 (np—p-ns) +ro T

Der Einfluss einer moglichen Temperaturdnderung wird nicht betrachtet.

Ty

AT(‘T") = Eh '(n%’_l’("ns)
Wobei:
ne =0,-h ng =o0g-h
=
Ty
Ar(e) =2 (0, p-0s)
Die Tangentialspannung o,:
P-Tm
o N
Die Axialspannung og:
D-Tm
78T 9h
~ A () Tx (me prm)
r(x)=—"- — -
E U T
=

e

Die betrachtete Stelle r,, soll die von 7,,, sein.

2
p T
Ar=2=._T (92 _
r=rg 2-n
Die berechnete Aufweitung Ar nach der Membrantheorie unterscheidet sich nur durch den Faktor
2 — u von den Berechnungsgrundlagen des unendlich langen Rohres. Letztendlich ergibt sich fiir

Tint
E-T1
Tngﬁ
:> 2
L p E-I
AwnTH (2)32 2 hoIA (2—p)
:> 2
L 32 E-1
A i R e A ()
wMTH<2> ¢ b-h-LA ( 1)
L 2 E-b-h°
Ao'JMTH<2>_9' q- L* (2—-p)

Damit sind alle weiter folgenden Formeln kompatibel mit der Berechnungsgrundlage nach Awgssp (L/2),
wenn man das Elastizitdtsmodul modifiziert und mit £* weiter rechnet.

E-(2—p)=E*

=

L* z* z x __ 64 E-1? z* z T
WEBB = 21 ' E.I (f*Z =t WMTH = ¢ " phIA C-pw) \fFx—2-F=+7F
=

L4 4 3 E-h° 4 3
wopn =3 (B2 5 +8)  ewrn=3 5-Con (-2 Hg




5 Der Balken in der Schalentheorie

Damit dann aber auch mit i+ = 0, 3 ansonsten den gleichen Beispielswerten:

1 5/l q? 3 q
IT==-.¢/=.18. 2 .p.h h=1L 4—"—"—. 2
8 \/3 E? V8 E-b
=
11 2
Im*] = ¢z L8 5000 5-0,1-h[m?]
g |3 (210102 - (2 - 0,3))
himm]|=L-{ 3. 5000 [mm)
V8 210-10°-(2-0,3)-0,1
=
I [mm*] =63,0-1075. L3 [mm*]  h[mm] =0,0196 - L [mm]
=

I=7,875-10% [mm*]  h =98 [mm]
Die Auslastung des Beispielbalkens.

q-L?
Ji . E = Ovorh < O zul

N N
97,3 {2} < 240 { 2}
mm mm

Der Balken ist nur zu etwa 40% ausgelastet.

Fiir den im gesamten Skript genutzten “Vergleichsbalken” soll gelten:

8
WMTH _ WSSB 2-p) == (2—p)~ 1,512
WEBB WEBB 9
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6 Die Durchbiegung w als zentrales Element

6 Die Durchbiegung w als zentrales Element

6.1 Vergleich der Durchbiegungen w der verschiedenen Balkentypen

Folgend die Ausgangsgleichungen der Durchbiegungen zur Zusammenfassung und Vergleich.

® wpEp = 555 - (2-2? - L — 2% — L?)

cwrp=5pm- (222 L—a® - L)+ L+ -(1+p) o (x—L)

6
E

° wKB:ﬁ-(l—;ﬂ)-(2~m2-L—x3—L3)

5 3
o wyry = 3§ A '(Q—M)'(?"L‘

Es folgt eine Proportionierung mit £ = 1 und L = 1und h = 1 und p = 0, 3 und anschlieBende

Vereinfachung.

e wpppx -z (2 22— —1)

. wTBO(%n:-(Q-xQ—

° wKBM%'x~(2~x2

e Wyp X 91

x3—1)+@-

79:371)

° wssga%-m-(2-x2—x3—l)

34 2
° wMTHO(R-l“(Q-.T

Der Wert der maximalen Durchbiegung ist bei # = L/2 = 1/2 zu erwarten. Ohne Nachweis wird

dies so iibernommen.

—J:3—1)

o wppp () =-2 ~ 0,156
e wrp (%) =-2 ~ 0,546
e wrp (§) =-Z5 ~—0,142
o wup (L) =118 ~ 0,532
o wssp (L) =—-2 ~ 0,208
o wyry (£) = -1 ~ 0,236

10Aus Griinden des Modellansatzes wird die Berechnungsgrundlage der Durchbiegung des SSB- Balkens mit negativem

91 . (9.2 _ p3 24 . 31
200x(2x x° + T

Vorzeichen versehen, damit alle Balkenbiegungen in die gleiche Richtung zeigen.

1 Aus Griinden des Modellansatzes wird die Berechnungsgrundlage der Durchbiegung des MTH- Balkens mit negativem

Vorzeichen versehen, damit alle Balkenbiegungen in die gleiche Richtung zeigen.
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6 Die Durchbiegung w als zentrales Element

6.2 Die Verhiltnisse der Durchbiegungen w der verschiedenen Balkentypen

Folgend eine Eingruppierung der Balkentypen nach der Durchbiegung ohne Priifung der Allgemein-
giiltigkeit.

e Gruppe 1: WEBB WKB
e Gruppe 2: wTB WMB
e Gruppe 3: WSSB WMTH

Eine grafische Darstellung der Durchbiegungen aus den Proportionen zur Information.

0) @
-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5 X

0 0204 06 08 1,0

,EBB- Balken (rot),SSB- Balken (grau),
MTH- Balken (schwarz),V B- Balken (braun), TB- Balken (blau)

Eine weitere Abhingigkeit ist bekannt als die Konsistenz der Durchbiegungen.

WrB +WKB = WMB + WEBB

WEBB —WKB = WTB —WMB

Setzt man die allgemeine Berechnungsgrundlagen fiir die einzelnen w ein, wird man eine wahre
Aussage bekommen. Der Nachweis ist einfachste Umstellarbeit und wird deshalb hier nicht durch-
gefiihrt.
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7 Anhang

7 Anhang

7.1 Zum Thema Balkenbreite b = 1

Warum darf man hier fiir b = 1 annehmen?
Man darf nicht nur, man muss. Aufgezeigt an \.

1 h? 1
N=..
6 s 1—p

Neben dieser ist noch die Plattensteifigkeit N nach Mindlin bekannt.

3 3
NG NoE
6 1—p 12 1 —p?

Das Gleitmodul G wird eingefiigt.

A2

Ql=

1

~ h-s

Das Elastizitdtsmodul F wird eingefiigt.

h2

T12s

Die Plattensteifigkeit X vom KB wird eingefiigt.
_FE h3
12 01— p?

)\2

Ql=

1 K
N=_—._
h-s G

Die Plattensteifigkeit K vom KB wird substituiert.

K =

1
A=
h-s
Die Module E und GG werden substituiert.

- p
A2 = 2 . i
h-s 1—pu
Das Flichentriagheitsmoment I wird substituiert als Balken.
b R?
12

1

b-h?

)\2:L.
6-5s 1—p

Zum Vergleich, am Anfang war gegeben:

)\2_1 ]LQ b
6 s 1—p

Daher: Fiir den Plattenstreifen (und den anderen Balkentypen) wird eine verallgemeinerte Breite von

b = 1 angenommen.
Grund ist die Nutzung der Plattensteifigkeit KX vom KB.

_E W
12 1—p?

Dort ist von vornherein b = 1 angenommen. Diese Annahme zieht sich durch alle Berechnungs-

grundlagen.
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Anhang II

7 Anhang

7.2 Nachweis, dass r,, >> h gilt

Es ist zu zeigen, dass gilt:
Tm >>h

Fiir r,, ist eine Berechnungsgrundlage bekannt.

E-1

rm=8 T

E-I

q-L?
Der Nachweis erfolgt dann am konkreten Beispiel. Vorliegend (siche Schalentheorie) ist der Nach-
weis erfiillt.

8 >>h

210000 - 11,73 - 106

. 5000 - 10—3 - 50002 = 157651 >> 112

ISTEX 2-
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