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Freie Schwingungen gekoppelter Systeme

e [Beispiele gekoppelter Systeme

® [Systeme mit zwei Freiheitsgradlen

e |Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden
e |Gedampfte Schwingungen




Beispiele gekoppelter Systeme

® Schwingerkette:
O mehrere Massen-Feder-Systeme hintereinander

i e
// //
:j ¢ m; Cp Mj A .
WAL W ey
// //
‘,/ P —= //
7 X, Xa 7
// //
O statisches Gleichgewicht bej x x, =0
® statische Kréfte (Federvorspannungen) tauchen in Bewegungsgleichung nicht auf
e (gilt auch fir Gewichtskrafte. identische Gleichungen bei senkrechter Anordnung der
Massen
O Bestimmung der Krafte auf jede Masse durch Freischneiden
my My
G4 % Cp (X -} CaXa
O Bewegungsgleichungen aus Kraftegleichgewicht
iy = —C1T1+ Cz(-’Cz — Il)
PY mgi.l'..'z = —Cg(.ﬂﬂ';} — .'I.']_) — €£3.Tg
O grundlegende Darstellungsform
miZ + (e + 02)11 —cgzy = 0
e ™MaIlz — CaT1 + (Cz + 63}1?2 =0

O Kopplung der Gleichungen durch die Federkrafte
e Starrer Korper auf zwei Federn:

O Beschreibung von Hub- und Nickschwingungen eines Kraftfahrzeugs
Nickschwingung

T

KO Hubschwingung

O Ersatzsystem: starrer Korper mit Schwerpunkt S, Tragheitsmoment J




Nulllage

%//////////////////////////%

O Ruhelage:
® X1 =X2=0
® bzw.
® X=0= 0
O Kraft- und Momentenbilanz bzgl. S
—C1T] — CaTy = ML
o 15171 —Casat2 = J¢

O Dbei kleinen Auslenkungen gilt

I1 = I — 514
e Iz = I+ 50
O Einsetzen liefert die Bewegungsgleichungen in x@nd
mi + (c1 + )z + (c232 —a1s1)p = 0
o Jo+ (cos2— 0131)3: + (clsf + c:gsg)go =0

e Kopplung der Gleichungen durch die Federkrafte
O Stattdessen erstxund x, isolieren, dann x ung eliminieren ergibt

(J+ msg}il — (J — ms182)32 + (51 + 32)261:1:1 = 0
o —(J—msis2)E +(J+ msg)f&g + (51 + 32)2021:2 =0
e Kopplung der Gleichungen durch die Beschleunigungsterme

o Kompliziertere Beispiele:
O Auto mit Beriicksichtigung der Radkasten




O Biegeschwingungen eines Hochhauses

R

Cih e

LA,

Vz %

Ruhelage ausgelenkt

O Finite-Elemente-Modell eines Werkstiicks

e Aufgaben:
®
0
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Systeme mit zwei Freiheitsgraden

e [Losung der Bewegungsgleichungen am Beilpiel
e [Entkopplung der Bewegungsgleichungen
e |[Anfangsbedingungén




Losung der Bewegungsgleichungen am Beispiel

e Standardbeispiel:
O Masse-Feder-System mit kleiner Kopplungsfeder

AW WA WA

= =

T
T

R R
e A A T

O Bewegungsgleichungen in Standardform mit Abkiirzegd = ¢/m
6 1

.T.l:.']_ —+ gwg.'l'.'l — gwgi'g = 0
.1
o I2 - g gl‘l + 3&;’3.’32 — U

® Bestimmung der Eigenfrequenzen:
O Lo6sungsansatz

o I; = ;e i=1,2
® mit unbekannten Werten fiw, & 1, & »
O Einsetzen liefert

6 1
(gwg — wz)i']_ — gwgfig = 0
1 ,. 6 .
_E gﬂ:l + (gwg — UE)IQ = 0

O homogenes Gleichungssystem &y, £
O nichttriviale Losung= Determinante verschwindet
6.2 2 1,2
Det( 5w01 :J 6 25w0 2 ) =
° —slp Ty —w
O Ausrechnen der Determinante liefert quadratische Gleichung#ijcharakteristische

Gleichung)
6 S |
(G -e) —gei o

o Auflésen nactw? ergibt zwei (positive) Lésungen (Eigenfrequenzen)

W = Wy

[7
Wy = —w)
. 2 5o

® Berechnung der Eigenschwingungen:



O

1. Eigenschwingung flw = w,
O w31 in homogenes Gleichungssystem einsetzen
1,5, 1

Bwoxl - gwgfig = 0
L 5. .
o _E (?El + gﬂb’gﬂ:z = U

O nur eine Gleichung bleibt Gbrig
o I1—12=0

O Ldsung nicht eindeutig, eine Wahlmoglichkeit, normalerweise

i’l - 1
o = S&g =1

O Lo6sung daher
.TL']_(t) = Cjwﬂt

o Z2(t) = elt
O allgemeinere Losung durch beliebige Linearkombination von Real- und Imaginéarteil
z1(t) = A cos{wpt + ¢1)
o T2(t) = Ajcos{wpt+ 1)
2. Eigenschwingung fiw = w, analog-

z:1(t) = A, cos(\/gwgt + (pa)

(@]

7
za2(t) = —Azcos( ngt-l'(Pg)
°

® |Interpretation der Eigenschwingungen

O 1. Eigenschwingung
® beide Massen schwingen im Takt mit gleicher Amplitude
e mittlere (Kopplungs-)Feder entspannt
® Frequenz = Eigenfrequenz ohne Kopplung

O 2. Eigenschwingung
® Massen schwingen mit gleicher Amplitude gegeneinander
e Kraft durch Kopplungsfeder. héhere Eigenfrequenz

10



Entkopplung der Bewegungsgleichungen

e Entkopplung im Standardbeispiel:
O Idee: Einfuhrung geeigneter Koordinaten lasst alle Kopplungsterme verschwinden
O Bewegungsgleichungen waren

. b 1
T+ gngl — ngl'g =0 (I]
| 6

o Ty — g g.’l’:l + Ewgl'g = 0 (II)

O

Kombination (- | - 1l) ergibt

o (&1 +ia) —wi(zi +22) =0
analog liefert (I - 1)

O

. 7
(Il — Ig) =+ gwg(l'l — Ig) =0

O Einfihrung neuer Koordinaten (Hauptkoordinaten)
vy = —(z1+z2)
e 2 — IT1— T2
O damit
h+ wipm = 0

.7
. yz‘f’g g‘yz = 0

® Modaltransformation:
o Ubergang zu Hauptkoordinaten
O Bewegungsgleichungen vollstéandig entkoppelt
O Lodsungen freie Schwingungen mit Eigenfrequenzen

y = A cos(wot + 1)

7
gy = As cos(\/;wgt + ¢p2)
°

O Umkehrung durch Aufldsen der Definition deriyach x
1
o= (1)

1
. Tg — —§(y1 + ¥2)

11



Anfangsbedingungen

® Bewegung im Standardbeispiel bei einfacher Auslenkung:
O Anfangsbedingungen seien

I (0} = A, Ig(o) =0
o #1(0)=0, 32(0) =0
O daraus Anfangsbedingungen der Hauptkoordinaten

n(0) = —(z2(0) + z2(0)) = -
2(0) = z1(0) —z2(0) = A
yl(o) =0
° 92(0) =0
O Losung in Hauptkoordinaten daher
n(t) = —Acos{wot)

. w(t) = ACOS(@M{]t)

O Rucktransformation auf die Ausgangskoordinaten ergibt die Losung
1

r(t) = (—5)(yl(t)—yz(t))=§(cos(wot}ms( wot))

ralt) = (—%)(yl(t)erz(t)):%(CDS(Wof)—CDS( gwm)
O graphisch

Schwingung x, (t) der ersten Masse

/\f\vﬂﬂ/\ﬂﬂm /\
Y v Yy
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12



o Uberlagerung der Eigenschwingungen mit verschiedener Fregué&thwebung

. ———
e Aufgaben:
O |Aufgabe B

13
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Systeme mit endlich vielen Freiheitsgraden

e [Systematisches Losungsverfahren
e [Anwendung im Standardbeispiel
e |Praktische Berechnuhg

14



Systematisches Losungsverfahren

e 1. Schritt: Aufstellen der Bewegungsgleichung in Matrixform
O Bei n Freiheitsgraden n-dimensionalen Vektor der Koordinaten einfliihren

Iy
XN =

° Tn
o Koeffizienten der Federkrafte zur Steifigkeitsmatrix C zusammenfassen
O Koeffizienten der 2. Ableitungen ergeben Massenmatrix M
O Bewegungsgleichung in Matrixform damit

e MX+Cx=0
O Eigenschaften der Matrizen M und C

® Dbei n Freiheitsgraden nxn-Matrizen

® in der Regel symmetrisch

® bei bestimmten Koordinaten M oder C diagonal

® in Hauptkoordinaten beide gleichzeitig diagonal
e 2. Schritt: Bestimmung der Eigenfrequenzgn

O charakteristische Gleichung

e Det(—w’M +C)=0
O Ausrechnen der Determinante Polynom vom Grad n im?
O hat n (in der Praxis meistens verschiedene) Lésungen?fiir
o}
o}

nur numerisch zu Idsen (theoretisch ab n > 4, praktisch ab n > 2)
Losungerw; aufsteigend sortieren

® W <W, <..<Wpj
e 3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoten zu den Eigenwertew;
O homogenes lineares Gleichungssystem
o (WIM+C);=0
O Losungk ; (Eigenvektor) i.a. festgelegt bis auf einen Faktor

O typische Wahlen flia
® so, dass erste Komponente = 1

o Tin=1
® 5o, dass Lange des Eigenvektors =1
o X %=1

O zugehdrige Schwingung (Eigenschwingung)

° x;(t) = X; cos(wit)

15



O

Verfahren wiederholen fiir alle Eigenfrequenzen
Uberlagerung der Eigenschwingungen ergibt allgemeine Lésung der Bewegungsgleichung

x(t) = ZA.;ii cos(w;t + ;)

O

°
2n freie Parameter
® n Amplituden A

® n Phasenp;

aus 2n Anfangsbedingungen
® n Anfangsauslenkungen x(0)
® n Anfangsgeschwindigkeitex(0)
® 4. Schritt: Modaltransformation
O Modalmatrix = Matrix der Eigenvektoren

O

o

Y P = (i]_,ig., .. in)
O stellt Zusammenhang zu Hauptkoordinaten y her
e X=Py & y=0'x
O macht die Matrizen M und C diagonal
" M® = m
o 'C® = c
O mit Diagonalmatrizen

my 0 -+ 0 e 0 -+ D
0 mg - O 0 ¢ --- 0
m = . . . c = . . .
o 0 0 --- m, 0 0 --- ¢
O leicht zu invertieren
1/mq 0 0
a1 0 1/mg --- 0
m - . . . .
o 0 0 e 1/my,
O reproduziert Eigenfrequenzen
2 C;
W, = —
° L

O Bewegungsgleichungen der Hauptkoordinateemntkoppelt
o Uituwiyi=0

o Inversed! leicht zu berechnen
o & '=m'e™

O Herleitung der Beziehungen [m Anhang
® 5. Schritt: Anpassen an Anfangsbedingungen

16



O Anfangsbedingungen in Hauptkoordinaten transformieren
y(0) = & 'x(0)
o 7(0) = @7%(0)

O Losung der entkoppelten Gleichungen wie im eindimensionalen Fall an die
Anfangsbedingungen anpassen

o Ui = Uicos(wit + ;)

® mit
% o= J%(U)z‘f’ (%0))
_ —#%(0)
. tanyp; = y,;(D)w,;

O Rucktransformation zu den Ausgangskoordinaten

o X=®y

17



Anwendung im Standardbeispiel

® 1. Schritt:
O Bewegungsgleichungen waren
.. 6 1 B
mI, + EGI]_ — gﬂIg = D
.1 6
.mg—gc:sl—f—gc:sg =0

O Steifigkeits- und Massenmatrix direkt ablesen (Nullen fiir fehlende Terme einfligen!)

6, _1,
M=% m) o= )
° m —EC EC

® 2. Schritt:
O Charakteristische Gleichung aufstellen

Det(—w”M + C)

—w?m 0 gc —%c
= Det o + 6
0 —wm —zCc  C
1

12 e 35 7 en?
4 2
& Wi ——wr—|—1) =0
° bm 25(m)

O Eigenfrequenzen sind die positiven Losungen

fc
E‘-"l o -
m
B T [c
) w2 = 5 e
® 3. Schritt:

o homogenes Gleichungssystem ' V=
(—wiM + C)x;

_ —¢ 0 + ¢ % T1,
0D —¢ —%c gc T2
(4 D))
= L ) K =
° —z€ € T2

O In Komponenten ergibt das die zwei Gleichungen

18



—Ci]_g =0

——CTq + —CTy 9 = 0

O 2. Gleichung wird nicht bendtigt (linear abhangig)

O 1. Komponente wahlen und Gleichung auflésen
® £.1=1021,=1

O damit ist der 1. Eigenvektor

L=
. 1
O analog fiir den 2. Eigenwe

()

® 4. Schritt;
O Modalmatrix

o)

O modale Massenmatrix durch Matrixmultiplikation
m = ®"M®

N 1 1 m 0 1 1
o 1 -1 0 m 1 -1
B ( 2m 0 )
o 0 2m
O Inverse von m damit

1
=-(% J)
° 2m

O Inverse vor® durch Matrixmultiplikation

&' = m'e™
([ ] (

® 5. Schritt:
O Anfangsbedingungen

1
-1

m D
0 m

|
Bl B3
e
S
P

B B ]
c:%1|H
b
El|H )
\\-_/
P
—_

19



o (2). (1)

O in Hauptkoordinaten transformieren
y(0) = i"1x(0)=(

o ¥(0) = @77%(0) =
O L6sung in Hauptkoordinaten

n(t) = %cus (Eﬁ)
. yg(t) = %cus (ﬁ‘/gt)

O Ricktransformation

x(t) = @y(t)

B 1 1 %cus( it)
B (1 _1) %cos( I £t)
fox(VE) (VD)
. (%ws(\/:t)—% s (Vi)
Skalierungstrick zur Vereinfachung der Rechnung:

O gemeinsamen Faktor aller Matrixelemente von M bzw. von C herausziehen (z.B. Einheiten)
e M=mMy, C=cG

O EinfUhren der Abkirzungen

EIE R
e

B B

2

2
T =
° wi
o Damit vereinfacht sich die charakteristische Gleichung
(—w®M + C)%

= (—mw’Mg + cCp)x
w2

= C{——ZMQ -+ Cg)i
=]

|EN3|:':

= of—7"Mg + Co)x =0
o & (—7"Mo+ Co)x =0
O Praktisches Vorgehen damit

o Faktoren aus Matrizen herausziehen
® Abkirzungen definieren

e charakteristische Gleichungiir? mit vereinfachten Matrizen I6sen (Eigenwerte und

20



Eigenvektoren)
® Eigenwerte mitog multiplizieren

O Achtung:wg undn sind hier reine Hilfsgrof3en

e Anwendung beim Standardbeispiel
O Definition der GréR3en

10 1 (6 -1
M“m(ol)’c_§4;4 6)
lec
2—_—
o« " T Fm

O Berechnung der charakteristischen Gleichung

oalr(34) (1710
& (6-7°)P-1=0
o = m =v5, M =+T

O Eigenwerte umskalieren

{ C
Wl = wﬂm: R
m
B B 7T [c
.w2 I b¥m

e Aufgaben:
Aufgabe 4

A

o
o

o A b
O |Aufgabe ¥

21



Praktische Berechnung

e Schwierigkeiten bei manueller Berechnung:
O Nullstellen von Polynomen
® ab Grad 5 unmdglich
® ab Grad 3 aufwandig
O Losung homogener Gleichungssysteme
® geht prinzipiell immer
® abn >3 mihsam
O Bestimmung der charakteristischen Gleichung als Determinante
e prinzipiell mdglich durch Entwickeln nach einer Zeile oder Spalte
e handhabbar bei vielen Nullen in den Matrizen
® grundsatzlich kein numerisches, sondern algebraisches Problem (Variadbden)
® Nachvollziehen des Rechenwegs mit Matlab:
O Schritte liefern alle Zwischenergebnisse der manuellen Rechnung
O Aufstellen der charakteristischen Gleichung per Hand oder mit der Symbolic Toolbox
O direkte Losung (ohne Zwischenschritte) mit Matlabs eig-Funktior (s.u.)

e Aufstellen der charakteristischen Gleichung mit Matlabs Symbolic Toolbox:
o)

>>M=16,0,0;0,6,0;0, 0, 1] * 1000;
>>C=[6-30;-34-1;0-11]*1e6;
>> syms omz2;

>> As = -om2*M + C

>> eq = det(As)

>> poly = sym2poly(eq)’

e Nullstellen von Polynomen:
O in Matlab beliebige Ordnung méglich mit Funktion roots
O liefert auch komplexe Losungen
O in obigem Beispiel
°

>> om2 = roots(poly)
om2 =

1.0e+03 *

1.5000

1.0000

0.1667

O aufsteigend nach Grél3e sortieren
°

22



>> om2 = sort(om2)
om2 =

1.0e+03 *

0.1667

1.0000

1.5000

O im Applet Polynom wie in Matlab als Koeffizientenvektor eingeben
Lésung homogener Gleichungssysteme:

O Voraussetzung: Systemmat#xist singular (Determinante = 0)
O Grundidee:

® Xx; =1 einsetzen
® in "normales” (inhomogenes) Gleichungssystem umformen
e mit Matlab I6sen

O Beispielhaft fur dreidimensionales System

458 b]_ (] I
az b o y | =0
45 b3 Cg F4

°
O x =1 wahlen und letzte Gleichung weglassen (Uberflissig!)

k4

_ a, +by+ oz
ag + by + 2z

= (o) (ma)ty)
oo me)r)-()

O Gleichungssystem fir 1. Eigenvektor [6sen mit
°

>> A =-om2(1)*M + C;
>> xRest = A(1:end-1, 2:end) \ (-A(1:end-1,1))
XRest =
1.6667
2.0000
>> x = [1; xRest]
X =
1.0000
1.6667
2.0000

O bei Problemen ggf. andere Koordinate auf 1 setzen oder andere Gleichung weglassen

O Lésung homogener Gleichungssysteme in Matlab direkt mit null
°

23



>> x = null(A)
X =
-0.3586
-0.5976
-0.7171

O xist auf L&nge = 1 normiert
O Wabhlweise umrechnen auf x= 1 mit
°

>> x = x/x(1)
X =
1.0000
1.6667
2.0000

O null scheitert manchmal an numerischer Ungenauigkeit, gelegentlich hilft null(A, 'r’)
Komplette Lésung des Eigenwert-Problems mit Matlab:
O Eingabe von Massen- und Steifigkeitsmatrix

,0,0;0,6,0;0,0, 1] * 1000;

[6-30;-34-1;0-11]* 1e6;

O komplette Losung mit der Funktion eig
°

>> [Phi, om2] = eig(C,M);

O Phiist die fertige Modalmatrix mit irgendeiner Normierung der Eigenvektoren
°

Phi =
0.0061 -0.0082 -0.0079
0.0102 -0.0000 0.0079
0.0122 0.0245 -0.0158

O om?2 ist eine Diagonalmatrix mit den Quadraten der Eigenfrequenzen als Werte
([ J

om2 =
1.0e+03 *

0.1667 0 0
0 1.0000 0
0 0 1.5000

O Bei Bedarf umschreiben in Vektor der Eigenfrequenzen mit diag
°

>> om = diag(sqrt(om2))
om =

12.9099

31.6228

38.7298

24



O Umrechnen der Eigenvektoren auf x 1 mit Trick

® 1. Zeile von Phi als Diagonale einer Diagonalmatrix schreiben
® Invertieren und von rechts an Phi heranmultiplizieren

O in Matlab
(]

>> nn = diag(1./Phi(1,:));

>> Phi = Phi*nn

Phi =
1.0000 1.0000 1.0000
1.6667 0.0000 -1.0000
2.0000 -3.0000 2.0000

e Aufgaben:

o [Aufgabe $

25
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Gedampfte Schwingungen

o [Die zweidimensionale Schwingerkétte
o [Der allgemeine F3ll
® [Berechnung mit Matlab

26



Die zweidimensionale Schwingerkette

® Zwei gekoppelte Schwinger mit viskoser Dampfung:
O Standardbeispiel mit Dampfern

// //
7 ¢ m ¢ m c 7
o o
WP A
o o
7 b — b = 2b 7
A Xy )(2 A
// //
O Bewegungsgleichungen
mil -+ QbI]_ — bl'g =+ 2CI1 — £ — 0
) mig — bIl =+ SbIg — CcT + 2{312 = 0
O in Matrixform
o Mx+Bx+Cx=0
O mit
1 0 2 —1
M_(Dl)m B_(_l 3)1, c_(
°
O Ansatz
o i =i
O ergibt

(mA% + 26X\ + 2¢)3; + (—bA — )23 = 0
o (—bA—c)i + (mX +3bA+2c)2a = 0
O Vereinfachung durch Einfiihrung dimensionsloser Grof3en

f A b
Wp = i, ni=—, D =
PY m wo 2mwp

O liefert
(n* +4Dn+2)%, + (-2Dnp—1)i, = 0
o (—2Dn—1)31 +(n° +6Dnp+2)i, = 0
O nichttriviale Lésungen fiir verschwindende Determinante
o 7 +10Dn* + (20D* + 4)p* + 16D+ 3 =0

® | Odsungen des charakteristischen Polynoms:
O allgemein
® vier Losungen (u.U. nicht alle verschieden)
® reell oder paarweise konjugiert komplex

27



O Veranschaulichung

2500

2000

1500

1000

S00

-500 F

1000 1 1 L 1 1 L
-12 -10 -G -6 -4 -2 0

O Ausschnittsvergrof3erung

1 1 1 L 1 1 1 1 L
-2 -la 18 -14 -1.2 -1 08 06 04 -0.2 0

O groRe Dampfung (D = 1.5)
® vier negative Losungen
e Kiriechfall fir beide Eigenfunktionen
O mittlere Dampfung (D = 0.75)
® zwei negative Lésungen
® _, Kriechen in einer Eigenfunktion
® ein Paar konjugiert komplex mit negativem Realteil
® . eine gedampfte Schwingung
O kleine Dampfung (D = 0.25)
® keine reellen Losungen
e zwei Paare konjugiert komplex mit negativem Realteil

28



® _, beide Eigenfunktionen sind gedampfte Schwingungen
O betrachten i.f. nur noch kleine Dampfung (D = 0.25) mit Lésung
® n;,=-0.3792+j0.9453
® n34=-0.8708 +j 1.4606
sortieren nach (positivem) Imaginarteil

e Bedeutung der komplexen Ldsung:
O betrachtem; =-0.3792 + 0.9453 }

® A =11 wg =-0.3792wy + 0.9453 jwq
O Einsetzen in Ansatz.
Al —0.3792wot [0.9453 jwot
. = 0379200l (04(0.9453w0t) + j 5in(0.9453wot))
o gedampfte Schwingung mit Frequenz 0.94%3und Dampfung = 0.3792w,
O konjugiert komplexe Losung, liefert gleiche Schwingung

® Eigenfunktionen bei schwacher Dampfung D = 0.25:
O Einsetzen vom ; in das homogene Gleichungssystem liefert den 1. Eigenvektor

. 1
o ( 0.9245 — 0.25755 )

O Eigenschwingung damit insgesamt

xi(t) = (Lflﬂ)e**

T1,2
_ ( 1 ) —0.3792ust _0.9453 just

o 0.9245 — 0.25755

O Umschreiben voit 4 , in Polardarstellung

o 0.9245 — 0.25755 = 0.9597¢ ~0-2716J
O Damit wird aus X (t)
o Z12(t) = 0.9597e—0-3792wt ;7 (0.9453uw0t — 0.2716)
O Der Realteil von x(t) liefert dann folgende relle Losung
T10(t) = ¢ 037920t cos(0.9453wyt)
o T1a2(t) = 09597¢70-3792w0t cog(0 945304t — 0.2716)

O Analog erhalt man fur den 2. Eigenvektor

5 1 1
o ( —1.0912 — 0.5069; ) - ( 1.2032¢—2:70675 )

O Dabher lautet die 2. Eigenschwingung
To1(t) = ¢ 0.8708uwpt cos(1.4606wqt)
o T22() = 1.2032e 087080l o1 4606w, — 2.7067)
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® |[nterpretation:
O Eigenschwingungen im Bild (mibg = 1/s)

1. Eigenschwingung
1 T T
#y(t
0st — A ]
u]
_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B 7 a8 q 10
]
2. Eigenschwingung
1 T T T
o5 1
0
wyit
s} !
1)
-1 ]
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 B 7 g a 10

=
t[s]
[ ]

O beide Massen beschreiben eine gedampfte Schwingung jeweils mit gleicher Frequenz und
gleichem Abklingfaktor

O ihre Amplituden entsprechen etwa den ungedampften Bewegungen, aber ihre Schwingungen
sind gegeneinander phasenverschoben
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Der allgemeine Fall

® \Vorgehensweise:
O Bewegungsgleichung in Matrixform aufstellen

o Mx+Bx+Cx=0

(komplexe) Eigenfrequenzen aus charakteristischem Polynom
e Det(A>M +AB +C) =0

komplexe EigenvektorezizuA als Lésung von
o WM+AB+C)z=0

® wobei

O

o

e 4l — 1

o

komplexe Amplituden in Polarform schreiben
o % =ric?”

A zerlegen in Real- und Imaginarteil

O

reelle Losung ist dann

o Ti(t) = rie™® cos(wt + i)
® Modaltransformation:
O i.a. vollstandige Entkopplung der Gleichungen nicht méglich
O Modaltransformation fur B =0
e entkoppelt Massen- und Steifigkeitsterme
® ergibt Eigenschwingungen ohne Dampfung
O Zuschaltung der Dampfung B > 0 koppelt diese Eigenschwingungen miteinander
O insbesondere bei Anregung einer solchen Eigenschwingung
® _ Dampfer bewirken Hinzukommen auch der anderen Eigenschwingungen
e Aufgaben:

o [Aufgabed

o
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Berechnung mit Matlab

® Beispiel:
O Schwingerkette von obgn
O Werte
e m=1Kkg
® c=1N/m

® b=0.5Ns/m(also D =0.25)

e Matrizen festlegen:
o)

>>m=1;

>>c=1;

>> b =0.5;
>>M=[1,0; 0, 1]*m;
>>B =12, -1; -1, 3]*b;
>>C=[2,-1; -1, 2]*c;

o Komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen:

O mit Matlabfunktion polyeig
([

>> [X, E] = polyeig(C, B, M)

X =
0.5713-0.2867i 0.5713 + 0.2867i 0.5156 + 0.5047i 0.5156 - 0.5047i
-0.7687 + 0.0232i -0.7687 - 0.0232i 0.6066 + 0.3339i 0.6066 - 0.3339i

E=
-0.8708 + 1.4606i
-0.8708 - 1.4606i
-0.3792 + 0.9453i
-0.3792 - 0.9453i

O Eigenwerte und -vektoren treten in konjugierten Paaren auf, man will jeweils nur einen davon

O am einfachsten Eigenwerte mit positivem Imaginarteil (wirgl per Hand auswéhlen und

aufsteigend nach Imaginéarteil sortieren
([

>>la = E([3, 1])
>> Phi = X(;, [3, 1])

la=
-0.3792 + 0.9453i
-0.8708 + 1.4606i

Phi =

0.5156 + 0.5047i 0.5713 - 0.2867i
0.6066 + 0.3339i -0.7687 + 0.0232i
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O erste Komponente der Eigenvektoren wie tblich auf 1 normieren
°

>> nn = diag(1./Phi(1,:));
>> Phi = Phi*nn

Phi =
1.0000 1.0000
0.9245 - 0.2575i -1.0912 - 0.5069i

® Eigenwerte und -vektoren zerlegen:
o)

>> delta = -real(la)
>> omega = imag(la)
>> r = abs(Phi)

>> phi = angle(Phi)

delta =
0.3792
0.8708

omega =
0.9453
1.4606

r=
1.0000 1.0000
0.9597 1.2032

phi =
0 0
-0.2716 -2.7067

O damit lassen sich die Eigenschwingungeft)xinschreiben

® Eigenschwingungen plotten:

O hier alles moglichst explizit, eleganter mit geeigneten Array-Konstruktionen und/oder Schleifen
o}

>>t=0:0.01:10;

>>

>> 0 1. Eigenschwingung

>>j=1;

>> 1) = 1(.,));

>> phij = phi(:,j);

>> delj = delta(j);

>> omj = omega(j);

>> x11 = rj(1)*exp(-delj*t).*cos(omj*t + phij(1));
>> x12 = rj(2)*exp(-delj*t).*cos(omj*t + phij(2));
>>

>> 05 2. Eigenschwingung

>>j=2

>> 1 = 1(:,);

>> phij = phi(,j);

>> delj = delta(j);
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>> omj = omega(j);

>> x21 = rj(1)*exp(-delj*t).*cos(omj*t + phij(1));
>> x22 = rj(2)*exp(-delj*t).*cos(omj*t + phij(2));
>>

>> subplot(2,1,1);

>> plot(t, x11, t, x12, t, 0*t, 'k’);

>> legend('x_1(t)’, 'x_2(t)’, 'Location’, 'Best’);
>> title('1. Eigenschwingung’)

>>

>> subplot(2,1,2);

>> plot(t, x21, t, x22, t, 0*t, 'k’);

>> legend('x_1(t)’, 'x_2(t)’, 'Location’, 'Best’);
>> title('2. Eigenschwingung’)

o erzeugtes Bilfl s).
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Erzwungene Schwingungen gekoppelter Systeme

® [Ungedampfte Systeme
e [Losung durch Modaltransformation
e [Berucksichtigung der Dampfung
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Ungedampfte Systeme

® Erregungskrafte bei gekoppelten Systemen:

O Ursachen wie im 1d-Fall, z.B.
e direkte Kraftibertragung
® Fulpunkterregung
e Unwuchten
e Kombination mehrerer Falle

O Angriffspunkte z.B.
® nur ein Schwinger (z.B. bei FulZpunkterregung)
® mehrere Schwinger mit verschiedenen Ursachen
® alle Schwinger in gleichmafiger Weise

O Zeitverhalten
® (gleichfrequente Erregung
® harmonische Erregung
® harmonische Erregung mit verschiedenen Frequenzen
e unharmonische, aber periodische Erregung
® unperiodische Erregung (z.B.Stol3)
e Kombinationen

O betrachten zunachst nur gleichmaRige harmonische Kraftibertragung
e Kraft auf Masse m

o Fi(t) = F;cos(Qt)
® als Vektor geschrieben

F(t) = F cos() = © | cos(2t)
[ ] F“'
e zusatzlicher FaktoR? in £ bei Unwucht- oder FuRRpunkterregung
® Spezialfall eines Angriffspunkt: al#*; = 0 bis auf einen

e Standardbeispiel mit Anregung:
O Kraft nur auf 1. Masse

c m o5 m S

AV AW A

P

it

ey
A s
L AT L O
A s

O Bewegungsgleichungen

36



6 1

mI; + gczl — gcz:g = B cos(Q2t)
T ! + 6 0
NI, — —CF + —CTg =
o 2 5 1577

O in Matrixform
o Mi + Cx = Fcos(t)
O mit

6 _1 ) A
Me(o V) oe=( 1) =(5) == (3)
° 01 & 3 0 Lo

O Losung wieder Summe aus Losung der homogenen Gleichung (Einschwingen) und partikul&rer
Lésung (Dauerschwingung)
® Berechnung der Dauerschwingung:
O Ansatz

o X(t) =X cos(t)
O keine Dampfung-

® Phasenverschiebung O oder
e wird durch Vorzeichen voi ; berticksichtigt

O Einsetzen in Bewegungsgleichung
o M+ C)x=T
O bzw. in Komponenten (mibg 2 = c/m)

6 R 1 ,. 2}
(gwg — 92)I1 — gwg.Tg == E
1 5. 6 .
—gwgﬂ':l =+ (gwg - 92)12 =0
O inhomogenes lineares Gleichungssystem, direkt auflésen
n EWD ﬂz ﬁ‘]_
1 = 78 3 _ L 2
(Fws — 92)? — (5wid)
1
f;g i gwg F]_

. (33 — 22— (GwBP m
® Analyse des Ergebnisses:
O Amplitude der Kraft kann wie im eindimensionalen Fall abgespalten werden

r = “ﬁlFl
e Iz — Voo FY

® mit VergroBerungsfunktionen\, Vo1

O Polynom im Nenner = charakteristisches Polynom der homogenen Gleichung
® Nullstellen sind gerade die Eigenfrequenzgern,

e unendliche Amplitude bei den Eigenfrequenzen
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O graphische Darstellung der VergréRerungsfunktionendgit 1)

“ergroesserungsfunktionen
g . .

_

21|

'
i8]
T

|
=
T

m

. |

u] 02 04 06 os 1
Dy

O Nullstelle von V1 beiQ=1.1wg -

® Masse 1 ist in Ruhe (obwohl sie erregt wird)
e samtliche Energie geht in Schwingung der zweiten Masse
e wichtige Methode zur Vermeidung von Schwingungen der Masse 1 (Schwingungstilgung)
® Allgemeines Vorgehen:
O Aufstellen der Bewegungsgleichungen in Matrixform

o Mi + Cx = Fcos(t)

O Ansatz
° x(t) = icos(ﬂt)

O liefert lineares Gleichungssystem
o M+ C)x=T

O Auflésen nacl# — fertig
O Kraftkomponenten lassen sich abspalten

e X =VF
O etwa im 2d-Fall

-2 1) (4)
° T Vo Vo s

e mit der Frequenzgang-Matrix V
O lasst sich formal (oder bei nicht zu groRen Systemen auch numerisch) leicht |6sen

o V=(-0’M+C)™*

e Aufgaben:
O |Aufgabe 10
O |Aufgabe 1]
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O (Aufgabe 1P
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Losung durch Modaltransformation

® \Vorgehensweise:

O Bestimmung der Eigenfrequenzen und Eigenschwingungein; des homogenen Systems

O Aufstellen der Modalmatrigp
Y P = (i]_,ig., .. in)

O Berechnen der Massenelementeauns
e m =o' M®

O Bestimmung der modalen Anregungen
o Fru = @"F

O entkoppelte Gleichungen in Hauptkoordinaten lauten damit

. 1
i + Wiy = EFm,a(t}

°
O Lésungen fir Hauptkoordinaten wie im 1d-Fall ohne Dampfung
1 p‘!’]’li
. y,(t) = ﬂ m; COS(Qt)

O Lésung in Ausgangskoordinaten durch Ricktransformation
o x=2y

e Anwendung im Standardbeispiel:
O Eigenfrequenzen und Modalmatrix

11 1 0
. 1 -1 0 7/5

O Massenelemente

m_(2m 0)
o 0 2m

O modale Anregungen

-

F,=®"F= ( gl ) cos £

Y 1

O entkoppelte Gleichungen in Hauptkoordinaten

ey

F
i+ wgyl = —Lcosu
2m
7 F
ijg + —wiys = —L cosQt
5 2m

(@]

Losung fir die 'y
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1 K
y(t) = = ag, O 977
1 B
ya(t) = —cos {2
o ) T —022m

O Rucktransformation auf Ausgangskoordinaten

xz'@y:(yl—i_yg)

° U — Y2

O Einsetzen ergibt

z(t) = { ! + ! }ﬂcosﬂt

wi—02  Iwi-0?|2m
1 1 o)
t] = — — Qt
za(t) LJ% -2 Lug- ﬂz} om
°

e in Ubereinstimmung mit dem friiheren Ergebnis
® Modale Erregerkraft f ;:
O regt i-te Eigenschwingung an
O Anteil der Kraft in Richtung des Eigenvektdrs (Skalarprodukt)
O Fm,i =0-
e Kraft steht senkrecht auf Eigenschwingung
e Eigenschwingung wird nicht angeregt
e Aufgaben:
o
o
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Berticksichtigung der Dampfung

e Standardbeispiel mit Anregung und Dampfung:
O Massen-Feder-Dampfer-System wie vorher

7]
i
o
2
c m G m c ,/
AAATE AN AW
i
o
2
— = — — ——
1 I R -
//
b '_"'x b '_;"x 2b 7
1 2 7
7
2]

uh
O FuBpunkterregung
o ult) =ucos()
O Anregungskraft wirkt nur auf erste Masse
o Fu(t) =0V + b202% cos(U + ) =: B cos(t + 1)
O mit
b
tan) = -2
° ¢
O verschiebe Zeitnullpunkt in Kraftmaximum § = 0
O Bewegungsgleichungen
mi, + 2biy — big + 2c3) — ez, = F cos(Q)
) TTKE'Q— bI1+3bI2 — CIq —|—2C:I2 =0
O schreiben Erregerkraft als Realteil einer komplexen Anregung
o Fu(t) = Re(F1c™)
O und x = Re(z) fur die komplexe Gleichung
mi + b2 — big + 2cz —czg = Fe™
o ™Mis — bz +3bzy —czy +2cz9 = 0
O Ansatz

a(t) = ( N )ejm
. %
O ergibt lineares Gleichungssystem z{jr
(—mQ? + 2650 + 20)% + (b2 — )3, = B

o (—bi2—c)z + (—mOQ* +3bjQ+2c)z, = O
O Auflésen liefert das Ergebnis f2r,, damit dann auch fir
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o x(t) = Re(ze’™)
® Beispiel mit expliziten Werten:
O Zur Vereinfachung rechnen wir mit folgenden Werten weiter

m = 1lkg
N
c = 1—
m
1 Ns
b = ——
2 m
Fl — ].N
1
0 — 92-
° 5

O Der Exponentialansatz liefert dann das Gleichungssystem
(—2+25)5+(—1—3)2 = 1lm
o (1—7)a1+(—2+3j)z, = 0
O Auflésen ergibt
#z = (—0.216 —0.203j) m
e Z2 = (—0.095+ 0.0687)m
O in Polardarstellung umgerechnet
5 = 0.206m ¢ 23887

o 7 = 0.116m 2921
O Damit lautet die komplexe Lésung

z(t] = el
i
{2— — 2.388
- 0.296 m e'?( 5 }
- t
i(2-+ 2.521}
° 0.116me s

O Die gesuchte relle Losung ist dann der Realteil

t
0.296 m cos(2— — 2.388)
x(t) = 5

i
0.116 m cos(2— + 2.521)
° s

® Vorgehen im allgemeinen Fall:
O Aufstellen der Bewegungsgleichung in Matrixform

e Mi + Bx + Cx = F cos(Qt)
O Losen des Gleichungssystems fur komplexe Amplitizden
o (—’M+jOB+C)z=TF
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O komplexe< in Polardarstellung bringen
o Zi=rie”

O relle Ldsung ist dann
o Zi(t) = ricos( + ;)

e Standardbeispiel mit allgemeinen Werten:
O Einfihrung der Ublichen Abklrzungen und

2
° e mwg
O ergibt

(—7° +4jDn+2)2 + (-=2jDn— 1)z, = f
o (—2iDn— 1)z + (—n* +6jDnp+2)2 = 0
O Auflosen -

A —ff +63Dn+ 2 u .

4 = 2 . 2 . p 2 h=Huf
(—? +65Dn + 2)(—1* + 45D+ 2) — (27D + 1)

. 27Dn+1 . N

2 = 1 fi=Hafi

(—n* + 67D + 2)(—7* + 4jDn + 2) — (2jDn + 1)?
[ ]

® mit komplexen Frequenzgang-Funktioneg HH 4
O flur gegebene Dampfung D und Frequenzverhatiri/wg hat man
® komplexe Zahlen kg
e Polardarstellung
o Hi = Vyel#u
® VergrofRerungsfunktioneny
® Phasenverschiebungex
O graphisch
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Vi Vay
18 . 18
—_D=oal — D-ool
e _ Dp=om2| | 18 — p=onz|]
___ _D=oms  D=005
14 . 14} .
_ Dp-of — D=0l
12 . 12 .
10 . 10 .
8 . 8 .
. B_ .
. 4 .
. 2 .
. 0 .
0 1 2 3 0 1 2 3
Qfmu Qfmu

O Interpretation
® Resonanzen bei Eigenfrequenzefnund 1.73wg

® Resonanz bebg ist starker, da sich bei kleinerer Frequenz die Dampfung weniger auswirkt
® V ; hat keine Nullstelles nur partielle Schwingungstilgung

e Aufgaben:
O |Aufgabe 15
O |Aufgabe 16
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Freie Schwingungen kontinuierlicher Schwinger

e [Die Wellengleichung

e |Losungen der Wellengleichung

® |Schwingungsgleichung des Balkens
e [Schwingungsformen des Balkéns
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Die Wellengleichung

e Eindimensionale kontinuierliche Schwinger:
O kontinuierliche Verteilung von
® Tragheitselementen (Masse, Tragheitsmoment)
® Ruckstellkraften
e ggf. Dampfung
O i.f. nur eindimensional (z.B. Stabe, Balken)
O Dampfung wird vernachlassigt
® Saite:
O biegsam, erst durch Vorspannung S schwingféhig
O Anwendungen
® Spannseile
® Treibriemen
e Uberlandleitungen
O betrachten kleine Auslenkungen q(x, t)
® nur in einer Ebene
® Spannkraft S ndherungsweise konstant
O Krafte auf Massenelement dm

q

X x+dx
O Kréftebilanz senkrecht zur Auslenkung (in g-Richtung)
o —S(sing(z+dz,t)—sinp(z,t)) =dmdj(z,t)

O Masse bei konstantem Querschnitt A und Dighte
® dm=pAdx
O kleine Auslenkungen-

sing =~ @
o = Sz} = pAj
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O @ist negativer Winkel der Tangente, also

o pRtany =—¢
O zusammengefasst folgt
o 59" = pAj
e Grundform der Wellengleichung:
O mit Parameter c (Ausbreitungsgeschwindigkeit)

o 4— Czqﬂ =0
O Bewegungsgleichung der Saite mit

[ S
c= 4 —
° pA

O partielle Differentialgleichung fir q(x,t)
O analog bei Langsschwingungen eines Stabs mit Kompressionsmodul E mit

E

c=4/—

° P
O ebenso fur Torsionsschwingungen einer Welle mit Torsionssteifigkeit@®d polarem
Flachenmoment 2. Grades |

/GIT
c =
° ply

O bei kreis- oder kreisringformigem Querschnitt ist 1,
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Losungen der Wellengleichung

o Laufende Wellen:
O harmonische nach rechts laufende Welle

o 1(z,t) = geos(kz — wt)
O Einsetzen in Wellengleichung

k=2 & AM=c
([ J [

O Wellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢
O allgemeine Losung

o 4(z.t) = qr(z — ct) + qr(z + ct)

O beliebig geformte nach rechts und links laufende Wellen
® Stehende Wellen:

O stationdre Schwingungsform entlang des Stabs

t=015T
t=025T
t=035T
t=05T

08+

06

04t -

02r 1

o Uberlagerung von sich gegeneinander bewegenden Wellen
O z.B. durch Reflexion an den Enden

O technisch bedeutsam wegen entsprechender Randbedingungen
® Beschreibung stehender Wellen:

O Trennung von Raum- und Zeitanteil mit Produktansatz (Bernoulli)

o q(z,t) = Q(z)T(t)

O Einsetzen in Wellengleichung

T_ Q!."_. 5

49



O w hangt weder von t noch von x ab
O Losung der Gleichung fur T

o 1'(t) = cos(wt — )
O Amplitude steckt in Q
O Losung der Gleichung fur Q

o Qz)= C:)c cos(kz) + Qs sin(kz)
O mit

k=

w
[ ] [

O Parametew, 3, Q . Q s aus Anfangs- und Randbedingungen
e Randbedingungen:

O Forderungen fir die Enden (des Stabs, der Saite etc.)
O einfachste Form: explizite Bedingungen

3 Rand fest keine Auslenkun =0
§ 9q
—() Rand frej keine Krafte g =00

O Krafte

® z.B. beim Zugstab

e F=EA(Q

e allgemein HIQ'’
O implizite Randbedingungen
e Krafte und Massen am Rand vorgegeben
® z.B. bei elastischer Einspannung
® ergibt Beziehung zwischen g und g’ am Rand
® Eigenschwingungen:
O Beispielfall: Stab eingespannt bei x =0 und beix =1L
O Randbedingungen
e g0t =0,q(Lt)=0
O gelten fur alle Zeiten»
® Q0)=0,QL)=0

O in Ldsung fur Q(x) einsetzen
Q.=0
e sSin{kL) =0
O daraus ergeben sich unendlich viele Eigenfrequenzen
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aw
ki o= it
‘T

Lo W= ckizi%w i=1,2, ...

O in Q(X) einsetzen- Eigenschwingungen
i

-~ . _ rs . ?'_ . _
. Qi(z) = Qssin(k;z) = Q,sin( 7 ) 1=1,2,...

O analog fur andere Randbedingungen
e Aufgaben:

O |Aufgabe 1f

O |Aufgabe 18
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Schwingungsgleichung des Balkens

® Balken nach Bernoulli:
O langer schmaler Kérper mit konstantem Querschnitt

O Verbiegung beschrieben durch Position q(x, t) des Flachenschwerpunkts (neutrale Faser)
£

® schubstarr (keine Schubverformung)
® nurin der x-z-Ebene
O zwei Schwingungsformen

® transversale Verschiebung mit q
® Verbiegung mit g’
O Zusammenhang zwischen Verbiegung und Biegemomegnt M
o My,= —EILq"
® Elastizitatsmodul E
® axiales Flachentragheitsmomept |
® Herleitung der Schwingungsgleichung:

O Krafte bei Freischneiden von Massenelement dm
z

QL (x+dx)

W R/ M, (x+dlx)

K+cdx b

¥

X
O Kréaftegleichgewicht fur

dm
o Q:(z +dz,t) — Q.(z,t) = dm i = pAdz
O fur kleines dx also
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[ } Qz’(zat) - PAQ
O Momentengleichgewicht fir dm, bezogen auf den Mittelpunkt und den Wjrdeden die
gerade Ausgangslage
d
M,(z + dz,t) — M,(z,t) — 2Qz(z,t)§ —dJ
[ ]
O dmist sehr flache Scheibe, Flache A, Dicke-dx

dJ = [(zz—i—zg)dm'
dm

=S f 22dm’
dm
2 ! ! 2 !
— dz'd A = pd / dA
[dmz pdzr pazx Az
® = pldz
® mit dem Flachentragheitsmoment |
O damit wird aus der Momentengleichung fur kleines dx

° Mé — Q. = ply¢p = —pl,§
O rechte Seite

® Tragheit bei Verbiegungsschwingung g’

e haufig klein gegen Tragheit bei Verschiebung q

e Naherung i.f.: Term ist 0 (Bernoulli-Balken)

® genauere Berilcksichtigung mdglich (Timoshenko-Balken)
O damit mit einmaligem Ableiten nach x

o M: -Q. =0
O Zusammenhang zwischenyMind q” liefert dann

° q+ cﬂqm.f -0
O mit der Abklrzung

2 By

° pA
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Schwingungsformen des Balkens

o Laufende Wellen:
O Ansatz

o 4(z,t) = gcos[k(z — vt)]
O Einsetzen in Bewegungsgleichung

v=ck= %
° A
O Ausbreitungsgeschwindigkeit h&ngt von der Wellenlange ab (Dispersion)

® Stehende Wellen:
O wieder mit Produktansatz

o d(z,t) = Q(z)T(t)
O Einsetzen in Bewegungsgleichung
jﬁ et
— = =: —w?
o T Q
O Losung fur T wie gehabt
o 1'(t) = cos(wt — )
O Gleichung fir Q
o Q"(z) - p'Q(z) =0

O mit

w
.lu':: J—
([ ] c

O allgemeine Losung fur Q
o Q(z) = Qccos(pz) + Q. sin(uz) + Qe cosh(pz) + Qur sinh(uz)

® Randbedingungen:
O grundsatzlich vier Werte vorgebbar
O Dbei einer Stelle etwa

(=]

Q(0) |Auslenkung bei
Q’(0) |Verbiegung bei
Q”(0) Moment bei 0

Q" (0) Querkraft bei 0

A —4

O in der Praxis meistens an jedem Ende zwei Bedingungen
O wichtige explizite Randbedingungen

54



O

N keine AuslenkungQ =0
o b ]
§ Rand fest keine VerbiegungQ’' =0
ﬁ . kein Moment, Q" =0,
Rand frei keine Kraft Q=0
Rand gestitzt, keine AuslenkungQ =0,
mit Gelenk gelagerkein Moment Q'=0

implizite Randbedingungen verknipfen Randgrof3en

® Eigenfrequenzen des einseitig eingespannten Balkens (Kragbalken):

O

o

O O O OO0

feste Einspannung bei 0, freier Rand bei L
® Q0)=Q0)=Q"(L=Q™(L)=0
allgemeine Losung fur Q(x) und seine Ableitungen
Q(z) = Qccos(pz) + Q.sin(uz) + Qu, cosh(pz) + Qup sinh(uz)
Q@) = p(—Qesin(pz) + Q, cos(uz) + Qu, sinh(pz) + Q,, cosh(pz))
Q'(z) = p*(—Qecos(pz) — Qusin(uz) + Qen cosh(pz) + Qun sinh(uz) )
o ") = 4 (Qesin{uz) — Q. cos(pz) + Qu. sinh(uz) + Qun cosh(pz))
Einsetzen der Randbedingungen liefert kit 1 L
Qc + Qm -
Qa’ + Qsh =
—Qccosm — stinﬁ: + Cjchcoshm + C:?sh sinhk =
° chinﬁ, — @s cos K + Qchsinhﬁ: + Qshcoshm =

homogenes Gleichungssystem

nichttriviale Losungen- Systemdeterminante verschwindet
Determinante durch zeilenweises Entwickeln [6sen

alternativ Gleichungen 1,2 auflésen und in 3,4 einsetzen, dann auflésen
nach endlich langer Rechnung folgt

o o o o

e cos’ &+ sin? K + 2 cos & cosh Kk + cosh? & — sinh? k = 0
mit den bekannten Formeln
cosk +sin’k = 1
e cosh’k —sinh’kx = 1
erhalt man eine transzendente Gleichung fir die Eigenfrequenzen

e 1l tcoskcoshk =0

® L 6sung der Eigenwertgleichung:

O

graphisch als Schnitt zweier Funktionsgraphen, z.B.
1

e coshs

= — COS K
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O Naherung fur re 3
i =~ (21 — 1)
°

™
2

® Fehler schon beii= 3 nur 0.01 %
O numerisch bestimmte Werte

® Kk, =1.8751
® K, =4.6941
® K3 =7.8548
O Eigenfrequenzen daraus mit
_ ¢ 2
. w; = F!ﬂi

® Eigenschwingungen des Kragbalkens:

O Lésungen fiir di€ nur bis auf einen Faktor festgelegt
O setzen willkirlich

Qe = 1

o — Qr: = -1
O aulerdem war
® Qs = _Qsh

O alles in 4. Gleichung einsetzen und auflésen ergibt
A sinhx —sink
° @ = _coshm-l—cos.'s: e
O ¢g; aus den numerischen Werten vqn
e ¢, =0.7341
® £, =1.0185

® &3 =0.9992
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® &; =1.0000 fur = 4
O Eigenschwingungen damit

T T ) T ) T
. Qi(z) = cosh(.'s:.;E) — cos(h:,:E} — € smh{rtsiz] + ¢ sm(.ﬂsiz)

O graphisch

— 1.Eigenschwingung
-r — 2.Eigenschwingung
—— 3.Eigenschwingung

Aufgaben:
o
Aufgabe 2]

O
O
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Aufgabe 1

® Ein dreigeschossiges Haus wird modelliert durch Massen fir die Stockwerke und jeweils zwei
gleichartige Biegefedern fir die vertikalen Stiitzen:

My
Calii i Ha i
Sy Csy
2 2
Ma
Vi Ao PUEIZ 05
C
Ea
E ?
2 m;
Vi O
I c
= =1
2 2

%///l//l////////l//l//;’%

Huhelage ausgelenkt

Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

® [Losung
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Aufgabe 2

e Schreiben Sie die folgenden, massegekoppelten Bewegungsgleichungen in ein federgekoppeltes
System um.

1
6j1—25§2+3—2$1 =0
g
1
O 8
® |L3sung
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Aufgabe 3

e Bestimmen Sie die Bewegung des Beispielsystems bei verschiedenen Anfangsbedingungen. Wahlen
Sie dabei der Einfachheit haltep = 1.

=23 g,(0)=—22
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Aufgabe 4

® Gegeben sei folgendes Feder-Massen-System

m m
Gy 1 Ga 2

A A

= =
Xz

A

L T L

. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.
. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen.
. Wie sehen die Eigenschwingungen aus ?
. Welche Bewegung ergibt sich, wenn am Anfang nur Masse 1 um 0.12 m ausgelenkt wird?
. Wie missen (bei verschwindenden Anfangsgeschwindigkeiten) die Massen ausgelenkt werden,
um die zweite Eigenschwingung anzuregen ?
o Werte
O ¢1 =10N/m

O Cc =2 N/m

O my =8Kkg

O my =1kg
® [Losung

a b~ wWwN PP
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Aufgabe 5

® Betrachten Sie den folgenden auf zwei Federn sitzenden homogenen Balken der Masse m

X
< L L L

1 Z 4 2 %2

%//{//{//{//{//{//{//{/////%

1. Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fur die Auslenkung x und die Drghagg des
Schwerpunkts auf. Gehen Sie dabei von einer horizontalen Gleichgewichtslage aus (aufgrund
geeigneter Federvorspannungen).

2. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen des Systems.

3. Ermitteln Sie die Eigenschwingungen und interpretieren Sie sie.
o \Werte:

OL=2m

O c=8N/m

O m=4Kkg
® [Losung

63



Aufgabe 6

e Gegeben sei das Gebaude[aus Aufghbe 1 mit folgenden Werten:

o

wNn ke O

mi=mp=6tm=1t
c1=c, =3¢, =c=1F N/m
Formulieren Sie die Bewegungsgleichungen in Matrixform.

Ermitteln Sie die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen.
In das oberste Geschoss des Gebaudes stiirzt ein Flugzeug und verleiht ihm dadurch eine

Anfangsgeschwindigkeityy= 10 m/s. Wie stark werden die einzelnen Eigenschwingungen
angeregt und welche Schwingungsform stellt sich insgesamt ein ?

® [Losung
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Aufgabe 7

e Ein Teilstlick eines Antriebstrangs aus zwei Scheiben auf einer Welle befinde sich in Ruhe. Zur Zeit t
= 0 wird Uber eine Bolzenkupplung mit Torsionssteifigkgiteine dritte Scheibe schlagartig

angekuppelt, die sich mit der Drehzahl n dreht.

Ca
/// £
?
7 o7
i
o
7 7
= e /m— 3%
c G
: /: 1 .
i = N
7 J i B
JE J3

1. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und -schwingungen des Gesamtsystems.
2. Wie bewegt sich die erste Scheibe ab t = 0?
3. Wie grol3 ist das Drehmoment ) in der Kupplung?

o \Werte:
0 J; =) =J3 =50kg n?
O ¢1 =100 Nm, ¢ = 10000 Nm, ¢ = 1000 Nm
O n =400 U/min

® [Losung
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Aufgabe 8

‘\ Wiederholen Sig_Aufgabé 6 unter Verwendung von Matlab.
Losung
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Aufgabe 9

e Berechnen Sie die Eigenfrequenzen und -schwingungen des folgenden Systems

v 5
7 7
// c c //
Z m m c %
WA A,
o o
7 Z
7 7
7 4| — —| — —| —
i 7
7 b = b H)( b o
7 Xi 2 7
7 %

1. ohne Dampfung (b =,b= 0)

2. mit drei gleichen Dampfern (b = &10)

3. nur mit zwei Dampfern (0, b; = 0)

4. Mit welchen Anfangsbedingungen kann man im Fall c. die 2. Eigenschwingung anregen?
o Werte:

O m=2Kkg

O c=8N/m

O b=2kgls
® [Losung
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Aufgabe 10

e Auf den Balken ddr Aufgabé 5 wirkt in vertikaler Richtung eine periodische Kraft
O F(t) =F cosQ 1),

die direkt im Schwerpunkt angreift.

Wie groR sind die Amplitudes und# der sich einstellenden Schwingung?

Werte
o F=05N
o Q=201/s

® [Losung
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Aufgabe 11

® Die zweidimensionale Schwingerkette
£

AL PV

3

utt)
wird durch harmonische Fu3punktschwingungen mit der FreqRemgeregt.
1. Bestimmen und skizzieren Sie die VergroRerungsfunktionen.
2. Bei welcher Frequenz wird die Schwingung der ersten bzw. der zweiten Masse getilgt?

e [L6sung
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Aufgabe 12

e Eine Maschine der Masse;n¥ 1000 kg, die auf einer Fedey & 9 - 10 N/m schwingend gelagert

ist, wird durch Bodenvibrationen von 50 Hz angeregt. Zur Schwingungstilgung wird an der Maschine
eine Masse i = 10 kg mit einer Feder,cangebracht. Wie grofd muss sein, um eine vollstandige

Tilgung zu erreichen? Wieviel % betragt die Tilgung, wenn sich die Anregungsfrequenz auf 50.3 Hz
andert?

® [Losung
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Aufgabe 13

e Drei gleiche Massen von m = 1 kg seien auf Biegefedern montiert und zusatzlich untereinander und
mit der Wand mit Federn verbunden:

Xy Xa Xa
c - c = o =

03c 03c 03c

\\\\\\\\\\\\\N

e e o
e A il

Die Federkonstanten der Federn betragen ¢ = 1 N/m, die Steifigkeiten der Biegefedern 0.3 N/m.
1. Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen des Systems.
2. Die linke Masse werde durch eine harmonische Kraft F der Frefuangeregt. Bestimmen
Sie die zugehérigen VergrolRerungsfunktionen, d.h. Elemente der Frequenzgangmatrix, und
skizzieren Sie sie.

® [L6sung
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Aufgabe 14

o Auf einer Welle sitzen zwei Scheiben S5, mit Tragheitsmomenten, und J. Die Steifigkeiten
der beiden Abschnitte seien,ac,. Auf S, wirkt ein periodisches Drehmoment der Form
O M(t) = Mg cosQ t)
e Bestimmen Sie die Amplitude der dadurch ausgelésten Drehschwingungen doncs

Modalanalyse.
i 7z
/// 7
7 Mn cosit
A r‘:h.
/// I
/j/ Cy Gy s
. A
7 Jy 4
P J

® Werte:
0 J; =15kgnt?
J, = 2.6 kg n?

O
0 ¢y =12-16 Nm
O €, =24-10 Nm
O Mo =50Nm

0 Q=1701/s

® [Losung
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Aufgabe 15

e Eine Maschine ruht zur Verringerung von Schwingungen auf einem StoRdampfel (€ N/m, b,
= 400 Ns/m). Sie besteht aus zwei Ubereinanderliegenden Baugruppen, einem Sockel von 500 kg und
einem Oberteil von 50 kg. Beide sind verbunden durch eine bedampfte Fede (cL® N/m, b,
= 100 Ns/m).
® Durch Bodenvibrationen von 13 Hz mit einer Amplitude von 0.2 mm wird sie zu Schwingungen
angeregt.
1. Wie grol} ist die Amplitude der Schwingung des Oberteils?
2. Wie sehr nahern sich Oberteil und Sockel maximal an (verglichen mit der Ruhelage)?

® [L6sung
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Aufgabe 16

e Ein Fahrzeug mit Radkasten und StoRdampfern werde durch das folgende System beschrieben:

o

Mg, J

%//////////////////////////% IU(T}I

Eine Fahrt tiber eine unebene Fahrbahn bewirke eine Krafterregung mit der gleichen Funktion
O F(t)=Fg cosQt
® an beiden Radern.
1. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen in Matrixform fiir die Koordinageaes,
Fahrgestells undxund x, der Radké&sten.
2. Berechnen Sie die Eigenwerte und Modalmatrix fir B =0
3. Transformieren Sie die Bewegungsgleichungen (incl. Dampfung) mit dieser Modalmatrix. Was
stellen Sie fest?
4. Lo6sen Sie nun das gesamte System und berechnen Sie die Amplitude der Hub- und
Nickschwingungen (in x ungl) des Fahrzeugs.
o Werte:
0 s1=3ms$=1m
O ma =800 kg, nk =30 kg, J =900 kg f
O ¢; =410 N/m, ¢, =10° N/m
O b; =3200 Ns/m, b = 800 Ns/m
O Fg=500N,Q=121/s

® [Losung
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Aufgabe 17

® Berechnen Sie die niedrigsten drei Eigenfrequenzen der Torsionsschwingungen einer 0.8 m langen
Stahlwelle mit einem kreisférmigen Querschnitt, die auf einer Seite eingespannt, auf der anderen lose

ISt.

e [L6sung
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Aufgabe 18

e Die Propellerwelle eines Schiffs bestehe aus Stahl (E = 2.18 NifhZ, p = 7800 kg/n?), habe
eine Lange von 20 m und einen Durchmesser von 10 cm. Sie sei an einem Ende fest, am anderen
Ende befinde sich ein Propeller der Masse m = 500 kg.
1. Welche Randbedingungen gelten fir die Welle? Betrachten Sie dafiir die auf die Propellermasse
wirkenden Kréfte.
2. Welche Beziehung erfiillen die Eigenfrequenzen der Longitudinalschwingungen? Benutzen Sie
den Produktansatz.
3. Schreiben Sie die transzendente Gleichung aus b. mit dimensionslosen Grof3en. Losen Sie sie
graphisch oder numerisch und bestimmen Sie so ndherungsweise die drei niedrigsten
Eigenfrequenzen.

® [Losung
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Aufgabe 19

e Ein zweiseitig abgestitzter Stahlbalken (E = 2.101 NYm?2, p = 7800 kg/n?) habe eine Lange
von 3 m und einen quadratischen Querschnitt mit einer Kantenlange von 3 cm.
1. Berechnen Sie die drei niedrigsten Eigenfrequenzen.
2. Skizzieren Sie die zugehdrigen Eigenschwingungen.

® [Losung
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Aufgabe 20

e Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen eines Balkens, der auf einer Seite abgestitzt, auf der anderen
frei ist.

e [L6sung

78



Aufgabe 21

e Am Ende eines Kragbalkens der Lange L befinde sich eine Masse m. Berechnen Sie die drei
niedrigsten Eigenfrequenzen.

e Hinweis: Bestimmen Sie zunachst die Randbedingung bei L, indem Sie die Tragheit der Masse m
berlcksichtigen. Setzen Sie dann den Produktansatz direkt in die Randbedingung ein.

o Werte:

0 E=2.00- 18! N/m?

p = 7800 kg/n?

A=26-10°m?

1=4.7-10%m*

L=1m

m =10 kg

® [Losung

O O O O O
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Anhang

e [Herleitung der Modaltransformation

o [opleq

o [Matlab-Beispielp
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Herleitung der Modaltransformation

e Grundlegende Beziehungen
O Nach Definition der Eigenvektorein; gilt die Eigenwertgleichung
o (—wiM+C)% =0
O Matrizen M und C sind symmetrisch
e M=M" cCc=c”
O daher folgt fir beliebige Vektoren a und b
a’Mb = (a"Mb)"
= b'M’a
° = b"Ma
O analog fur C
e Orthogonalitat der Eigenvektoren
O Fur zwei Eigenvektored j, £ (i # j) zu verschiedenen Eigenfrequenzen gilt
WIM%; = Cxkg
o WiMK; = Cg;

Multiplizieren der 1. Gleichung mi; T, der zweiten mig ; T und Subtraktion-

O

2-Tp e 2T nmen  aTn T
o WiX; Mx; — wiky Mx; = X; C%; — x; Cx;

Symmetrie von M und C liefert

o (Wi —wl)Z M =0

(@]

O wegenw; # w; folgt also

~T -
o X Mx; =0
O dies oben eingesetzt ergibt sofort
AT
o X Cx;=0

O im folgenden nehmen wir immer an, dass alle Eigenfrequenzen verschieden sind.
e Normierung der Eigenvektoren
O modale Massen psind definiert durch

o i = X M%;
O modale Steifigkeiten;cdurch

o Cii= % C%;
O Multiplikation der Eigenwertgleichung mrit; T ergibt
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—W2ZI Mz +7ICx; = 0
2 G
= W - —
° m;
O oder in Matrixform mit den Diagonalmatrizen m = diagjratc.

2 -1
® W —ImIm C

® Eigenschaften der Modalmatrix
O definiert als Matrix der Eigenvektoren
Py D = ()A(]_,]A{;g., .. )A(u)

O Betrachte Elemente der Matidx" M @

(%
oM - | |M(% % ... %)
\ %7
T
( ;
— 2 (Mi‘cl M, Min)
\ %7 /
[ KT M&; %] Mg xTMx,
| MR MR, *I'M%,
\ T Mx, <M £TM%,,
(ml 0 0
o 0 V] 0
Lo 0 .. m,
[ ] = m
O analog erhalt man
o 'C®=c

o Die Inversed! der Modalmatrix berechnet man als
o ®'=m'eTM
O esist namlich
d'd = meTMP
= m'm
° =1
e Ubergang zu Hauptkoordinaten
O Definition der Hauptkoordinaten y durch
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O

o

O

o

o x=2Cy
Ableitung der Matrixmultiplikation ergibt
o =Py, I=0®j
Einsetzen in Bewegungsgleichung und Multiplikation @nit —
o P'Mx+ ®'Cx =®"My + #'CO®y =0
mit den obigen Beziehungen daher
e my+cy=0
m und c¢ sind Diagonalmatrizen, d.h. die Gleichungen lauten in Koordinaten

o Uitwiyi=0
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Applets

e Uberlagerung von Schwingungen verschiedener Frequenz
® Gekoppelte Schwingungen
® Nullstellen von Polynomen
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=

Matlab-Beispiele
.
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ex8.m

% Losung von Aufgabe 8

% Massen- und Steifigkeitsmatrix

M = diag([6 6 1])*10"3; % in kg
C=[6-30;-34-1;0-11]*10"6; % in N/m

% charakteristische Gleichung mit Symbolic Toolbox

syms om2;
A =-om2*M + C;
eq = det(A);

charEq = sym2poly(eq)’;
charEq = charEg/charEq(l) % zum Vergleichen auf 1 normiert

% Nullstellen
om2 = roots(charEq)

% Daraus die Eigenfrequenzen, aufsteigend sortiert
om = sort(sqrt(om2))

% 1. Eigenvektor bestimmen

oml = om(1);

A=-oml1"2*M + C

% Losung der homogenen Gleichung (Lange = 1)
x1 = null(A)

% der Vergleichbarkeit wegen: 1. Element = 1

x1 = x1/x1(1)

% analog 2. Eigenvektor:

format long

A =-om(2)"2*M + C

format short

x2 = null(A)

% klappt nicht wegen numerischer Ungenauigkeit!
% hier hilft eine Option von null

x2 = null(A, 'r’)

X2 = x2/x2(1)

% 3. Eigenvektor ginge hier mit null, alternativ direkt durch Ldsen des
% Gleichungssystems

A =-om(3)"2*M + C;

xRest = A(1:end-1, 2:end) \ (-A(1:end-1,1))

x3 = [1; xRest]

%%6%%%%%% %% %% %% %% %% %% %% %% %% %6 %% %% %% %% %6 %% %% %% %% %6 %% %6 %% % %% %6 %% % %% % %%
% Anfangsbhedingungen anpassen

x0 =10, 0, 0}

v0 =0, 0, 10];

% Modalmatrix

Phi = [x1, x2, x3]
% Hilfsmatrix m
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m = Phi"*M*Phi

% Inverse von Phi

% Philnv = inv(m)*Phi*M % ok, es geht aber auch ganz ohne inv
Philnv = diag(1./diag(m))*Phi*M

% Anfangsbedingungen in Hauptkoordinaten
yv0 = Philnv*v0

yhat = abs(yv0./om)

phi = sign(yv0)*pi/2

% Vorfaktoren der x-Terme
VF = Phi*diag(yhat.*sign(phi))

87



Losung von Aufgabe 1

e Krafte | auf die Masse msind

F = —az — oz — 1)
Fy, = ciz1 — z2) + ca(zs — 72)
o) Fy = CEI(IE - 553)

® Bewegungsgleichungen daher (sortiert nagh x

m + (e + 62)551 —czy = 0
Mol — CaZy + (C2 + €3)T2 — caT3

o) Mgy — C3Tg + 3Ty = 0

Il
o
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Losung von Aufgabe 2

e Um die Massenkopplungen zu beseitigen, weilghzw. £ 5, eliminiert, etwa
O 2 - 1. Gleichung + 2. Gleichung
1 1
10i1+6—2:€1 +5_212 =0
[ 5 5
O 1. Gleichung + 3 - 2. Gleichung

1 1
[ ] 5 5
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Losung von Aufgabe 3

e Anfangsbedingungen a:
O Umrechnen der Anfangsbedingungen auf Hauptkoordinaten ergibt

o N(0)=0 (0)=47%
O Die 1. Eigenschwingungyywird gar nicht angeregt:

® yi()=0
O Die 2. Eigenschwingung hat nur eine Anfangsgeschwindigkeit, keine Anfangsauslenkung. Sie
schwingt also mit einer reinen Sinusfunktion (d.h. Phasenverschiebun@)= Bie Amplitude

ist einfach
A ! 0
Yz — _yg( )
) Wha

O also ist die 2. Eigenschwingung

yo2(t) = 3.381 m sin (\/gtfs)

O Zuruckrechnen auf die Originalkoordinaten ergibt

1 (t) = —%(yl —72) = 1.690m sin (\/gtfs)

To(t) = —%(yl +1yg) = —1.690m sin (@t{s)

O im Bild
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o

0

n

o

=

o

wn

-2

L 1
0 5 45 =0

°
O Die Bewegung ist eine gegenlaufige harmonische Schwingung beider Massen gemalf der 2.
Eigenschwingung.
e Anfangsbedingungen b:
O In Hauptkoordinaten lauten die Anfangsbedingungen

n(0)=—4m (0)=4m
e Nn(0)=2% 72(0) =27
O Amplitude und Phasenverschiebung werden mit den bekannten Beziehungen berechnet

U = Jyl(ﬂ)z + (-yl_(o))* =4.472m

th

= arctan —3}1(0)
A (sn(ﬂ)wl

o Die 1. Eigenschwingung hat also die Form
e i(t) =4.472m cos (t/s — 2.678)
O analog fir die 2. Eigenschwingung

ya(t) = 4.343 m cos (@t{'s — 0.400)

O Zurucktransformieren liefert die Bewegung der beiden Massen

7
z1(t) = —2.236m cos(t/s — 2.678) + 2.171m cos (J;t/s — 0.400)

) = —2.678

7
To(t) = —2.236m cos(t/s — 2.678) — 2.171m cos (\/;tfs — 0.400)
°
O im Bild
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°
O Beide Eigenschwingungen werden etwa gleich stark angeregt, es ergeben sich daher normale
Schwebungskurven.
® Anfangsbedingungen c:
o Anfangsbedingungen in Hauptkoordinaten

1n(0)=—4m y(0)=0

o N(0)=0 72(0) =27
O Eigenschwingungen mit Anfangsbedingungen
n(t) = —4m cos(t/s)

ya(t) = 1.690m sin (\/gtfs)

°
O Zuriuckrechnen auf Originalkoordinaten
7
z1(t) = 2m cos(t/s) + 0.845m sin ( gt/s)
. 7
z5(t) = 2m cos(t/s) —0.845m sin ( gt/s)
°
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O Die Anfangsauslenkungen regen nur die 1. Eigenschwingung an, die Anfangsgeschwindigkeiten
nur die 2.Insgesamt ergibt sich wieder eine Schwebung als Uberlagerung, die allerdings nicht bis
auf 0 heruntergeht, da die Amplituden der Eigenschwingungen unterschiedlich grof3 sind.
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Losung von Aufgabe 4

1. Bewegungsgleichungen:
® Die Krafte sind

F, = —axn+ Cz(Iz — fIF:L)
0] F, = —Cz(-'u'"z - $1)
® Daher lauten die Bewegungsgleichungen
miZ1 + (€1 + c2)z1 —cazg = 0
o} Mglg — €271 +cpzg = 0

e Daraus liest man sofort die Matrizen ab

om0\ (80
- (T ) (57) e

(C1+Cg —cz) (12 —Z)N
C = = —_
o —cg €2 -2 2 m

2. Bestimmung der Eigenfrequenzen:
® Die charakteristische Gleichung liefert (unter Weglassen der Einheiten)

2 8 0 12 -2

Det (—w ( 01 + _9 9
12 — 8w? —2

= Det ( _9 2 _ W2 )

= (1287 (2—w?) —4=0
7 5
E=1 w4—§w2+§:0

1 51 1
= w =1—, wp=4/-— =~ 158l—
o s 2s 8

3. Eigenschwingungen:
® Zur Bestimmung des 1. Eigenvektors setzenwyirin die skalierte Gleichung ein

SHC R ERI ¢y
. e G

® Die Wahlz ;1 =1 liefertf 1 , = 2, also ist der 1. Eigenvektor

< (2)
.
o 2

® Die Form der 1. Eigenschwingung ist somit
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) - (3 ) eostre

® analog erhalt man auch den Eigenvektowau
2 (80 12 -2 Ta1
slo 1/ 7V —2 2 Ean
- (3 )(5)-
o —& T3 T22

® Die Wahl# ;1 =1 liefert£ 5 , = -4, somit ist der 2. Eigenvektor

“=( 1)
-
o —4

e und die 2. Eigenschwingung

)= )cos(\/;/a

4. Bewegung bei gegebenen Anfangsbedingungen
® Die Modalmatrix ist

1 1
* (3 )
o 2 —4

® damit erhalt man die modale Massenmatrix

m—ao"Ma— [ 20 kg
° 0 24

o und ihre Inverse

L0 1
m—lz(u 1)_
o} 0 3/ kg

® Als nachstes bestimmt man die inverse Modalmatrix

o |

e Die Anfangsbedingungen waren gegeben als

0.12m ]
XD:( 0 ), X=0
@]

® in Hauptkoordinaten bedeutet das

yozcrlxo:(i)cm, Yo=® "% =0

o' =m M = (

- e
o= @

o
e Die Lésung in Hauptkoordinaten ergibt sich aus diesen Anfangsbedingungen sofort zu

_ 8 cm cos(t/s)
o y(t) ( 4cm cos(1.581t/s) )

95



® Ricktransformation liefert schlie3lich die Lésung in Ausgangskoordinaten

x(t) = @y(t)
(zl(t)) B ( 8 cm cos(t/s) + 4 cm cos(1.581t/s) )

o To(t) 16 cm cos(t/s) — 16 cm cos(1.581¢/s)
® Plot
04 T T T T T T
|
E
>
-0.4 L I 1 I | 1
0 5 10 15 20 25 30 35
t[s]
(@)

5. Anregen der 2. Eigenschwingung:
® Die Anfangsbedingungen missen selbst die Form der 2. Eigenschwingung haben, damit nur
diese angeregt wird, d.h. mit beliebiger Amplitude A

0= 5

® Dann ergibt sich namlich als Anfangsbedingung in Hauptkoordinaten
Y0 =27x(0) = A( ; )
® also wird wirklich nur die 2. Eigenschwingung angereqgt.

e Natirlich kann man das Ergebnis auch direkt durch Ruckwartsrechnen herleiten: In
Hauptkoordinaten sollen die Anfangsbedingungen die Form haben

. y(U)Z(El)

® Dann lauten sie in Ausgangskoordinaten

o=y - ()

® entsprechen also dem 2. Eigenvektor, wie eingangs behauptet.
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Losung von Aufgabe 5

1. Bewegungsgleichungen:
® System entspricht dem Beispielmodell des starren Kérpers mit
O c1=¢c;=8N/m,§ =05m,3=1m, m=4kg
o Tragheitsmoment J = nfl[12 = 4/3 kg n%
® Bewegungsgleichungen daher durch direkten Vergleich

N
4dkgi+ 16—z + 4Ny = 0
m
4
Ekgmgqb—i—ﬂlNz: +10Nmge = 0
o)
® Matrizen ablesen
4kg 0 6% 4N
(1 ) o (0 )
o 0 3 kg m? 4N 10Nm
2. Eigenfrequenzen:
e charakteristische Gleichung (der Ubersichtlichkeit halber ohne Einheiten):

_af4 0 16 4
Det( W (D % + 4 10
16 — 4w? 4
= DE’t( 4 10—%:.;2)
4
= (16—%2}(10—50.-2}—15

16 , 184
3“ 73

23
= w“l—iwz—i—Z?:U

Wl 4+144 =0

1 1
= w = 1813 -, wp = 2.866—
O 5 5

3. Eigenschwingungen:
® Eigenvektor fum,

(16—40;3 4 )(il,l)_ﬂ
O 4 (10 - %&Jf) £1,2

® Die erste Gleichung ergibt ity 1 = 1

16 — 4w} + 4312 =10

. 16 — 4w?
= T12 = ——
o} 4
e Der 1. Eigenvektor lautet also (wieder mit Einheiten)

= —0.7122 i
m
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] 1
o 0.7122 1

e und die 1. Eigenschwingung hat die Form

_ 1 R
o ) = ( —0.7122 L ) (1.813¢/s)

® Analog erhalt man den 2. Eigenvektor

2 — 1
o 42121

e und die 2. Eigenschwingung

X = ( 4_2112% )cos(2.866t/s}

4. Interpretation der Schwingungsformen:

® Form der 1. Eigenschwingung

O Betrachte Amplitude A = 0.2 m der Hubbewegung

— Amplitude des Nickwinkel® = 0.14242 8.2°
leichte Nickbewegung
gegenlaufig zur Hubschwingung, d.h.am oberen Punkt der Hubschwingung ist der Balken
nach rechts unten geneigt
e Form der 2. Eigenschwingung

O Betrachte Amplitude A = 0.2 m der Hubbewegung
— Amplitude des Nickwinkel® = 0.8424= 48.3°
heftige, schnelle Nickbewegung
gleichsinnig zur Hubschwingung, d.h.am oberen Punkt der Hubschwingung ist der Balken
nach links unten geneigt

O O O

o O O
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Losung von Aufgabe 6
1. Bewegungsgleichungen:
® Allgemeine Matrixform
o MX+Cx=0
e Nach Aufgabe]l sind die Matrizen

my 0 4] c1+ea —ea 0
M = 0 mg O ; C= —C2 C2t+c€3 —C3
o 0 0 g 0 —C3 €3
® mit den angegebenen Werten also
6 0 0 6 —3 0
3 6 N
M=|06 0 |-10°kg, C=| -3 4 -1 1]-100—
° 001 0 —1 1 m

2. Eigenfrequenzen und -schwingungen:
® charakteristische Gleichung

o Det(—w*M +C) =0

® mit den Abkilrzungen
0 wp?=10% 1/s?, n = wwg

® wird dies
6— 6;}2 -3 0
Det -3 4 — ﬁzrf -1 =0
o 0 -1 1-— 172

® Entwickeln nach der letzten Zeile liefert
o 3(1—n)(12n* — 200> +3) =0
® mit den Lésungen
1
2 —_—
o ""h - 6:
e Eigenfrequenzen sind also

3

2 2
_1 — _
T — L 7}‘3—2

1 1 1
wi =1291 -, wp,=31.62-, ws=3873-
(@) =] =] 5

e Gleichungssystem fiir 1. Eigenschwingung € 1/6)

r -3 0 £
=33 1|4 2o

0 -1 = T

o} 6 !

® Ich wéhlei ; = 1 (in der Hoffnung, dass das funktioniert). Dann ergibt sich folgendes
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Gleichungssystem fi& , unds 5

-3z, = —5
3.%2—.%3 - 3
N
—Iq+ 61'3 =
® | dsungen sind
A 5 Pl
o Tg — E, Ig — 2
® Insgesamt ist der 1. Eigenvektor
1
- 5
X — —
3
o 2
® analog erhalt man fur die 2. und 3. Eigenschwingung
1 1
i;_: - U 3 i}g — —]_
o -3 2

® Veranschaulichung

Vil %/;/%—"

%//{/////////////////////////////A

1. Eigenschwingung 2. Eigenschwingung 3. Eigenschwingung

® Bemerkungen
O Knoten bei % bei 2. Ordnung. Die Wahlxx= 1 hatte hier nicht geklappt.
O Zahl der Knoten steigt mit jeder Ordnung (bei steigenden Eigenfrequenzen) um 1. Dies gilt
allgemein.
3. Bewegung bei gegebenen Anfangsbedingungen:
® Anfangsbedingungen
0
xg=0, %=| 0

o Yo
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Die Modalmatrix lautet

1 1 1
&=| 1667 0 -1
o 2 -3 2
Damit ist
2667 0 0
m=&"TM® = 0 15 0 |10%*kg
o 0 0 16
Die Inverse der Modalmatrix erhalt man dann als
1 9 15 3
& '—m'eTM = ol 0 -8
o 15 —-15 5

Anfangsbedingung in Hauptkoordinaten daher

Yo = iIi_lxn:()
0.750
jo = ®lig—=| —2000 | Z
5 1.250 s

Lésung in Hauptkoordinaten

o Yi = Hicos(wit + ;)
Mit y g = 0 erhalt man die Amplituden

i 0.0581
=22 = §=1 00632 | m
Wy
o 0.0323
Fur die Phasenverschiebung erhalt maf2:tje nach Vorzeichen vahy
—1
I P
¥ = 5 2
o)

Gesamtlésung daher
0.0581 sin{un )
y(t) = | —0.0632sin(w»t) | m

o 0.0323 sin{wst)

Graphisch:
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—IEg h\mgg

—— 2.Eigenschwingung
006 - ‘ —3Eg schwihigung
004 - i
0.0z fr
I |I | .I
D F
-| 1 'I i
-0.02 i
-0.04
-0.06
-0.05 L
a 02 a. 4 a. 6 & 2 l . . & 2

® [o6sung in Originalkoordinaten

®)
x(t) = @y(t)
11 1 0.0581 sin(12.91t/s)
— [ 1667 0 -1 || —0.0632sin(31.62t/5)
2 -3 2 0.0323 sin(38.73t/s)

0.0968 sin(12.91%/s) — 0.0323 sin(38.73/s)

0.0581 sin(12.91#/s) — 0.0632 sin(31.62¢/s) + 0.0323 sin(38.73t/s)
m
0.1162sin(12.91#/s) + 0.1897 sin(31.62¢/s) + 0.0645 sin(38.73t/s)

® Graphisch:

04

03+

02

04

0

01k

02+

03+

-0.4
0
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Losung von Aufgabe 7

1. Eigenfrequenzen und -schwingungen:
® Bewegungsgleichung des Gesamtsystems

o Mé+Co=0

® mit
J 0 0 1 00
M = 0 - 0 |=|01 0 |50kgm?
0 0 Js 001
€+ —cp 0 =200 0
Cc = —eg c2+c3 — —200 220 —20 |[50Nm
o 0 —20 20
® Charakteristische Gleichung fqr= ws
202 —n*  —200 0
Det —200 220—n* -2 =0
o 0 —20 20 — n?

® Entwickeln nach der letzten Zeile liefert das Polynom
o 1° —442n* + 12480n° — 8000 = 0

® Nullstellen ergeben

1 1 1
w1 =0810—, wo=>5441~-, ws=20.29~
O s 5 ]

® Eigenschwingungen als Losungen der homogenen Gleichung
o (WM-C)¥=0

® ergibt
1.000 1.000 1.000
6= 1007 |, G,=| 0862 |, 6;3=| —1.049
° 1.041 —1.794 0.054

® |Interpretation

O 1. Eigenschwingung: alle Scheiben drehen sich gleichartig, entspricht einer Rotation der

ganzen Welle

O 2. Eigenschwingung: Scheiben 1 und 2 bewegen sich zusammen gegen Scheibe 3
O 3. Eigenschwingung: Scheiben 1 und 2 schwingen schnell gegeneinander, Scheibe 3 ist

nahezu unbeteiligt
2. Bewegung der 1. Scheibe:
® Angangsbedingungen
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. .y 1

05(0) = 307;_41.885
0 0 )
= 00 = 0|, 60=| o0 =
0 4188 | ©

o)
Modalmatrix ist

1.000 1.000  1.000
¢ = | 1.007 0.862 —1.049

o 1.041 —-1.794  0.054

Daraus erhalt man die Massenelemente

1548 0 0
m=®TM® = 0 2481 0O kg m?

o 0 0 105.1

und die inverse Modalmatrix
0.3220 0.3251 0.3361
& '=—m'®T™M = | 02015 01737 -0.3616
0.4756 —0.4988 0.0255

O
Anfangsbedingungen in Hauptkoordinaten
[0
y(0) = @7'6(0)=| 0
\ 0
14.08
y(0) = @79(0)=| —15.15 | -
o \ 1067 ] °

Amplituden¥ ; der i-ten Eigenschwingung

U = .in(o)hr(@)z

Wi

o = 1y = 17.38, 7o = 2.7T83, 73 = 0.053
Die Phase betrégt immer#, je nach Vorzeichen vch; (0), d.h. es sind reine
Sinusschwingungen. In Hauptkoordinaten somit

17.38 sin(wst)
y(t) = | —2.783sin(wot)
o 0.053 sin(wst)
Interpretation:

O Sehr niedrige Grundschwingung entspricht der sehr weichen Wellg: ®ie ganze
Welle aulRer dem 1. Abschnitt dreht sich gleichférmig langsam hinundher.
O Sehr steife Welle £ - 3. Eigenschwingung mit gro3ewy wird kaum angeregt.

Rucktransformation
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o B(t) = @y(t)
® speziell furB, erhalt man

o Bh(t) =17.38sin(unt) — 2.783 sin(wst) + 0.053 sin(wst)
® graphisch fur alle drei Scheiben

Schwingungsform der drei Scheiben
29 T T T T T T T

]

— 2

—_— 3

0 DTS 1I 1?5 2I 2?5 3I 3?5 4
3. Kupplungsmoment:
® M, ist gegeben durch

0] M = 03(33 - 32}

® graphisch
Moment in der Kupplung
So00 T

B000 B
4000 5
2000

-2000 B

o

-4000 -

-6000 B

~8000 I I I I I L L
1] :

® M schwingt nahezu harmonisch gemaf der 2. Eigenschwingung
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Losung von Aufgabe 8
e Losung in Matlab im Skrigt ex8]m
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Losung von Aufgabe 9

1. Ohne Dampfung:
® Bewegungsgleichung

o M+ Cx=0
® mit

2 0 16 -8\ N
OM_(O z)kg’ C_(—s 16)5

® charakteristische Gleichung fijir=w s
ot —16n* +48=0

® LJsungen

1 1
wl=2—, M2:3.464—
®) 5 8

® Eigenfunktionen

(1) e ()

2. Mit symmetrischer Dampfung:
® Bewegungsgleichung

o Mx+Bx+Cx=0
® mit M, C wie oben und

— k
NELE
0 - 8
® charakteristische Gleichung
o Det(A>’M + AB + C) =0

e einheitenlos: mit $/kg multiplizierenn =A's -

2n +4n+16  —2p—8 B
De“( -8  uPtdapii6 ) — O

o =3 7t +4n° + 197" +24n+48 = 0
® [Osungen

1
A2 = (—0.500 £ 1.9367) —
s

1
Asa = (—1.500+3.1225) =
]

e komplexe Eigenschwingung zpy
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20} + 41 + 16 —2m — 8 z _ 0

( 7.000 — 3.8737 —7.000 + 3.873; ) ( % )

—7.000 4+ 3.8737 7.000 — 3.8735 Zy
(@)

Setzerz 1 =10 %, =1, also 1. Eigenvektor

L=
o 1
ist schon reell, daher Polarzerlegung einfach

O ri=z,¢ = 0
Damit reelle 1. Eigenschwingung

x(t) = ( 1 ) e 05L/5 co5(1.9361 /s)

o 1

Analog erhalt man den 2. Eigenvektor

= (1)
-
o —1

also die 2. Eigenschwingung
x3(t) = ( _1 ) e_l'5t‘/s cos(3.122t/s)
o}

Aufgrund der Symmetrie der Dampfer und Federn bringt die Dampfung die Eigenschwingungen
nicht durcheinander: Beide Massen schwingen wie in a., wobei sie jeweils m&RiEmpft
werden. Die Frequenzen sind durch die Dampfung etwas verschoben worden.
3. Mit unsymmetrischer Dampfung:
® Bewegungsgleichung wie in b. mit

— k
NENE

o) - 8
charakteristische Gleichung (mjt= A s)
o 1 +35" + 1Ty + 16+ 48 =0

® | Gsungen

1
A2 = (—0.242+2.0145) -
5
1
Ayg = (—1.258 £3.1765) —
o s

e FEigenvektor zu ;

. 1
o ( 1.066 + 0.2412; )

in Polardarstellung
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. 1
o ( 1.0926 £0-2225] )
® reelle Lésung daher

i (t) = ¢—0.242t/s cos(2.014¢/s)
o 1.0026 ¢ —0-242t/5 co5(2 014t /s -+ 0.2225)

® Eigenvektor zu\ 3

. 1
o 7 ( —0.7657 + 0.2895] )
® in Polardarstellung

-~

1
o i ( 0.8186¢2:7807 )
® also reelle Losung

e—1.258t/s cos(3.176t/s)
xa(t) = —1.258t /s
o 0.8186e™ * cos(3.1761 /s + 2.780)
e Dampfung ist insgesamt kleiner als bei-b.
O Re(\;) sind kleiner als in b
O Im(A;) sind fast wie in a
® keine Symmetrie- Dampfung koppelt die Eigenschwingungen

4. Anregung der 2. Eigenschwingung:
e Die 2. Eigenschwingung und ihre Ableitung lauten

x(t) = %% ( cos(wst) )

T3 cos(wst + @)

) _ — 04 cos{wst) — ws sin(wat)
t) = e 2 .
o = x(t) © ( — 073 cos(wat + @a) — wors sin(wat + 2)

® Einsetzen vont = 0 ergibt also mit den Werten aus c.

x(0) = ( r ccl,wg ) - ( —0_;’557 )

() — 4y  ( —1.2579
o x(0) = —0373 COS (P — waTasingy | 0.0437
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Losung von Aufgabe 10

e Massen- und Steifigkeitsmatrix wie[in Aufgale 5:
41kg 0 16X 4N
(1 e ) o=(3F 0% )
o 0 Zkgm’ 4N 10Nm
Die Kraft wirkt nur auf x, nicht au, daher

P ( > )005(2 t/s)

Die Systemmatrix A lautet

A:—Q2M+C:< 0 4N )

14
o 4N - Nm

Lésung des Gleichungssystems

-~

o Ax=F
ergibt

. { —01458m \ [ —0.1458m
o x = 0.1250 - 7.162°
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LOsung von Aufgabe 11

1. VergroRerungsfunktionen:
® [Ful3punkterregung
O liefert Kraft nur auf die erste Masse
O Phasenverschiebung zwischen u(t) und F(t)
O Zeitnullpunkt so, dass F(t) keine Phase hat
® Bewegungsgleichung
o Mx + Cx = F cos(Qt)

® mit

{10 {6 -5 - (K
OM_(O l)m, C—(_5 5)0, F_(O

® Standardansatz ergibt lineares Gleichungssystem
o (M +C)x=F
e Mit den Abkilrzungen

5 [ » F 1 Q
wﬂ = — f1 = —2 ; 1? e —
e} m me o

® |autet es

(i) (5 3))(2) - (%)

® in Komponenten geschrieben

(5 - T}‘g)fl - 5-%2 = fl
o =5t + (-7 = 0
® Auflésen nacti 1, & , ergibt

. 5—n° .
R R R e
. 5 ;
o b G677 25 I
e VergréRerungsfunktionen also
1 5—n?
.[";El.l — 2
muwg (5 —n?)(6 —n?) — 25
Ve — 1 5
o = mu(G-m)6-77)—25

e graphisch (ohne den Skalenfaktor)

111



Vergroesserungsfunktionen

30

20

1
— 21

=20 F

-30
i

2. Tilgungsfrequenzen:

® Masse m ist in Ruhe bei Nullstellen von Y

® Tilgung fur Masse m daher bei

o 1=+v5 = O=2236w
® Masse m ist nie in Ruhe
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Losung von Aufgabe 12

e Der Aufbau der Maschine entspricht einer einfachen Schwingerkette (wie in Aufdabe 11) mit den
Werten
O my; =1000kg, m =10kg, g =9 - 10 N/m

® und unbekannter Federkonstantgn c
® Die Matrizen sind dann

M — My 0 ? C— 1 t+¢ —c : P 1:11
o 0 mg —cq Co 0

® das Gleichungssystem fir die Amplituden lautet daher

(1 4+ ¢ — mlﬂg)rﬁl — €%y = ﬁ'l (1)
o  —Cai1+ (ca—maQ®)3, = 0 (I71)
® Nachzi | auflésen liefert
a €2 — mzﬂg ﬁ’
o = (c1+co— mlﬂz)(cz — mgﬂz) —c2 !

® Die Amplitudes ; verschwindet bei
O Ca — m;ﬂg =0
® also ergibt sich flir die gesuchte Federkonstante

2 1 2 5 N

cz = maf)” = 10kg (2#50—) =9.870-10" —
@] 5 m

e Zum Vergleich des Verhaltens @b ohne bzw. mit Tilger wird die Kraftamplitude beliebig

gewahlt, z. B.

e ('7)
O

e Amplitude ohne Tilger (eindimensionales System)

1
wo = /L =300-
my
Q
n = — =1.0535
Wo
. F
fe = —5=1111-10"m
mle
1
Vv = — 9.1057
|1 =77

o #1 = fgV=1012-10""m
o Amplitude mit Tilger
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1000 0 9.0987
M= ( 0 10)kg= C_(—D.DQST
—8.8970 —0.9870
_ _02 _
A = M+ C (—0.98‘?0 —0.0119
- 1.368 - 10-*
o _ -1 _
o ATEF = ( ~1.137-107° ) m
e Tilgung
g=1— 2 _ 86.48%
o) | %2,

® Rechnung mit Matlab fur einen Bereich von Erregerfrequenzen zeigt das Verhalten des Tilgers

10" Amplitude
25 T T T T T T

)

—0.0987
0.0987
N

.10 =
m

)

ohne Tilger

mit Tilger

[IR=3

D 1 1 1 1 L 1 1

49 492 494 496 495 50 502 504
Anregungsfrequenz [Hz]
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506

50.6

51

. 1[)TE
m



100

a0 -

60 -

al -

q [%]

40

30r

43.2

494

436 498 50 502 504
Anregungsfrequenz [Hz]

115

206

20.8
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Losung von Aufgabe 13

1. Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen:
® Matrizen der Bewegungsgleichung

100 23 -1 0
M=|010]|k, C=|-123 -1 |N/m
00 1 0 -1 13

o)
® charakteristisches Polynomiin=w s

o 1’ —5.99" +9.27n° — 3.277 =0
® Eigenfrequenzen durch (numerische) Losung des charakteristischen Polynoms
O w; =0.706 1/s
O wy =1.362 1/s
O w3 =1.8831/s

® Eigenschwingungen durch Lésung des homogenen Systems, wobei (nachtraglich) so normiert
wurde, dass der grof3te Wert 1 ist

0.445 1.000 —0.802
X =] 0802 |, %3= 0445 |, X3 = 1.000
1.000 —0.802 —0.445

o
2. Bestimmung der VergrofR3erungsfunktionen durch Modalanalyse:
® Modalmatrix
0.445 1.000 —0.802

®=| 0802 0445 1.000
1.000 —-0.802 —0.445

O
® Massenmatrix m
1.8412 0 0
m=®TM& = 0 1.8412 0 kg
o 0 0  1.8412
® modale Anregungen
B 0.445
Fm=®"| 0 |=| 1000 |A
o 0 —0.802

® | Osung in Hauptkoordinaten
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( 0.2417

w? — 02
05431 | A,
y(t) = 2 7 | cos(Qt)
—0.4356
0 \ w§ -2
® Ricktransformation liefert die VergréZerungsfunktionen
0.2417
w? — 2
gﬂ sl 05831 | 1
Vm a wl — 02 E
H —0.4356
wa — 02
0.1076 n 0.5431 0.3493
wi—02 A2 wi-02
B 0.1938 n 0.2417 0.4356
N wi—0? wi-02 wi-0?
0.2417 0.4356 0.1938
2 2 2 7 T 2
e} \ wi — 0 wy — 2 wi— )
® graphisch

Frequenzgangmatrix

W [miN]
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LOsung von Aufgabe 14

® 0, undB, beschreiben die Winkelauslenkung der Scheiben aus der Gleichgewichtslage.
® Drehmomente M auf die Scheiben sind

M]_ = —0131 — 62(31 — 62)
0] Mg — —62(82 — 61) -+ M(f)
® Bewegungsgleichungen
Jl'él + (1 + 02)31 —cot; = 0
0] Jgag — 6231 + Cgﬂg M(t)
® in Matrixform
o M6 +Co=F
® mit

(50 [ ate —c - 0
OM_(D Jz)? C_( — o )’ F_(Mocos(ﬂt))

® \Werte einsetzen. Eigenwertanalyse ergibt
O wy =154.7 1/s

O wy =555.31/s

o 0.7406 1.000
o B 1.000 —0.4272

e modale Anregungen

. .. 50.00
_ T
Fo =@ F = ( —21.36 ) Nm
o)
® Massenmatrix
3.423 0
— &T _ 2
oM ( 0 1.975 ) kgm
e Amplituden der Eigenschwingungen
- —2.950
A 2 2yl -1 _ .1n-3
Oy—(w Q) ' m Fy (_0.039) 10

® Q liegt dicht beiw; — fast nur die erste Eigenschwingung ist angeregt.
e Umrechnung in Originalkoordinaten

. x| —2.223 _3
X =@y = ( —2.933 ) 10
o)
® Die Amplitude der Drehschwingungen der ersten Scheibe betragt somit

o 0, =% =—2223.107%1ad = —0.1274°

118



Losung von Aufgabe 15

1. Schwingungsamplitude:
® Die Erregerkraft ergibt sich aus der Amplitude der Ful3punkterregung zu

o Fi=1i\/c +b20? = 21.04N

® Bewegungsgleichung in Matrixform damit

o Mx + Bx + Cx = F cos(t)

® mit
500 0 500 —100
M = ( 0 50)]‘g= B_(—IDU 100)N5/m=
(4 =3 . (2104
Oc_(_3 3)10N/m, F_( 0 )N

® Der komplexe Ansatz fuhrt auf das Gleichungssystem
o (M + OB +C)z=F
® Einsetzen der konkreten Matrizen und Auflosen réafert (nach endlicher Rechnung)

- —0.0113 — 0.0202y

o Z:( 0.0483 + 0.1953; ) o

® bzw. in Polardarstellung

R ( 0.0232 ¢~ 2079 )
V= mm

1.3285
o 0.2012 9%

® X(t) ergibt sich als Realteil dann zu

(1) — ( 0:0232cos(2t — 2.079)
o )= 0.2012 cos(€2 + 1.383) ) ™

® Die Amplitude# , der Schwingungen des Oberteils betragt also 0.2012 mm.

2. Maximale Annaherung von Oberteil und Sockel:
® Abstand beider Teile (gegentiber Ruhelage) betragt

Ax()  =xa(t) - x1(1)

= 0.2012 mm cos¥ t + 1.3828) - 0.0232 mm c@3( - 2.079)

e Kombination der beiden Schwingungen liefert
O Ax(t) =0.2236 mm cosi t + 1.301)
® Beide Teile ndhern sich um 0.2236 mm gegenuber der Ruhelage an.
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Losung von Aufgabe 16

1. Bewegungsgleichungen:
e Kréfte- und Momentenbilanz um den Schwerpunkt S bzw. fir die Radkésten

maZ = —ci(z1 —z3) — a1z — zq) — bi(E1 — E3) — by (T2 — T4)
Jp = —sici(z1 — z3) + S201(32 — T4) — S101(F1 — T3) + S2b1 (T2 — T4)
mpis = —ci(zg— 51) — Ty — by (T3 — 331} — byz3 + F(t)
o MmpLy = —01(134 - 11?2) — Caly — bl(iz; - fi?z} —bozy + F(i)

e fur kleine Auslenkungen ist der Zusammenhang zwischenuad x,®
T, = T+ 51
O Iz = I — Sa¢
e Eliminieren von x » und Umsortieren liefert die bekannte Matrixform
o Mix + Bx + Cx = F cos(t)
® mit den Matrizen

my 0 O 0
0 J O 0
M = 0 0 mg O
\ 0 0 0 mg
2b1 b]_(S]_ — Sg) —b]_ —bl \
B _ bl(‘gl — 32} bl(Sf + Sg) _b]_S]_ b]_Sg
—bl —blS]_ bl + bﬂ 0
\ —b by 52 0 by + by )
2(:1 C]_(S]_ — .5'2) —C7 —Cy \
c - c1(sy — 83} (8?4 s%) —e18 sy
— —C157 c; + c2 0
\ ! €153 0 €1+ c )
0
- 0
F = F,
(e} \ FIJ

2. Eigenwerte und Modalmatrix fur B = 0:
® Numerische Ldsung des Eigenwert-Problems liefert
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( 12.0990 0 0 0

L 0 275394 0 0
0 0 1314500 0O
\ 0 0 0 143.5057
0.9983  0.0990 —0.0370 —0.0244
o _ | —02408 03647  0.0089 —0.0900
- 0.2227 1.0000 0.2227  1.0000

o 1.0000 —0.2227  1.0000 —0.2227

3. Modaltransformationen:
® Transformation der Matrizen und Vektoren miergibt

880.8793 0 0 0
I 0 159.0414 0 0
m = " M® = 0 0 32.6558 0
0 0 0 39.2619
1.0316 0 0 0
0 0.9650 0 0
_ T _ 1ns
b = @' Be - 0 0 45141 o |10
\ 0 0 0 6.4684
1.2895 0 0 0
0 1.2062 0 0
_ T _ . 108
c = 2Ce= 0 0 5.6426 o |10
0 0 0 8.0855 )
611.3731
. " 388.6269
_ T
Fr=®F=| 373
388.6269

o}
® Beobachtung: Auch die Matrix B wird dur@hdiagonalisiert.
e Ursache: Es liegt proportionale Dampfung vor mit
o B=yC
e Modaltransformation entkoppelt daher die Bewegungsgleichungen vollsténdig in
o my +by +ecy= f'cos(ﬂt)
4. Losung der Bewegungsgleichungen:
® | 6sung in Hauptkoordinaten wie im 1d-Fall: komplexer Ansatz
e ergibt
&= 2
o —Pm; + j0b + o
® Einsetzen der Werte
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0.8148 — 4.8005¢
0.3922 — 0.0465:

Z2=1 01082 —0.0105 | %O
o 0.0480 — 0.00464
® in Polardarstellung ist dies
4,8691 14027
—0.11794
5 _ 0.3949¢ .0.01

0.1088¢~0-0965
o 0.0482¢ 0964

® | 6sung in Hauptkoordinaten somit

4.8691 cos{Q2t — 1.40277)

y(t) = 0.3949 cos(Qt — 0.11797)
0.1088 cos(2t — 0.09657)

o 0.0482 cos(Qt — 0.09647)

® Rucktransformation von y erfordert Zusammenfassen der Cosinus-Funktionen. Dies geht
wesentlich einfacher im Komplexen, indem man erst die z-Amplituden zurtcktransformiert und
dann den Realteil nimmt:

x(t) = Re®ze’™
0.0085 — 0.0480i
—0.0006 + 0.0114i

0.0065 — 0.0112:
0.0083 — 0.0480z

0.0487 cos(2t — 1.39607
0.0114 cos(€2t + 1.62037
0.0130 cos (2t — 1.0488;
0.0487 cos(2t — 1.40067

-0.01

= Re ei%

e e P e

(@)
e im Bild
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Fahrzeugschwingungen
003 T T T T T

01 02 03 04 05 06 07 08 05 |
£ [s]

® Amplituden der Hubschwingung
O £=4.87cm,
® der Nickschwingung
O ¥=0.01142 0.65°
® Interessanterweise schwingt der rechte Radkasten wesentlich starker als der linke.
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Losung von Aufgabe 17

e Stoffwerte von Stahl aus der Literatur:
O p=7700 kg/n?
0 G=79.3-18 N/m?
e daher betragt die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit fir Torsionswellen

G
c= 4/~ =3.200-10° "
o p 5

® Aus den Randbedingungen folgt sofort
© Q(0)=0
o QL)=0

® Einsetzenin

o Q(z) = Q.cos(kz) + Q, sin(kz)

o liefert
Qe
o cos(kL)
® also

mw
E=—(2 1 =0,1,2,...
o 2L(ﬂ+ ): m 7 by Sy

® somit

wzckz%(?n—f—l), n=012

P

o)
® Die niedrigsten drei Eigenfrequenzen sind daher
O fq =1.003 kHz

o f, =3.009 kHz
O f3 =5.014 kHz
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Losung von Aufgabe 18

1. Randbedingungen:

Skizze

N

8
S

.

B

Randbedingung bei O

o q(0,t)=0

Kraft auf den Propeller bei L aufgrund der Longitudinalschwingung der Welle

Fo = —EA@(L, )
@]

O

Tragheitskraft der Masse

b, =-m

o2

79 1,1)

Insgesamt gilt also als weitere Randbedingung

(@)

2

dq 0%g
EA—(L,t —(L,t) =0
oz )t Mgt

2. Beziehung fur die Eigenfrequenzen:
® Produktansatz war

q(z,t)

Q(z)T(t)

o = (Q.cos(kz) + Q,sin(kz)) cos(wt — 3)
Einsetzen in die Randbedingung bei 0 ergibt

@] QE:D

Aus der Randbedingung bei L ergibt sich durch die entsprechenden Ableitungen
o (EAQBF;: cos(kL) — mw?Q, sin(kL)) cos(wt —3) =0

Mit
k=2
O C
und
E
C=4/—
) P
erhalt man
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o A
t Ly=]|=—\E
, wtan (vny ) = 2B
3. Naherungslésungen der ersten drei Eigenfrequenzen:
® Sei die dimensionslose Grokeegeben durch

P
= Lyf—=
° K W

e Dann wird aus der Beziehung far

AL
ktan g = o8P _ 2.45
O T
® Fir eine graphische Naherungslésungen schreibt man dies am einfachsten als
2.45
tank = —
o) K

e und bestimmt die Schnittpunkte der beiden Graphen

® Durch numerische Verfahren (z.B. Newton-Iteration) erhalt man fur die ersten drei

Schnittpunkte
O ki =1.137
O Ky =3.724
O K3 =6.637
® \Wegen

Ex
W= 4/——
o VoL
e erhalt man daraus die Kreisfrequenzen der ersten drei Eigenschwingungen
O wy =29491/s
O wy =966.0 1/s

0 w3 =1721.91/s
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Ldsung von Aufgabe 19

1. Eigenfrequenzen:
® Flache und polares Tragheitsmoment der quadratischen Querschnittsflache
A = a*=9-10"m?
1
I = —a¢*=6.75-10"*m*
o 127 o
e damit ergibt sich
O c=44.94n/s
e Randbedingungen beim gestiitzen Balken

© Q(0)=0,Q"(0)=0,Q(L)=0,Q"(L)=0
® Ableiten der allgemeinen Ldsung fur Q(x) liefert
o Q"(z) = W (—Qc cos(z) — Qu sin(puz) + Qch cosh(uz) + Qun sinh (i)
® Einsetzen der Randbedingungen bei 0 ergibt
QL‘. + Qﬂﬁ. = 0
o = Qe = Q=0
® Randbedingungen bei L liefern
Q.sin(pl) + Quusinh(pL) = 0
o Qs sin(,uL) + Q.n sinh(,uL) =0
® Addition beider Gleichungen.
o Qssinh(pl)=0 = Qun = 0
e da sinh(x)z 0 fur xz 0
® Damit ergeben sich nichttriviale Losungen nur fur
™
in(pl) =0 ;= 1— =1,2,...
o sin(pL) = i =g 1=1,2

® Eigenfrequenzen sind also
2 T i1
W; = cu; = c—1 t=1,4,...
o) a I?
® mit den angegebenen Werten daher
O wq =49.281/s

O w, =197.11/s
O w3 =443.51/s
2. Eigenschwingungen:
e Einsetzen der Koeffiziented in Q(x) liefert die Losungen
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o Qi(z) =sin (m%)
® graphisch

0g

06

04

— 1.Eigenschwingung
— 2.Eigenschwingung
—— 3.Eigenschwingung
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Losung von Aufgabe 20

e Randbedingungen: gestiitzt bei 0, frei beiL
© Q(0)=0,Q"(0)=0,Q"(L)=0,Q"(L)=0
o Randbedingungen bei 0 in allgemeine Losung fir Q(x) eingesetzt
ér_‘, + écﬁ. = 0
@] _Qc + Qaﬁ. =0
e Daraus folgt sofort
(@] @c - Qch =0
® Randbedingungen bei L ergeben mit 1 L
Qs sink = Qsh sinh &
o QS COSK = Qsh cosh k

® Division beider Gleichungen liefert dann

o0 tank = tanh
® graphisch

4

JF

18]
T

e
i
e
.

'
i8]
T

® numerisch erhalt man
O Kjp =3.9266

O Ki=(i+1Ud)mi=2
e Eigenfrequenzen daraus wieder mit

C
2
w; = —K;
o) L2
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LOsung von Aufgabe 21

e Die Randbedingungen bei 0 bei fester Einspannung sind

© Q0)=0,Q(0)=0

e Kraftegleichgewicht der Masse m am Ende des Balkens

mQ(L?t) - _QB(L:t)
= —M'(L,t)
o = EIq"(L,t)
e \Weiterhin gilt die Momentenfreiheit am freien Ende
0] q"(L., t) = D

® Geht man mit dem Produktansatz

o g(z, t} = Q{:ﬂ} cos(wt — ,ﬁ)
® in die dynamische Randbedingung bei L ein, folgt
o —mw’Q(L) = EIQ" (L)
® Setzt man alle vier Randbedingungen in die allgemeine Form von Q(X) ein, ergeben sich - wieder mit
K =M L - die folgenden Gleichungen
@c + Q‘\r}l = 0
Qs + Qah =0
—Q.cosk —Q.sink + Qg coshk + Qg sinhs = 0
2

T EIB8 [QcCUSE—FQaﬁin!ﬁ—f—@mcoshm—kéahsinhm} —
73

o [@csin K.Q,, cos K + @ch sinh & + Q,h cosh m] = 0
e Der Vorfaktor vor der eckigen Klammer kann mit den Beziehungen
w = cpz
EI
c = =
o pA
® umgeschrieben werden zu
mw? mcz,u _ my

Eig3  EI  pA
7
== & —. YK
o pAL" 7

® wobei mit den gegebenen Werten

= 0.493

. m
o | PAL
e Damit lautet die 4. Gleichung
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@ﬂ{sin €+ yKcos k) + @,(— cos & + yEsink) +
o Qon(sinh & + s cosh K) + Qsn(cosh k + v sinh k) = 0

Nun werden die ersten zwei Gleichungen benutzt, um die Vari@o&gmnd@ sh ZU elimieren. Es
bleiben die folgenden zwei Gleichungen ubrig:

Qc(cos % + cosh &) + Qs(sin % + sinh k) =0
Q. [(sin x — sinh k) + yk(cos & — cosh k)] +
o Q). [—(cos k + cosh &) + vx(sin & — sinh k)] = 0

Damit nicht-triviale Lésungen existieren, muss die Systemdeterminante verschwinden. Nach etwas
Rechnerei ergibt sich daraus

o (1 + cos & cosh &) + y&(cos ksinh & — sin k cosh k) = 0

Die Losungen dieser transzendenten Gleichung lassen sich fur gegeivss graphisch oder
numerisch bestimmen.
graphisch als Schnittpunkte von

filz) = (14 coszcoshz)
o f2(z) = —vyz(coszsinhz — sin z cosh z)

ergibt stark angefachte Schwingungen

an

25+

20+

L 1 L 1 L 1 L
ns 1 15 2 25 3 35 4
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&00

&00

400 -

200 -

-200

-400 |

-600 |

-500
0

® numerisch mit Startwerten aus der Graphik

@] Kq = 1.423
O Kk, =4.113
O Kz = 7.192

e daraus ergeben sich die Eigenfrequenzen zu

O wy =436.11/s
O wy =3642 1/s
O w3 =111401/s
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