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Anwendung der Differenzialrechnung: Das Verfahren von Newton - Raphson

Bei der L6sung mathematischer Probleme wird man besonders h&aufig mit der
Aufgabe konfrontiert, Nullstellen bestimmen zu miussen. Die elementaren und
exakten Standardverfahren (z.B ,Mitternachtsformel® fiir quadratische Glei-
chungen) reichen oft nicht mehr aus, solche Probleme zu I6sen. In solchen
Fallen kénnen rechnerische Naherungsverfahren angewendet werden, die
zwar keine mathematisch genauen Lésungen aber oft sehr genaue Naherun-
gen ergeben.

Das leistungsfahigste Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen ist das Tan-
gentenverfahren von Newton-Raphson (Isaac Newton, 1643- 1727, Joseph
Raphson 1648-1715).

Isaac Newton

Beschreibung des Newton-Raphson-Verfahrens:

¢ Wir wahlen zuerst einen x-Wert, der in der Nahe der gesuchten Nullstelle liegt. Wir nennen ihn Xo .

e Nun wird bei xo der Graph der Funktion durch die Tangente angenéhert und die Nullstelle x1 dieser
Tangente bestimmt. xa liegt in der Regel schon viel naher bei der gesuchten Nullstelle als der Aus-

gangswert Xo.

e Mit dem neuen, verbesserten Ausgangswert wird das Verfahren nun weiter wiederholt und man
erhélt die Werte x2, xs, ... die sich immer mehr der gesuchten Lésung néhern.

¢ Man erhalt so mit wenigen Schritten ziemlich gute N&herungen fir die gesuchte Losung.

=
o

P aseahes e

T F— T
-1 0 v 1 2
1
'
1
'

N

Figur 1: ein erster Schritt ergibt aus xo das x: Figur 2: der zweite Schritt fihrt zum verbesserten Wert x,

Wie berechnet man die Nullstelle der Tangente?

Gemass der Figur rechts hat die Tangente die gleiche Stei-

gung wie die Funktion f bei xo, sie betragt demnach f'(xo).
()

Gleichzeitig lasst sich die Steigung der Geraden im markier- Az

ten Dreieck als £ perechnen.
Xo—X1

X0
X @ ’
Es gilt daher f'(x,) = % und aufgeldst nach xi1 erhalt man .~ / o
0—A1
_ _ f(x0) . o .
X1 = Xo 7' (x0) Figur 3: Berechnung von x; mithilfe der Steigung

Analog erhélt man fur die weiteren Schritte die allgemeine Formel fir das Newton-Verfahren:

f(xn)

xn+1 = xn _f,(x )
n
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Bemerkungen zum Newton-Verfahren:

Die Effizienz des Verfahrens ist sehr hoch. Im Mittel verdoppelt sich die Anzahl der richtigen Dezi-
malstellen mit jedem Schritt. Grund; Die Tangentenmethode des Newton-Verfahrens wirkt von
Schritt zu Schritt besser, da eine differenzierbare Funktion umso ,linearer" verlauft, je kleiner der
betrachtete Bereich ist.

Das Verfahren besitzt sympathischerweise eine eingebaute Selbstkorrektur. Vereinzelte Rechen-
fehler werden in den folgenden Schritten automatisch ausgeglichen.

Liegen mehrere Nullstellen vor, so muss das Verfahren mehrfach angewandt werden. Auf welche
Nullstelle es sich einpendelt, hangt von der Wahl des Startwertes ab.

Ein Versagen des Verfahrens kann eintreten, wenn der Startwert unglinstig gewahlt wird. Der
Startwert sollte méglichst nahe bei der gesuchten Nullstelle liegen.

Praktische Anwendung des Newton-Verfahrens: Ein Beispiel und Aufgaben

Aufgabenstellung: Bestimme die Lésung der Gleichung x® — x = 2 naherungsweise auf

4 Stellen nach dem Komma genau.

1. Schritt: Umformung Durch Umformung erhélt man x3—x-2 =0, das heisst, wir suchen

die Nullstellen der Funktion f(x) = x3 —x — 2

2. Schritt: Wertetabelle Ein Wertetabelle ergibt einen groben Verlauf der Funktion:

x=] 0 1 2 3
fx)=| -2 2 4 22

Die Wertetabelle zeigt, dass zwischen 1 und 2 eine Nullstelle liegen
muss, weil in diesem Bereich die Funktionswerte vom negativen in den
positiven Bereich wechseln.

3. Schritt: Startwert bestimmen Wir wahlen als Startwert Xo = 1 (mdglich wéren auch 2 oder 1.5)

4. Schritt: Iteration Eine Wiederholung der gleichen Rechenschritte nennt man lIteration.

_ f(xn)
£ (xn)

Wir berechnen die Folge X1, X2, X3, ... mit der Formel x,,,; = x,

mit f(x)=x3=x—-2 und f(x)=3x2-1 erhalten wir

3 _x—
Xpe1 = Xp — x3xz_x_12 und damit folgende Werte:

Xo=1

X1=2

X2 = 1.6364
X3 = 1.5304
Xa = 1.5214
xs = 1.5214

5. Schritt: Resultat Die L6sung der Gleichung lautet demnach x = 1.5214

Aufgaben (Alle Loésungen sollen auf 4 Nachkommastellen genau gerechnet werden)

1.

2.

Finde den Schnittpunkt der Funktion f(x) = cos(x) mit der Geraden y=x

Berechne +/7 mithilfe des Newton-Verfahrens "
(Hinweis: zu bestimmen ist die Lésung der Gleichung x2=7)

Bestimmen Sie die einzige Nullstelle der Funktion f(x) = x3 — 2x + 3

Wo schneiden sich die Graphen der Funktionen f(x) =x + 1 und g(x) = i ?
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Funktion

Startwert

cos(x)-x

X -7

x3-2x+3

x+1-1/x

i 3 -2 1
0.750363868 2.666666667 -1.9 0.5
0.739112891 2.645833333 -1.89331823 0.6
0.739085133 2.645751312 -1.8932892 0.617647059
0.739085133 2.645751311 -1.8932892 0.618033813
0.739085133 2.645751311 -1.8932892 0.618033989




