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Datenstrukturen & Algorithmen Losungen zu Blatt 4 FS 15

Losung 4.1  Untere Schranken / Algorithmenentwurf.

a)

Seien die Miinzen My, ..., My gegeben. Der folgende Ablaufbaum beschreibt eine Strategie,
die in jedem Fall mit zwei Wagungen die falsche Miinze ermittelt. In jedem Knoten ist
vermerkt, welche Miinzen in den Schalen links und rechts liegen. Nach jeder Wiagung gibt
es drei mogliche Ausgénge: Die Miinzen links sind leichter (<), gleich schwer (=) oder
schwerer (>) als die Miinzen rechts. Nach jedem Schritt befindet sich die falsche Miinze in
der Menge mit hochstem Gewicht.
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Seien die Miinzen My, ..., M, gegeben. Fiir n = 1 haben wir die falsche Miinze gefunden
und sind fertig. Ansonsten teilen wir die Miinzen in drei Gruppen Gy := {My, ..., M, 3},
G := {My 311, -, Moy 3} und Gg := { My, /341, - .., My} ein, legen G in die linke Schale
und G in die rechte Schale. Sind die Miinzen links schwerer, dann befindet sich die gesuchte
Miinze in G1 und wir fahren mit dieser Menge fort. Analog wird mit G fortgefahren wenn
die rechte Seite schwerer ist, oder mit G3, falls beide Seiten gleich schwer sind.
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Es verbleibt zu zeigen, dass auf diese Weise wirklich nur logs(n) Wigungen anfallen. Dazu
zeigen wir mit vollstdndiger Induktion iiber m € N die folgende Aussage: Fiir n = 3™
benétigt das obige Verfahren genau m Wigungen, um die falsche Miinze zu finden.

Induktionsverankerung (m = 1): Fiir m = 1 ist n = 3, und es wird genau eine
Wigung bendtigt um die falsche Miinze zu finden.

Induktionsannahme: Sei die Aussage wahr fiir m, d.h. fiir n = 3™ benétige das
obige Verfahren genau m Waigungen, um die falsche Miinze zu finden.

Induktionsschluss (m — m + 1): Es sei n = 3™*1. Wir teilen die Miinzen in
drei gleich grosse Gruppen ein und fahren mit der schwersten Menge fort. Diese
enthéalt genau

n/3 =3m+/3 =3m (1)



viele Miinzen, und nach Induktionsannahme geniigen m Wigungen, um die
falsche Miinze zu finden. Damit benétigt das Verfahren insgesamt nur m + 1
Wigungen.

Wir beobachten nun, dass fiir m = logs(n) grundsétzlich n = 3™ gilt, also werden nur
logs(n) Wagungen bendotigt.

c) Seien die Miinzen M, ..., M, gegeben. Jeder mogliche Algorithmus kann durch einen
Ablaufbaum wie auf der vorigen Seite beschrieben werden. Die maximale Tiefe T' dieses
Baums entspricht der maximalen Anzahl Wéagungen im schlimmsten Fall. Wir miissen also
zeigen, dass die Tiefe T' jedes giiltigen Ablaufbaums mindestens logs(n) — 1 betrégt.

Dazu iiberlegen wir zunéchst, dass jede Wagung nur drei mogliche Ausgénge besitzt. Also
ist jeder giiltige Ablaufbaum ternér, d.h. jeder Knoten hat maximal drei Nachfolger. Wir
zeigen nun zunichst mit vollstindiger Induktion, dass in Tiefe & maximal 3* Knoten
existieren.

Induktionsverankerung (k = 0): In Tiefe 0 existiert nur ein einziger Knoten,
némlich die Wurzel des Baums.

Induktionsannahme: Wir nehmen an, die Behauptung sei wahr fiir k£, d.h. in
Tiefe k existieren maximal 3 Knoten.

Induktionsschluss (k — k+1): Betrachte die Knoten in Tiefe k+ 1. Diese kénnen
nur iiber eine Kante von Knoten in Tiefe k erreicht werden. Jeder Knoten besitzt
maximal drei Nachfolger, und nach Induktionsannahme existieren maximal 3"
Knoten in Tiefe k. Also gibt es maximal 3 - 3* = 3¥*1 Knoten in Tiefe k + 1.

In manchen Knoten des Ablaufbaums wird der Algorithmus ein Ergebnis ausgeben, da
die vorliegenden Informationen ausreichend sind, um die falsche Miinze zu identifizieren.
Da jedes Ergebnis M, ..., M, moglich ist, gibt es also n mogliche Situationen, die vom
Algorithmus erkannt werden miissen. Fiir einen korrekt arbeitenden Algorithmus muss fiir
jede Situation mindestens ein Knoten existieren. Also muss

z 37+ 1
n < Anzahl der Knoten < Z 3k = — < 3T (2)
k=0
gelten, und damit erhalten wir
logz(n) < T+ 1< T >logs(n) — 1. (3)

Die Tiefe jedes Ablaufbaums betrigt also mindestens logs(n) — 1, und damit muss jeder
korrekte Algorithmus im schlimmsten Fall mindestens so viele Wagungen durchfithren.

Hinweis: Man kann sich leicht iiberlegen, dass jedes mogliche Ergebnis des Algorithmus in
einem Blatt gespeichert sein muss (und nicht in einem inneren Knoten). Weiterhin kann
man leicht induktiv zeigen, dass jeder ternire Baum der Tiefe T hochstens 37 Blitter
besitzt, folglich n < 37 < T > logs(n) gilt. Der beste Algorithmus muss daher sogar
mindestens logs(n) viele Wagungen ausfithren, d.h., der Algorithmus aus b) ist optimal.

Losung 4.2  Natiirliche Suchbdume.
a) Es ergibt sich der folgende Baum:



b) e Preorder: 6,2,1,4,3,5,7,9,8,10,11
e Postorder: 1,3,5,4,2,8,11,10,9,7,6
e Inorder: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11

c) Da der Schliissel 11 in einem Blatt gespeichert ist, kann der entsprechende Knoten direkt
geloscht werden. Wir erhalten damit den folgenden Baum.

@ @

Um den Schliissel 2 zu loschen, ersetzen wir zunéichst 2 durch den Schliissel des sym-
metrischen Vorgingers (d.h., durch den grossten Schliissel kleiner als 2) oder durch den
Schliissel des symmetrischen Nachfolgers (d.h., durch den kleinsten Schliissel grosser als
2) und 16schen den entsprechenden Vorgénger- oder Nachfolgerknoten.

Bei Verwendung des symmetrischen Bei Verwendung des symmetrischen
Vorgéngers: Nachfolgers:




d) Ein binérer Suchbaum kann aus seiner Preorder-Reihenfolge k1, ..., k, rekonstruiert wer-
den, indem die Schliissel kq,...,k, in genau dieser Reihenfolge in einen initial leeren
bindren Suchbaum eingefiigt werden. Damit ergibt sich der folgende Suchbaum:

Losung 4.3  Erweiterte Suchbdume.

Jeder Knoten v des Baums speichert die Anzahl g, gerader Elemente, die sich im linken Teilbaum
von v befinden.

Bei der Anfrage nach der Anzahl Elemente, die kleiner als k und geradzahlig sind, suchen wir
wie gewohnt nach k. Jedes Mal, wenn man wihrend der Suche in den rechten Teilbaum eines
Knotens v geht (also im Fall, in dem k grosser ist als der Schliissel in v), inkrementieren wir einen
anfangs mit Null initialisierten Zahler um g, bzw. um g, + 1, falls der Schliissel von v gerade ist.
Wird dagegen der linke Teilbaum eines Knotens besucht, dann wird der Z&hler nicht verdndert.
Die Suche endet schliesslich in einem Knoten v, der ein Element &’ speichert. Ist & = k’, dann
war die Suche erfolgreich und wir addieren noch ein letztes Mal g, zum Zahler. Ansonsten ist k
im Baum nicht vorhanden. In diesem Fall muss der Z#hler noch um 1 erhéht werden, wenn &’
gerade und kleiner als k ist.

Um die Frage zu beantworten, wie viele gerade Zahlen zwischen k; und ko der Baum speichert,
benutzen wir das eben beschriebene Verfahren, um die Zahlen L; und Lo von geraden Elementen
kleiner k1 bzw. ko zu bestimmen. Subtrahiert man nun L; von Lo, dann erhélt man die Anzahl
gerader Schliissel, die zwischen k1 und k2 — 1 liegen. Falls k; gerade und im Baum vorhanden
ist, miissen wir von dieser Anzahl noch 1 abziehen. Ob k; vorhanden ist, kann direkt wahrend
der Berechnung von L; festgestellt werden.

Das Einfiigen eines ungeraden Elements ¢ erfolgt wie gewohnt, und wir setzen im entsprechend
neu eingefiigten Knoten v den Zihler g, auf 0. Falls ¢ gerade ist, miissen wir zusétzlich jedes
Mal, wenn wir einen Knoten u treffen, der einen grosseren Schliissel als 4 enthélt, g, noch um
eins erhohen (da 7 in den linken Teilbaum von u eingefiigt wird).

Zum Loschen eines Elements ¢ suchen wir zunéichst nach ¢, um zu priifen, ob ¢ im Baum gespei-
chert ist. Ist dies nicht der Fall, dann sind wir fertig. Andernfalls fithren wir eine erneute Suche
nach ¢ durch. Ist ¢ gerade, dann dekrementieren wir g, bei jedem Knoten u, wenn wir auf der
Suche nach ¢ im linken Teilbaum von wu fortfahren. Am Ende der Suche wird 7 in einem Knoten v
gefunden. Nun unterscheiden wir drei Falle.

1. Fall: v ist ein Blatt. Dann kann v direkt geloscht werden und wir sind fertig.

2. Fall: v hat genau einen Nachfolger. Auch hier kann v ohne Weiteres geldscht und durch sei-
nen entsprechenden Nachfolger ersetzt werden.



3. Fall: v hat zwei Nachfolger. Dann enthélt der linke Teilbaum von v den symmetrischen Vor-
géanger j von i. Wir ersetzen den in v gespeicherten Schliissel durch j. Danach wird der
Knoten w, der j enthélt, wie gewohnt geloscht. Ist j gerade, dann enthélt der linke Teil-
baum von v einen geraden Schliissel weniger, also muss in dem Fall g, noch dekrementiert
werden.

Alle drei neuen Operationen haben einen konstanten Aufwand pro Knoten und daher keinen
negativen Einfluss auf die Laufzeit der drei Operationen Einfiigen, Loschen und Suchen. Die
Laufzeit ist also weiterhin O(h), wobei h die Hohe des Baums bezeichnet.



