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Kurzfassung
In der Allgemeinen Relativitätstheorie wird die Bahn eines frei fallenden Teilchens als Geo-
däte beschrieben, d.h. als geradestmögliche Linie in einer gekrümmten Raumzeit.
Wir haben geometrische Methoden entwickelt, mit denen eine gekrümmte Raumzeit anschau-
lich dargestellt werden kann und mit denen Bahnen freier Teilchen als Geraden in einer ge-
krümmten Raumzeit konstruiert werden können. Dieser Zugang zur Allgemeinen Relativi-
tätstheorie basiert auf dem Regge Calculus, einer Methode zur Lösung der Einsteinschen
Feldgleichungen und resultiert in einer koordinatenfreien, nur auf messbaren Abständen be-
ruhenden Beschreibung der Raumzeit.
Voraussetzungen sind lediglich Grundlagen der Speziellen Relativitätstheorie, so dass dieser
Zugang in der Oberstufe einsetzbar ist.

1. Gravitation ist Geometrie

Matter tells space how to curve.
Space tells matter how to move.

(John Wheeler)

In diesem Beitrag geht es um die Aussage „Space tells
matter how to move“. In der Allgemeinen Relativi-
tätstheorie existiert die Newtonsche Gravitationskraft
als Ursache der Bewegungsänderung eines Körpers
im Gravitationsfeld nicht mehr. Freie Teilchen bewe-
gen sich auf Geodäten, also „geradestmöglichen“ Li-
nien durch Raum und Zeit. Die als Auswirkung der
Gravitation spürbare relative Beschleunigung zwei-
er Massen wird mit einer geradlinigen Bewegung in
einer gekrümmtenRaumzeit erklärt: Gravitation ist
Geometrie.

Die mathematische Behandlung der durch Einstein
gefundenen „Geometrisierung“ der Gravitationstheo-
rie überschreitet bei Weitem die Möglichkeiten der
Schulmathematik.

Wir haben neues Unterrichtsmaterial entwickelt, das
den geometrischen Aspekt in den Mittelpunkt stellt
und fast ohne Mathematik auskommt. Stattdessen set-
zen wir auf geometrische Anschauung und das Kon-
struieren und Basteln von Modellen.

In [1] wurde ein maßstabsgerechtes Modell des drei-
dimensionalen gekrümmten Raums um ein Schwar-
zes Loch vorgestellt (s. a. [2, 3]). Die dabei eingeführ-
te, auf dem Regge Calculus ([4]) basierende Metho-
de, eine gekrümmte Mannigfaltigkeit in ungekrümm-
te Teilsektoren zu zerlegen („Karten eines Straßen-
atlas“), lässt sich verwenden, um mittels dieser sog. 
Sektorkarten in gekrümmten Räumen geometrische 
Konstruktionen durchzuführen, wie z. B. die kürzes-
te Verbindung zwischen zwei Punkten zu finden oder 
ganz profan eine Reiseroute zu planen.

Hier soll die Erweiterung unseres Unterrichtsmateri-
als auf gekrümmteRaumzeitenund die darauf aufbau-
ende Beschreibung der Bewegung im Gravitations-
feld vorgestellt werden.

Dass Geodäten als Geraden in stückweise unge-
krümmten Raumzeitsektoren konstruiert werden kön-
nen, wurde in [5, 6] in numerischen Simulationen
nachgewiesen. Dass dieses Verfahren schon als didak-
tisches Werkzeug eingesetzt wurde, ist uns nicht be-
kannt.

Um den Begriff der Geodäten einzuführen, betrach-
ten wir zuerst Geodäten im Raum, genauer gesagt, in
einem zweidimensionalen gekrümmten Raum, einer
gekrümmten Fläche.
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2. Geodäten im Raum

Eine räumlicheGeodäteist die geradestmögliche Li-
nie in einem gekrümmten Raum. Sie entspricht einer

gespannten Schnur.

2.1 Gekrümmte Flächen

Anhand von Flächen im Raum wird der Begriff der
Krümmung eingeführt. Dabei unterscheiden wir po-
sitive, negative und verschwindende Krümmung; als
Prototypen werden die Sphäre, die Sattelfläche sowie
die Ebene vorgestellt.
Ein Kriterium zur Ermittlung der Krümmung ist: Ein
kleines Stück der Fläche wird ausgeschnitten und
flachgedrückt. Reißt es dabei ein, ist die Krümmung
positiv, wirft es Falten, ist die Krümmung negativ.
Lässt es sich ohne Einreißen oder Faltenwerfen flach
ausbreiten, dann ist die Krümmung null. Dieses Kri-
terium stellt das Vorzeichen der inneren (Gaußschen)
Krümmung fest.
Eine gekrümmte Fläche kann durch kleine ebene Flä-
chenstücke angenähert und aus Pappe nachgebaut wer-
den (Abb. 1 oben).
Diese Flächenstücke können auch nebeneinander auf
der Ebene angeordnet und als maßstabsgerechteSek-
torkarte der gekrümmten Fläche verwendet werden,
wie ein Straßenatlas (Abb. 1 unten).

Positiv gekrümmt Negativ gekrümmt

Positiv gekrümmte Flä-
che, Sektorkarte

Negativ gekrümmte Flä-
che, Sektorkarte

Abb. 1: Gekrümmte Flächen als Sektorkarten.

2.2 Zusammenschieben von Raumsektoren

Versucht man, vier an einem gemeinsamen Eckpunkt
liegende Sektoren zusammenzuschieben, gelingt das
bei Sektoren einer gekrümmten Fläche nicht (Abb. 2).
Es bleiben Lücken (die gekrümmte Fläche würde auf-
reißen) oder es ist zuviel Material da (die gekrümmte
Fläche würde Falten werfen).

Sektoren einer positiv
gekrümmten Fläche,
an einem Eckpunkt
zusammengeschoben.

Sektoren einer negativ
gekrümmten Fläche,
an einem Eckpunkt
zusammengeschoben.

Abb. 2: Sektoren gekrümmter Flächen passen nicht
zusammen.

2.3 Gekrümmter Raum um ein Schwarzes Loch

In Abb. 3 rechts ist die Äquatorebene durch ein
Schwarzes Loch als Sektorkarte dargestellt. Die Ab-
messungen dieser Sektoren ergeben sich aus der
Schwarzschildmetrik (links).
Die Sektoren passen nicht lückenlos zusammen: Die
Fläche hat eine innere Krümmung.

Schwarzschildmetrik:

ds2 =
(

1− rs
r

)

−1
dr2+

r2dφ2

rs = Schwarzschildradius

Abb. 3: Die Schwarzschildmetrik und die dazugehö-
rige Sektorkarte für einen Teil der Äquatorebene des
Schwarzen Lochs.
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2.4 Geodäten

Eine Geodäte in einem gekrümmten (hier zweidi-
mensionalen) Raum ist eine geradestmögliche Linie,
sie entspricht einer gespannten Schnur. Mathematisch
wird eine Geodäte durch dieGeodätengleichungen
(Abb. 4, links, für die Raumzeit in der Nähe eines
Schwarzen Lochs) beschrieben. Diese Beschreibung
ist für den Einsatz in Schule und Grundstudium nicht
geeignet.
In einer maßstabsgerechten Sektorkarte ist eine
Geodäte dagegen einfach eine Gerade und kann mit
dem Lineal gezeichnet werden.

d2t
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r2

(
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2M
r

)

−1 dr
dλ

dt
dλ
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.

Geodätengleichungen in
der Schwarzschildmetrik.
Werkzeug: Computer.

Geodäte auf der Sektor-
karte.
Werkzeug: Lineal!

Abb. 4: Geodäten: Berechnen oder Konstruieren?

2.5 Konstruktion von Geodäten

Um eine Geodäte (gespannte Schnur) mit dem Lineal
über Sektorgrenzen hinweg zu zeichnen, müssen be-
nachbarte Sektoren aneinandergelegt werden.
In der symmetrischen Anordnung der gleichen Sek-
toren in Abb. 5 rechts oben ist zu sehen, dass die an
einem Schwarzen Loch vorbei gespannte Schnur ih-
re Richtung ändert, obwohl sie lokal gesehen an jeder
Stelle geradeaus läuft. Ein Geradenstück auf der

zweidimensionalen Kar-
te.

Das Geradenstück auf der
Karte in symmetrischer
Anordnung.

Abb. 5: Eine am Schwarzen Loch vorbeilaufende
Gerade ändert ihre Richtung.

Wird eine zweite Schnur parallel zur ersten gespannt
(Abb. 6, die Schnüre beginnen rechts im Bild als par-
allele Linien), ist zu sehen, dass die beiden Schnü-
re nicht parallel bleiben, obwohl jede einzelne einer
Geodäten folgt. Der Abstand der anfänglich parallelen
Schnüre nimmt nach links zu.
Dass Parallelen nicht parallel bleiben ist eine Eigen-
schaft gekrümmter Räume.

Diese Methode, einen gekrümmten Raum und darin
verlaufende Geodäten zu konstruieren, kann jetzt auf
eine gekrümmte Raumzeit angewandt werden.

Ein zweites Geraden-
stück, das am rechten
Rand parallel zum ersten
startet.

Beide Geradenstücke auf
der Karte in symmetri-
scher Anordnung.

Abb. 6: Parallelen bleiben nicht parallel.

3. Geodäten in der Raumzeit

Frei fallende Körper bewegen sich auf geradestmög-
lichen Bahnen durch eine gekrümmte Raumzeit. Ihre

Weltlinien sind raumzeitlicheGeodäten.
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3.1 Minkowski-Raumzeitdiagramme

Die Bewegung eines Körpers kann in einem Raum-
zeitdiagramm (Abb. 7) dargestellt werden.
Die Zeit ct (c = Lichtgeschwindigkeit) ist nach oben
aufgetragen, der Ortx nach rechts. DieWeltlinieeines
Körpers beschreibt seinen Ort als Funktion der Zeit.
Licht breitet sich in diesem Maßstab auf Diagonalen
aus (c∆t = ∆x).
In einem solchen Raumzeitdiagramm einer lokal un-
gekrümmten Raumzeit (Inertialsystem) sind Weltlini-
en unbeschleunigter Körper Geraden. 0
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ct

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
x

Weltlinie (beschleunigt)

Weltlinie Licht

Weltlinie (unbeschleunigt)

Abb. 7: Raumzeitdiagramm.

3.2 Gekrümmte Raumzeit um ein Schwarzes Loch

Genauso wie eine gekrümmte Fläche durch einzel-
ne ungekrümmte Sektoren angenähert werden kann,
kann eine gekrümmte Raumzeit durch einzelne unge-
krümmte Raumzeitsektoren angenähert werden. Die
Abmessungen dieser Sektoren ergeben sich aus der
Metrik. Auf dem Papier stehen nur zwei Dimensionen
zur Verfügung, so dass nur ein Unterraum aus der vier-
dimensionalen Raumzeit dargestellt werden kann. Zu-
sätzlich zur Zeitkoordinatet wählen wir als Raumko-
ordinate die Radialkoordinater. In den Raumzeitdia-
grammen können radiale Bewegungen, z. B. ein frei-
er Fall nach unten beschrieben werden. In Abb. 8
sind rechts maßstabsgerechte Raumzeitsektoren in
der Nähe eines Schwarzen Lochs dargestellt (r =
1.25rs. . .3.75rs, ct = 0. . .2.5rs, der Vertex im Mittel-
punkt hat die(ct, r)-Koordinaten(1.25rs,2.5rs)).

Schwarzschildmetrik:

ds2 =−

(

1− rs
r

)

c2dt2+
(

1− rs
r

)

−1
dr2

rs = Schwarzschildradius

Abb. 8: Jeder Raumzeitsektor ist ein Minkowskidia-
gramm mit nach rechts laufender Raum- und nach
oben laufender Zeitkoordinate. Die Diagonalen stellen
jeweils den Lichtkegel dar.

3.3 Zusammenschieben von Raumzeitsektoren

Um eine Geodäte über die Grenze zwischen zwei
Raumzeitsektoren zu ziehen, müssen diese zusam-
mengeschoben werden. Abb. 9 links: Zwei Sekto-
ren mit einer gemeinsamen Kante. Mitte: Die bei-
den Sektoren zusammengeschoben, der obere gedreht.
Die Lichtgeschwindigkeit ist in beiden Sektoren un-
terschiedlich, was nicht erlaubt ist! Rechts: Die beiden
Sektoren zusammengeschoben, der obere lorentztrans-
formiert. Die Lichtgeschwindigkeit ist in beiden Sek-
toren gleich.

Falsch! Richtig!

Abb. 9: Die Lichtgeschwindigkeit ist in beiden Sekto-
ren gleich.

In Abb. 10 werden vier um einen gemeinsamen Vertex
liegende Raumzeitsektoren zusammengeschoben (und
dabei ggf. lorentztransformiert). Sie passen nicht zu-
sammen: Die Raumzeit ist gekrümmt!

Abb. 10: Die Raumzeitsektoren passen nicht zusam-
men.
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3.4 Konstruktion von Geodäten

Links in Abb. 11 ist die Sektorkarte eines zweidimen-
sionalen Ausschnitts aus der gekrümmten Raumzeit in
der Nähe eines Schwarzen Lochs dargestellt.
Die Raumkoordinater läuft von links nach rechts im
Bereich 1.25rs. . .3.75rs, die Zeitkoordinatect von un-
ten nach oben im Bereich 0. . .10rs. Die Vertizes in der
Mitte haben dier-Koordinate 2.5rs. Die Diagonalen
stellen jeweils den Lichtkegel dar.
Im Sektor unten rechts startet die Weltlinie eines Kör-
pers (rot), der sich anfänglich in Ruhe beir = 2.7rs be-
findet. Um die Weltlinie als Gerade durch die Raum-
zeitsektoren fortzusetzen, müssen diese entsprechend
lorentztransformiert aneinander gelegt werden (Bild
Mitte).
In der symmetrischen (zurücktransformierten) Anord-
nung der Sektoren (rechts) ist zu sehen, dass die
Weltlinie ihre Richtung (= Geschwindigkeit) ändert,
obwohl sie lokal gesehen an jeder Stelle geradeaus
läuft. Der Körper fällt im Gravitationsfeld beschleu-
nigt nach unten. Die Weltlinie des fallenden Kör-
persr(t) entspricht näherungsweise der aus der New-
ton’schen Physik bekannten, dort aus ¨r = −g folgen-
den Parabel.

Abb. 11: Weltlinie eines frei fallenden Körpers (rot) in
einer Sektorkarte der Schwarzschildmetrik.

Wird ein zweiter Körper aus größerer Höhe (r = 3.5rs)
gleichzeitig mit dem ersten fallengelassen, so beginnt
seine Weltlinie parallel zur ersten (links in Abb. 12). In
der rechten Sektorkarte sind beide Weltlinien gezeigt.
Die anfänglich parallelen Weltlinien bleiben nicht par-
allel. Der Abstand der fallenden Körper nimmt mit der
Zeit beschleunigt zu, obwohl jede einzelne Weltlinie
eine Geodäte ist.
Diese relative Beschleunigung wird in der Newton-
schen Physik durch die Gezeitenkräfte beschrieben.
Sie ist in der Allgemeinen Relativitätstheorie eine di-
rekte Folge der Krümmung unserer Raumzeit.

Abb. 12: Zwei im Gravitationsfeld hintereinander frei
fallende Körper streben auseinander.
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