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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 2

UBER EINIGE NEUERE ENTWICKLUNGEN
BEI DIFFERENZENVERFAHREN FUR RANDWERTAUFGABEN
PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

L. CoLLATZ

In den letzten 20 Jahren sind Differenzenverfahren in sehr groflem Male zur
niaherungsweisen Losung von Randwertaufgaben eingesetzt worden. Bei vielen
Problemen, insbesondere bei nichtlincaren Aufgaben und bei Vorhandensein kom-
plizierterer Ridnder und Randbedingungen ist das Differenzenverfahren oft das einzi-
ge, praktisch brauchbare Néherungsverfahren. Durch den Einsatz von GroBrechen-
anlagen und die Entwicklung besserer ITterationsverfahren wurde es maoglich, die
dabei auftretenden Gleichungssysteme fiir n Unbekannte auch fiir Werte von n in der
GroBenordnung von 10* bis 10° zu behandeln. Solche Werte von n treten auf, wenn
man feinere Gitter verwendet, oder wenn man mehr als 2 unabhingige Veridnderliche
hat. Bei diesen groflen Gleichungssystemen werden die Fragen nach der erzielbaren
und garantierbaren Genauigkeit von grofier Wichtigkeit; obwohl sich viele Personen
mit diesem aktuellen Gebiet beschiiftigt haben, kann fiir die fundamentalen Probleme
bei Genauigkeitsuntersuchungen wohl noch nicht von einer befriedigenden Klirung
gesprochen werden; vergleiche Nr. 5. Man hat allerdings mit Hilfe funktionalanalyti-
scher Methoden schon manchen schénen Erfolg verzeichnen konnen. Es sei daher hier
gestattet, zu versuchen, cinen Uberblick iiber die gegenwiirtige Lage und iiber
wiinschenswerte weitere Forschungen auf diesem Gebiet zu geben, wobei viclfach,
gewissermaBen zur Illustration, spezielle Fragen herausgegriffen werden sollen.

I. AUFSTELLUNG VON DIFFERENZENVERFAHREN,
INSBESONDERE MEHRSTELLENVERFAHREN

Der Differentialglcichung Fu = 0 fiir eine Funktion u(x,, x,.....x,) wird im
Normalfall cines reguliren kubischen Gitters der Maschenweite /i ein System von
Differenzengleichungen F), u™ = 0 fiir cine Gitterfunktion u™ gegeniibergestellt und
entsprechend den Randbedingungen Ru = 0 [im allgemeinen ist R ein Vektor] ein
System von Gleichungen R, u™ = 0: die Aufstellung geeigneter Randoperatoren R,
kann bei gekriimmten Rindern besondere Sorgfalt erfordern, vgl. Albrecht-Uhlmann
[57]. Uhlmann [58]. Uber die Aufstellung von Differenzenverfahren, d.h. der Opera-
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toren F, und R,, gibt es viele zusammenfassende Darstellungen, vergleiche etwa
Forsythe-Wasow [60], Collatz [60], Worobjow [61], Saul’jev [64] und andere, so
daB hier nicht darauf eingegangen werden soll.

Bei der iiberwiegenden Mehrheit der auf Rechenanlagen behandelten Aufgaben
wird das sog. ,,gewdhnliche Differenzenverfahren‘ verwendet; es sei daher bei dieser
Gelegenheit auf die nach Ansicht des Verfassers viel zu wenig benutzten verbesserten
Differenzenverfahren hingewiesen. Es gibt hier 2 Arten:

1) Man kann Differenzenformeln mit hoherer Approximation durch Benutzung
weiterer Nachbarpunkte verwenden (ein Beispiel hierfiir gibt der Stern (33)).

2) Man kann die Differentialgleichung an mehreren Gitterpunkten heranziehen
und erhilt das Mehrstellenverfahren mit seinen Varianten, Stiissi [35], Mikeladze
[40], Zusammenfassung bei Collatz [60] und anderen.

Fiir die numerische Rechnung haben sich die Mehrstellenverfahren sehr bewihrt.
Man hat bei ihnen den Vorteil, dal man entweder bei vorgeschriebener Genauigkeit
mit weniger Gitterpunkten, also kleineren Gleichungssystemen auskommt, oder
aber, dafl man unter Ausnutzung der Kapazitit der Rechenanlage bei gegebener
Zahl von Gitterpunkten genaure Resultate erhilt.

Mehrstellenformeln fiir den Laplace’schen Operator du in 2 und 3 Dimensionen
bei reguldren Gittern finden sich bei Collatz [60]; bei Kugel- und Zylindersymmetrie
und bei Rechtecksgittern (verschiedene Maschenweiten) bei Albrecht [62]; es sei
hier von seinen zahlreichen Formeln als Beispiel nur die folgende, sehr niitzliche
Formel fiir
(1) Au = ou + k—10u

or? r or

bei Kugelsymmetrie an der Gitterpunktsstelle r = ph genannt:

by — b,p + byp? | ay + a,p? | by + byp + byp* | {u} +

i
+| By — Byp + B,p’ ] Ay + Ap° I By + Byp + B,p® |{h*4u} = 0,

>
|

= 8k(k + 2) (k — 3) = —2by, a, = 96(k + 2) = —2b,,
—24(k + 2)(k — 1) = —12B, ,
Ay =2k + 4)(k —3), A, =40(k +2) = 10B,, B, = k(k — 3),

>
Il

dort stehen auch Mehrstellenformeln fiir Au — Ju/0t. Fiir die Plattengleichung 44u =
= r(x, y) finden sich Mehrstellenformeln bei Zurmiihl [57], fiir parabolische Glei-
chungen bei Albrecht [57]. Engeli [62] ermoglicht die Aufstellung von Mehrstellen-
formeln in beliebigen Féllen, auch bei verinderlichen Koeffizienten der Differential-
gleichung, indem fiir jeden inneren Gitterpunkt ein Gleichungssystem geldst wird,
welches den Taylor-Abgleich bis zu einer bestimmten vorgegebenen Ordnung sichert.
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Diese Methode kann auch in Form eines Programms in eine Rechenanlage eingege-
ben werden; natiirlich fillt das Programm im allgemeinen Fall etwas kompliziert aus.

Man kann das Mehrstellenverfahren nun noch flexibler gestalten und rationeller
durchfiihren, indem man nicht mit einheitlicher Maschenweite h rechnet, sondern mit
verschiedenen Maschenweiten, und zwar mit kleincren
Maschenweiten dort, wo stirkere Anderungen der
Funktionswerte zu erwarten sind (z.B. in der Nihe
von einspringenden Ecken und dergleichen). Man h| 2h

B B e e S

braucht dann Ubergangsformeln an den Stellen, wo

die Gitter mit verschiedenen Maschenweiten zusammen-
kommen. Das seiam Beispiel des Mehrstellenverfahrens J{

fiir cine Differentialgleichung, in der u(x, y)und 4u auf-
treten, erliutert. Abbildung 1 zeigt ein Gebiet, in wel- Abb. L.

chem Gitter mit den Maschenweiten h und 2h ancin-

anderstofen. Man braucht dann fiir den Punkt A eine neue Mehrstellenformel; eine
solche lautet z.B. bei Verwendung der in der Abbildung | markierten Gitterpunkte:

5 20 100 1 20
2(: 104 +4 87|36 — 320 {u} +
; 72071 | 107 ;1+2a
0 B -2 -0 -0 0
+ ﬁslr —32--20+ 140 ;:27‘:1:); {1 1u} = 0
'S T PP

wobei ¢ und ¢ beliebig sind; bei Taylor-Entwicklung werden alle Glieder bis zu den
particllen Ableitungen 4. Ordnung einschlieBlich abgeglichen.

Fiir 0 = 13 und 0 = 5t erhilt man die einfachere Formel

114 2615 ] 0 T 3-7|0
410|-76 {u} +| 13|30 — 2t [-47 4 21| | {h* 1} x> 0.
1|4 26| 5 0 T -3-—-70

|
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Die Koeffizienten von u als Elemente einer Zeile einer Matrix T = (1;,) erfiillen die
Bedingung (32), sodaB man hiermit (etwa fiir die Poissonsche Gleichung) Gleichungs-
systeme aufstellen kann, die zu Matrizen monotoner Art gehoren.

Beispiel: Mit dieser Methode wurde das Torsionsproblem fiir einen winkel-
formigen Querschnitt behandelt; der Querschnitt setzt
sich aus 3 Quadraten der Linge 1 zusammen (wie in
Abbildung 2) und wurde in der Nihe der Ecke E mit
einem feineren Gitter der Maschenweite h = 1/N und
sonst mit einem groberen Gitter der Maschenweite E F
2h = 2/N iiberdeckt; (Abbildung 2 ist fiir N = 8 ge- A ] }

zeichnet). Die Tabelle gibt die Niherungswerte in den L [ l
L]

Punkten P und Q, und zwar in den ersten 3 Spalten
nach der hier beschriebenen Methode (Rechmlng mit /}
2 verschieden feinen Gittern, und zwar wurde jeweils *
dasselbe Gebiet, nimlich das Trapez PEFG mit einem Abb. 2.

feineren Gitter iiberzogen) und in den letzten 2

Spalten nach der sonst iiblichen Methode (das ganze Gebiet wird mit einem einheitli-
chen Netz der Maschenweite 1/N iiberzogen).

. Rechnung mit 2 verschied. <‘ Rechnung mit einem

I Gittern | cinheitlichen Gitter |

Hi I |

! ! ¢ il | )
N == i 8 . 16 32 8 | 16

‘ - —
Anzahl der Unbekannten (bei Aus- t !
nutzung der Symmetrien) 24 105 438 84 360

I

; | ! !
Niherungswert in P i 0,137890 ! 0,143143 ; 0,143752 i 0,141643 | 0,143151

i 0 73 T il ' I ,,_ |
Niherungswert in Q ‘ 0,102473 | 0,108236 | 0,109360 | 0,105482 0,108246 !

Vergleicht man diese Zahlen fiir N = 16 bei beiden Methoden, so sicht man, daf3
sie ungefihr die gleiche Genauigkeit haben (die Methode mit cinheitlichem Gitter
ist cin klein wenig genauer), aber mit einheitlichem Gitter hat man 360 Unbekannte,
bei zwei verschiedenen Gittern nur 105 Unbekannte. Dafiir ist dic Methode mit
einheitlichem Gitter einfacher zu programmieren.

Eine ganz andere Art, die Genauigkeit beim Differenzenverfahren zu erhdhen,
besteht darin, mit 2 verschiedenen Maschenweiten h und h’ zu rechnen und aus den
erhaltenen Niherungen neue Werte zu extrapolieren, etwa mit Hilfe der Richardson
Extrapolation, vergleiche Ljusternik [47], Birman [50] und Stetter [64].
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2. VERSCHIEDENE ITERATIONSVERFAHREN,
BENUTZUNG VON VEKTOR- UND MATRIXNORMEN

Fiir lineare Probleme sind schon umfangreiche Theorien entwickelt worden. Es
ist gerade in den letzten Jahren gelungen, Fehlerabschitzungen und Konvergenz-
beweise auf cine einheitliche funktionalanalytische Quelle zurtickzufiihren, wobei sich
auch fiir die praktische Rechnung Verbesserungsmoglichkeiten ergaben. Die beiden
grundlegenden Sitze der Funktionalanalysis, die dabei Anwendung finden, sind der
Kontraktionssatz und der Schauder’sche Satz (bzw. in endlich dimensionalen Riumen
der Brouwer’sche Satz). Es gentigt hier, Banach’sche Riume zugrunde zu legen.

Der Kontraktionssatz (Der Satz wird hier nur in ciner ganz speziellen Form aus-
gesprochen). In einem Banach'schen Raum R sei die Gleichung

= Tu

vorgelegt: der Operator T sei in einem vollstindigen Teilraum F von R definiert und
es gebe eine Konstante ((/i(’ L Lipschitz-Konstante™) K < 1 mit

(4) [Tv — Tw| < KHU —w| Sfiiralle voweF.
Die Iteration
(5) Uy = Tu, (n=0,1,...),

ausgehend von einem Element ugy € F, sei in F unbeschrdnkt ausfiihrbar. Dann
hesitzt die Gleichung u = Tu in F genau eine LSung u: die u, konvergieren gegen u
und es gilt die Fehlerabschdtzung (6)

n

l\»[‘ H“! — u(,[[ (n=0,1.,2,..)).

(© - < K

Il

Bei dem beim Differenzenverfahren auftretenden linearen Gleichungenssystem
(7) Ax =r

(x gesuchter Vektor der Niherungswerte, r gegebener Vektor, A gegebene Matrix)

wird die Matrix A in der Form geschricben
(&) A=A+ A + D

(A4, linke untere Dreiecksmatrix. A

rechte obere Dreiecksmatrix, D Diagonal-
matrix); z.B. habe 4 dic Elemente a;, und A, die Elemente [, so ist
ik L ik

I - ay fir j> k.
k= .
0 fir j=<k.

Beim Iterationsverfahren in Einzelschritten wird cine Folge von Niherungsvektoren
Xge Xps ... bestimmt nach

9) (AL + DY Xy + gy =1 (kK =0.1,...).
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wihrend man bei der overrelaxation, Young [54], mit einer Konstanten w nach
(10) (WAL + D)Xy =[(1 — 0) D — wAg] x, + wr (k=0,1,...)

rechnet. Fiir w = 1 geht die overrelaxation in das Einzelschrittverfahren iiber.
Inzwischen sind zahlreiche Varianten der overrelaxation aufgestellt worden, ver-
gleiche z.B. Nr. 3, die Blockiteration von Hagemann-Varga [64] usw. (10) hat die
Form der Iteration (5). Unter Verwendung der weitentwickelten Theorie der Vektor-
und Matrixnormen (vgl. Householder [64]) kann man folgende Fehlerabschiitzung
aufstellen:

Mity = | — o™ ' lautet (10), falls 4 nichtsingulir ist,

(11) Xeo1 — X = B(x,0y — x) mit B=A"'[yD — Ag]:
daraus folgt
(12) Ixes s = x| < [B] [xees — x| (k=0.1....).

Die Diskussion 148t sich sehr viel weiter durchfithren, wenn man das Gleichungs-
system (7) in der Gestalt

(13) Xx=Sx+s

schreibt und S als,,zweifach zyklisch” annimmt, d.h. S habe die Gestalt, Varga [62].

0 | ) i
S = | S, }ony Zeflen (m, + 1> = n)
S 0 } n, Zeilen
—

ny Spal- n, épal-
ten ten
und S sei hermitesch. Die beim Differenzenverfahren auftretenden linearen Glei-
chungssysteme erfiillen oft diese Bedingungen.

Nun werde noch ||SH <t < | vorausgesetzt. Verwendet man als Vektornorm die
Euklidische Linge eines Vektors und als Matrixnorm die Spektralnorm (die Spektral-
norm o(C) einer Matrix C ist die positive Quadratwurzel aus der groBten charakteri-
stischen Zahl der Matrix C'C), so hat man, Albrecht [61], fiir 0 < < 2 die Kon-
vergenzaussage fiir die overrelaxation und die Fchlerabschidtzung (12) mit dem Wert
|B| = Z, wobei sich Z mit o = 1 — 2y aus

(14) 22(1 = ?) = [o*1* + * + 42(1 — ) + [o?* + 1*]}
berechnet.
3. ANWENDUNG DES KONTRAKTIONSSATZES

Fir groBere Gleichungssysteme des Differenzenverfahrens ist das Verfahren der
alternierenden Richtungen von Peaceman-Rachford 1955 entwickelt worden und
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auch dieses Verfahren ordnet sich in dic allgemeine Theorie der Iterationsverfahren
und des Kontraktionssatzes ein. Der Einfachheit halber werde es fiir 2 unabhingige
Verinderliche x, v, also fiir Funktionen U(x, y) beschrieben. Die elliptische Differen-

tialgleichung laute

(15) — e ) U = el ) Uy vy n = #x )
X ay

mit den Abkiirzungen

I \.U N o) bt ~ ol '\
T TR B afx, ) ! > e = ) )
ox ’ oy Ox ox Cy cy
D = d(x, )
oder kurz
(16) AU + VU + DU = 7.

Dieser Differentialgleichung wird die Differenzengleichung (Vektor u der unbekann-

ten Nitherungswerte) gegentibergestellt
(17) Hu + Vu + Du = r.

Bei dem Verfahren der alternicrenden Richtungen bestimmt man nun cine Folge
von Niherungen g, 11, U, ... fir u nach der Verschrift (E = Einheitsmatrix),

(18) {(;” + DA oE uy o+ (V= 0 E) iy 1 =r (‘/\ 0.1 )

(V4 D+ oEyusy o + (H = o) 154 1,[ =r
wobei tiber die Koustanten g, nech verfiigt werden kann. Wiederum der Einfachheit
halber sei im folgenden o, = ¢ = const. und zwar sei ¢ > 0.
Fiirdie Fehler ey, = uy, — wunddie GroBenn,, = (V + D + 0E) &y, (k = 0,1,...)
gilt dann
(19) Napra = H¥V ¥y,
mit
(20)  H* =(H — oE)(H + D + oE)™" und V¥ = (V= oE) (V' + D + 0E)™Y;

es wird somit

(21) “’hku” = H”*“ ” l*” “’/Mf

Nach Habetler-Wachspress [61] kann man den kontrahierenden Charakter der
Matrizen H*, V'* zeigen, wenn man eine besondere Vektornorm nach (22) verwendet,
und damit ordnet sich die Theorie dem Kontraktionssatz unter, Albrecht [64]. so
daBl man dann mit cinem Schlage Konvergenzbeweis und Fehlerabschitzung hat.

Es gilt der Satz:
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Die reellen Matrizen S znd P mdogen die Voraussetzungen erfiillen: S = S

(d.h. S ist symmetrisch), v' Sv > 0 und v'(P" + P)v > 0 fiir beliebige reelle Vekto-
ren v = 0; bei der Vektornorm

(22) ol = [v's

gilt dann fiir die ihr zugeordnete Matrixnorm

(23) (P = S)(P + )] = suplP=3) ("P“+ 5o
—sup I =S

w0 N(P + S) WH

Setzt man in (20) P = H + 4D, S = oE + 1D, so wird H* = (P — S)(P + S)™':
bei elliptischen Differentialgleichungen und fiir ¢ > 0 ist dann S positiv definit und
nach dem genannten Satz 1dBt sich HH*“ < 1 und ebenso ]l V*H < 1 zeigen. Uber
die zweckméiBige Wahl der Parameter g, weill man noch sehr wenig. Fiir einfache
Bereiche, wie z.B. ein Rechteck, kann man sich wohl einen Uberblick verschaffen,
vgl. Varga [62], aber bei komplizierteren Bereichen scheint man bisher mit den Unter-
suchungen noch nicht durchgekommen zu sein.

Der Gedanke, mit einer anderen Vektornorm anstatt mit der Euklidischen Norm
zu arbeiten, fiihrt auch bei der overrelaxation (10) zum Ziele, wie in dem Fall D = E

(durchdividiertes Gleichungssystem) gezeigt sei (Albrecht [64]); Gleichung (10) 148t
sich schreiben als

(24) Xer1 = K(w)x, + r = [E — oL(w)] x, + r
mit

L) = (E + 0A,)"" 4

wobei r von w, aber nicht von x, abhingt; die Matrix A4 werde als symmetrisch und
positiv definit vorausgesetzt. Hier erhdlt man nun bei Verwendung der Vektornorm

(25) Joll = [o' a0l

fir die ihr zugeordnete Matrixnorm

(26) ()] = sup up JK(@) 0 Hun Jof _
= S.lil()) [1 — (,)(2 [L(U) vz? A[:J o w]]

fir0 < w <2
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4. MONOTONIEAUSSAGEN UND ANWENDUNG
DES BROUWER’SCHEN SATZES

Eine andere zur Losung der Differenzengleichungen in neuerer Zeit hiufig einge-
schlagene Richtung benutzt die Theorie der monotonen Operatoren. Definitions-
bereich D und Wertebereich eines Operators T mogen in halbgeordneten Raumen
liegen. Dann heilit der Operator T monoton, wenn v < w zur Folge hat Tv < Tw fiir
alle v, w e D; der Operator T heil3t von monotoner Art, Collatz [52], wenn Tvo < Tw
zur Folge hat v < w fiir alle v, we D.

Bei einem Operator monotoner Art T hat man zur Losung einer Gleichung Tu = r
die sehr bequeme Moglichkeit der EinschlieBung: hat man zwei Nidherungen v,
und v, mit To, < r < To,, so gilt, falls eine Losung u existiert, v; < u < v,. Differen-
zengleichungen bei Randwertaufgaben elliptischer Differentialgleichungen haben
nun sehr oft eine Matrix, welche das sogenannte ,,schwache Zeilensummenkrite-
rium” (32) erfiillt und welche, als Operator aufgefasst, einen Operator monotoner
Art bedeutet, (Collatz [60], S. 348). Man hat daher hier sehr cinfache Moglichkeiten,
Fehlerabschitzungen fiir die Losung der Differenzengleichungen durchzutiithren.

Haufig hat man bei monotonen linearen Operatoren auch die Moglichkeit der
Konvergenzbeschleunigung: In einem halbgeordneten Raum ist ein Intervall {v, w)
die Menge aller Elemente z mit v < z < w, wobei v < w vorausgesetzt ist. Da man
bei den Differenzgleichungen mit endlich dimensionalen Rdumen arbeitet, kann man
anstelle des Schauder’schen Satzes den Brouwer'schen Satz heranzichen, der in diesem
Spezialfall folgendes besagt: Bildet ein Matrixoperator T ein Intervall I in sich ab,
so enthilt [ (mindestens) einen Fixpunkt u mit Tu = u; Schréder [59] fragt nun nach
solchen Intervallen I mit der Eigenschaft TI = I. Albrecht [62a] verwendet den
Brouwer’schen Satz zu einer Extrapolation: Fiir das Gleichungssystem

(27) (E—V)u=Tu+r

(E Einheitsmatrix, V und T gegebene Matrizen, r gegebener Vektor. u gesuchter
Vektor) wird das Iterationsverfahren

(28) (E=W ey =Tu, +r (n=0,1,..)

aufgestellt; E — Vsei von monotoner Art und T sei monoton: fiir die Differenzen
(29) Oy =ty —u,_y (n=12.)

gelte

(30) 0 < (52 < (5| .

Man bestimme m, M mit O < m < M < | so,dall md, < 9, < Mo, gilt;: dann liegt
eine Losung v von (27) im Intervall

M .
(31) I = {u,+ " Oy, U, + 0, ) .
I —m - M
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Bei den Differenzengleichungen der Randwertaufgaben beobachtet man oft eine
langsame, monotone Konvergenz bei Iteration in Gesamt- oder in Einzelschritten,
und die Voraussetzung (30) ist dann in der Regel erfiillt; es besteht ein enger Zu-
sammenhang zwischen dem ,,0%-Prozess” von Aitken [50] und der Formel (31),
jedoch fehlt fiir die Formel von Aitken eine Fehlerabschitzung, wihrend (31) neben
der Konvergenzbeschleunigung eine exakte EinschlieBung liefert. Albrecht [62a]
untersucht auch Fille, in denen der Operator nicht monoton ist.

J. Schréder [59] erweiterte die Theoric auf den Fall, dal der Matrixoperator T die
Form hat T= T, — T,, wobei T; und T, monoton sind. Jede reelle Matrix T hat
diese Gestalt. Er gibt Voraussetzungen fiir die Anfangsvektoren an, derart, dal man
dann EinschlieBungsintervalle fiir Losungsvektoren erhilt (vgl. auch die Darstellung
bei Collatz [64]). Die Frage, wie man auf einfache Weise Ausgangsvektoren fiir die
Iteration so bestimmen kann, daBl die Voraussetzungen der Schroder’schen Theorie
erfiillt sind, wird in Untersuchungen von Braess [62] und Schmidt [64] verfolgt.

Wegen der groflen Vorziige der monotonen Operatoren fiir Fehlerabschitzungen
sind diese in neuerer Zeit viel untersucht worden; auch beim Mehrstellenverfahren
liegen hiufig solche Operatoren vor.

Beim gewohnlichen Differenzenverfahren kann die monotone Art der Koeffizien-
tenmatrix T = (rj,(), wie oben angedeutet, oft mit Hilfc des hinreichenden Kriteriums
gezeigt werden: Es sei ’

(32) ;>0 1, £0 fir j+k Y t,=s;,

k=1
alle s; = 0. mindestens ein s; > 0, T nicht zerfallend;

dann ist Tvon monotorer Art. Bramble und Hubbard [64] beweisen nun auch die
monotone Art von gewissen Matrizen, bei welchen die 1, fiir j & k verschicdene
Vorzeichen haben; z.B. kann aufdiese Weise das Differenzenverfahren héherer Appro-
ximation. bei welchem Au durch den Stern ersetzt wird

-1
i 16

33 —= =116 —60 16 —1{,
(33) 12h? ’ 6

-1

erfasst werden und in der genannten Arbeit wird auch fiir die zugehorige Matrix
dic monotone Art bewiesen.

5. AUSBLICK AUF WEITERE FRAGEN

So sind bei den Netzmethoden auf verschiedenen Wegen schone Fortschritte
erzielt worden, aber einige der groflen Probleme sind ungelost geblieben. Die wich-
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tigste Frage ist wohl die nach der Genauigkeit der Differenzenlosung, d.h. man mochte
den Fehler der Differenzenlosung gegeniiber der Losung der Randwertaufgabe
abschitzen konnen, und hier sind wir von einer wirklich befriedigenden Losung
noch etwas entfernt. Wohl sind immer wieder Versuche gemacht worden, Schranken
fiir diesen Fehler, z.B. mit Hilfe von Schranken fiir gewisse hohere Ableitungen der
Losungsfunktion, zu gewinnen. Es sind auch schon Beispiele durchgerechnet worden,
bei denen man auf diese Weise zum Ziel kommt; aber sowie die Bei-
spiele ein wenig komplizierter werden, versagen diese Methoden.

Es seien auch andere Methoden erwidhnt, Fehlerabschitzungen
fir das Differenzenverfahren aufzustellen, z.B. die Hyperkreis-
methode von Synge [57]. Eine weitere Moglichkeit, den Fehler
abzuschiitzen, (Varga [64]. Birkhoff-de Boor [64]). ist die
folgende:

Bei einer bestimmten Gitterweite h liefert das Differenzenver-

fahren in den Gitterpunkten Niherungswerte u®. Es wird nun Abb. 3.
(etwa bei einer Differentialgleichung 2. Ordnung und 2 unabhin-

gigen Verinderlichen) eine mit stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung einschlieBlich
versehene Funktion o(x, y) (d.h. eine Funktion aus der Klasse C?) bestimmt,
welche in den Gitterpunkten die Werte u™ annimmt. Setzt man v in die Rand-
wertaufgabe Fu = 0, Ru = 0 ein, so entstehen gewisse Defekte o, = Fuv, d, = Ru;
in vielen Fillen, z.B. bei der 1. Randwertaufgabce der Potentialtheorie, kann man
aus diesen Defekten J,, 0, eine Schranke fiir den Fehlerbetrag |v — ul herleiten
(vgl. Collatz [60],S. 3991F.), ohne daB3 Schranken fiir die Ldsungsfunktion oder ihre
Ableitungen benotigt werden. Es kommt hier also darauf an, eine interpolierende
Funktion u(x, y)e C* aufzustellen. Das gelingt, wenn der Rand des Bereiches sich
aus Stiicken von Gittergeraden zusammensetzt; bei der Konstruktion von de Boor
[64] wird dabei jedes Gitterquadrat in 5 Teilbereiche nach Abb. 3 zerlegt und o(x, v)
in jedem dieser Teilbereiche durch eine bikubische Funktion (ein Polynom vom
Gesamtgrad £ 6, welches in x und y je fiir sich einen Grad < 3 hat) dargestellt. Nu-
merische Erprobungen finden zur Zeit statt.

Eine weitere sehr wichtige Frage lautet: Man beobachtet oft, dafl die nach dem
Differenzenverfahren berechneten Niherungen durchweg kleiner oder durchweg
groBer sind als die Losung der Randwertaufgabe. Kann man einfache hinreichende
Bedingungen fiir diese Erscheinung angeben? Ferner sind Fille bekannt, in denen das
gewdhnliche Differenzenverfahren kleinere und ein Mehrstellenverfahren groBBere
Werte lieferte als die Losungsfunktion. Kann man cinfache Klassen von Problemen
angeben, bei denen diese Erscheinung garantiert werden kann? Dann hidite man eine
ideale Moglichkeit der Fehlerabschitzung. Ahnliche Fragestellungen ergeben sich
auch beim Differenzenverfahren fir Eigenwertaufgaben, wo schon einige schone
Teilergebnisse vorliegen, so dafl man die Hoffnung hegen kann, dafl man eines
Tages auch fir die fundamentalen mathematischen Probleme beim Differenzen-
verfahren fir Randwertaufgaben mehr Erfolg als bisher wird verzeichnen kdnnen.
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