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SVAZEK 10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

FEHLERABSCHATZUNG U N D KONVERGENZBESCHLEUNIGUNG 
ZU ITERATIONEN BEI LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN 

JOCHEN W . SCHMIDT 

(zum Thema d( 

Eine Lösung w* des linearen Gleichungssystems 

(1) w = Tw + s 

kann man nach SCHRÖDER [6] durch 

(2) x = T+x + T'y + s ^ w* g T+y + T~x + s = y 

eingrenzen, wenn für die Vektoren x, y die Ungleichungen 

(3) x S y , x ^ T+x + T'y + s , T+y + T'x + s S y 

bestehen. Durch die Iteration 

(4) x n + 1 = T+xn + T~yn + s, yn+1 = T+yn + T'xn + s (n = 0, 1, ...) 

mit den Anfangsvektoren x 0 = x, y0 = y läßt sich die Einschließung verbessern zu 

x0 ^ . . . ^ xn = x „ + 1 ^ . . . S w* ^ . . . __ yn+i ^ yn ^ ••• = yo-

I. Fehlerabschätzung. Aus (2) leitet Schröder für die Iteration in Gesamtschritten 

(5) wn + 1 = Twn + s (n = 0, V...) 

bei den Bezeichnungen e = (et), et > 0 fest, T+e = (A£), T~e = (juf), wn = (wni) 

usw. unter der Voraussetzung 

(6) X, - pt < et
l) 

die Fehlerabschätzung 

(7) |wf - H, + 1 „ | g {max l _ ^ _ _ _ _ _ l } {X[ _ ^ 
{ k ek - kk + fik J 

*) Wenn das Spektralradius von \T\ kleiner als eins ist, läßt sich (6) erfüllen. 
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her, welche schärfer ist als die aus dem Kontraktionssatz sich ergebende (COLLATZ [3]) 

max 
(8) |w* - wn+ . , | g _ U & - i _ jmax K + " = W'A et . 

l * e* J 
Bei dem Ansatz 

(9) x = wn + & , y = w„ + r\e 

mit Zahlen £, »7 ist (3) gleichwertig mit £ S V u n d 

(10) & g £T+e + nT~e + wn + l - w„, nT+e + ^T~e + wn+l - w„ ^ ne. 

Eine Lösung dieses Ungleichungssystems lautet bei Bestehen von (6) 

(11) z = ^^, „„im, 
1 + X 1 + T 

wobei die Abkürzungen 

(12) T = min xt, a = min gi9 ß = max ot-, 

Vi 
- , £i 

verwendet wurden. (Indirekter Beweis: Es sei für eine Komponente z 

e,f > X£ + jutf + wn + 1>i - wn>i, 

also 

f et Xt U:X ) _ f e.-t Ajt IL- ] 
a J — i ^ _ _ - ^ L _ ( + /3J—^ —i - J - i - l > wn + l j i - w M . 

(1 + T 1 + T 1 + Tj (1 + T 1 + T 1 + Tj 

Die erste geschweifte Klammer ist wegen (6), (12) positiv, die zweite nichtpositiv, 
so daß die linke Seite durch 

Ql{-h ± ---4 + <J e;T XiX 

1 + T 1 + T 1 + Tj (1 + T 1 + T 1 + T 

= O^ - X{ - /if} = w„+1>i - w M 

nach oben abgeschätzt wird. Also ergibt sich ein Widerspruch. Ebenso erfolgt der 
Nachweis, daß die Zahlen (11) die zweiten Ungleichungen (10) erfüllen.) 

Mit (11) erhält man nach (2) folglich die Einschließung 

(13) £Ai + mit = w* - wn+1>i £ rjXi + fri9 
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welche häufig besser als die Abschätzung (7) ist. Nimmt man in (13) für £, ^ die 
beste Lösung f *, *T* von (10) (£* — £, rj* = '7 für jede weitere Lösung £, w), so wird 
Abschätzung (13) in keinem Fall von (7) unterboten. Außerdem kann man die 
Einschließung für w* durch die Iteration (4), beginnend mit den Vektoren (9) oder mit 
den aus den Schranken (13) durch Addition von wM+1 erhaltenen Vektoren, weiter 
verbessern. 

Die beste Lösung von (10), wegen (6) vorhanden, kann man mit £o = £> *7o = ]1 
aus (11) z.B. durch die Iteration 

Çk+1 = min &i + 1kt*i + Wn+t,i ~ Wn, 

^ 1 - i n « | , y - A ' + ' ^ + - W ' * - - ' ' " M (fe = 0, 1,.. .;» fest) 

finden, denn man bestätigt £* = lim £fc, ;*/* = lim ^ Man kann auch einen endlichen 
Algorithmus zu Ermittlung von £*, ^* angeben. 

Die genannte Abschätzung läßt sich auf die Iteration in Einzelschritten übertragen. 

N u m e r i s c h e s Beispie l : Im Falle des linearen Systems (1) mit 

T = 

0 - 0 , 3 0,2 -OД^ 
-0,2 0 0,4 -0,3 

0,1 -0,5 0 0,2 ľ 
-0,3 0,2 -0,4 0 

(entnommen aus ALBRECHT [2]) erhält man mit ex = 1 für den Fehler von Wj.: 

w0 ^з w4 w* — w4 

Schran-
ke(8) 

Schran-
ke(7) 

Schranken 
(13) mit (11) 

Schranken 
(13) mit £*, )f 

0 1,047 0,9838 0,0162 0,6066 0,4044 —0,1443 0,1620 —0,0710 0,0906 
0 2,052 1,9846 0,0154 0,6066 0,6066 —0,2252 0,2341 —0,1162 0,1260 
0 1,521 1,4883 0,0117 0,6066 0,5392 —0,1952 0,2130 —0,0979 0,1175 
0 3,048 2,9879 0,0121 0,6066 0,6066 —0,2075 0,2518 —0,0966 0,1456 

Quotient von Schranke 
zu Fehler 52 50 21 12 
(ungünstigste Komponente) 

II. Konvergenzbeschleunigung und Lösungseinschließung. Kann man nichtnega

tive Zahlen {, ^ derart bestimmen, daß sie den Ungleichungen 

(14) £{zn - T+zn) + nT~zn = xn + 1 - xn , n(zn - T+zn) + £T+zn ^ yn - yn+1 
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mit zn = yn — xn genügen, so wird die Lösung vv* von (1) durch die Vektoren 

w„ + i = *« + i + £T+zn - r]T~zn, vn + l = y„+1 - f]T+zn + £T~zn 

enger als durch x'„+1, y„+1 aus (4) eingegrenzt: 

xn+l ^ un+1 S w* g vn + 1 S yn+i • 

Im Falle zn+li < zni, was durch naheliegende Forderungen zu erreichen ist, stimmen 
die Ungleichungen (14) bis auf eine Transformation mit (10) überein. Entsprechend 
(11) erhält man jetzt die Lösung 

y (K — v) a . (K — v) a , . 
£ = K + V }— , rj = 1 - v + v }— 2) 

1 — er 1 — a 

mit den Abkürzungen 

G = max cr£, к = min у ř , v = max у ŕ , 

a- = 
T~z„ 

7 • - T+z . 
> УІ 

x • — T z 
~xn,i -*- ^n,i 

T+z • - T~z 

Mit diesen Werten sind un + l,vn + l Verbesserungen von x r t + 1 , yn+l im Sinne des 
d2-Verfahrens von AITKEN. 

Für T = T+ und T = T~ sind von ALBRECHT [1] konvergenzbeschleunigende 
Verfahren angegeben worden. 

N u m e r i s c h e s Beispie l : Es wird das System (entnommen aus SCHRÖDER [7]) 

/ 0 ± ± 0 k k k k\ 
/ U ' 1 2 ' 1 2 ' u ' 6 ' 6 ' 6 ' 6 \ 

т = 

0, 0, 0, 0, 1 1 
3' ' 

- 0 0 - - 0 0 -
6 , u? u , 6 , 3 , u , v , 6 

i o, 0, 0 
1 

o, 0, 
0 A JL 0 - 0 --
u ' 1 3 ' 1 3 ' ' 1 3 ' w ' 13 

13 
ì 
6 ' 6 ' 

1, 0, 0, i , 0, ±, 0 
| , 0, 0, 0, ±, 0, i 

U> o, І o, |, o, І oy 
6 ' 

L 
12 

0 
0 
0 
0 
2 

VУ 

betrachtet. Es entsteht durch Finitisierung einer Potentialaufgabe. Die Iteration (4) 

beginnt mit den Vektoren x 0, y0 mit x0i = 0, y0 t = 1, welche sich aus (9), (11) 

2) £ ̂  0, rj ^ 0 ist zusätzlich zu überprüfen. 
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bei wn = 0 ergeben. Die folgende Tabelle enthält jeweils nur die erste Komponente 
der Vektoren: 

n xn,l УnЛ Un,í VnЛ 
un ЯÜ xm, 

Vn ** Угn 

1 

Gewinn an 
Schritten 

1 0,083... 0,916... 0,083... 0,916... xí Уi 0 0 
2 0,201. . . 0,735... 0,201.. . 0,474... x2 У5 0 3 
5 0,334... 0,498. . . 0,383... 0,396... xю Уiз 5 8 

10 0,384... 0,406... 0,392 528. . . 0,392 591.. . X2Ъ У26 13 16 
20 0,392 41 0,392 82 0,392 562 397 0,392 562 398 x49 y51 29 31 

Aus der Zusammenstellung entnimmt man, daß man bei der endgültigen Anordnung 
der Rechnung nicht nach jedem Schritt, sondern erst nach einer vom speziellen 
System abhängigen Zahl von Schritten eine Konvergenzbeschleunigung durch Er
mittlung von un + 1, vn+1 vornehmen wird. 

Zum Teil ausführlichere Darstellungen, jedoch teilweise mit anderer Zielsetzung, 
sind die Mitteilungen [4] [5], welche auch weitere Beispiele enthalten. 
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