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ZusammenfassungDas Ziel dieser Arbeit ist es auf systematische Weise, ausgehend von einer Axiomatisierung azyklischerOrdnungen, schrittweise zu Axiomen f�ur zyklische Ordnungen zu gelangen. Es wurde dabei angestrebt,eine m�oglichst allgemeine mathematische Theorie zu entwickeln, ebenso wie es die Theorie azyklischerOrdnungen ist.Den Ausgangspunkt f�ur die Formalisierung bildet eine recht allgemeine Repr�asentation mit Hilfe vonWortmengen, die wir auch als verallgemeinerte Relationen bezeichnen. Wir de�nieren die zentralenBegri�e der Einfachheit (Wiederholungsfreiheit innerhalb von W�ortern), Teilwort- und Rotationsabge-schlossenheit sowie Konsistenz (Widerspruchsfreiheit), Vollst�andigkeit, Totalit�at (f�ur totale Ordnun-gen) und Transitivit�at in verschiedenen Varianten. Sowohl azyklische wie auch zyklische Ordnungenk�onnen mit Hilfe dieser Axiome als spezielle verallgemeinerte Relationen aufgefa�t werden. Die W�orterder Ordnung sind dabei als endliche, totale Teilordnungen zu interpretieren, die zusammengefa�t diegesamte Ordnung konstituieren. Zyklizit�at wird durch Rotationsabgeschlossenheit formalisiert. Analogzur Transitivit�at azyklischer Ordnungen wird au�erdem einer Form zyklischer Transitivit�at gefordert.Parallel zu Axiomatisierung werden viele einfache und intuitive Eigenschaften zyklischer Ordnungenabgeleitet. Insbesondere wird die unmittelbare Nachfolgerrelation untersucht und aufgezeigt, da� dieseim allgemeinen h�ochstens eine Abstraktion zyklischer Ordnungen darstellen kann. Das Hauptresultatdieser Arbeit ist die Darstellbarkeit von zyklischen Ordnungen durch verallgemeinerte Relationen(hier als Basen bezeichnet), deren Wortl�ange auf drei beschr�ankt ist. Dies bedeutet, da� die meisteninteressanten zyklischen Ordnungen als Mengen von Tripeln aufgefa�t werden k�onnen.Abschlie�end de�nieren wir die Eigenschaft der globalen Orientiertheit als Erweiterbarkeit zu einertotalen Ordnung. Interessanterweise besitzen nicht alle zyklischen Ordnungen diese anschauliche Ei-genschaft. Wir k�onnen jedoch zeigen, da� die Klasse der global orientierten, zyklischen Ordnungenidentisch ist mit der Klasse der aufschneidbaren, zyklischen Ordnungen, wenn wir eine geeigneteSchnittde�nition verwenden.
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Kapitel 1EinleitungZyklische Abh�angigkeiten begegnen uns in der realen Welt in den verschiedensten Varianten. Mandenke beispielsweise an biologische und wirtschaftliche Kreisl�aufe, selbstreferenzielle Hypertextsyste-me, rekursive Datentypen und Funktionen, Struktur von Software, Fahrpl�ane von Z�ugen, Systeme zurSteuerung von Verkehrsampeln, analoge und digitale, elektrische Schaltungen, Protokolle in Rechner-netzen und Datenu� in parallelen Rechnern.Die meisten dieser Beispiele sind keine reinen zyklischen Abh�angigkeiten, sondern komplexe Systeme,die Information speichern und mit der Umgebung austauschen k�onnen. Diese Systeme k�onnen imallgemeinen nicht allein durch die zyklischen Abh�angigkeiten ihrer Komponenten beschrieben werden.Das Beispiel der Fahrpl�ane von Z�ugen ist wohl besonders gut geeignet, um zyklische Abh�angigkeitenan einem dynamischen System zu erkl�aren. Wir k�onnen n�amlich annehmen, da� die Zugf�uhrer bzgl.der Fahrtstrecke keinen Entscheidungsspielraum haben und somit Information (und deren Austausch)keine Rolle spielt. Wir haben eine Menge von Z�ugen und eine Menge von Ereignissen, die beschreiben,da� ein bestimmter Zug gerade eine bestimmte Position erreicht. Damit Passagiere bequem umsteigenk�onnen, sollen sich die Z�uge von Zeit zu Zeit in gemeinsamen Ereignissen synchronisieren. Fahrenmehrere Z�uge auf einer Strecke, so ist nat�urlich auch eine Synchronisation der Ereignisse erforderlich,damit die Z�uge nicht kollidieren. Wir k�onnen uns auch vorstellen, da� Z�uge an bestimmten Orten durchmehrere Anschlu�z�uge ersetzt werden, bzw. bei Synchronisation an einem Ort, mehr oder weniger Z�ugeden Ort verlassen. F�ur unsere Zwecke k�onnen wir von dem Grund der Synchronisation abstrahieren.Die Reihenfolge, in der die Ereignisse auftreten, d.h. die Z�uge die entsprechenden Positionen erreichen,bezeichnen wir als die zyklische Ordnung der Ereignisse.
0

1

2Abbildung 1.1: Eine dreielementige, totale, zyklische OrdnungZur Einf�uhrung w�ahlen wir zwei einfache Strukturen (siehe Abb. 1.1 und Abb. 1.2) bei denen es sich7



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG
0

3

1 2Abbildung 1.2: Eine vierelementige, nichttotale, zyklische Ordnungintuitiv um zyklische Ordnungen handelt:� Die dreielementige Struktur stellt eine zyklische Ordnung der Menge f0,1,2g dar. Die drei ver-schiedenen Elemente 0, 1 und 2 seien zyklisch im Uhrzeigersinn angeordnet. Dabei ist 0 unmit-telbarer Vorg�anger von 1, 1 unmittelbarer Vorg�anger von 2 und 2 wiederum der unmittelbareVorg�anger von 0. Es handelt sich um eine totale, zyklische Ordnungen, da alle Elemente auf ei-nem Kreis liegen und damit vollst�andig geordnet sind. Diese zyklische Ordnung wird o�enbar inder oben genannten Interpretation von einem Zug generiert, die auf einer geschlossenen Streckedie Positionen 0, 1 und 2 immer wieder in dieser Reihenfolge �uberf�ahrt.� Bei der vierelementigen Struktur handelt es sich um eine zyklische Ordnung der Menge f0,1,2,3g.Die Kreise sind f0,1,3g und f0,2,3g. Sie haben die Elemente 0 und 3 gemeinsam, w�ahrend 1 und 2auf keinem Kreis liegen, also ungeordnet sind. Es gelten die unmittelbaren Vorg�angerbeziehungen:0 vor 1, 1 vor 3, 3 vor 0 sowie 0 vor 2 und 2 vor 3. Die zyklische Ordnung ist nicht total, dadie Elemente 1 und 2 nicht durch einen Kreis geordnet sind. Wieder k�onnen wir uns einen Zugan Position 3 vorstellen, der an Position 0 durch zwei Z�uge ersetzt wird, die jeweils unabh�angigvoneinander �uber die Positionen 1 und 2 fahren und sich an Position 3 wieder zu einem Zugsynchronisieren.An dieser Stelle haben wir noch keine Vorstellung, was zyklische Ordnungen sein k�onnten, geschweigedenn haben wir eine konkrete Formalisierung vor Augen. Wir wissen jedoch ungef�ahr was zyklischeOrdnungen leisten sollen: Zyklische Abh�angigkeiten sollen durch sie exakt und ad�aquat beschriebenwerden. Um diese Forderung zu verdeutlichen, werden wir im folgenden verschiedene Ans�atze kurzansprechen, die zeigen, wie bekannte aus verschiedenen Gebieten stammende Formalismen auf unter-schiedliche Art und Weise mit zyklischen Strukturen umgehen. Die �Uberlegungen in diesem Kapitelspielen sich alle auf einer intuitiven, informalen Ebene ab.1.1 Ordnungen und strenge OrdnungenZun�achst stellen wir fest, da� es sich bei den gegebenen Strukturen nicht um strenge Ordnungenhandeln kann: Bei einer strengen Ordnung ist die Ordnungsrelation eine irreexive und transitivebin�are Relation. Aus der obigen Deutung der Abbildung wissen wir, da� die Paare (0,1), (1,2) und(0,2) in der Ordnungsrelation enthalten sein m�ussen. Wenden wir die Transitivit�at an, so folgt aus(0,1) und (1,2) da� auch (0,2) in der Ordnung ist. Eine zweite Anwendung der Transitivit�at ergibt,da� mit (0,2) und (2,0) auch (0,0) in der Ordnungsrelation enthalten ist, was direkt im Widerspruchzur Irreexivit�at steht. Wir stellen also fest: Strenge Ordnungen (auf diese Weise angewandt) sindunbrauchbar zur Formalisierung von zyklischen Ordnungen.



1.2. QUASIORDNUNGEN 9Entsprechende �Uberlegungen gelten auch f�ur die (nichtstrengen) Ordnungen: Nach De�nition sind siedurch eine reexive, transitive und antisymmetrische bin�are Relation gegeben. F�ur das obige Beispielbedeutet dies, da� zus�atzlich zu (0,1), (1,2) und (2,0) auch noch die Paare (0,0), (1,1) und (2,2) inder Ordnungsrelation enthalten sind. Transitivit�at erzwingt, da� mit (0,1) und (1,2) auch (0,2) in derRelation ist, was zusammen mit dem Paar (2,0) im Widerspruch zur Antisymmetrie steht, da 0 und2 verschieden sind.1.2 QuasiordnungenAus dem letzten Widerspruch bietet sich jedoch ein einfacher Ausweg an: Wenn die Antisymmetrienicht erf�ullbar ist, verzichten wir einfach auf sie und nehmen nur Reexivit�at und Transitivit�at alsOrdnungsaxiome. Tats�achlich sind die so de�nierten Relationen in der Mathematik (wie auch derInformatik) als Quasiordnungen (oder Pr�aordnungen) wohlbekannt. Sie werden verwendet, wenn auf-grund von Zyklen in den betrachteten Strukturen eine Behandlung als Ordnung nicht mehr m�oglichist. F�ur unser kleines Beispiel bedeutet dies: Zus�atzlich zu (0,1), (1,2), (2,0) sind auch alle Paare inder Ordnungsrelation, die wir durch reexiven und transitiven Abschlu� bilden k�onnen. Dies ist dievollst�andige Relation f0,1,2g2.Entspricht eine solche Vorgehensweise aber unserer Forderung nach einer exakten Darstellung der zykli-schen Ordnung ? Sicher nicht. F�ur unsere dreielementige Struktur, erhalten wir die triviale, vollst�andigeOrdnungsrelation, in der keinerlei Struktur mehr erkennbar ist. Die Elemente sind durch diese Relati-on nicht mehr voneinander zu unterscheiden, obwohl sie in Abb. 1.1 durch ihre relative Lage auf demKreis unterscheidbar waren. Der Formalismus der Quasiordnungen gen�ugt also unserem Anspruch anExaktheit der Beschreibung nicht: Mann k�onnte auch sagen, er ist zu grob oder zu abstrakt: Zyklenwerden behandelt, indem man von ihnen abstrahiert, d.h. deren Elemente werden identi�ziert (bzw.als �aquivalent betrachtet). Nichtsdestotrotz ist die Quasiordnung f�ur viele Anwendungen (z.B. als Re-duktionsordnung von Ersetzungssystemen in der Informatik) das geeignete Werkzeug, und zwar immerdann, wenn die innere Struktur von Zyklen nicht interessiert.1.3 Gerichtete Graphen
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2Abbildung 1.3: Die unmittelbare Nachfolgerrelation der totalen, zyklischen Ordnung aus Abb. 1.1Mit Hilfe von Graphen k�onnten wir sowohl zyklische als auch azyklische Strukturen repr�asentieren.Reichen zur Darstellung der Strukturen aus Abb. 1.1 und Abb. 1.2 nicht schon die in Abb. 1.3 bzw.Abb. 1.4 als gerichtete Graphen dargestellten bin�are Relationen f(0,1),(1,2),(2,0)g bzw. f(0,1), (0,2),(1,3), (2,3), (3,0)g v�ollig aus ? In diesem Beispiel ist dies tats�achlich der Fall. Der Grund: Wir habenes in unserem Beispiel mit einer endlichen Struktur zu tun, die allein durch unmittelbare Nachfolger
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3Abbildung 1.4: Die unmittelbare Nachfolgerrelation der nichttotalen, zyklischen Ordnung aus Abb. 1.2bzw. Vorg�anger charakterisiert werden kann. Erg�anzen wir die Struktur so, da� es keine unmittelbarenNachfolger und Vorg�anger mehr gibt, erhalten wir den leeren Graph, der keine Aussage �uber diezyklische Ordnung mehr zul�a�t. Letzteres k�onnen wir beispielsweise erreichen, indem wir sicherstellen,da� zwischen zwei Elementen immer ein drittes liegt, zwei Elemente also niemals direkt benachbart seink�onnen. Damit ist die Graphendarstellung f�ur diese unendlichen zyklischen Ordnungen unbrauchbar.Tats�achlich gibt es noch einen anderen Grund, der die allgemeine Darstellung von zyklischen Ord-nungen als Graphen der unmittelbaren Nachfolgerbeziehung ausschlie�t: Bei (endlichen) nichttotalen,zyklischen Ordnungen (d.h. Ordnungen bei denen nicht alle Elemente auf einem Kreis liegen m�ussen)kann es vorkommen (in unserem Beispiel ist dies allerdings nicht der Fall), da� verschiedene zyklischeOrdnungen den gleichen Graphen der unmittelbaren Nachfolgerbeziehung besitzen. Das bedeutet, dieGraphendarstellung erf�ullt nicht unser Exaktheitskriterium. Sie ist nicht exakt genug, um verschie-dene, zyklische Ordnungen zu unterscheiden. Auf diesen wichtigen Punkt wird sp�ater in Form vonkonkreten Beispielen noch ausf�uhrlich eingegangen.1.4 Netzsysteme und SynchronisationsgraphenEin Netz (S,T,F) besteht aus einer Menge von Stellen S, einer Menge von Transitionen T sowie einerFlu�relation F � (S � T) [ (T � S). Bei Modellierung von Systemen werden Stellen oft als lokaleZust�ande und Transitionen als Ereignisse, d.h. Zustands�uberg�ange, interpretiert. Die Flu�relationstellt bei dieser Interpretation die unmittelbaren, kausalen Abh�angigkeiten dar. Graphisch werdendie Stellen als Kreise, die Transitionen als Rechtecke und die Flu�relation durch Pfeile dargestellt.Betrachten wir ein Netzelement x 2 (S [ T), d.h. eine Stelle oder eine Transition, so bezeichnen wirdie Elemente F[fxg] als Nachmenge und die Elemente F�1[fxg] als Vormenge von x. Zwei Transitionensind voneinander unabh�angig, wenn sie in ihren Vor- und Nachmengen keine gemeinsamen Elementebesitzen. Andernfalls stehen die Transitionen in Konikt zueinander.Ein (elementares) Netzsystem (S,T,F,M) ist ein Netz (S,T,F) mit einer Markierung M � S der Stellen.Eine Markierung wird graphisch durch sogenannte Marken, d.h. ununterscheidbare Objekte auf denStellen des Netzes dargestellt. Die Markierung des Netzsystems stellt zu jedem Zeitpunkt den globalenZustand des System dar. Die Dynamik eines Netzsystems, d.h. die zeitliche Entwicklung, wird durchdas sogenannte Markenspiel beschrieben: Sind alle Stellen in der Vormenge einer Transition markiert,so ist eine Transition vorw�arts aktiviert. Eine vorw�arts aktivierte Transition kann vorw�arts schalten,d.h. alle Marken in der Vormenge werden konsumiert und f�ur jede Stelle in der Nachmenge wird ei-ne neue Marke produziert. Das Schalten ist in jedem Fall ein atomarer Vorgang. Eine Transition istr�uckw�arts aktiviert und kann r�uckw�arts schalten, wenn wir bei den genannten Bedingungen Vor- undNachmenge vertauschen. In einem Schritt kann eine beliebige Menge von Transitionen vorw�arts oder



1.4. NETZSYSTEME UND SYNCHRONISATIONSGRAPHEN 11r�uckw�arts schalten, sofern sie alle aktiviert sind und paarweise nicht in Konikt stehen. Eine Markie-rung ist von einer anderen erreichbar, wenn die beiden Markierungen mit Hilfe des Markenspiels durcheine endliche Zahl von Schritten ineinander �uberf�uhrbar sind. Die Menge aller von der Markierungeines Netzsystems erreichbaren Markierungen ist die Fallklasse des Netzsystems. Die Markierung istnicht als Anfangszustand, sondern als Repr�asentant f�ur diese Fallklasse aufzufassen. Ein Ablauf desNetzsystems ist eine strenge Ordnung auf Vorkommen von Transitionen, die sich ergibt, wenn wir dasMarkenspiel innerhalb der Fallklasse spielen und dabei Transitionen nur vorw�arts schalten lassen. Dawir m�oglicherweise mehrere Transitionen in einem Schritt schalten k�onnen, ist die strenge Ordnungnicht notwendigerweise total. Im allgemeinen kann es mehrere alternative, zeitliche Abl�aufe geben.Im Gegensatz zur �ublichen De�nition der Aktiviertheits- und Schaltbedingung legen wir nicht fest,was passiert, wenn auf einer schon markierten Stelle ein neue Marke produziert wird. Meist wirddies durch eine sch�arfere Aktiviertheitsbedingung ausgeschlossen. In unseren Beispielen wird dieseSituation jedoch niemals auftreten, da es sich immer um sichere Systeme (De�nition folgt) handelnwird.Ein Vorw�artskontakt liegt bei einer Markierung vor gdw. eine Transition mit nichtleerer Nachmen-ge vorw�arts aktiviert ist. Bei einem R�uckw�artskontakt ist eine Transition mit nichtleerer Vormenger�uckw�arts aktiviert. Ein Netzsystem, bei dem in keiner Markierung der Fallklasse ein Kontakt vor-liegt, bezeichnen wir als sicher. Gibt es f�ur jede Transition eine Markierung in der Fallklasse, in dersie aktiviert ist, und gibt es f�ur jede Stelle eine Markierung der Fallklasse, die sie markiert, und eineMarkierung, in der sie nicht markiert ist, so bezeichnen wir das Netzsystem als lebendig.Haben wir ein Netzsystem mit genau einer Transition in der Vormenge und in der Nachmenge jederStelle, k�onnen wir auf naheliegende Weise einen gerichteten Graphen zur Darstellung verwenden: DieKnoten sind die Transitionen und die Kanten entsprechen den Stellen. Die Markierung wird durch aufden Kanten liegende Marken dargestellt. Diesen markierten, gerichteten Graph bezeichnen wir als Syn-chronisationsgraph. Das Markenspiel l�a�t sich direkt von Netzsystemen auf Synchronisationsgraphen�ubertragen, wobei Konikte nat�urlich nie auftreten k�onnen.Eine leicht verst�andliche Einf�uhrung in die Theorie der Petri-Netze �ndet sich beispielsweise in Rei-sig 1982. Elementare Netzsysteme werden in Thiagarajan 1987 de�niert. Auf die (etwas un�ubliche)Einbeziehung der R�uckw�artsschritte bei De�nition der Fallklasse wird in Petri 1996 besonderen Wertgelegt. Eigenschaften von Synchronisationsgraphen (insbesondere in Hinsicht auf Sicherheit und Le-bendigkeit) sind das Thema in Genrich und Lautenbach 1973.In Abb. 1.5 und Abb. 1.6 sehen wir ein Netzsystem und einen �aquivalenten Synchronisationsgraphen,die beide die vierelementige, zyklische Ordnung aus unserem Beispiel beschreiben. Spielen wir dasMarkenspiel, so stellen wir fest, da� nachdem 3 und 0 nacheinander schalten, die Transitionen 1 und2 in beliebiger Reihenfolge oder gar in einem Schritt schalten k�onnen, was darauf hindeutet, da� dieGesamtmenge der Ereignisse nicht vollst�andig, sondern nur partiell geordnet sind. Die Zyklizit�at derOrdnung dr�uckt sich in der Tatsache aus, da� sich die Ereignisse permanent wiederholen k�onnen.Wir haben gerade die zyklische Ordnung der Transitionen, also der Elemente des Synchronisationsgra-phen betrachtet. Es ist jedoch auch m�oglich das abgebildete Netzsystem direkt als zyklische Ordnungaller seiner Netzelemente, also Stellen und Transitionen, aufzufassen. Dies ist ein wesentlicher undunverzichtbarer Aspekt der Concurrency-Theorie, die wir im folgenden kurz diskutieren werden.Kommen wir nun auf zyklische Ordnungen zur�uck, so wurde oben erw�ahnt, da� die Information zurUnterscheidung zweier Ordnungen im allgemeinen nicht allein durch den Graphen der unmittelbarenNachfolgerrelation gegeben ist. Fassen wir diese Graphen als Synchronisationsgraph auf, so kann diefehlende Information jedoch in vielen F�allen durch eine geeignete Markierung geliefert werden. Eine
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Abbildung 1.5: Die nichttotale, zyklische Ordnung aus Abb. 1.2 als Netzsystem
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Abbildung 1.6: Ein zum Netzsystem aus Abb. 1.5 �aquivalenter Synchronisationsgraphinteressante Frage, die wir in dieser Arbeit nicht behandeln werden, ist, ob jeder sichere und lebendigeSynchronisationsgraph eine zyklische Ordnung (mit gleicher unmittelbarer Nachfolgerrelation) liefertund sich umgekehrt jede endliche zyklische Ordnung als Synchronisationsgraph ihrer unmittelbarenNachfolgerrelation darstellen l�a�t.1.5 Concurrency-StrukturenAls erfolgreicher Ansatz spezielle, zyklische Ordnungen direkt als bin�are Relationen zu beschreiben,kann die Concurrency-Theorie von C.A.Petri interpretiert werden. Aufbauend auf einer Grundmenge Xund bin�aren Relationen der Kausalit�at (li � X2) und Nebenl�au�gkeit (co � X2) wird mit physikalischmotivierten Axiomen eine Proze�-Theorie aufgebaut, die sowohl zyklische wie auch azyklische Modelle



1.5. CONCURRENCY-STRUKTUREN 13zul�a�t. Diese Modelle (X,li,co) werden als Concurrency-Strukturen bezeichnet.Als elementare Forderungen an co und li sind Irreexivit�at (co \ ID(X) = ;, li \ ID(X) = ;) undSymmetrie (co = co�1, li = li�1) zu nennen. Ferner erg�anzen sich co und li zusammen mit der Identit�atzur vollst�andigen Relation (co [ li [ ID(X) = X2). Zwei verschiedene Elemente sind also entwedernebenl�au�g oder kausal abh�angig. �Uber die Richtung der kausalen Abh�angigkeit wird keine Aussagegetro�en.Urspr�unglich (z.B. in Petri 1980, Petri 1987 und Petri 1982) wurde eine strenge Ordnung (<) als Basisf�ur die Axiomatisierung gew�ahlt. Hier wird die Kausalrelation li = l(<) als symmetrischer Abschu�aus einer Kausalordnung gewonnen. Zu zyklischen Strukturen gelangt man, indem man die Forderungnach einer unterliegenden Ordnung fallen l�a�t, wie es z.B. in Petri 1987 angedeutet wird. Einen�Uberblick �uber die historische Entwicklung der Concurrency-Theorie �ndet man in M�uller 1993. Hierwerden auch die verschiedenen von Petri vorgeschlagenen Axiomsysteme vorgestellt. Azyklische undzyklische Concurrency-Strukturen werden in Stehr 1993 behandelt. Ausf�uhrliche Untersuchungen �uberdas Zusammenspiel verschiedener Axiome sowie der formale Vergleich verschiedener Axiomsystemewerden in Kummer 1995 durchgef�uhrt.Zu den genannten Axiomen der Irreexivit�at, Symmetrie und Vollst�andigkeit kommen weitere Axiome,die die Klasse der Modelle recht stark einschr�anken. Leider sind sie jedoch teilweise n�otig, um ein Zielder Concurrency-Theorie, n�amlich die Darstellbarkeit als koniktfreie Netze sicherzustellen. Allein mitHilfe der ungerichteten Kausalrelation li ist es unter diesen Axiomen m�oglich, die Grundmenge X ineine Menge von Stellen S und eine Menge von Transitionen T zu partitionieren und eine unmittelbare,gerichtete Kausalrelation F � li zu �nden, so da� sich ein Netz (S,T,F) ergibt, in dem Nebenl�au�gkeitund Kausalit�at lokal mit co und li vertr�aglich sind. In diesem Netz sind Transitionen (die Wechsel-wirkungen repr�asentieren) immer vorw�arts und r�uckw�arts verzweigt und Stellen (die sich als Signaleinterpretieren lassen) unverzweigt. Ferner ist mit einem Netz (S,T,F) auch das inverse Netz (S,T,F�1)mit der Concurrency-Struktur assoziiert, d.h. die Concurrency-Struktur zeichnet keine Orientierungaus. Die m�oglichen Flu�relationen F werden auch als konsistente Orientierungen der Concurrency-Struktur bezeichnet, da sie m�ogliche Ablaufrichtungen f�ur die globale, zeitliche Entwicklung angeben.
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10Abbildung 1.7: Eine Concurrency-Struktur mit 12 ElementenDas kleinste Modell der Concurrency-Theorie ist in Abb. 1.7 dargestellt (man bemerke, da� manf�ur das kleinste Modell immerhin schon 12 Elemente ben�otigt). Gestrichelte Kanten bezeichnen die
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10Abbildung 1.8: Ein die Concurrency-Struktur aus Abb. 1.7 generierendes NetzsystemRelation co. li ergibt sich daraus als irreexives Komplement. Eine �aquivalente Repr�asentation alsNetzsystem ist ebenfalls angegeben. Mit Hilfe des Markenspiels l�a�t sich in diesem Beispiel veri�zieren,da� die Nebenl�au�gkeit im Netzsystem (die sich aus gemeinsam markierten Stellen und schaltendenTransitionen ergibt) gerade mit der co-Relation �ubereinstimmt. In Stehr 1993 wird eine Klasse vonConcurrency-Strukturen untersucht, die immer durch Netzsysteme darstellbar sind, wozu jedoch nochweitere Axiome ben�otigt werden. Mit Hilfe des Netzsystems l�a�t sich die Concurrency-Struktur (imUhrzeigersinn orientiert) auch als zyklische Ordnung der Netzelemente au�assen, wie wir es im vorigenAbschnitt besprochen haben.Die vorliegende Arbeit �uber zyklische Ordnungen l�a�t sich in gewisser Weise als Verallgemeinerungder Concurrency-Theorie au�assen, obwohl wir uns auf eine ganz andere Weise und mit einem anderenFormalismus dem Thema n�ahern werden. Insgesamt l�a�t sich die Komplexit�at (sowohl in der Zahl derAxiome als auch in der Gr�o�e der Modelle) und Eingeschr�anktheit der Concurrency-Theorie auf dreiPunkte zur�uckf�uhren:� Die Tatsache, da� die Concurrency-Theorie allein auf bin�aren Relationen aufbaut, erlaubt zwarmathematisch elegante und knappe Formulierungen, f�uhrt jedoch dazu, da� viele einfache Struk-turen wie z.B. die zyklischen Ordnungen aus Abb. 1.1 und Abb. 1.2 ausgeschlossen werden. Dahier je zwei verschiedene Elemente kausal abh�angig sind, entartet li zum irreexiven Teil dervollst�andigen Relation (li = X2 � ID(X)) und erlaubt damit keine Di�erenzierung der Elementemehr. Ein entsprechendes Problem ist uns schon von den Quasiordnungen her bekannt.� Eng mit dem vorigen Punkt verkn�upft ist die Zweisortigkeit der Grundmenge: Jedes Elemententspricht entweder einer Stelle oder einer Transition im assoziierten Netz. Stellen sind bzgl.einer Flu�relation immer unverzweigt, Transitionen sind beidseitig verzweigt. Diese physikalischdurch das Alternieren von Signalen und Wechselwirkungen motivierte Zweisortigkeit schr�anktdie (direkt) behandelbaren zyklischen Ordnungen stark ein.� Schlie�lich ist die Concurrency-Theorie eine Theorie der ungerichteten Strukturen. Dies f�uhrtdazu, da� eine konsistente Orientierbarkeit o�enbar nicht durch lokale Forderungen sicherzustel-len ist, so da� man auf ein Axiom der konsistenten Orientierbarkeit (oder einer �aquivalentenForderung) angewiesen ist. Dieser Punkt wird eingehend in Stehr 1993 und Kummer 1995 be-leuchtet. Man vergleiche dies mit der Situation bei azyklischen Concurrency-Strukturen: Hierwird durch die (lokale) Transitivit�at und Irreexivit�at der unterliegenden Ordnung erzwungen,



1.6. TRENNUNGSSTRUKTUREN 15da� die Struktur immer konsistent orientierbar ist.1.6 Trennungsstrukturen
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23Abbildung 1.9: Eine vierelementige, totale, zyklische Ordnung
0 3

21Abbildung 1.10: Die totale, zyklische Ordnung aus Abb. 1.9 mit umgekehrter Orientierung
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4Abbildung 1.11: Eine f�unfelementige, totale, zyklische OrdnungAzyklische Concurrency-Strukturen k�onnen als (strenge) Ordnungen behandelt werden. F�ur zyklischeConcurrency-Strukturen ist dies nat�urlich nicht m�oglich. Als Ausweg aus diesem Dilemma wurde vonC.A.Petri (schon in Petri 1980 in Form einer �Ubungsaufgabe) ein Ansatz zur De�nition von zyklischenOrdnungen vorgeschlagen: Man solle zyklische Ordnungen als Mengen von Trennungsquadrupeln der



16 KAPITEL 1. EINLEITUNGGestalt ffa,cg, fb,dgg au�assen, wobei a,b,c,d paarweise verschieden sind. Die Interpretation einessolchen Quadrupels ist: a und c trennen b und d auf einem Kreis. Man beachte die doppelte Symmetrieder ungeordneten Paare: ffa,cg, fb,dgg = ffc,ag, fb,dgg = ffb,dg, fa,cgg. Es gilt also auch: c unda trennen b und d sowie b und d trennen a und c. Die Anordnung in Abb. 1.9 wird somit durch dasQuadrupel ff0,2g, f1,3gg beschrieben.Zur Beschreibung einer zyklischen Ordnung, fassen wir die aus der Ordnung ablesbaren Quadrupelzu einer Menge zusammen. Abb. 1.9 wird also durch die einelementige Menge fff0,2g, f1,3gg g be-schrieben. F�ur die Struktur in Abb. 1.10 ergibt sich die gleiche Menge, d.h. die Trennungsstruktur istidentisch, obwohl wir die Orientierung des Kreises umgekehrt haben. F�ur die Struktur in Abb. 1.11erhalten wir genau die Menge fff0,2g, f1,3gg, ff0,2g, f1,4gg, ff0,3g, f1,4gg, ff0,3g, f2,4gg, ff1,3g,f2,4ggg. Aus dem ersten und zweiten Beispiel ist ersichtlich, da� auch in diesem Ansatz von der Ori-entierung der Ordnung abstrahiert wird: Wir bezeichnen deshalb diese Quadrupelmengen anstatt alszyklische Ordnungen besser als Trennungsstrukturen, f�ur die Petri in Petri 1991 einige Axiome for-derte, um intuitiv unerw�unschte Strukturen auszuschlie�en. Auch Strukturen mit mehreren Kreisensollten in diesem Ansatz selbstverst�andlich erfa�t werden.Trennungsstrukturen teilen die problematische Eigenschaft, nicht gerichtet zu sein, mit denConcurrency-Strukturen. Dies bedeutet, da� sich ohne Axiome der konsistenten Orientierbarkeit un-erw�unschte Strukturen ergeben. Nichtsdestotrotz sind viele der f�ur Trennungsstrukturen formuliertenIdeen auch im Kontext von zyklischen Ordnungen relevant, und in gewisser Weise kann der in dieserArbeit eingef�uhrte Formalismus (nicht jedoch die zyklischen Ordnungen selbst) als Verallgemeinerungder Trennungsstrukturen betrachtet werden, so da� diese Arbeit gleichzeitig einen Rahmen zu derenUntersuchung anbietet. Obwohl wir diese Untersuchung hier nicht durchf�uhren werden, wird dieseM�oglichkeit an geeigneter Stelle noch konkretisiert. Die f�ur uns sehr wesentlichen Begri�e der Lini-en, der Konsistenz und der Vollst�andigkeit sind auf die in der Concurrency-Theorie und Petri 1991formulierten Ideen Petris zur�uckzuf�uhren. Ohne diese Ideen w�are die vorliegende Arbeit wohl kaumm�oglich gewesen.Formal �ahnlich bzgl. der Symmetrieeigenschaften zu den Trennungsstrukturen sind die von Rozenbergund Ehrenfeucht in Rozenberg und Ehrenfeucht 1994 behandelten Square-Systems. Es handelt sichdabei um vierstellige Relationen also um eine Menge von Tupeln der Form (a,b,c,d), die symmetrischsind bzgl. Vertauschung des erstes Paares (a,b) mit dem zweiten Paar (c,d) sowie bzgl. Vertauschunginnerhalb dieser Paare. Sie verhalten sich also gerade wie die Quadrupel der Trennungsstrukturen. Diein dem genannten Artikel angestellten Untersuchungen weisen jedoch in eine ganz andere Richtung,die keine direkten Verbindungen zu Trennungsstrukturen oder gar zyklischen Ordnungen aufweist.1.7 Projektive GeometrieTrennungseigenschaften von Punkten auf einer Geraden wurden schon in der projektiven Geometrieuntersucht. In H.S.M.Coxeter 1964 wird die Trennungsbeziehung von vier Punkten auf einer Gera-den durch Konstruktion eines Vierecks de�niert, wie dies beispielhaft in Abb. 1.12 dargestellt ist.Wir haben zwei verschiedene auf einer Geraden g liegende Punkte A und C und m�ochten zwei an-dere ebenfalls verschiedene, auf der Geraden liegende, sie trennende Punkte B und D konstruieren.Hierzu zeichnen wir je zwei verschiedene Geraden durch A und C. Diese vier neuen Geraden schnei-den sich in vier Punkten, die ein Viereck aufspannen. Die Diagonalen dieses Vierecks schneiden dieurspr�ungliche Gerade in zwei Punkten B und D. Somit haben wir eine (geordnete) sogenannte har-monische Menge (A,C,B,D). Alle so konstruierbaren harmonischen Mengen werden zur vierstelligenharmonischen Relation H zusammengefa�t. Die harmonische Menge (A,C,B,D) entspricht gerade demTrennungsquadrupel ffA,Cg, fB,Dgg, denn A und C trennen B und D auf der Geraden g.
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A

B C
Dg Abbildung 1.12: Konstruktion einer harmonischen Menge (A,C,B,D)Kreise und Geraden werden in der projektiven Geometrie nicht unterschieden. Ferner hat eine Geradekeine ausgezeichnete Orientierung. Deshalb erf�ullt die harmonische Relation die schon von den Tren-nungsstrukturen bekannte Symmetriebedingung (A,B,C,D) 2 H , (B,A,C,D) 2 H , (A,B,D,C) 2 H, (B,A,D,C) 2 H.Schlie�lich wird die Wichtigkeit der Trennungseigenschaften noch durch ein interessantes Ergebnisunterstrichen: Die Trennungseigenschaften von vier Punkten auf einer Geraden bleiben unter Projek-tionen erhalten. Dies ist in Abb. 1.13 dargestellt: Hier wird die harmonische Menge (A,B,C,D) auf g�uber den Punkt O auf die harmonische Menge (C0,D',A',B') auf g' projiziert.1.8 Orientierte Geometrie und TripelstrukturenProjektive Geometrie geht von einer Inzidenzrelation zwischen Punkten und Geraden aus. Punkte undGeraden haben keine weiteren dar�uberhinausgehenden Eigenschaften wie z.B. eine Orientierung. Dasbedeutet beispielsweise, da� eine projektive Geometrie nicht von ihrer gespiegelten Version unterschie-den werden kann, da Spiegelung die Inzidenzen nicht ver�andert. F�ur viele Anwendungen ist aber einesolche Unterscheidung wesentlich.Als eine v�ollig andere Art der Axiomatisierung geometrischer Zusammenh�ange (hier in einer Ebene)ist ein von Donald Knuth in Knuth 1992 aufgestelltes Axiomsystem zu nennen. Das Ziel war dortdie Veri�kation eines speziellen geometrischen Algorithmus zur Triangulierung und zur Berechnungbenachbarter Punkte in einer Ebene. Interessanterweise werden durch dieses System totale, zyklischeOrdnungen beschrieben. Der Begri� der Ordnung wird dabei jedoch �uberhaupt nicht verwendet.Um die Axiome zu verstehen, werden wir zun�achst die Interpretation besprechen: Unsere Grundmen-ge X enth�alt Punkte einer euklidischen Ebene. Um die relative Lage der Punkte untereinander zu
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Abbildung 1.13: Invarianz der harmonischen Relation unter Projektionbeschreiben, betrachten wir geordnete Tripel (p,q,r) von verschiedenen Punkten, wobei p in der lin-ken von der gerichteten Geraden (q,r) abgetrennten Halbebene liegt. Die Tripel, die diese Bedingungerf�ullen, werden zu einer dreistelligen Relation R � X � X � X zusammengefa�t. Damit wir die rela-tive Lage eines Punktes p zu einer Geraden fq,rg immer entscheiden k�onnen, wollen wir Geometrienausschlie�en, in denen drei oder mehr Punkte auf einer Geraden liegen. Betrachten wir in Abb. 1.14beispielsweise nacheinander die gerichteten Geraden (p,r), (r,q), (q,s), (s,p), (s,r), (r,s), (p,q), (q,p)und die relative Lage der �ubrigen Punkte zu jeder dieser Geraden, so erhalten wir die Relation R= f(q,p,r), (s,p,r), (p,r,q), (s,r,q), (r,q,s), (p,q,s), (q,s,p), (r,s,p), (q,s,r), (p,r,s), (s,p,q), (r,q,p)g. Dain einer euklidischen Ebene durch drei verschiedene Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, genauein Kreis verl�auft, l�a�t sich ein Tripel (p,q,r) 2 R �aquivalent wie folgt interpretieren: (p,q,r) ist geradedie Reihenfolge, die die Punkte einnehmen, wenn ein durch sie laufender Kreis im Gegenuhrzeigersinnorientiert wird. Abb. 1.15 stellt die gleiche Kon�guration wir Abb. 1.14 mit dieser Interpretation dar.Nun zur Axiomatisierung: Aus den genannten Interpretationen folgen direkt die einfachen Axiome. Eshandelt sich um die zyklischen Symmetrie (p,q,r) 2 R ) (q,r,p) 2 R, die Antisymmetrie (p,q,r) 2 R) (p,r,q) =2 R sowie die Nichtentartung (p,q,r) 2 R _ (p,r,q) 2 R. Es ist leicht zu �uberpr�ufen, da�diese Axiome in unserem Beispiel tats�achlich erf�ullt sind.
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Abbildung 1.14: Punkte in einer euklidischen EbeneKnuth fordert nun weitere Axiome, die sich ebenfalls aus den obigen Interpretationen ergeben. F�ur unsist jedoch ein st�arkeres Axiom interessant, da� Knuth nur kurz erw�ahnt, jedoch nicht weiter verfolgt.Es handelt sich um das Axiom (t,p,q) 2 R ^ (t,q,r) 2 R ) (p,q,r) 2 R. In dieser Arbeit werden wirauf die durch diese Axiome de�nierten Strukturen als Tripelstrukturen verweisen.Geometrisch l�a�t sich das letzte Axiom wie folgt interpretieren: Liegt t auf der linken Seite von (p,q)und (q,r) so liegt p links von (q,r). In allgemeinen Geometrien gilt dies nicht. In unserem Beispielist diese Eigenschaft aber gerade erf�ullt. Das Axiom gilt genau dann, wenn die Punkte gerade dieEcken eines Polygons sind. Wenn fx1,...,xng die Ecken des Polygons bezeichnet, dann wird die Lageder Punkte durch eine Relation der Form (xi,xj,xk) 2 R , (i < j < k) _ (j < k < i) _ (k < i < j)beschrieben. Im obigen Beispiel hat das Polygon die Ecken fq,s,p,rg.Damit ist der Zusammenhang zu totalen, zyklischen Ordnungen o�ensichtlich: L�auft man in Gegen-uhrzeigersinn am Rand des Polygons entlang, dann sind die Ecken total, zyklisch geordnet. In unseremBeispiel ist dies die Menge fq,s,p,rg in dieser Reihenfolge. Liegt ein Punkt dagegen im inneren desPolygons, dann ist das vorige Axiom verletzt. Es kann keine eindeutige totale, zyklische Ordnungangegeben werden, da nicht klar ist, zwischen welchen anderen Elementen dieser Punkt einzuordnenist.Unter Ausnutzung der zyklischen Symmetrie l�a�t sich das letzte Axiom auch schreiben als (q,r,t) 2 R^ (q,t,p) 2 R ) (q,r,p) 2 R. Es wird sich zeigen, da� es sich bei dieser einfachen Eigenschaft, diesp�ater als zyklische Transitivit�at bezeichnet wird, um ein wesentliches Merkmal zyklischer Ordnungenhandelt, das w�ahrend der gesamten Arbeit eine zentrale Rolle spielen wird.Was die totalen, zyklischen Ordnungen betri�t, kommt dieses Axiomsystem dem in dieser Arbeitvorgestellten Ansatz am n�achsten, da hier keine Endlichkeitsannahmen zugrundeliegen und auch nichtvon der Orientierung der Ordnung abstrahiert wird. Im Unterschied zum Ansatz der vorliegendenArbeit werden zyklische Ordnungen mit weniger als drei Elementen durch dieses Axiomsystem nichtabgedeckt.
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Abbildung 1.15: Lage der Punkte auf Kreisen1.9 Mutative von OrdnungenEin zu den oben genannten Tripelstrukturen identisches Axiomsystem wurde schon in Genrich 1971mit Verweis auf Huntington 1919 als De�nition einer zyklischen Vollordnung vorgeschlagen. Genricherkannte, da� es nicht m�oglich ist, dieses Axiomsystem zu einer De�nition von zyklischen Halbord-nungen zu verallgemeinern, indem man nur auf das Axiom der Nichtentartung (p,q,r) 2 R _ (p,r,q)2 R verzichtet.Genrich gibt ein Beispiel an, das alle �ubrigen Axiome der Tripelsysteme erf�ullt, jedoch nicht zu einerzyklischen Vollordnung erweiterbar ist. Die Erweiterbarkeit einer Ordnung zu einer zyklischen Ordnungwollen wir als (zyklische) globale Orientiertheit bezeichnen. Nach Genrich ist dies eine wesentlicheEigenschaft, die auch f�ur zyklische Ordnungen gelten sollte. Wir werden die globale Orientiertheitjedoch nicht als Axiom zyklischer Ordnungen annehmen, da wir die Theorie zu einem gro�en Teil ohnediese Eigenschaft entwickeln k�onnen. Mit Genrichs Beispiel, in Form einer nicht global orientierten,zyklischen Ordnung werden wir uns sp�ater noch ausf�uhrlich besch�aftigen.Ein Ausweg nach Genrich w�are es, genau die Mengen von Tripeln als zyklische Halbordnungen zude�nieren, die sich als Schnittmengen von zyklischen Vollordnungen ergeben. Diese De�nition erf�ulltgewisserma�en per De�nition die oben genannte globale Orientiertheit. Leider ist eine solche De�nitionnicht sehr n�utzlich, wenn man f�ur eine konkrete Relation entscheiden will, ob es sich um eine zyklischeHalbordnung handelt.Genrich beschreitet (o�enbar aus diesem Grund) einen v�ollig anderen Weg zur Axiomatisierung vonzyklischen Voll- und Halbordnungen. Die Theorie wird in einem recht allgemeinen Rahmen der Re-lative und Mutative entwickelt. Relative repr�asentieren Strukturen und Mutative beschreiben deren(nebenl�au�ge) Ver�anderungen. Netzsysteme sind in diesem Rahmen spezielle Relative, die durch ei-



1.10. ABWICKLUNGEN 21ne Mutationsregel, das Markenspiel, ver�andert werden. Halbordnungen werden dabei als durch einegeeignete Mutationregel ver�anderbare Ordnungen dargestellt. Ein Nachteil dieses Ansatzes scheintsowohl die recht hohe Komplexit�at der Axiomatisierung als auch die (m�oglicherweise durch die Allge-meinheit bedingte) Unanschaulichkeit zu sein. Au�erdem werden durch die inh�arente Diskretheit desSchrittbegri�s viele unendliche (dichte und partiell dichte) zyklische Ordnungen mit diesem Ansatznicht erfa�t. Nichtsdestotrotz handelt es sich um eine interessante Verallgemeinerung von elementarenNetzsystemen.Die vorliegende Arbeit verfolgt in gewisser Weise die zuerst genannte Idee einer Verallgemeinerungvon zyklischen Vollordnungen. Sie geht von totalen, zyklischen Ordnungen aus und versucht die an-gedeutete, direkte Verallgemeinerung trotz der genannten Probleme durchzuf�uhren. Es wird dabei inKauf genommen, da� nicht global orientierte, zyklische Ordnungen existieren. Es ist nur eine De�ni-tionsfrage und ohne mathematische Relevanz, ob man die globale Orientiertheit als Axiom zyklischerOrdnungen implizit fordert oder explizit von global orientierten, zyklischen Ordnungen spricht.1.10 AbwicklungenEine andere verbreitete Methode zyklische Strukturen zu handhaben ist es, sie zu (m�oglicherweise un-endlichen) azyklischen Strukturen abzuwickeln und damit die zyklische Struktur als Zusammenfaltungeiner azyklischen anzusehen. Diese Vorgehensweise wird beispielsweise in der Theorie der nebenl�au�genSysteme (z.B. bei Netzsystemen) angewandt, um deren Verhalten als Menge ihrer Abl�aufe (repr�asen-tiert als Beobachtungssequenzen oder Kausalordnungen) zu beschreiben. Nachteil dieser indirektenVorgehensweise ist zum einen der R�uckgri� auf eine m�oglicherweise unendliche azyklische Struktursowie eine recht komplizierte Faltungsde�nition. F�ur unsere Zwecke ist diese Vorgehensweise nichtad�aquat, da sie der intuitiven Einfachheit von zyklischen Ordnungen nicht gerecht wird.1.11 �UberblickNachdem im folgenden Kapitel 2 die verwendete Schreibweise f�ur die formalen Teile dieser Arbeiterkl�art und die elementaren mengentheoretischen Axiome und Grundbegri�e in dieser Schreibweiseformuliert werden, dient das Kapitel 3 dazu, in knapper Form W�orter (d.h. endliche Sequenzen)und Operationen auf W�ortern sowie deren Eigenschaften aufzulisten. Das darauf folgende Kapitel 4behandelt ausschlie�lich Mengen dieser W�orter, die wir als (verallgemeinerte) Relationen bezeichnenwollen und uns den Rahmen f�ur die Repr�asentation von Strukturen liefern werden. Wiederum werdeneine Reihe von Operationen und Eigenschaften von Relationen de�niert, meist indem sie von W�orternererbt werden.Um einen �Uberblick �uber die Vorgehensweise in sp�ateren Kapiteln zu geben, behandeln wir in Kapitel5 die bekannten Ordnungen im Formalismus der verallgemeinerten Relationen. Um sie von den Ord-nungen (als bin�are Relationen) zu unterscheiden, bezeichnen wir sie als azyklische Ordnungen. Hierwird auch zum erstenmal eine anschauliche Interpretation von W�ortern als charakteristische Beob-achtungen an einem azyklischen System gegeben. Diese Interpretation wird im Kapitel 6 f�ur zyklischeSysteme weiter ausgebaut und f�uhrt zur Axiomatisierung von totalen, zyklischen Ordnungen. Viele in-tuitiv erwartete Eigenschaften werden in diesem Kapitel formal abgeleitet. Viele Theoreme aus diesemKapitel sind so allgemein gehalten, da� sie auch im n�achsten Kapitel 7 verwendet werden k�onnen. Hierwerden schlie�lich, ebenfalls motiviert durch eine Systeminterpretation, die (allgemeinen) zyklischenOrdnungen axiomatisiert. Diese werden daraufhin analog zur Vorgehensweise in Kapitel 5 und Kapitel6 untersucht. Das Hauptresultat des Kapitels 6 und allgemeiner in 7 ist: Alle zyklischen Ordnungensind durch Basen, d.h. Relationen mit maximal dreistelligen W�ortern darstellbar.



22 KAPITEL 1. EINLEITUNGNoch eine Bemerkung zur Notation: Ein Teil der Theorie der zyklischen Ordnungen wurde mit Hilfedes interaktiven, mathematischen Beweissystems IMPS (f�ur einen �Uberblick siehe Farmer et al. 1993)erarbeitet. Die Logik dieses Systems ist im wesentlichen eine Erweiterung der einfachen Typentheo-rie von Church (auch bekannt als einfach getyptes Lambda-Kalk�ul) um partielle Funktionen. DurchHinzunahme geeigneter Axiome erh�alt man eine zur �ublichen Mengenlehre �aquivalente Theorie. DieSchreibweise entspricht jedoch nicht der �ublichen mathematischen Notation. Ferner ist die Darstellungvon Beweisen in diesem System sehr detailliert und einem menschlichen Leser kaum zuzumuten. Ausdiesen Gr�unden wurde ein Kompromi� gew�ahlt: Verwendet wird hier eine Variante der �ublichen Pr�adi-katenlogik. Die Beweise wurden in der im folgenden Kapitel zu erl�auterten semi-formalen Notationneu ausgearbeitet. Somit sind die in dieser Arbeit angegeben Beweise weder vollst�andig formalisiertnoch mechanisch veri�ziert.



Kapitel 2GrundlagenIn diesem Kapitel wird zun�achst die verwendete Logik, der Aufbau des Dokuments und die Bedeutungder einzelnen Konstrukte beschrieben. Diese Beschreibung ist sehr knapp und in keiner Weise formal.Daraufhin verwenden wir die eingef�uhrte Notation zur Axiomatisierung der Mengenlehre sowie zurFestlegung der (wenigen) ben�otigten mathematischen Grundbegri�e, wie Relationen, Funktionen undZahlen.2.1 LogikAusgangspunkt ist Pr�adikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit, unde�nierten Termen und Kennzeich-nungsoperator. Sie entspricht genau der klassischen Version der in Troelstra und van Dalen 1988ausf�uhrlich beschriebenen Logik IQCE+. Zun�achst wird die Notation f�ur Terme, Formeln und Sche-mata festgelegt. Die �ublichen Axiome und Inferenzregeln dieser Logik sind in Beweisen informal zuverwenden. Konstrukte zur Strukturierung dieser Beweise werden weiter unten beschrieben.Terme und FormelnEin abz�ahlbar unendlicher Vorrat an Variablen wird angenommen. Jede Variable ist ein Term. Dasausgezeichnete Konstantensymbol ? bezeichnet den unde�nierten Term. Funktionssymbole (in Formvon de�nierten Textfragmenten) bezeichnen ebenfalls Terme. Weitere Terme k�onnen aus Formeln Adurch den Kennzeichnungsoperator � x � A gebildet werden. Dieser Term bezeichnet dasjenige x, f�urdas A gilt. Existiert kein solches x oder ist dieses nicht eindeutig, dann ist der Term unde�niert. F�urFormeln verwenden wir die �ublichen logischen Verkn�upfungen und Quantoren: F (falsch), T (wahr),A ^ B (A und B), A _ B (A oder B), A ) B (A impliziert B), A , B (A und B sind �aquivalent),8 x � A (f�ur alle x gilt A), 9 x � A (es gibt ein x mit A), 9! x � A (es gibt genau ein x mit A).Weitere Formeln k�onnen mit (in Form von Textfragmenten de�nierten) Pr�adikatensymbolen gebildetwerden. Das zweistellige Pr�adikat A = B bedeutet: A und B sind de�niert und gleich. Als n�utzlicheAbk�urzungen (keine Pr�adikate) verwenden wir den De�niertheitsoperator #(A) :, A = A und dieQuasigleichheit A �= B :, (#(A) _ #(B)) ) A = B. Priorit�aten und Assoziativit�at sind wie �ublichde�niert. Insbesondere bindet : Formeln st�arker als ^, ^ st�arker als _ und _ st�arker als ) und, . Ferner ist IMPLIES links-assoziativ. Quantoren besitzen die schw�achste Priorit�at. Bei Termenverwenden wir meist eine explizite Klammerung. 23



24 KAPITEL 2. GRUNDLAGENSchemataSchemata stellen eine endliche Formulierung f�ur eine m�oglicherweise unendliche Zahl von Ausdr�uckendar. Da wir die Logik und Mengenlehre selbst hier nicht in einer Metalogik formalisieren, werdenSchemata nur informal angegeben, indem wir die intuitive .. -Notation verwenden. H�au�g werdenhierzu Metavariablen zur Bezeichnung beliebiger Terme und Formeln ben�otigt. Diese seien mit  , 1,  2, ... , �, �1, �2, ... (f�ur beliebige Terme) und mit �, �1, �2, ... (f�ur beliebige Formeln) benannt.Ferner verwenden wir Metavariablen �, �1, �2, ..., �, �1, �2, ... zur Bezeichnung beliebiger voneinanderverschiedener Variablen, die in keinem der Terme  ,  1,  2,... und Formeln �, �1, �2,... vorkommen.Weiterhin wird ein elementarer Substitutionsbegri� f�ur Variablen ben�otigt: Substituiert werden k�onnennur die ausgezeichneten Variablen �1, �2, ..., die von den oben genannten Variablen �, �1, �2, ..., �,�1, �2, .. verschieden sind und in Termen  ,  1,  2, ... und Formeln �, �1, �2, ... frei aber nichtgebunden vorkommen k�onnen. � (�1,...,�n) bezeichne die Substitution aller Vorkommen der Variablen�1,...,�n in der Formel � durch die Variablen �1,...,�n . Entsprechendes gilt f�ur Terme  (�1,...,�n).Anonyme, numerierte Bl�ocke und SchritteEin anonymer Block ist leer oder eine Folge von Schritten. Ein Schritt ist eine De�nition, eine Makrode-�nition, eine Annahme, ein Axiom, ein Theorem, ein Ziel oder ein numerierter Block. Ein numerierterBlock wird durch den Buchstaben S gefolgt von seiner Nummer gekennzeichnet. Der numerierte Blockbesitzt einen untergeordneten anonymen Block.De�nitionen und MakrosEine De�nition wird mit dem Buchstaben D gefolgt von ihrer Nummer eingeleitet. Daraufhin folgteine Sequenz der Form A :=  oder A :, �, wobei  ein Term, � eine Formel ist und A durch bzw. � de�niert wird. A ist ein Textfragment, das das zu de�nierende Pr�adikat bzw. die Funktionbezeichnet, wobei an beliebigen Stellen in A formale Parameter auftreten k�onnen. Der Kontext Keiner De�nition ist die Menge der Annahmen aller �ubergeordneten Bl�ocke. Der Kontext kann Bedin-gungen an in A auftretende Variablen enthalten. Eine De�nition ist global g�ultig, d.h. sie kann in allenfolgenden Schritten verwendet werden, deshalb ist der Kontext K bei der Verwendung der De�nitionzu ber�ucksichtigen, d.h. A :=  de�niert A als  , falls K gilt, und ist ansonsten unde�niert, und A:, � ist C, falls K gilt, und ansonsten logisch falsch. Ferner gilt bei Verwendung einer De�nition: Istmindestens einer der f�ur die Variablen in A eingesetzten Terme unde�niert, so ist der de�nierte Termunde�niert, bzw. die de�nierte Formel logisch falsch, d.h. wir verwenden eine strikte Semantik.Makrode�nitionen beginnen mit dem Buchstaben M und ihrer Nummer. Die Syntax ist wie bei De�-nitionen, allerdings de�nieren sie eine reine Textersetzung.Mehrdeutigkeiten, die durch Fehlen von Vorrangregeln oder durch �Uberladen von Textfragmenten(Overloading) entstehen, m�ussen vom Leser wie �ublich anhand des Kontextes aufgel�ost werden.Annahmen und AxiomeEine Annahme beginnt mit dem Pre�x A oder VA gefolgt von ihrer Nummer. Im ersten Fall ist alsAnnahme ist jede Formel � zul�assig. Im zweiten Fall mu� eine Variablenliste gefolgt von einer optio-nalen Formel angegeben werden, d.h. a,b,c... oder a,b,c... � � . Wird keine Formel � angegeben, soist die Formel T anzunehmen. Eine Variablenliste ist eine Sequenz von Elementen der Form x oder x2  . Jeder Annahme ist ein Block untergeordnet. Dieser untergeordnete Block wird im allgemeineneinger�uckt. Die Einr�uckung kann jedoch entfallen, falls der Annahme im aktuellen Block keine weiteren



2.1. LOGIK 25Schritte folgen. Die G�ultigkeit der Annahme � erstreckt sich nur auf alle Schritte im untergeordne-ten Block. Wurde eine Variablenliste angegeben, handelt es sich um eine Existenzannahme 9 a,b,c...� A und die existierenden Objekte sind im untergeordneten Block an diese Variablen gebunden. ImGegensatz zu De�nitionen sind Annahmen also nur lokal g�ultig.Axiome werden durch den Buchstaben X gekennzeichnet. Ihre Syntax ist �ahnlich zu der Syntax derAnnahmen. Anders als Annahmen gelten sie jedoch nicht nur lokal, sondern f�ur alle folgenden Schritte.Wie bei De�nitionen ist deshalb wieder der Kontext zu ber�ucksichtigen.TheoremeEin Theorem wird mit dem Pre�x T oder VT gefolgt von seiner Nummer gekennzeichnet. Analogzur Syntax bei Annahmen, folgt daraufhin entweder (im ersten Fall) eine Formel � oder (im zweitemFall) eine Variablenliste gefolgt von einer Formel, d.h. a,b,c... � � . Die letztere Form entspricht wiedereiner Existenzaussage 9 a,b,c... � � . Schlie�lich kann eine Referenzliste folgen d.h. eine Liste vonNummern, die auf vorangegangene Schritte verweisen und die logische G�ultigkeit des aktuellen Theo-rems rechtfertigen. Die G�ultigkeit des Theorems ist global, d.h. das Theorem kann in allen folgendenSchritten referenziert werden. Wie bei De�nitionen ist dabei jedoch der Kontext des Theorems zuber�ucksichtigen. Wurde eine Variablenliste angegeben, so werden die existierenden Objekte f�ur die fol-genden Schritte im aktuellen Block an diese Variablen gebunden. Ist ein Theorem nicht direkt durchAngabe von Referenzen zu rechtfertigen, kann eine Rechtfertigung in einem untergeordneten Blockangegeben werden. Der untergeordnete Block wird immer unter dem Theorem einger�uckt. Das initialeZiel dieses Blocks ist dann das Theorem selbst. Durch schrittweise Verfeinerung wird das Ziel zumimmer erf�ullten Ziel T reduziert, womit die logische G�ultigkeit des Theorems gezeigt ist. Alternativkann die Negation des zu zeigenden Theorems angenommen werden, und das Theorem F abgeleitetwerden, was einem indirekten Beweis entspricht.ZieleDas aktuelle Ziel eines Blocks kann durch eine neues Ziel ersetzt werden. Eine Zieldeklaration beginntmit dem Buchstaben G gefolgt von einer Nummer. Dann folgt das neue Ziel, beschrieben durch eineFormel � . Als Rechtfertigung, da� das neue Ziel das urspr�ungliche Ziel eines Blocks logisch impliziert,kann eine Referenzliste angegeben werden. Annahmen ver�andern das aktuelle Ziel nicht, d.h. dasinitiale Ziel eines einer Annahme untergeordneten Blocks ist das aktuelle Ziel des �ubergeordnetenBlocks.BeweisstrukturDas gesamte Dokument ist ein anonymer Block. Die Struktur im Kleinen entspricht der Struktur imGro�en. Durch geschickte Kombination der oben eingef�uhrten orthogonalen Konstrukte k�onnen ver-schiedene Beweistechniken je nach Bedarf und �Ubersichtlichkeit vermischt werden. Vorw�artsbeweisewerden durch Folgen von Theorem-Schritten, R�uckw�artsbeweise durch Folgen von Ziel-Schritten aus-gef�uhrt. Fallunterscheidungen sind Folgen von sich logisch erg�anzenden Annahmen, wobei die jeweili-gen F�alle in den untergeordneten Bl�ocken behandelt werden. Wird eine Annahme zum Widerspruchgef�uhrt ergibt sich daraus die Negation der Annahme als Theorem. Zum Beweis einer Implikationwird die Pr�amisse angenommen und unter dieser Annahme die Konklusion als Ziel de�niert. ZumBeweis einer all-quanti�zierten Formel werden die Variablen angenommen und die Formel als Ziel de-�niert. Zum Beweis einer existentiell-quanti�zierten Formel wird entweder die indirekte Beweistechnikverwendet, oder es wird das gesuchte Objekt explizit konstruiert.



26 KAPITEL 2. GRUNDLAGENBeweise k�onnen durch den hierarchischen Aufbau auf verschiedenen Detaillierungsebenen geschriebenund gelesen werden. Theoreme d�urfen ohne Beweis zitiert werden: In diesem Fall gibt es weder eineReferenzliste noch einen untergeordneten Block. Um verschiedene h�au�g verwendete Theoreme undDe�nitionen nicht immer explizit angeben zu m�ussen, ist es m�oglich diese durch Markierung mit * alsimplizite Rechtfertigungen f�ur alle folgenden Schritte zu verwenden. Kandidaten hierf�ur sind insbe-sondere die Basisaxiome und -theoreme der Mengenlehre sowie Typen von Variablen und Funktionen.2.2 MengenlehreDas beschriebene System der Pr�adikatenlogik wird erg�anzt um die Axiome und Axiomschemata derZermelo-Fraenkel Mengenlehre ohne Individuen mit Auswahlaxiom (ZFC). Jeder Term bezeichnet alsoeine Menge oder ist unde�niert. A 2 B bedeutet: A und B sind de�niert (also Mengen) und die MengeA ist in der Menge B enthalten.A =2 B ist ein Makro, d.h. eine Abk�urzung, f�ur : A 2 B. A =2 B impliziert also im Gegensatz zu A 2 Bnicht, da� A und B de�niert sind.M0001� A =2 B :, : A 2 BMengeninklusion A � B ist dagegen kein Makro, sondern ein neues Pr�adikat. A � B impliziert alsodie De�niertheit von A und B.D0002� A � B :, 8 x 2 A � x 2 BDurch das Extensionalit�atsaxiom erzwingen wir, da� die Gleichheit der Logik mit der extensionalenGleichheit auf Mengen koinzidiert.X0003� A = B , A � B ^ B � AGleichheit ist ein Pr�adikat, A = B impliziert also die De�niertheit von A und B. Ungleichheit istwieder ein Makro: A 6= B gilt also auch, wenn A oder B unde�niert ist.M0004� A 6= B :, : A = BEchte Mengeninklusion ist wieder ein Pr�adikat:D0005� A � B :, A � B ^ A 6= BDie folgende Makrode�nition ist ein Makroschema. Sie steht also f�ur eine unendliche Menge vonMakros: n l�auft �uber positive Zahlen, �1,...,�n laufen �uber Variablen und � (�1,...,�n) �uber Formelnmit freien Variablen �1,...,�n . Entsprechendes gilt f�ur �1,...,�n und � (�1,...,�n). Eindeutige Existenzvon Objekten �1,...,�n mit Eigenschaft � (�1,...,�n) bedeutet sowohl Existenz als auch Gleichheit mitallen anderen Objekten �1,...,�n mit derselben Eigenschaft � (�1,...,�n).M0006� 9! �1,...,�n � � (�1,...,�n) :=9 �1,...,�n � � (�1,...,�n) ^ 8 �1,...,�n � � (�1,...,�n) ) (�1 = �1 ^ ... ^ �n = �n)Typangaben f�ur die einzelnen Variablen sind bei allen Quantoren zul�assig:M0007� 9 �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n) :=9 �1,...,�n � �1 2 �1 ^ ... ^ �n 2 �n ^ � (�1,...,�n)M0008� 8 �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n) :=8 �1,...,�n � �1 2 �1 ^ ... ^ �n 2 �n ) � (�1,...,�n)



2.2. MENGENLEHRE 27M0009� 9! �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n) :=9! �1,...,�n � �1 2 �1 ^ ... ^ �n 2 �n ^ � (�1,...,�n)F�ur den Kennzeichnungsoperator � der Logik erlauben wir auch die folgende Schreibweise:M0010� �  (�1,...,�n) � �1,...,�n � � (�1,...,�n) :=� � � 9 �1,...,�n � � (�1,...,�n) ^ � =  (�1,...,�n)Die Angabe der Variablen �1,...,�n kann entfallen, wenn gerade die freien Variablen von  (�1,...,�n)gemeint sind.S0011A0012 �1,...,�n sind alle freien Variablen von  (�1,...,�n).M0013� �  (�1,...,�n) � � (�1,...,�n) :=�  (�1,...,�n) � �1,...,�n � � (�1,...,�n)Zum Binden von Variablen innerhalb eines Terms verwenden wir den SEI -Operator.S0014A0015 In �1,...,�n sind alle freien Variablen von  (�1,...,�n) und in �,�1,...,�n sind alle freienVariablen von � (�,�1,...,�n) enthalten.M0016� SEI � =  (�1,...,�n) � � (�,�1,...,�n) :=� � (�,�1,...,�n) � � � � =  (�1,...,�n)Der folgende bedingte Term liefert  1 falls � gilt, ansonsten  2 . Ist der entsprechende Term  1 oder 2 nicht de�niert, so ist auch der bedingte Term nicht de�niert.M0017� FALLS � DANN  1 SONST  2 :=� � � (� ^ � =  1) _ (: � ^ � =  2)Hier noch zwei Kurzschreibweisen. Bei Mehrdeutigkeit w�ahlen wir  bzw.  2 maximal.M0018� FALLS � DANN  := � � � � ^ � =  M0019�  1 ;  2 := FALLS #( 1) DANN  1 SONST  2Zur De�nition von Funktionen wird die folgende Schreibweise f�ur Pattern-Matching n�utzlich sein.  istein Term,  1 (�1,...,�n) das Pattern mit freien Variablen �1,...,�n, die gebunden werden.  2 ist dereindeutige Ergebnisterm falls das Matching �1,...,�2 eindeutig bestimmt. Ansonsten ist das Ergebnisunde�niert (dies erlaubt eine Kombination mit 0019).S0020A0021 �1,...,�n seien alle freien Variablen von  1 (�1,...,�n)M0022� F�UR  =  1 (�1,...,�n) �  2 (�1,...,�n) :=�  2 (�1,...,�n) � �1,...,�n �  =  1 (�1,...,�n)Jetzt folgen Axiome und De�nitionen f�ur die leere Menge, die gro�e Vereinigungsmenge und die Potenz-menge. Zum Beweis der De�niertheit, also Existenz und Eindeutigkeit, ist die extensionale Gleichheitwesentlich.X0023� 9 C � 8 x � x =2 CD0024� ; := � C � 8 x � x =2 CX0025� 8 A � 9 C � x 2 C , 9 B � x 2 B ^ B 2 AD0026� S A := � C � x 2 C , 9 B � x 2 B ^ B 2 AX0027� 8 A � 9 C � x 2 C , x � AD0028� P(A) := � C � x 2 C , x � A



28 KAPITEL 2. GRUNDLAGENUm die Wohlfundiertheit der Elementbeziehung sicherzustellen, verwenden wir das folgende Fundie-rungsaxiom. Insbesondere werden damit nat�urlich auch Zyklen der Elementbeziehung ausgeschlossen.X0029 8 B � B 6= ; ) 9 A 2 B � A \ B = ;Au�erdem fordern wir das Axiom der Bildmenge: Das Bild einer Menge �1 unter einer eindeutigenFormel � ist wieder eine Menge �2 .X0030� (8 �1,�2,�3 � � (�1,�2) ^ � (�1,�3) ) �2 = �3) )8 �1 � 9 �2 � 8 �2 � �2 2 �2 , 9 �1 2 �1 � � (�1,�2)Geschrieben wird die Bildmenge von � unter � (�1,�2) mit Hilfe des Ersetzungsoperators, wobei diegebundenen Variablen �2 und �1 explizit angegeben werden.M0031� f�2 � �1 2 � � � (�1,�2)g :=� �2 � 8 �2 � �2 2 �2 , 9 �1 2 � � � (�1,�2)Hieraus k�onnen wir einen verallgemeinerten Ersetzungsoperator gewinnen, indem wir an der erstenStelle einen beliebigen Ergebnisterm  2 (�1,...,�n), an der zweiten Stelle einen beliebigen Selektions-term  1 (�1,...,�n) 2 � und als Bedingung eine Formel � (�1,...,�n) zulassen. Um die gebundenenVariablen nicht explizit angeben zu m�ussen tre�en wir folgende Konvention: Gebunden werden dieVariablen die in mindestens zwei der drei Ausdr�ucke erscheinen.S0032A0033 �1,...,�n seien alle freien Variablen, die in mindestens zwei der drei Ausdr�ucke 1 (�1,...,�n),  2 (�1,...,�n) und � (�1,...,�n) enthalten sind.M0034� f 2 (�1,...,�n) �  1 (�1,...,�n) 2 � � � (�1,...,�n)g :=f�2 � �1 2 � � 9 �1,...,�n ��2 =  2 (�1,...,�n) ^ �1 =  1 (�1,...,�n) ^ � (�1,...,�n)gF�ur den unbedingten Ersetzungsoperator und den Separationsoperator erlauben wir die bekanntenmathematischen Notationen.M0035� f 2 �  1 2 �g := f 2 �  1 2 � � TgM0036� f 1 2 � � �g := f 1 �  1 2 � � �gNun de�nieren wir 0, 1 und die boolsche Menge B bestehend aus 0 und 1.D0037� 0 := ; ; 1 := P(;) ; B := P(P(;))Mit dem Ersetzungsoperator l�a�t sich daraus der Paarmengenoperator ableiten. Ohne weitere Axio-me lassen sich dann Vereinigungsmenge, Schnittmenge, gro�e Schnittmenge, Di�erenzmenge und derendliche Mengenkonstruktor de�nieren.D0038� fA,Bg := fFALLS x = 0 DANN A SONST B � x 2 BgD0039� A [ B := S fA,BgD0040� A \ B := fx 2 A � x 2 BgD0041� T A := FALLS A 6= ; DANN fx 2 S A � 8 B 2 A � x 2 BgD0042� A � B := fx 2 A � x =2 BgM0043� fxg := fx,xgM0044� fx,y, ...g := fxg [ fy, ...g



2.3. BIN�ARE RELATIONEN 292.3 Bin�are RelationenZuerst kodieren wir Paare und Tupel als Mengen. Dann de�nieren wir das kartesische Produkt A� B und A2, sowie eine bin�are Relation als Teilmenge eines solchen. BR(A) bezeichnet die Menge derbin�aren Relationen auf A.D0045� (a,b) := ffa,bg, faggM0046� (a,b,c ...) := (a,(b,c ...))D0047� A � B := S ff(a,b) � b 2 Bg � a 2 AgD0048� R ist eine bin�are Relation :, 9 A,B � R � A � BD0049� A2 := A � AD0050� BR(A) := P(A2)D0051� ID(A) := f(x,y) � (x,y) 2 A � A � x = ygDie Identit�atsrelation ID(A) repr�asentiert das Gleichheitspr�adikat der Logik innerhalb der Mengen-lehre. Inverse Relation, Grundmenge, Vor- und Nachbereich, relationales Bild und Restriktion sindwie �ublich de�nierbar:S0052VA0053 R � R ist eine bin�are RelationD0054� R�1 := f(b,a) � (a,b) 2 RgD0055� F(R) := S S RD0056� D(R) := fa 2 F(R) � 9 b � (a,b) 2 RgD0057� R(R) := fb 2 F(R) � 9 a � (b,a) 2 RgD0058� R[A] := fb 2 R(R) � 9 a 2 A � (a,b) 2 RgT0059 R � R0 ^ A � A' ) R[A] � R0 [A']D0060� RjX := R \ X2Hinzu kommen noch die relationale und die funktionale Komposition, sowie reexiver und symmetri-scher Abschlu�:S0061VA0062 R, S � R ist eine bin�are Relation ^ S ist eine bin�are RelationD0063� R � S := f(a,c) 2 D(R) � R(S) � 9 b � (a,b) 2 R ^ (b,c) 2 RgD0064� R � S := S � RD0065 RX := R [ ID(X)D0066 bRX := R [ R�1 [ ID(X)D0067 lR := R [ R�1Es folgt eine Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften von bin�aren Relationen.S0068VA0069 R, R0 � R ist eine bin�are Relation ^ R0 ist eine bin�are RelationD0070 R ist reexiv :, 8 x 2 F(R) � (x,x) 2 RT0071 R ist reexiv , ID(F(R)) � RT0072� R ist reexiv , R�1 ist reexivD0073 R ist irreexiv :, 8 x � (x,x) =2 RT0074 R ist irreexiv ^ R0 � R ) R0 ist irreexivT0075 R ist irreexiv ) 8 X � R \ ID(X) = ;D0076 R ist symmetrisch :, 8 x,y � (x,y) 2 R ) (y,x) 2 RT0077 R ist symmetrisch , 8 x,y � (x,y) 2 R , (y,x) 2 RT0078 R ist symmetrisch , R = R�1



30 KAPITEL 2. GRUNDLAGENT0079� R ist symmetrisch , R�1 ist symmetrischT0080 ID(X) ist symmetrischT0081 R ist symmetrisch ^ R0 ist symmetrisch ) (R [ R0) ist symmetrischD0082 R ist asymmetrisch :, 8 x,y � (x,y) 2 R ) (y,x) =2 RD0083 R ist antisymmetrisch :, 8 x,y � (x,y) 2 R ^ (y,x) 2 R ) x = yD0084 R ist transitiv :, 8 x,y,z � (x,y) 2 R ^ (y,x) 2 R ) (x,z) 2 RT0085� R ist transitiv , R�1 ist transitivD0086 R ist schwach total :, 8 x 2 F(R), y 2 F(R) � (x,y) 2 R _ (y,x) 2 R _ x = yD0087 R ist total :, 8 x 2 F(R), y 2 F(R) � (x,y) 2 R _ (y,x) 2 RD0088 R ist eine �Ahnlichkeitsrelation :, R ist reexiv ^ R ist symmetrischD0089 R ist eine �Aquivalenzrelation :, R ist reexiv ^ R ist symmetrisch ^ R ist transitivD0090 R ist eine Quasiordnung :, R ist reexiv ^ R ist transitivD0091 R ist eine Ordnung :, R ist reexiv ^ R ist transitiv ^ R ist antisymmetrischD0092 R ist eine strenge Ordnung :, R ist irreexiv ^ R ist transitivT0093 R ist eine strenge Ordnung , R ist asymmetrisch ^ R ist transitivD0094 R ist eine totale Ordnung :, R ist eine Ordnung ^ R ist schwach totalD0095 R ist eine strenge, totale Ordnung :, R ist eine strenge Ordnung ^ R ist totalMan beachte hierbei, da� wir unter einer Ordnung immer eine reexive, partielle Ordnung verstehen.Strenge Ordnungen und totale Ordnungen werden explizit als solche bezeichnet.F�ur Quasiordnungen (und somit auch f�ur Ordnungen) de�nieren wir nun maximale, minimale, gr�o�teund kleinste Elemente.S0096VA0097 (�) � (�) ist eine QuasiordnungD0098 y ist maximal bzgl. (�) :, y 2 F(�) ^ 8 z � (y,z) 2 (�) ) (z,y) 2 (�)D0099 y ist minimal bzgl. (�) :, y 2 F(�) ^ 8 z � (z,y) 2 (�) ) (y,z) 2 (�)D0100 y ist ein gr�o�tes Element bzgl. (�) :, y 2 F(�) ^ 8 z 2 F(�) � (z,y) 2 (�)D0101 y ist ein kleinstes Element bzgl. (�) :, y 2 F(�) ^ 8 z 2 F(�) � (y,z) 2 (�)Kliquen einer bin�aren Relation sind Mengen, deren Elemente paarweise in der Relation stehen. Meistist es nur sinnvoll, Kliquen von reexiven und symmetrischen bin�aren Relationen zu bilden.S0102VA0103 R � R ist eine bin�are RelationD0104 R -Kliquen := fC 2 P(F(R)) � 8 x 2 C, y 2 C � (x,y) 2 RgT0105 R 2 BR(X) ^ C 2 R -Kliquen ) C � XT0106 C 2 R -Kliquen , 8 x 2 C, y 2 C � (x,y) 2 RT0107 C 2 R -Kliquen , C2 � RS0108VA0109 R � R ist eine bin�are RelationT0110 ; 2 R -KliquenT0111 (x,x) 2 R , fxg 2 R -KliquenT0112 R ist reexiv ^ R ist symmetrisch ) ( (x,y) 2 R , fx,yg 2 R -Kliquen )T0113 R ist reexiv ^ R ist symmetrisch )( (x,y) 2 R ^ (y,z) 2 R ^ (x,z) 2 R , fx,y,zg 2 R -Kliquen )S0114VA0115 R, R0 � R ist eine bin�are Relation ^ R0 ist eine bin�are RelationKliquenbildung ist monoton in der Relation.T0116 R � R0 ) R -Kliquen � R0 -Kliquen



2.3. BIN�ARE RELATIONEN 31Die Menge der Kliquen ist abgeschlossen bzgl. Mengeninklusion.T0117 C 2 R -Kliquen ^ C0 � C ) C0 2 R -KliquenDie Kliquen einer auf eine Menge eingeschr�ankten Relation ergeben sich durch Schnitt der ur-spr�unglichen Kliquen mit dieser Menge.T0118 C 2 R -Kliquen ) (C \ X) 2 (RjX) -KliquenEine Klique l�a�t sich um ein Element erweitern, wenn dieses zu sich selbst und zur gesamten Kliquein der Relation steht.T0119 R ist symmetrisch ^ C 2 R -Kliquen ^ (y,y) 2 R ^ (8 x 2 C � (x,y) 2 R) )(C [ fyg) 2 R -KliquenKens einer bin�aren Relation sind Kliquen, die maximal sind bzgl. der Mengeninklusion. Auch sie wer-den �ublicherweise nur von reexiven und symmetrischen Relationen gebildet. Da die Relationen nichttransitiv sein m�ussen, handelt es sich bei Kens um eine echte Verallgemeinerung von �Aquivalenzklas-sen, genauso wie �Ahnlichkeitsrelationen, die �Aquivalenzrelationen verallgemeinern.S0120VA0121 R, R0 � R ist eine bin�are Relation ^ R0 ist eine bin�are RelationD0122 (�jX) := f(A,B) 2 X2 � A � BgD0123 R -Kens := fC 2 P(F(R)) � C ist maximal bzgl. (�jR -Kliquen)gT0124 R 2 BR(X) ^ K 2 R -Kens ) K � XT0125 R -Kens � R -KliquenT0126 K 2 R -Kens , K 2 R -Kliquen ^ :9 K0 2 R -Kliquen � K � K0T0127 R � R0 ) R -Kens � R0 -KensEin Ken ist eine Klique, die jedes Element, das zu sich selbst und zur gesamten Klique in der Relationsteht, schon enth�alt.S0128VA0129 R � R ist eine bin�are RelationA0130 R ist symmetrischT0131 K 2 R -Kens , K 2 R -Kliquen ^8 y � (y,y) 2 R ^ (8 x 2 K � (x,y) 2 R) ) y 2 KMit Hilfe des Zornschen Lemmas l�a�t sich zeigen, da� jede Klique zu einem Ken erweitert werdenkann, ein Theorem, das f�ur diese Arbeit von zentraler Bedeutung ist. Insbesondere bedeutet dies, da�aus der Menge der Kens einer Relation alle Kliquen als Teilmengen dieser Kens generierbar sind. DieMenge der Kens und die Menge der Kliquen besitzen also die gleiche Aussagekraft. Insbesondere l�a�tsich aus ihnen auch die unterliegende Relation rekonstruieren, sofern sie reexiv und symmetrisch ist.S0132VA0133 R � R ist eine bin�are RelationT0134 C 2 R -Kliquen ) 9 K 2 R -Kens � C � KHaben wir es mit einer �Aquivalenzrelation zu tun, dann k�onnen wir auf die �ubliche Weise �Aquivalenz-klassen, Quotienten von Mengen und bin�aren Relationen de�nieren.S0135VA0136 E � E ist eine �AquivalenzrelationD0137 [x]E := E[fxg]D0138 Y=E := f[y]E � y 2 Yg



32 KAPITEL 2. GRUNDLAGEND0139 S=E := f([a]E,[b]E) � (a,b) 2 Sg2.4 FunktionenFunktionen sind eindeutige, bin�are Relationen, Die Funktionsapplikation der Funktion F auf Argumentx schreiben wir als F x oder F (x). Bei Nichtexistenz oder Nichteindeutigkeit des Funktionswertes istdieser Term unde�niert.S0140VA0141 F � F ist eine bin�are RelationD0142� F ist eine Funktion :, 8 x,y,z � (x,y) 2 F ^ (x,z) 2 F ) y = zD0143� F x := � y � (x,y) 2 FS0144VA0145 F � F ist eine FunktionT0146 x 2 D(F) , #(F x)T0147 #(F�1 x) ) F (F�1 x) = xEs folgt die �ubliche Klassi�kation von Funktionen. A! B bezeichnet die Menge der totalen Funktionenvon A nach B. Mit A ; B ist die Menge der (partiellen) Funktionen von A nach B gemeint.S0148VA0149 F � F ist eine FunktionD0150� F ist total auf A :, D(F) = AD0151� F ist surjektiv auf B :, R(F) = BD0152� F ist injektiv :, F�1 ist eine FunktionT0153 F ist injektiv , 8 x 2 D(F), y 2 D(F) � x 6= y ) F x 6= F yT0154 F ist injektiv ) 8 y 2 R(F) � F�1 y 2 D(F)D0155� F ist bijektiv von A auf B :, F ist total auf A ^ F ist injektiv ^ F ist surjektiv auf BD0156� A ; B := fF 2 P(A � B) � F ist eine FunktiongD0157� A ! B := fF 2 A ; B � F ist total auf AgWir verwenden die funktionale Formulierung des Auswahlaxioms. Eine Auswahlfunktion f�ur eine Men-ge S w�ahlt aus jeder Menge in S ein Element aus. Das Auswahlaxiom garantiert, da� eine Auswahl-funktion immer existiert, sofern alle Mengen in S mindestens ein ausw�ahlbares Element enthalten. DiesBesonderheit des Auswahlaxioms liegt darin, da� die Menge S unendlich sein kann und das Axiomdamit in diesem Fall die Existenz einer Funktion liefert, die unendlich viele Entscheidungen zwischenjeweils m�oglicherweise unendlich vielen M�oglichkeiten repr�asentiert. Anstatt das Auswahlaxiom direktzu verwenden, benutzen wir das �aquivalente Theorem, da� jede bin�are Relation sich zu einer Funktionmit unver�andertem Vorbereich einschr�anken l�a�t.S0158D0159� F ist eine Auswahlfunktion f�ur S :,D(F) = S ^ 8 X 2 S � (F X) 2 XX0160� (8 X 2 S � X 6= ;) ) 9 F � F ist eine Auswahlfunktion f�ur ST0161 R ist eine bin�are Relation ) 9 F � F ist eine Funktion ^ F � R ^ D(F) = D(R)Die in der Informatik bekannte � � Schreibweise ist eine n�utzliche Abk�urzung. Analog zum Erset-zungsoperator, der aus existierenden Mengen und zus�atzlichen Bedingungen neue Mengen konstruiert,liefert uns die � � Abstraktion neue Funktionen aus gegebenen Funktionen und Termen.D0162� � � 2 � �  (�) := f(�,�) � � 2 � � � =  (�)g



2.5. NAT�URLICHE ZAHLEN 33Rekursive De�nitionen von Funktionen fassen wir als Fixpunkte einer h�oheren Funktion (d.h. einesFunktionals) auf. Daher die folgenden De�nitionen. FIX (F) bezeichnet die Fixpunkte einer Funktion.S0163VA0164 F � F ist eine FunktionD0165 FIX (F) := fx 2 D(F) � F x = xgD0166 F ist monoton :, 8 A,B 2 D(F) � A � B ) F A � F BDa� der kleinste Fixpunkt einer monotonen Funktion immer existiert, ist die Aussage des Knaster-Tarski-Fixpunkttheorems.S0167VA0168 F � F ist eine Funktion ^ F ist monotonD0169 kleinster Fixpunkt von F :=� x � x ist das kleinste Element in FIX (F) bzgl. (�jFIX (F))T0170 #(kleinster Fixpunkt von F)2.5 Nat�urliche ZahlenUm nat�urliche Zahlen zu kodieren, de�nieren den Nachfolger einer Menge.D0171� succ x := x [ fxgDamit k�onnen wir die Existenz einer unendlichen Menge, der nat�urlichen Zahlen (als endliche Ordi-nalzahlen) fordern.X0172� 0 2 N ^ 8 x 2 N � succ x 2 NX0173 8 y 2 N � y 6= 0 ) 9 x � y = succ x0 und 1 hatten wir schon de�niert (es gilt 0 = ; und 1 = succ 0). Alle weiteren Zahlen ergeben sichdarauf aufbauend.D0174� 2 := succ 1 ; 3 := succ 2 ...Die nat�urliche Ordnung auf N ist eine bin�are Relation:S0175VA0176 n,m � n,m 2 ND0177� (�) := f(n,m) 2 N � N � n � mgD0178� n � m :, (n,m) 2 (�)D0179� (<) := f(n,m) 2 N � N � n � mgD0180� n < m :, (n,m) 2 (<)D0181� N+ := fx 2 N � 1 � xgDiese Ordnung wird h�au�g verwendet, deshalb die De�nition von maximalen und minimalen Elementeneiner Teilmenge von N .S0182VA0183 Y 2 P(N), y 2 ND0184 y ist minimal in Y :, y ist minimal bzgl. (�)jYD0185 y ist maximal in Y :, y ist maximal bzgl. (�)jYT0186 Y � N ^ Y 6= ; ) 9! y � y ist minimal in YT0187 y ist minimal in Y ) y 2 Y



34 KAPITEL 2. GRUNDLAGENT0188 y ist minimal in Y ) 8 z 2 Y � y � zSchlie�lich haben wir noch De�nitionen von geschlossenen, o�enen und gemischten Intervallen:S0189D0190� [a. . . b] := fx 2 N � a � x ^ x � bgD0191� (a. . . b) := fx 2 N � a < x ^ x < bgD0192� (a. . . b] := fx 2 N � a < x ^ x � bgD0193� [a. . . b) := fx 2 N � a � x ^ x < bgBesonders wichtig sind noch die Induktionsschemata der vollst�andigen und der schwachen Induktion:S0194T0195� (8 n 2 N � � (n)) , 8 k 2 N � (8 i 2 N � i < k ) � (i)) ) � (k)T0196� (8 n 2 N � � (n)) , � (0) ^ (8 i 2 N � � (i) ) � (succ i))Die Additionsfunktion auf N l�a�t sich rekursiv de�nieren. Die Funktion ist der kleinste Fixpunktdes angegeben Funktionals F. Zum Beweis der De�niertheit von (+) gen�ugt es nach dem Fixpunkt-theorem 0170 die Monotonie (nach De�nition 0166) von F nachzuweisen: Das Funktional erh�alt einem�oglicherweise partielle (+) � Funktion und erweitert sie.S0197M0198� x + y := (+) (x,y)D0199� F := � (+) 2 N � N; N �� (x,y) 2 N � N �F�UR y = 0 � x ;F�UR y = succ z � succ (x + z))D0200� (+) := der kleinste Fixpunkt von FD0201� x � y := � z � x = y + zGelegentlich ben�otigen wir neben den nat�urlichen Zahlen N noch die ganzen Zahlen Z . Diese seienso kodiert, da� N � Z gilt. Ferner seien die �ublichen Relationen und Operationen verf�ugbar.2.6 Kardinalit�atWir k�onnen die Kardinalit�at beliebiger Mengen vergleichen: Wenn A und B gleichm�achtig sind, schrei-ben wir A j=j B. Ist A weniger oder genauso m�achtig wie B, verwenden wir die Notation A j�j B. ZurDe�nition der Kardinalit�at jAj einer endlichen Menge A nutzen wir eine Eigenschaft der Ordinalzah-len: Jede Zahl n 2 N ist die Menge seiner Vorg�anger. Damit erh�alt man die folgenden De�nitionen.Unendliche Kardinalzahlen ben�otigen wir nicht: Die Kardinalit�at f�ur unendliche Mengen ist hier un-de�niert.D0202� A j�j B :, 9 F 2 (A ! B) � F ist injektivD0203� A j=j B :, 9 F 2 (A ! B) � F ist bijektiv von A auf BD0204� A j<j B :, A j�j B ^ : A j=j BD0205� jAj := � n 2 N � A j=j nD0206� A ist abz�ahlbar :, A ist endlich _ A j=j N



2.7. GRUNDMENGEN 352.7 GrundmengenWir w�ahlen nun Grundmengen A und X, die w�ahrend der gesamten Arbeit unver�andert bleiben.Die Menge A dient sp�ater als Grundmenge zur De�nition von W�ortern: Die in W�ortern auftretendenElemente m�ussen aus A stammen. Die Menge X dient als Grundmenge f�ur bin�are Relationen undFunktionen: Die Komponenten der Paare sollen aus X stammen. Da wir bin�are Relationen und Funk-tionen �uber Zahlen ben�otigen, nehmen wir an, das Z � X und, damit wir auch bin�are Relationen�uber Elementen von W�ortern bilden k�onnen, nehmen wir zus�atzlich A � X an. Schlie�lich bildenwir auch noch bin�are Relationen �uber W�ortern (die sp�ater als Elemente von (N ; A) repr�asentiertwerden), also nehmen wir noch (N ; A) � X hinzu. N � A ben�otigen wir f�ur Beispiele, in denenwir nat�urliche Zahlen als voneinander verschiedene Elemente verwenden werden. Alle diese Annahmensind sicherlich erf�ullbar.VA0207 A, XA0208� N � AA0209� Z � XA0210� A � XA0211� (N; A) � XGl�ucklicherweise brauchen wir nur bin�are Relationen auf W�ortern, aber keine W�orter �uber bin�arenRelationen, so da� dieser einfache, hierarchische Ansatz f�ur unsere Zwecke ausreicht. Der Vorteil dieserVorgehensweise ist, da� Relationen und Funktionen auf generischen Datentypen (wie W�ortern) alsMengen (d.h. innerhalb der Mengenlehre) repr�asentiert werden k�onnen und f�ur diesen Zweck nicht aufMetarelationen (d.h. Pr�adikate) und Metafunktionen der Logik (bzw. ihrer Semantik) zur�uckgegri�enwerden mu�. Das hat wiederum den Vorteil, da� diese Objekte an h�ohere Funktionen �ubergeben werdenk�onnen. Dies erlaubt insbesondere bei rekursiven (Fixpunkt-)De�nitionen, da� sogar das de�nierendeFunktional und damit auch seine Fixpunkte Mengen sind.Die folgenden beiden De�nitionen der Iteration und der transitiven H�ulle sind anwendbar auf Funk-tionen in (X; X) bzw. Relationen in BR(X).2.8 IterationS0212M0213� fn := (22 ) (f,n)D0214 F := � (22 ) 2 ((X; X) � N) ; (X; X) �� (f,n) 2 (X; X) � N �FALLS n = 1 DANN f ;FALLS n > 1 DANN f � fn � 1D0215 (22 ) := der kleinste Fixpunkt von FT0216� 22 2 (X; X) � N+ ! (X; X)VA0217 f 2 (X; X), n 2 N+T0218 f1 = fT0219 fn + 1 = f � fnMan beachte, da� in 0213 ein Macro (d.h. eine Textersetzung) de�niert wird, das in 0214 und 0218sowie 0219 benutzt wird. (22 ) wird in 0215 als Konstantensymbol de�niert, das einer Funktion (alsoeiner Menge) entspricht.



36 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN2.9 Transitive H�ulleS0220M0221� Rn := (22 ) (R,n)D0222 F := � (22 ) 2 BR(X) � N; BR(X) �� (R,n) 2 BR(X) � N �FALLS n = 1 DANN R ;FALLS n > 1 DANN R � (Rn � 1)D0223 (22 ) := der kleinste Fixpunkt von FT0224� 22 2 BR(X) � N+ ! BR(X)VA0225 R 2 BR(X), n 2 N+T0226� R1 = RT0227� Rn + 1 = R � RnD0228 R+ := S fRn � n 2 N+gD0229 R�A := R+ [ ID(A)Das Symbol (22 ), das oben schon f�ur die Iteration verwendet wurde, wird in 0223 �uberladen. Esbezeichnet ab jetzt je nach Kontext die Iteration von Funktionen oder die Potenz einer Relation.



Kapitel 3W�orterDa wir in der gesamten Arbeit haupts�achlich mit W�ortern und mit Mengen vonW�ortern arbeiten, ist eshierf�ur hilfreich zun�achst einige Schreibweisen einzuf�uhren und einige bekannte Theoreme aufzulisten.Beweise werden wir in diesem Kapitel kaum ausf�uhren, da sie, obwohl einfach, formal recht aufwendigsind und zum Thema dieser Arbeit, den zyklischen Ordnungen, wenig beitragen. Nichtsdestotrotzist es w�unschenswert alle verwendeten (auch triviale) Theoreme aufzuz�ahlen, um sie referenzieren zuk�onnen und zu erkennen auf welchen Eigenschaften der W�orter und ihrer Operationen die Theoriebasiert.Dieses und das nachfolgende Kapitel, das sich mit Wortmengen besch�aftigen wird, dienen also imwesentlichen zur Einf�uhrung zun�achst bekannter, sp�ater weniger bekannter Begri�e. Diese Einf�uhrungwird rein mathematischen Charakter haben. Interpretationen, die zeigen warum diese Begri�e f�uruns interessant sind, werden erst in sp�ateren Kapiteln gegeben, wo die (zyklische) Ordnungen unterR�uckgri� auf die folgenden beiden Kapitel axiomatisiert und untersucht werden.W�orter werden hier als Familien mit einer endlichen Indexmenge [0. . . n) f�ur n 2 N repr�asentiert. DerWertebereich der Familie ist eine Teilmenge der Grundmenge A . Tats�achlich wird sp�ater von dieserRepr�asentation kein Gebrauch gemacht, sondern nur die abstrakten Eigenschaften verwendet. Damitist eine andere �aquivalente Repr�asentation genauso geeignet.S0230VA0231 X 2 P(A)X� bezeichnet die Menge aller W�orter auf X und ist monoton in diesem Argument.D0232 X� := fw 2 N; X � 9 n 2 N � D(w) = [0. . . n)gT0233 8 X 2 P(A), Y 2 P(A) � X � Y ) X� � Y�Die Indizes eines Wortes I(w) bezeichnen den De�nitionsbereich der entsprechenden Familie. DasAlphabet A(w) bezeichnet den Wertebereich. Zur Konstruktion von W�ortern verwenden wir den ausLISP bekannten, elementaren CONS-Operator [x : w]. Weiterhin de�nieren wir noch die L�ange vonW�ortern L(w) als Kardinalit�at ihrer Indexmenge.S0234VA0235 x 2 A, w 2 A�D0236 I(w) := D(w)T0237� I(w) � ND0238 A(w) := R(w)T0239� A(w) � A 37



38 KAPITEL 3. W�ORTERT0240 A(w) ist endlichD0241 [x : w] := � i 2 N � FALLS i = 0 DANN x SONST w (i � 1)D0242 L(w) := jI(w)jT0243� L(w) 2 NMan beachte, da� das triviale Theorem 0237, also I(w) � N, impliziert das I(w) de�niert ist. Ent-sprechendes gilt f�ur Theorem 0243, L(w) 2 N, d.h. L(w) ist de�niert und in N enthalten, da hier alleW�orter endliche Familien sind.Die n -stelligen W�orter Xn sind die W�orter der L�ange n.S0244VA0245 X 2 P(A), n 2 ND0246 Xn := fw 2 X� � L(w) = ngF�ur die h�au�g ben�otigten kurzen W�orter verwenden wir die folgende Schreibweise.S0247D0248� [] := ;D0249� [a] := [a : []]D0250� [a,b] := [a : [b]]D0251� [a,b,c] := [a : [b,c]]D0252� [a,b,c,d] := [a : [b,c,d]]Da die Schemata-Notation nicht formalisiert wurde, wird deren deren Verwendung sowohl f�ur De�ni-tionen als auch f�ur Theoreme vermieden. Die ben�otigen Instanzen werden vollst�andig ausgeschrieben.Da wir nur wenige Instanzen tats�achlich ben�otigen, ist der Aufwand nicht allzu gro�.B0253Es gilt [4,6,3,2] = [4 : [6 : [3 : [2 : []]]]] = f(0,4), (1,6), (2,3), (3,2)g, [4,6,3,2] 2 N�, L([4,6,3,2]) = 4,[4,6,3,2] 2 N4, I([4,6,3,2]) = f0,1,2,3g, A([4,6,3,2]) = f2,3,4,6g.Direkt aus den De�nitionen folgt:S0254VA0255 w 2 A�T0256 I(w) = ; ) w = []T0257 A(w) = ; ) w = []T0258 L(w) = 0 ) w = []T0259 jA(w)j � L(w)F�ur den Wortkonstruktor k�onnen wir die folgenden Typaussagen ableiten:S0260VA0261 X 2 P(A)T0262� 8 x 2 X, w 2 X� � [x : w] 2 X�T0263 8 x,w � [x : w] 2 X� ) x 2 X, w 2 X�Hieraus ergeben sich Typaussagen f�ur konstruierte Worte:S0264VA0265 X 2 P(A), a 2 X, b 2 X, c 2 X, d 2 XT0266� [] 2 X�T0267� [a] 2 X�



39T0268� [a,b] 2 X�T0269� [a,b,c] 2 X�T0270� [a,b,c,d] 2 X�S0271VA0272 X 2 P(A)T0273� [a] 2 X� ) a 2 XT0274� [a,b] 2 X� ) a 2 X ^ b 2 XT0275� [a,b,c] 2 X� ) a 2 X ^ b 2 X ^ c 2 XT0276� [a,b,c,d] 2 X� ) a 2 X ^ b 2 X ^ c 2 X ^ d 2 XJedes Wort ist schon das leere Wort, oder es ist aufspaltbar in ein Kopfelement und ein Restwort.S0277VA0278 X 2 P(A)T0279 8 w 2 X� � w = [] _ 9 x 2 X, u 2 X� � w = [x : u]Strukturelle (induktive) Gleichheit von W�ortern ist identisch mit der extensionalen Gleichheit derMengenlehre. Wir ben�otigen also kein spezielles Gleichheitspr�adikat f�ur W�orter.S0280VA0281 x 2 A, y 2 A, u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0282 [] 6= [x : w]T0283 [x : u] = [y : v] , x = y ^ u = vS0284VA0285 a 2 A, b 2 A, c 2 A, a0 2 A, b0 2 A, c0 2 AT0286 [a] = [a0] , a = a0T0287 [a,b] = [a0,b0] , a = a0 ^ b = b0T0288 [a,b,c] = [a0,b0,c0] , a = a0 ^ b = b0 ^ c = c0Eine h�au�g verwendete �Aquivalenzrelation ist die Identit�at auf einer Menge von W�ortern.S0289VA0290 X 2 P(A)T0291� ID(X�) 2 BR(X�)T0292 ID(X�) ist reexivT0293 ID(X�) ist symmetrischT0294 ID(X�) ist transitivT0295 ID(X�) ist eine �AquivalenzrelationEinfache Beziehungen zwischen der Wortl�ange und der Indexmenge folgen direkt aus den De�nitionen.S0296VA0297 w 2 A�T0298 8 i 2 N � i 2 I(w) , i < L(w)T0299 I(w) = [0. . .L(w))T0300 8 j 2 I(w), k 2 N � k � j ) k 2 I(w)Aus der De�nition der Wortl�ange ergibt sich auch eine induktive Formulierung.S0301VA0302 x 2 A, w 2 A�T0303 L([]) = 0T0304 L([x : w]) = L(w) + 1



40 KAPITEL 3. W�ORTERHiermit lassen sich leicht die Wortl�angen und damit auch die Indexmengen f�ur mit dem Wortkon-struktor erzeugte Worte ableiten.S0305VA0306 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 AT0307 L([a]) = 1T0308 L([a,b]) = 2T0309 L([a,b,c]) = 3T0310 L([a,b,c,d]) = 4S0311VA0312 a 2 A, b 2 A, c 2 AT0313 I([]) = ;T0314 I([a]) = f0gT0315 I([a,b]) = f0,1gT0316 I([a,b,c]) = f0,1,2gF�ur W�orter auf einer Menge lassen sich folgende Typbeziehungen zum Alphabet aufstellen.S0317T0318 8 w 2 A� � w 2 A(w)�T0319� 8 X 2 P(A), w 2 X� � A(w) � XT0320 8 X 2 P(A), w 2 A� � A(w) � X ) w 2 X�Das Alphabet ist auch induktiv beschreibbar.S0321VA0322 x 2 A, w 2 A�T0323 A([]) = ;T0324 A([x : w]) = fxg [ A(w)Hieraus folgt:S0325VA0326 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 AT0327 A([a]) = fagT0328 A([a,b]) = fa,bgT0329 A([a,b,c]) = fa,b,cgT0330 A([a,b,c,d]) = fa,b,c,dg3.1 IndizierungDie Indizierung, d.h. das Extrahieren eines Elements an einer bestimmten Position im Wort, wird ohneR�uckgri� auf die bekannte Repr�asentation de�niert, sondern rekursiv mit Hilfe des Wortkonstruktors.S0331M0332� wn := (22 ) (w,n)D0333 F := � (22 ) 2 A� � N; A �� ([x : t],n) 2 A� � N �FALLS n = 0 DANN x SONST tn � 1D0334 (22 ) := der kleinste Fixpunkt von FT0335� (22 ) 2 ( A� � N; A)



3.1. INDIZIERUNG 41Hierzu einige Bemerkungen, die analog auch f�ur die weiteren rekursiven De�nitionen gelten: 0332de�niert eine rein textuelle Abk�urzung, die auch in 0333 verwendet wird. 0333 de�niert ein Funktional,das als Lambda-Ausdruck auf jeden Fall de�niert ist. 0334 de�niert die eigentlich interessierendeFunktion als kleinsten Fixpunkt dieses Funktionals. Da� dieser Fixpunkt existiert und eindeutig ist,ist beweispichtig, und wird in Theorem 0335 behauptet, wobei noch eine zus�atzliche Typaussagegetro�en wird. F�ur den Beweis wird man das Knaster-Tarski-Fixpunkt-Theorem verwenden, wobeidie Monotonie des Funktionals F zu zeigen bleibt.B0336Es gilt [5,3,9]0 = 5, [5,3,9]1 = 3, [5,3,9]2 = 9, : #([5,3,9]3).Die oben de�nierte Funktion hat die gew�unschten Eigenschaften:S0337VA0338 x 2 A, w 2 A�, n 2 NT0339 []n �= ?T0340 [x : w]0 = xT0341 [x : w]n + 1 �= wnDaraus folgt sofort:S0342VA0343 a 2 A, b 2 AT0344 [a]0 = aT0345 [a,b]0 = aT0346 [a,b]1 = bAls Typaussagen ergeben sich f�ur die Indizierungsfunktion:S0347VA0348 w 2 A�, X 2 P(A)T0349 8 i � #(wi) ) wi 2 A(w)T0350 8 i 2 I(w) � wi 2 A(w)T0351 8 i 2 N � i < L(w) ) wi 2 A(w)T0352� 8 w 2 X�, i 2 I(w) � wi 2 XT0353 8 w 2 X�, i 2 N � i < L(w) ) wi 2 XEin Element ist im Alphabet eines Wortes gdw. es einen Index besitzt.S0354VA0355 w 2 A�T0356 8 x � x 2 A(w) , 9 i 2 I(w) � wi = xDie Gleichheit von W�ortern l�a�t sich auch mit Hilfe der Indizes und der Indizierungsfunktion charak-terisieren.S0357VA0358 u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0359 u = v , I(u) = I(v) ^ 8 i 2 I(u) � ui = viWeiterhin gelten die trivialen aber immer wieder ben�otigten Theoreme.S0360VA0361 u 2 A�



42 KAPITEL 3. W�ORTERT0362 L(u) = 0 ) u = []T0363 L(u) = 1 ) u = [u0]T0364 L(u) = 2 ) u = [u0, u1]T0365 L(u) = 3 ) u = [u0, u1, u2]T0366 L(u) = 1 ) 9 a 2 A � u = [a]T0367 L(u) = 2 ) 9 a 2 A, b 2 A � u = [a,b]T0368 L(u) = 3 ) 9 a 2 A, b 2 A, c 2 A � u = [a,b,c]T0369 L(u) � 1 ^ L(v) � 1 ^ A(u) = A(v) ) u = vWir zeichnen nun bestimmte W�orter als einfach aus, und zwar solche in denen verschiedene Indizesverschiedene Elemente liefern. Nahezu alle W�orter, mit denen wir uns sp�ater besch�aftigen, werden vondieser Art sein.S0370VA0371 u 2 A�, v 2 A�D0372 u ist einfach :, 8 i 2 I(u), j 2 I(u) � i 6= j ) ui 6= ujT0373 u ist einfach :, jA(u)j = L(u)T0374 L(u) � 1 ) u ist einfachVA0375 a 2 A, b 2 A, c 2 AT0376 [] ist einfachT0377 [a] ist einfachT0378 [a,b] ist einfach , a 6= bT0379 [a,b,c] ist einfach , a 6= b ^ b 6= c ^ a 6= cB0380Es gilt: [1,3,6,4] ist einfach, [2] ist einfach, [] ist einfach, [1,4,3,5,3] ist nicht einfach.Um die Anzahl der Vorkommen eines Elementes in einem Wort festzustellen, f�uhren wir noch diefolgende Notation ein, mit der wir auch die Einfachheit charakterisieren k�onnen.S0381VA0382 u 2 A�, x 2 AD0383 OCC x u := jfi 2 I(u) � ui = xgjT0384� (OCC x u) 2 NT0385 x 2 A(u) , 1 � (OCC x u)T0386 u ist einfach , 8 x 2 A(u) � (OCC x u) = 1B0387Es gilt (OCC 2 [1,3,4,2,3,2,4,2]) = 3, (OCC 1 [2,3,4]) = 0.Eine bin�are Relation �uber W�ortern ist konservativ gdw. sie die Anzahl der Vorkommen jedes ein-zelnen Elements erh�alt. Dies bedeutet nat�urlich auch, da� Alphabet, L�ange und die Eigenschaft derEinfachheit erhalten bleiben.S0388VA0389 E 2 BR(A�)D0390 E ist konservativ :, 8 u,v � (u,v) 2 E ) 8 x 2 A � (OCC x u) = (OCC x v)T0391 ID(A�) ist konservativA0392 E ist konservativT0393 (u,v) 2 E ) A(u) = A(v)T0394 (u,v) 2 E ) L(u) = L(v)T0395 (u,v) 2 E ) (u ist einfach , v ist einfach)



3.2. VERKETTUNG (KATENATION) 43T0396 8 x 2 A � ([x],[x,x]) =2 EB0397Sei E = f([1,2,3,4], [1,3,2,4]), ([1,1,2,3], [2,1,1,3])g. Es gilt E 2 BR(N�). E ist konservativ.3.2 Verkettung (Katenation)Wir de�nieren nun rekursiv die Verkettungsfunktion, die zwei Worte in der Reihenfolge der Argumenteaneinanderh�angt.S0398M0399� u � v := (�) (u,v)D0400 F := � (�) 2 A� � A� ; A� �� (u,v) 2 A� � A� �FALLS u = [] � v ;F�UR u = [x : w] � [x : w � v]D0401 (�) := der kleinste Fixpunkt von FT0402� (�) 2 ( A� � A� ! A� )Die so de�nierte Funktion besitzt die gew�unschten Eigenschaften:S0403VA0404 u 2 A�, v 2 A�T0405 [] � v = vT0406 [x : u] � v = [x : u � v]B0407Es gilt [1,2,3] � [4,5] = [1,2,3,4,5], [1] � [2] = [1,2], [1,2,3,4] � [] = [1,2,3,4].Weitere n�utzliche Eigenschaften der Verkettung sind im folgenden aufgelistet.S0408VA0409 x 2 A, u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0410 [x : u] = [x] � uT0411 u � [] = uT0412� (u � v) � w = u � (v � w)T0413 L(u � v) = L(u) + L(v)T0414 A(u � v) = A(u) [ A(v)T0415 8 i 2 N � i < L(u) ) (u � v)i = uiT0416 8 i 2 I(u � v) � L(u) � i ) (u � v)i = vi � L(u)T0417 ([x] � u)0 = xT0418 (u � [x])L(u) = xT0419 u ist einfach ^ v ist einfach ^ A(u) \ A(v) = ; ) (u � v) ist einfach



44 KAPITEL 3. W�ORTER3.3 SpiegelungDie Spiegelung eines Wortes liefert ein neues Wort, das die urspr�unglichen Elemente in umgekehrterReihenfolge enth�alt. Wir verwenden wieder eine rekursive De�nition.S0420D0421 F := � REV 2 A� ; A� �� w 2 A� �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = [x : u] � (REV u) � [x]D0422 REV := der kleinste Fixpunkt von (F)T0423� REV 2 (A� ! A�)Die gew�unschten Eigenschaften sind ableitbar:S0424VA0425 x 2 A, w 2 A�T0426 (REV []) = []T0427 (REV [x : w]) = (REV w) � [x]B0428Es gilt (REV [0,1,2,3]) = [3,2,1,0], (REV [0,1,0]) = [0,1,0], (REV [5]) = [5].Eine Spiegelung erh�alt Alphabet, L�ange und Einfachheit der W�orter. Zweimalige Spiegelung ver�andertdas Wort nicht.S0429VA0430 u 2 A�T0431 A(REV u) = A(u)T0432 L(REV u) = L(u)T0433 u ist einfach ) (REV u) ist einfachT0434 (REV (REV u)) = uEinfache W�orter mit mindestens zwei Elementen ver�andern sich unter Spiegelung. Leere und einstelligeW�orter bleiben immer unver�andert.S0435VA0436 a 2 A, b 2 A, c 2 A, u 2 A�T0437 (REV [a]) = [a]T0438 (REV [a,b]) = [b,a]T0439 (REV [a,b,c]) = [c,b,a]T0440 u ist einfach ^ 2 � L(u) ) (REV u) 6= uEine bin�are Relation auf W�ortern (wie z.B. die Identit�at) ist spiegelinvariant gdw. f�ur jedes Paar vonW�ortern auch ihre gespiegelten Versionen in der Relation stehen.S0441VA0442 E 2 BR(A�)D0443 E ist spiegelinvariant :, 8 u,v � (u,v) 2 E ) ((REV u), (REV v)) 2 ET0444 ID(A�) ist spiegelinvariant



3.4. SPIEGELUNGS�AQUIVALENZ 453.4 Spiegelungs�aquivalenzAuf nat�urliche Weise l�a�t sich mit der Spiegelungsfunktion eine bin�are Relation (rev�) auf W�orternde�nieren: Zwei Elemente stehen in dieser Relation gdw. sie gleich sind oder das eine eine Spiegelungdes anderen ist. Wir bezeichnen (rev�) als Relation der Spiegelungs�aquivalenz.S0445VA0446 u 2 A�, v 2 A�D0447 (rev�) := f(u,v) 2 A� � A� � u = v _ u = (REV v)gT0448� (rev�) 2 BR(A�)D0449� u rev� v :, (u,v) 2 (rev�)B0450Es gilt [1,2,3] rev� [3,2,1], : [1,2] rev� [1,2], [1] rev� [1], [] rev� [], [1,0,1] rev� [1,0,1], [1,2,3] rev� [1,2,3].Es ist leicht zu pr�ufen, da� es sich bei dieser Relation auf W�ortern um eine �Aquivalenzrelation handelt,die auch noch konservativ ist, d.h. die Anzahl der Vorkommen von Elementen in W�ortern erh�alt. Somitbleiben auch Alphabet, L�ange und Einfachheit erhalten.S0451VA0452 n 2 N, u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0453 u rev� uT0454 u rev� (REV u)T0455 u rev� v ^ v rev� w ) u rev� wT0456 u rev� v ) v rev� uT0457 (rev�) ist eine �AquivalenzrelationT0458 (rev�) ist konservativT0459 u rev� v ) A(u) = A(v)T0460 u rev� v ) L(u) = L(v)T0461 u ist einfach ^ u rev� v ) v ist einfach3.5 RotationMit Rotation bezeichnen wir das zyklische Vertauschen von Elementen eines Wortes. Wie man schonvermuten kann, wird diese Operation extensiv bei der De�nition der zyklischen Ordnungen verwendet.Wir de�nieren zun�achst die einschrittige Linksrotation und analog die Rechtsrotation:S0462D0463 ROL := � w 2 A� �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = [x] � u � u � [x]T0464� ROL 2 (A� ! A�)D0465 ROR := � w 2 A� �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = u � [x] � [x] � uT0466� ROR 2 (A� ! A�)Hieraus folgen direkt die Eigenschaften:S0467



46 KAPITEL 3. W�ORTERVA0468 x 2 A, u 2 A�T0469 ROL [] = []T0470 ROL [x] � u = u � [x]T0471 ROR [] = []T0472 ROR u � [x] = [x] � uB0473Es gilt ROL [1,2,3] = [2,3,1], ROR [1,2,3] = [3,1,2]. ROL [1] = [1], ROR [2] = [2], ROL [1,2] = [2,1]= ROR [2,1].F�ur die mehrschrittige Rotation iterieren wir die beiden Funktionen ROL und ROR. Die Zahl derIterationen wird durch einen zus�atzlichen Parameter aus Z bestimmt, wobei eine positive Zahl Rechts-rotation und eine negative Zahl Linksrotation bezeichnet.S0474D0475 (�) := � (w,i) 2 A� � Z �FALLS i = 0 � w ;FALLS i > 0 � RORi w ;FALLS i < 0 � ROL� i wT0476� (�) 2 ( A� � Z! A� )M0477� w � i := (�) (w,i)B0478Es gilt ([1,2,3,4] � 0) = [1,2,3,4], ([1,2,3,4] � 1) = [4,1,2,3] = ([1,2,3,4] � � 3), ([1,2,3,4] � 2)= [3,4,1,2] = ([1,2,3,4] � � 2), ([1,2,3,4] � 3) = [2,3,4,1] = ([1,2,3,4] � � 1), ([1,2,3,4] � 4)= [1,2,3,4] = ([1,2,3,4]� � 4).Die folgenden Eigenschaften der so de�nierten Rotationsfunktion betre�en wiederholte Rotation, Ver-schiebung der Indizierung sowie Erhaltung der Indexmenge, der L�ange, des Alphabets und der Ein-fachheit. Ferner kann Spiegelung von W�ortern bis zur L�ange 2 durch einfache Rotation ausgedr�ucktwerden.S0479VA0480 u 2 A�, v 2 A�T0481 8 i 2 Z, j 2 Z � (u � i) � j = u � (i + j)T0482 8 k 2 Z � u � (k * L(u)) = uT0483 8 i 2 I(u) � ui = (u � � i)0T0484 8 i 2 Z � I(u � i) = I(u)T0485 8 i 2 Z � L(u � i) = L(u)T0486 8 i 2 Z � A(u � i) = A(u)T0487 u ist einfach ) 8 i 2 Z � (u � i) ist einfachT0488 L(u) < 3 ) (REV u) = (u � 1)3.6 Rotations�aquivalenzEbenso wie bei der Spiegelung l�a�t sich auf nat�urliche Weise eine bin�are Relation (rot�) auf W�orternmit Hilfe der Rotationsfunktion de�nieren: Zwei W�orter sind in dieser Relation gdw. eines durcheine beliebige (evtl. mehrschrittige) Rotation aus dem anderen hervorgeht. (rot�) wird als Relation derRotations�aquivalenz bezeichnet.



3.6. ROTATIONS�AQUIVALENZ 47S0489VA0490 u 2 A�, v 2 A�, i 2 ZD0491 (rot�) := f(u,v) 2 A� � A� � 9 i 2 Z � u = v � igT0492� (rot�) 2 BR(A�)M0493� u rot� v :, (u,v) 2 (rot�)B0494Es gilt [1,2,3] rot� [1,2,3], [1,2,3] rot� [2,3,1], [1,2,3] rot� [3,1,2], [1,2] rot� [2,1], : [1,2,3] rot� [3,2,1].Intuitiv ist sofort klar, da� die folgenden Beziehungen gelten.S0495VA0496 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 AT0497 [] rot� []T0498 [a] rot� [a]T0499 [a,b] rot� [b,a]T0500 [a,b,c] rot� [b,c,a]T0501 [a,b,c] rot� [c,a,b]T0502 [a,b,c,d] rot� [b,c,d,a]T0503 [a,b,c,d] rot� [c,d,a,b]A0504 a 6= b ^ b 6= c ^ a 6= cT0505 : [a,b,c] rot� [c,b,a]T0506 : [a,b,c] rot� [a,c,b]Da die Relation reexiv, symmetrisch und transitiv ist handelt es sich um eine �Aquivalenzrelation, diesogar noch konservativ ist, d.h. Vorkommen von Elementen, also auch Alphabet, L�ange und Einfach-heit, erh�alt.S0507VA0508 u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�, i 2 ZT0509 u rot� uT0510 ID(A�) � (rot�)T0511 (rot�) ist reexivT0512 u rot� (u � i)T0513 u rot� v ) v rot� uT0514 (rot�) ist symmetrischT0515 u rot� v ^ v rot� w ) u rot� wT0516 (rot�) ist transitivT0517 (rot�) ist eine �AquivalenzrelationT0518 (rot�) ist konservativT0519 u rot� v ) A(u) = A(v)T0520 u rot� v ) L(u) = L(v)T0521 u ist einfach ^ u rot� v ) v ist einfachFerner ist die Rotations�aquivalenz spiegelinvariant. In Erg�anzung zu Theorem 0488 kann die Spiegelungvon einfachen W�ortern mit mindestens 3 Elementen nicht mehr durch Rotation ausgedr�uckt werden.Zwei W�orter der L�ange zwei mit gleichem Alphabet sind immer rotations�aquivalent.S0522VA0523� u in A�, v 2 A�T0524 u rot� v ) (REV u) rot� (REV v)T0525 (rot�) ist spiegelinvariant



48 KAPITEL 3. W�ORTERT0526 u ist einfach ^ 3 � L(u) ) : u rot� (REV u)T0527 L(u) = 2 ^ L(v) = 2 ^ A(u) = A(v) ) u rot� vMan vergleiche Theorem 0369 mit 0527. Einstellige W�orter mit gleichem Alphabet sind bzgl. Identit�atununterscheidbar. Zweistellige W�orter mit gleichem Alphabet sind bzgl. Rotations�aquivalenz unun-terscheidbar. Erh�ohen wir die Wortl�ange in beiden F�allen um eins, so gibt es unterscheidbare W�orter(Theorem 0287 bzw. 0505).Zur Pr�ufung der Rotations�aquivalenz f�ur ein Paar von W�ortern kann folgendes Theorem verwendetwerden, in dem nur eine endliche Zahl von Rotationen durchgef�uhrt werden mu�.S0528VA0529 u 2 A�, v 2 A�T0530 u rot� v , 9 i 2 I(v) � (u � i) = vZwei einfache, rotations�aquivalente W�orter, die an mindestens einer gemeinsamen Stelle die gleichenElemente haben, sind identisch.S0531VA0532 u 2 A�, v 2 A�, i 2 NT0533 u ist einfach ^ v ist einfach ^ u rot� v ^ ui = vi ) u = vEs folgen nun noch zwei spezielle Theoreme, die unter geeigneten Bedingungen Aussagen �uber dieForm von zweistelligen und dreistelligen W�ortern liefern.S0534VA0535 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 A, w 2 A�T0536 w rot� [] , w = []T0537 w rot� [a,b] , w = [a,b] _ w = [b,a]T0538 w rot� [a,b,c] , w = [a,b,c] _ w = [b,c,a] _ w = [c,a,b]T0539 w ist einfach ^ L(w) = 3 ^ A(w) = fa,b,cg ) w rot� [a,b,c] _ w rot� [c,b,a]3.7 Teilw�orterEbenso wichtig f�ur den im dieser Arbeit vorgeschlagenen Aufbau der zyklischen Ordnungen wie dieRotation ist die Bildung von Teilw�ortern von einem Wort. Wir bezeichnen ein Wort u als (verteiltes)Teilwort eines Wortes v, wenn sich alle Elemente von u in der gleichen Reihenfolge in dem Wort vwieder�nden. v kann noch weitere Elemente besitzen (in diesen Fall sprechen wir von einem echtenTeilwort), u und v k�onnen jedoch auch gleich sein.Die folgende De�nition formalisiert diese Vorstellung. Die Relation (v) ist danach die kleinste allerRelationen, die in der Menge unter dem T stehen. Es ist klar da� diese Menge nicht leer ist (sie enth�altA� � A�). Somit ist (v) de�niert und sogar eine bin�are Relation �uber W�ortern. u ist ein Teilwort vonv gdw. u v v gilt.S0540M0541� u v v :, (u,v) 2 (v)D0542 (v) := T f(v) 2 BR(A�) �(8 w 2 A� � [] v w ^(8 x 2 A, y 2 A, u 2 A�, v 2 A� �(x = y ^ u v v ) [x : u] v [y : v]) ^(x 6= y ^ [x : u] v v ) [x : u] v [y : v]))g



3.7. TEILW�ORTER 49T0543� (v) 2 BR(A�)D0544� (w) := (v)�1T0545� (w) 2 BR(A�)Die gew�unschten Eigenschaften ergeben sich hieraus sofort.S0546VA0547 x 2 A, y 2 A, u 2 A�, v 2 A�T0548 [] v vT0549 u v [] , u = []T0550 x = y ) ( [x : u] v [y : v] , u v v )T0551 x 6= y ) ( [x : u] v [y : v] , [x : u] v y )B0552Es gilt [1,3,5] v [1,2,3,4,5], [1,2,3] v [0,1,2,3,4], [2] v [1,2,3,4], : [2,1] v [1,2,3], : [1,2,3] v [1,3].Konkret ben�otigen wir die folgenden Beziehungen:S0553VA0554 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 AT0555 [a,b] v [a,b,c]T0556 [b,c] v [a,b,c]T0557 [a,c] v [a,b,c]T0558 [a,c,d] v [a,b,c,d]Die so de�nierte Teilwortrelation ist reexiv, transitiv und antisymmetrisch. Es handelt sich demnachum eine Ordnung. Alphabet und L�ange wachsen monoton mit dieser Ordnung. Spiegelung erh�alt dieOrdnung.S0559VA0560 u 2 A�, v 2 A�T0561 u v uT0562 ID(A�) � (v)T0563 (v) ist reexivT0564 u v v ^ v v w ) u v wT0565 (v) ist transitivT0566 u v v ^ v v u ) u = vT0567 (v) ist antisymmetrischT0568 (v) ist eine OrdnungT0569 u v v ) A(u) � A(v)T0570 u v v ) L(u) � L(v)T0571 u v v ^ u 6= v ) L(u) < L(v)T0572 u v v , (REV u) v (REV v)T0573 (v) ist spiegelinvariantTeilw�orter von einfachen W�ortern sind wieder einfach. Sind alle zweistelligen Teilw�orter eines Worteseinfach, dann ist das Wort selbst einfach.S0574VA0575 u 2 A�, v 2 A�T0576 v ist einfach ^ u v v ) u ist einfachT0577 (8 u 2 A� � L(u) = 2 ^ u v v ) u ist einfach) ) v ist einfach



50 KAPITEL 3. W�ORTERZwei verschiedene, einfache W�orter mit gleichem Alphabet sind schon anhand ihrer zweistelligenTeilw�orter unterscheidbar.S0578VA0579� u 2 A�, v 2 A�T0580 u ist einfach ^ v ist einfach ^ A(u) = A(v) ^ u 6= v )9 x,y � x 6= y ^ [x,y] v u ^ [y,x] v vEin-, zwei- und dreistellige Teilw�orter werden h�au�g ben�otigt und haben die folgende Form.S0581VA0582 u 2 A�, i 2 I(u), j 2 I(u), k 2 I(u)T0583 [ui] v uT0584 i < j ) [ui, uj] v uT0585 i < j ^ j < k ) [ui, uj, uk] v uS0586VA0587 u 2 A�, v 2 A�T0588 L(u) = 2 ^ u v v ) 9 i 2 I(v), j 2 I(v) � i < j ^ u = [vi, vj]T0589 L(u) = 3 ^ u v v ) 9 i 2 I(v), j 2 I(v), k 2 I(v) � i < j ^ j < k ^ u = [vi, vj, vk]Hier ein sehr spezielles Theorem: Gegeben zwei einfache W�orter u,v in der Teilwortrelation, wobeidas Teilwort u genau ein Element x weniger als v besitzt, dann entsteht v aus u durch Einf�ugen desElements x.S0590VA0591 u 2 A�, v 2 A�, x 2 AT0592 u ist einfach ^ v ist einfach ^ u v v ^ x =2 A(u) ^ A(v) = A(u) [ fxg )9 u0 2 A�, u00 2 A� � v = u0 � [x] � u00 ^ u = u0 � u00Oben haben wir die Teilwortrelation induktiv de�niert. Das folgende Theorem gibt eine nichtinduktiveCharakterisierung mit Hilfe einer monotonen Einbettungsfunktion an. Das zweite Theorem ist nur eineeinfache Abschw�achung.S0593VA0594 u 2 A�, v 2 A�T0595 u v v , 9 f 2 (I(u) ! I(v)) �(8 i 2 I(u), j 2 I(u) � i < j ) f i < f j) ^ (8 i 2 I(u) � ui = v(f i))T0596 u v v ) 9 f 2 (I(u) ! I(v)) �(8 i 2 I(u), j 2 I(u) � i 6= j ) f i 6= f j) ^ (8 i 2 I(u) � ui = v(f i))Kennen wir zwei geeignete Teilworte eines einfachen, dreistelligen Wortes, so ist das Wort eindeutigbestimmt.S0597VA0598 a 2 A, b 2 A, c 2 AT0599 w ist einfach ^ L(w) = 3 ^ A(w) = fa,b,cg ^ [a,b] v w ^ [b,c] v w ) w = [a,b,c]



3.8. EXTRAKTION 513.8 ExtraktionGelegentlich ben�otigen wir nicht nur die Extraktion eines Elements, sondern eines Teilwortes, gegebendurch die Indexmenge der zu extrahierenden Elemente. Um dies rekursiv zu de�nieren, verwenden wireine Hilfsfunktion DEC I, die alle Elemente in I um eins verkleinert.S0600VA0601 I 2 P(N)D0602 DEC I := fi 2 N � 9 j 2 I � i = j � 1gM0603� u / I := (/) (u,I)D0604 F := � (/) 2 A� � P(N); A� �� (w,I) 2 A� � P(N) �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = [x : u] �FALLS 0 2 I DANN [x : (u / DEC I)]SONST (u / DEC I)D0605 (/) := der kleinste Fixpunkt von FT0606� (/) 2 A� � P(N) ! A�Die gew�unschten Eigenschaften sind wieder leicht zu pr�ufen:S0607VA0608 I 2 P(N), w 2 A�, x 2 AT0609 [] / I = []T0610 0 2 I ) [x : w] / I = [x : (u / DEC I)]T0611 0 =2 I ) [x : w] / I = (u / DEC I)B0612Es gilt ([0,1,2,3,4] / f1,2,4g) = [1,2,4], ([5,3,6,4,1,2,1] / f0,2,5g) = [5,6,2], ([1,1,2,2] / f0,5,6,7g)= [1], ([7] / f1g) = [].Die leere Extraktion und die volle Extraktion sind trivial.S0613VA0614 I 2 P(N), u 2 A�T0615 (u / ;) = []T0616 I(u) � I ) (u / I) = uT0617 u / [0. . .L(u)) = uFolgende Aussagen �uber Alphabet und L�ange der extrahierten W�orter sind o�ensichtlich.S0618VA0619 I 2 P(N), u 2 A�T0620 8 i 2 I(u) � i 2 I ) ui 2 A(u / I)T0621 I � I(u) ) L(u / I) = jIjWie schon erw�ahnt ist das extrahierte Wort tats�achlich ein Teilwort. Somit verkleinert sich das Al-phabet oder bleibt unver�andert. Ferner wird die Eigenschaft der Einfachheit nicht zerst�ort.S0622VA0623 I 2 P(N), u 2 A�T0624 (u / I) v uT0625 A(u / I) � A(u)



52 KAPITEL 3. W�ORTERT0626 u ist einfach ) (u / I) ist einfachDie Extraktion einer Indexmenge [0. . . n) liefert einen Pre�x. Wird dieser mit dem Su�x [n. . .L(u))verkettet, ergibt sich wieder das urspr�ungliche Wort. Ferner ist der Pre�x von einem Pre�x wieder einPre�x des urspr�unglichen Wortes.S0627VA0628 u 2 A�T0629 8 n 2 N, j 2 I(u) � j < n ) (u / [0. . . n))j = ujT0630 8 n 2 N � (u / [0. . . n)) � (u / [n. . .L(u))) = uT0631 8 i 2 I(u) � (u / [i. . . i + 1)) = [ui]T0632 8 n 2 N, m 2 N � n � m ) (u / [0. . .m)) / [0. . . n) = u / [0. . . n)3.9 ProjektionEine weitere M�oglichkeit Teilw�orter von gegebenen W�ortern zu bilden ist die Projektion auf eineMenge. Hierbei werden einfach die nicht in der Menge enthaltenen Elemente des Wortes entfernt.Genau dies wird durch die folgende rekursive De�nition beschrieben.S0633M0634� u . A := (.) (u,A)D0635 F := � (.) 2 A� � P(A); A� �� (w,X) 2 A� � P(A) �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = [x : u] � FALLS x 2 X DANN [x : (u . X)] SONST (u . X)D0636 (.) := der kleinste Fixpunkt von FT0637� (.) 2 ( A� � P(A) ! A� )Die Projektion besitzt somit die Eigenschaften:S0638VA0639 X 2 P(A), x 2 A, w 2 A�T0640 ([] . X) = []T0641 x 2 X ) ([x : w] . X) = [x : (w . X)]T0642 x =2 X ) ([x : w] . X) = (w . X)B0643Es gilt ([1,5,2,3,4,5,2] . f2,4,5g) = [5,2,4,5,2], ([1,2,3] . f2,4,5g) = [2], ([1,2,2,1] . [1,2,3]) = [1,2,2,1].Hier zun�achst die leere und die volle Projektion:S0644VA0645 X 2 P(A), w 2 A�T0646 (w . ;) = []T0647 A(w) � X ) (w . X) = wT0648 (w . A(w)) = wWiederholte Projektion l�a�t sich im einem Schritt ausf�uhren:S0649VA0650 X 2 P(A), Y 2 P(A), w 2 A�T0651 ((w . X) . Y) = (w . (X \ Y))



3.9. PROJEKTION 53T0652 ((w . X) . Y) = ((w . Y) . X)Wie erw�ahnt entsteht bei Projektion auf eine Menge tats�achlich ein Teilwort. Einfachheit bleibt alsoerhalten. Das Alphabet wird bei Projektion mit der Menge geschnitten. Die Zahl der Vorkommen vonElementen dieser Menge ver�andert sich bei Projektion nicht. Schlie�lich lassen sich Spiegelung undProjektion vertauschen.S0653VA0654 X 2 P(A), w 2 A�T0655 (w . X) v wT0656 w ist einfach ) (w . X) ist einfachT0657 A(w . X) = A(w) \ XT0658 A(w . X) � A(w)T0659 A(w . X) � XT0660 X � A(w) ) A(w . X) = XT0661 8 x 2 X � (OCC x w) = (OCC x (w . X))T0662 ((REV w) . X) = (REV (w . X))Teilw�orter von einfachen W�ortern k�onnen immer durch Projektion gebildet werden.S0663VA0664 X 2 P(A), w 2 A�T0665 v ist einfach ^ u v v ) u = (v . A(u))Zur Erg�anzung der rekursiven De�nition der Projektion ist es n�utzlich auch (�ahnlich wie bei derTeilwortrelation) eine nichtrekursive Charakterisierung mit Hilfe einer monotonen Einbettung anzu-geben, mit der zus�atzlichen Eigenschaft, das ihr Bild gerade die Indizes der zu projizierenden Elementeumfa�t. Das zweite Theorem ist wieder eine einfache Abschw�achung.S0666VA0667 u 2 A�, v 2 A�, X 2 P(A)T0668 u = (v . X) , 9 f 2 (I(u) ! I(v)) �(8 i 2 I(u), j 2 I(u) � i < j ) f i < f j) ^ (8 i 2 I(u) � ui = v(f i)) ^R(f) = fk 2 I(v) � vk 2 XgT0669 u = (v . X) ) 9 f 2 (I(u) ! I(v)) �(8 i 2 I(u), j 2 I(u) � i 6= j ) f i 6= f j) ^ (8 i 2 I(u) � ui = v(f i)) ^R(f) = fk 2 I(v) � vk 2 XgNun folgt noch ein Zusammenhang zwischen Projektion und Rotation: Haben wir zwei rotations�aqui-valente W�orter u und v, wobei eines, z.B. u, aus einem anderen u0 durch Projektion hervorgeht, so�nden wir ein Wort v0, so da� u0 und v0 rotations�aquivalent sind und sich v durch die gleiche Projektionaus v0 ergibt.S0670VA0671 u 2 A�, u0 2 A�, v 2 A�, X 2 P(A)T0672 u rot� v ^ u = (u0 . X) ) 9 v0 � u0 rot� v0 ^ v = (v0 . X)Ist das erste Element eines Wortes in der Projektionsmenge enthalten, so wird es durch Projektionnicht ver�andert.S0673VA0674 u 2 A�, X 2 P(A)T0675 u0 2 X ) u . X0 = u0



54 KAPITEL 3. W�ORTER�Aquivalenzrelationen auf W�ortern nennen wir projektiv gdw. die Relation zwischen zwei W�ortern nachProjektion bestehen bleibt. Zwei projektive Relationen haben wir, abgesehen von der Identit�at, schonkennengelernt: Die Rotations�aquivalenz und die Spiegelungs�aquivalenz.S0676VA0677 E 2 BR(A�)D0678 E ist projektiv :,8 u 2 A�, v 2 A� � (u,v) 2 E ) 8 X 2 P(A) � ((u . X), (v . X)) 2 ET0679 ID(A�) ist projektivT0680 (rot�) ist projektivT0681 (rev�) ist projektiv3.10 Rotierte Teilw�orterF�ur unsere Zwecke ist es bequem die Rotations�aquivalenz und die Teilwortrelation zu einer neuenRelation (rotv) zusammenzufassen. F�ur u rotv v sagen wir auch: u ist ein rotiertes Teilwort von v.S0682VA0683 u 2 A�, v 2 A�D0684 (rotv) := f(u,v) 2 A� � A� � 9 u0,v0 � u rot� u0 ^ v rot� v0 ^ u0 v v0gT0685� (rotv) 2 BR(A�)M0686� u rotv v :, (u,v) 2 (rotv)D0687� (rotw) := (rotv)�1T0688� (rotw) 2 BR(A�)B0689Es gilt [6,1,1] rotv [1,3,4,6,1,2], [1,2] rotv [1,1,2], [2,1] rotv [1,1,2], [1,1] rotv [1,1,1], [2] rotv [4,2,3], [] rotv [1,2],: [1,2] rotv [1,2], [2,1] rotv [1,2], [3,2,1] rotv [0,1,2,3,4].Es ergeben sich die folgende Theoreme.S0690VA0691 u 2 A�, v 2 A�T0692 u v v ) u rotv vT0693 (v) � (rotv)T0694 u rot� v , u rotv v ^ v rotv uT0695 (rot�) � (rotv)T0696 u rotv v , 9 w 2 A� � u v w ^ w rot� vT0697 u rotv v , 9 w 2 A� � u rot� w ^ w v vDie neue Relation erbt Eigenschaften, die beide Konstituenten besitzen, insbesondere Reexivit�at undTransitivit�at. Es handelt sich also um eine Quasiordnung, der gemeinsame Nenner von Ordnung und�Aquivalenzrelation.S0698VA0699 u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0700 u rotv uT0701 ID(A�) � (rotv)



3.11. KONSISTENTE W�ORTER 55T0702 (rotv) ist reexivT0703 u rotv v ^ v rotv w ) u rotv wT0704 (rotv) ist transitivT0705 (rotv) ist eine QuasiordnungAlphabet, L�ange und Einfachheit verhalten sich wie bei der Teilwortrelation. Auch die Form des letztenTheorems ist von dort bekannt.S0706VA0707 u 2 A�, v 2 A�T0708 u rotv v ) A(u) � A(v)T0709 u rotv v ) L(u) � L(v)T0710 v ist einfach ^ u rotv v ) u ist einfachT0711 v ist einfach ^ u rotv v ) u rot� (v . A(u))Abschlie�end haben wir noch ein spezielles Theorem f�ur einfache W�orter der L�ange vier, das es unserlaubt aus der Existenz zweier rotierter Teilw�orter die Form des urspr�unglichen Wortes zu erschlie�en.S0712VA0713 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 AT0714 w ist einfach ^ L(w) = 4 ^ A(w) = fa,b,c,dg ^[a,b,c] rotv w ^ [a,c,d] rotv w ) w rot� [a,b,c,d]3.11 Konsistente W�orterEs wird jetzt einen Begri� eingef�uhrt, den wir ausf�uhrlicher behandeln werden, da er wohl in dieserallgemeinen Form noch nicht verwendet wurde und zun�achst etwas ungewohnt erscheinen k�onnte.Sp�ater werden wir sehen, da� er eine Schl�usselrolle bei der Axiomatisierung zyklischer Ordnungeneinnimmt.Der Begri�, um den es sich handelt, ist die Konsistenz zwischen W�ortern. Wir beginnen zuerst mit dereinfachen Variante: Zwei W�orter sind miteinander konsistent (u � v) gdw. ihre jeweiligen Projektionenauf das Alphabet des anderen gleich sind. Dies wird sofort verallgemeinert: Gegeben sei eine beliebige,bin�are Relation E auf W�ortern (die im obigen Spezialfall die Identit�at ist). Aus dieser gewinnen wireine neue Relation E�, die Konsistenz modulo E: Zwei W�orter sind miteinander konsistent modulo E(u E� v), gdw. ihre jeweiligen Projektionen auf das Alphabet in E enthalten sind.Bei uns wird es sich bei E immer um eine �Aquivalenzrelation handeln, die sogar konservativ undprojektiv ist. Da wir f�ur die meisten Theoreme nicht alle diese Eigenschaften ben�otigen, listen wir dieForderungen an E bei jedem Theorem explizit auf.S0715VA0716� u 2 A�, v 2 A�, E 2 BR(A�)M0717� u � v :, (u,v) 2 (�)D0718 (�) := f(u,v) 2 A� � A� � (u . A(v)) = (v . A(u))gT0719� (�) 2 BR(A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0718M0720� u E� v :, (u,v) 2 ( E�)D0721 ( E�) := f(u,v) 2 A� � A� � ((u . A(v)), (v . A(u))) 2 EgT0722� ( E�) 2 BR(A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721



56 KAPITEL 3. W�ORTERT0723� (�) = SEI I = ID(A�) � ( I�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0718, 0721B0724Es gilt [1,2,3,4] � [0,3,4,5,6], [1,2,3] � [2,3,4], [] � [1,2,3], [1] � [2,3], : [1,2] � [1,2], : [3,5,1]� [1,2,3,4,5].Jetzt zeigen wir einige elementare Eigenschaften f�ur die allgemeine Variante.S0725VA0726� u 2 A�, v 2 A�, E 2 BR(A�), E' 2 BR(A�)Direkt aus der De�nition folgt: Die Konsistenz modulo E ist monoton in der Relation E.T0727 E � E' ^ u E� v ) u E'� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721Enth�alt E die Identit�at, dann gilt dies auch f�ur ( E�) und somit ist ( E�) reexiv.T0728 ID(A�) � E ) ID(A�) � ( E�)A0729 ID(A�) � EG0730 8 u 2 A� � u E� uVA0731� u 2 A�G0732 u E� uG0733 ((u . A(u)), (u . A(u))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721T0734 ((u . A(u)), (u . A(u))) 2 ID(A�)G0735 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0729, 0734T0736 ID(A�) � E ) ( E�) ist reexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0728, 0071Symmetrie vererbt sich von E auf ( E�).T0737 E ist symmetrisch ) ( E�) ist symmetrischA0738 E ist symmetrischG0739 8 u,v � u E� v ) v E� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076VA0740 u,v � u E� vT0741� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0740G0742 v E� uT0743 ((u . A(v)), (v . A(u))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0740, 0721T0744 ((v . A(u)), (u . A(v))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0738, 0743G0745 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721, 0744Unter den in vorigen Theoremen genannten Bedingungen ist ( E�) also eine �Ahnlichkeitsrelation.T0746 ID(A�) � E ^ E ist symmetrisch ) ( E�) ist eine �Ahnlichkeitsrelation 0088, 0736, 0737Schlie�lich ist das leere Wort konsistent mit jedem anderen Wort, sofern ([],[]) 2 E gilt.T0747 ID(A�) � E ) 8 w 2 A� � [] E� wA0748 ID(A�) � EVA0749� w 2 A�G0750 [] E� wG0751 (([] . A(w)), (w . A([]))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721G0752 (([] . A(w)), (w . ;)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0323G0753 ([], []) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0640, 0646T0754 ([], []) 2 ID(A�)



3.11. KONSISTENTE W�ORTER 57G0755 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0748, 0754Eine einfache aber n�utzliche Charakterisierung der Konsistenz ist die folgende: Zwei W�orter sindmiteinander konsistent modulo E, gdw. die Projektionen auf das Schnittalphabet in der Relation Estehen.S0756VA0757� u 2 A�, v 2 A�, E 2 BR(A�)D0758 D := A(u) \ A(v)T0759� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0758T0760 u E� v , ((u . D), (v . D)) 2 EG0761 ((u . A(v)), (v . A(u))) 2 E , ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . 0721G0762 (((u . A(u)) . A(v)), ((v . A(v)) . A(u))) 2 E , ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . 0648G0763 ((u . (A(u) \ A(v))), (v . (A(v) \ A(u)))) 2 E , ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . 0651G0764 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0758Wir zeigen nun einige elementare Eigenschaften der Konsistenzrelation. Gelegentlich brauchen wir hierzus�atzliche Annahmen �uber die unterliegende Relation, z.B. Transitivit�at, Konservativit�at, Projekti-vit�at.S0765VA0766� u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�, E 2 BR(A�)Zwei miteinander konsistente W�orter mit gleichem Alphabet sind auch in E enthalten.T0767 A(u) = A(v) ^ u E� v ) (u,v) 2 EA0768 A(u) = A(v)A0769 u E� vG0770 (u,v) 2 ET0771 ((u . A(v)), (v . A(u))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721, 0769T0772 ((u . A(u)), (v . A(v))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0771, 0768G0773 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0772, 0648Ist E konservativ, so k�onnen wir das vorige Theorem anwenden. ( E�) ist also in diesem Fall eineErweiterung von E.T0774 E ist konservativ ^ (u,v) 2 E ) u E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 0393( E�) ist auch dann eine Erweiterung von E, wenn E projektiv ist.T0775 E ist projektiv ^ (u,v) 2 E ) u E� vA0776 E ist projektivA0777 (u,v) 2 EG0778 u E� vD0779 D := A(u) \ A(v)G0780 ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0779G0781 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0678, 0776, 0777F�ur transitive E ist die Konsistenz auf W�ortern mit gleichem Alphabet transitiv. Die Transitivit�atwird in diesem Fall von E auf ( E�) vererbt.T0782 E ist transitiv ^ A(u) = A(v) ^ A(v) = A(w) ^ u E� v ^ v E� w ) u E� wA0783 E ist transitivA0784 A(u) = A(v)



58 KAPITEL 3. W�ORTERA0785 A(v) = A(w)A0786 u E� vA0787 v E� wG0788 u E� wT0789 (u,v) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 0784, 0786T0790 (v,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 0785, 0787T0791 (u,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 0783, 0789, 0790T0792 A(u) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0784, 0785G0793 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 0792, 0791Ist E zus�atzlich noch konservativ und projektiv, so wird die Konsistenz nicht durch Austausch vonWortpaaren aus E zerst�ort. ( E�) ist also mit E vertr�aglich.T0794 E ist transitiv ^ E ist konservativ ^ E ist projektiv ^ u E� v ^ (v,w) 2 E ) u E� wA0795 E ist transitivA0796 E ist konservativA0797 E ist projektivA0798 u E� vA0799 (v,w) 2 EG0800 u E� wD0801 D := A(u) \ A(v)T0802 ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0801, 0798T0803 A(v) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0393, 0796, 0799T0804 D = A(u) \ A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0803, 0801G0805 ((u . D), (w . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0804T0806 ((v . D), (w . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0678, 0797, 0799G0807 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 0795, 0802, 0806Jetzt untersuchen wir das Verhalten der Konsistenzrelation unter Projektionen. Die unterliegende,bin�are Relation wird daf�ur als projektiv angenommen. Das Hauptresultat ist, da� sich die Projektivit�atnicht nur auf die Konsistenzrelation vererbt, sondern sogar dabei in gewissem Sinne noch verst�arkt.S0808VA0809� u 2 A�, v 2 A�, u0 2 A�, v0 2 A�, X 2 P(A), E 2 BR(A�)A0810 E ist projektivWir stellen zun�achst fest: Die Konsistenzrelation ist projektiv, d.h. sie bleibt bei beidseitiger Pro-jektion erhalten.T0811 u E� v ) (u . X) E� (v . X)A0812 u E� vG0813 (u . X) E� (v . X)T0814 ((u . A(v)), (v . A(u))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721, 0812T0815 (((u . A(v)) . X), ((v . A(u)) . X)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . 0678, 0810, 0814T0816 (((u . X) . A(v)),((v . X) . A(u))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0652, 0815T0817 ((((u . X) . A(v)) . X), (((v . X) . A(u)) . X)) 2 E . . . . . . . . . . 0678, 0810, 0816T0818 (((u . X) . (A(v) \ X)), ((v . X) . (A(u) \ X) )) 2 E . . . . . . . . . . . . 0651, 0817T0819 (((u . X) . A(v . X)), ((v . X) . A(u . X))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . 0657, 0818G0820 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721, 0819Eine linksseitige oder rechtsseitige Projektion der Konsistenzrelation ist �aquivalent zu einer beid-seitigen Projektion derselben.



3.11. KONSISTENTE W�ORTER 59T0821 (u . X) E� v ) (u . X) E� (v . X)A0822 (u . X) E� vG0823 (u . X) E� (v . X)T0824 ((u . X) . X) E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 0822T0825 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651, 0824T0826 u E� (v . X) ) (u . X) E� (v . X)A0827 u E� (v . X)G0828 (u . X) E� (v . X)T0829 (u . X) E� ((v . X) . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 0827T0830 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651, 0829T0831 (u . X) E� (v . X) ) (u . X) E� v ^ u E� (v . X)A0832 (u . X) E� (v . X)G0833 (u . X) E� v ^ u E� (v . X)D0834 D := A(u . X) \ A(v . X)T0835� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0834T0836 D = A(u) \ X \ A(v) \ X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657, 0834T0837 D = A(u) \ X \ A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0836T0838 (((u . X) . D), ((v . X) . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0834, 0832T0839 ((v . X) . D) = (v . (X \ D)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651T0840 ((u . X) . D) = (u . (X \ D)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651T0841 D � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0837T0842 X \ D = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0841T0843 (((u . X) . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0838, 0839, 0842T0844 ((u . D), ((v . X) . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0838, 0840, 0842T0845 D = A(u . X) \ A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657T0846 D = A(u) \ A(v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657T0847 (u . X) E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0845, 0843T0848 u E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0846, 0844G0849 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0847, 0848Links- und rechtsseitige Projektionen der Konsistenzrelation sind also �aquivalent.T0850 (u . X) E� v , (u . X) E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0821, 0831T0851 u E� (v . X) , (u . X) E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0826, 0831T0852 (u . X) E� v , u E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0850, 0851F�ur die Konsistenzrelation gilt also nicht nur die Invarianz gegen�uber beidseitiger Projektion (Pro-jektivit�at), wie wir sie f�ur E voraussetzten, sondern auch die Invarianz gegen�uber einseitiger Pro-jektion.T0853 u E� v ) (u . X) E� v ^ u E� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 0831Da Teilwortbildung von einfachen W�ortern nach Theorem 0665 eine Projektion ist, gilt die Konsi-stenz zwischen zwei W�ortern auch f�ur deren Teilw�orter.T0854 v ist einfach ^ u E� v ^ w v v ) u E� wA0855 v ist einfachA0856 u E� vA0857 w v vG0858 u E� wT0859 w = (v . A(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 0855, 0857G0860 u E� (v . A(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0859



60 KAPITEL 3. W�ORTERG0861 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0853, 0856T0862 u ist einfach ^ v ist einfach ^ u0 v u ^ v0 v v ^ u E� v ) u0 E� v0A0863 u ist einfach ^ v ist einfachA0864 u0 v u ^ v0 v vA0865 u E� vG0866 u0 E� v0T0867 u0 = (u . A(u0)) ^ v0 = (v . A(v0)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 0863, 0864T0868 u E� (v . A(v0)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0853, 0865T0869 (u . A(u0)) E� (v . A(v0)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0853, 0868G0870 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0867, 08693.12 Konsistenz modulo Identit�atDie im vorigen Abschnitt entwickelten Theoreme �uber die Konsistenz von W�ortern werden nun spe-zialisiert. W�ahlen wir f�ur E die projektive �Aquivalenzrelation ID(A�), dann erhalten wir die f�ur dieKonsistenzrelation (�) spezialisierten Versionen der Theoreme.S0871VA0872� u 2 A�, v 2 A�T0873 u � v , (u . A(v)) = (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721T0874 ID(A�) � (�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0728T0875 (�) ist reexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0736T0876 (�) ist symmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0737, 0293D0877 D := A(u) \ A(v)T0878 u � v , (u . D) = (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0877S0879VA0880� u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�T0881 A(u) = A(v) ^ u � v ) u = v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767T0882 8 x 2 A, y 2 A � [x,y] � [y,x] ) x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . 0881, 0328, 0287T0883 u = v ) u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0774, 0391T0884 A(u) = A(v) ^ A(v) = A(w) ^ u � v ^ v � w ) u � w . . . . . . . . . 0782, 0294S0885VA0886� u 2 A�, v 2 A�, X 2 P(A)T0887 u � v ) (u . X) � (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 0679T0888 (u . X) � v , (u . X) � (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0850, 0679T0889 u � (v . X) , (u . X) � (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0851, 0679T0890 (u . X) � v , u � (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0852, 0679T0891 u � v ) (u . X) � v ^ u � (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0853, 0679T0892 v ist einfach ^ u � v ^ w v v ) u � w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0854, 0679T0893 u ist einfach ^ v ist einfach ^ u0 v u ^ v0 v v ^ u � v ) u0 � v0 . . . . 0862, 0679Anders als bei diesen aus dem vorigen Abschnitt stammenden allgemeinen Theoremen, werden wir nunvon den speziellen Eigenschaften der Konsistenz modulo Identit�at Gebrauch machen. Man beachte,da� wir im folgenden nur einfache W�orter betrachten.S0894VA0895� u 2 A�, v 2 A�A0896 u ist einfach ^ v ist einfachD0897 D := A(u) \ A(v)T0898� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0897



3.12. KONSISTENZ MODULO IDENTIT�AT 61Sind zwei W�orter konsistent, so sind nat�urlich nicht nur die Projektionen auf das Schnittalphabetselbst, sondern auch alle Projektionen auf Teilmengen des Schnittalphabets identisch.T0899 u � v ) 8 C � C � D ) (u . C) = (v . C)A0900 u � vVA0901 C � C � DG0902 (u . C) = (v . C)T0903� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0901T0904 (u . D) = (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0878, 0897T0905 ((u . D) . C) = ((v . D) . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0904T0906 (u . (D \ C)) = (v . (D \ C)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651, 0905G0907 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0906, 0901Die Umkehrung des vorigen Theorems gilt auch. Tats�achlich k�onnen wir die Pr�amisse sogar nochabschw�achen: Es reicht aus alle zweielementigen Projektionen auf das Schnittalphabet zu betrach-ten.T0908 ( 8 C � C � D ^ jCj = 2 ) (u . C) = (v . C) ) ) u � vA0909 8 C � C � D ^ jCj = 2 ) (u . C) = (v . C)A0910 : u � vT0911 (u . D) 6= (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0878, 0897, 0910T0912 D � A(u) ^ D � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0897T0913 A(u . D) = D ^ A(v . D) = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657, 0912T0914 A(u . D) = A(v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0913T0915 (u . D) ist einfach ^ (v . D) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0656, 0896VT0916 x,y � x 6= y ^ [x,y] v (u . D) ^ [y,x] v (v . D) . . . . . . . . . . 0580, 0915, 0914, 0911T0917� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0916T0918 fx,yg � DT0919 A([x,y]) � A(u . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 0916T0920 fx,yg � A(u . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 0919T0921 A(u . D) � D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0659G0922 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0920, 0921T0923 jfx,ygj = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0916T0924 (u . fx,yg) = [x,y]T0925 [x,y] v (u . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0916T0926 [x,y] = ((u . D) . A([x,y])) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 0915, 0925T0927 ((u . D) . fx,yg) = [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 0926T0928 (u . (D \ fx,yg)) = [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651, 0927G0929 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0918, 0928T0930 (v . fx,yg) = [y,x]T0931 [y,x] v (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0916T0932 [y,x] = ((v . D) . A([y,x])) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 0915, 0931T0933 ((v . D) . fx,yg) = [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 0932T0934 (v . (D \ fx,yg)) = [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0651, 0933G0935 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0918, 0934T0936 [x,y] = [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0909, 0918, 0923, 0924, 0930T0937 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0916T0938 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0287, 0936, 0937Gibt es keine zweielementigen Projektionen, weil das Schnittalphabet kein oder nur ein Elementerh�alt, so sind die einfachen W�orter nat�urlich konsistent.T0939 jA(u) \ A(v)j < 2 ) u � vG0940 jDj < 2 ) u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0897A0941 jDj < 2



62 KAPITEL 3. W�ORTERG0942 u � vG0943 8 C � C � D ^ jCj = 2 ) (u . C) = (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0908T0944 8 C � C � D ) jCj < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0941G0945 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0944Nun zeigen wir noch einige einfache Beziehungen zwischen der Konsistenz und der Teilwortrelation.Wir beschr�anken uns dabei wieder auf einfache W�orter.S0946VA0947� u 2 A�, v 2 A�F�ur einfache W�orter ist ein Teilwort konsistent mit dem urspr�unglichen Wort. Wir nutzen dabeiwieder aus, da� Teilwortbildung durch Projektion nach Theorem 0665 ausdr�uckbar ist.T0948 v ist einfach ^ u v v ) u � vA0949 v ist einfachA0950 u v vG0951 u � vG0952 (u . A(v)) = (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0873T0953 u = (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 0949, 0950G0954 (u . A(v)) = u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0953T0955 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 0950G0956 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 0955Hieraus folgt sofort, da� einfache und bzgl. der Teilwortrelation vergleichbare W�orter immer kon-sistent sind.T0957 u ist einfach ^ v ist einfach ^ (u v v _ v v u) ) u � vA0958 u ist einfach ^ v ist einfachT0959 u v v ) u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0948, 0958T0960 v v u ) v � u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0948, 0958T0961 v v u ) u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0876, 0960G0962 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0959, 0961Die umgekehrte Implikation, n�amlich das die Konsistenz zweier W�orter impliziert, da� eines einTeilwort des anderen ist, gilt unter der Nebenbedingung, da� die Alphabete vergleichbar sind, imallgemeinen jedoch nicht.T0963 A(u) � A(v) ^ u � v ) u v vA0964 A(u) � A(v)A0965 u � vG0966 u v vD0967 D := A(u) \ A(v)T0968� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0967T0969 (u . D) = (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0878, 0967, 0965T0970 D = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0967, 0964T0971 (u . A(u)) = (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0970, 0969T0972 u = (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0648, 0971T0973 (v . A(u)) v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655G0974 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0972, 0973Hier noch einige konkrete Aussagen f�ur kleine W�orter:S0975VA0976� a 2 A, b 2 A



3.13. KONSISTENZ MODULO ROTATION 63T0977 [a] � [a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0883T0978 a 6= b ) : [a,b] � [b,a]A0979 a 6= bT0980 [a,b] 6= [b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0287, 0979G0981 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0881, 0328, 09803.13 Konsistenz modulo RotationEine andere Spezialisierung der allgemeinen Theoreme �uber Konsistenz modulo E erhalten wir, wennwir die Rotations�aquivalenz als unterliegende �Aquivalenzrelation verwenden, die wie schon festgestellt,zus�atzlich noch konservativ und projektiv ist. (rot�) bezeichnen wir als die Relation der Konsistenzmodulo Rotation.S0982VA0983� u 2 A�, v 2 A�D0984� (rot�) := SEI E = (rot�) � E�T0985� (rot�) 2 BR(A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0722T0986 u rot� v , (u . A(v)) rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721T0987 ID(A�) � (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0728, 0510T0988 (rot�) ist reexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0736, 0510T0989 (rot�) ist symmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0737, 0514T0990 u � v ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0727, 0510D0991 D := A(u) \ A(v)T0992 u rot� v , (u . D) rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 0991B0993Es gilt [1,2] rot� [0,1,2,3], [1,2] rot� [3,2,1,0], [1,2,3] rot� [2,3,1], [2,3,1] rot� [0,1,2,3,4], [1,2,3,4,5]rot� [7,8,3,9,4,1], [1,2,3,4] rot� [5,6,7], : [1,2,3] rot� [2,1,3], : [1,3,4,5,7] rot� [7,8,9,4,1,6], [5,1,2,7,1]rot� [3,1,4,1,2,3], [1,3,6,9] rot� [9,1,7,8], [1,2,3] rot� [3,4,5,6].S0994VA0995� u 2 A�, v 2 A�, w 2 A�, u0 2 A�, v0 2 A�T0996 A(u) = A(v) ^ u rot� v ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767T0997 u rot� v ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0774, 0518T0998 A(u) = A(v) ^ A(v) = A(w) ^ u rot� v ^ v rot� w ) u rot� w . . . . . . . . . 0782, 0516T0999 u rot� v ^ v rot� w ) u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0794, 0516, 0518, 0680T1000 u rot� v ^ u rot� u0 ^ v rot� v0 ) u0 rot� v0A1001 u rot� vA1002 u rot� u0 ^ v rot� v0G1003 u0 rot� v0T1004 u rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0999, 1001, 1002T1005 v0 rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0989, 1004T1006 v0 rot� u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0999, 1005, 1002G1007 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0989, 1006S1008VA1009� u 2 A�, v 2 A�, X 2 P(A)T1010 u rot� v ) (u . X) rot� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 0680T1011 (u . X) rot� v , (u . X) rot� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0850, 0680T1012 u rot� (v . X) , (u . X) rot� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0851, 0680



64 KAPITEL 3. W�ORTERT1013 (u . X) rot� v , u rot� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0852, 0680T1014 u rot� v ) (u . X) rot� v ^ u rot� (v . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0853, 0680T1015 v ist einfach ^ u rot� v ^ w v v ) u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0854, 0680T1016 v ist einfach ^ u rot� v ^ w rotv v ) u rot� wA1017 v ist einfachA1018 u rot� vA1019 w rotv vG1020 u rot� wVT1021 w0 2 A� � w rot� w0 ^ w0 v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0697, 1019T1022� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1021T1023 u rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 1017, 1018, 1021T1024 w0 rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1021G1025 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0999, 1023, 1024Nutzen wir die besonderen Eigenschaften der Rotations�aquivalenz aus, so k�onnen wir weitere Theoremeableiten. Die Vorgehensweise ist ganz analog zu Konsistenz modulo Identit�at. Wieder beschr�anken wiruns auf die Konsistenz zwischen einfachen W�ortern.S1026VA1027� u 2 A�, v 2 A�A1028 u ist einfach ^ v ist einfachD1029 D := A(u) \ A(v)T1030� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1029F�ur zwei miteinander konsistente W�orter sind die Projektionen auf alle Teilmengen des Schnittal-phabets rotations�aquivalent.T1031 u rot� v ) 8 C � C � D ) (u . C) rot� (v . C)A1032 u rot� vVA1033 C � C � DT1034� C � A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1033G1035 (u . C) rot� (v . C)T1036 (u . D) rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0992, 1029, 1032T1037 ((u . D) . C) rot� (v . D) . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0678, 0680, 1036G1038 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1037, 0651, 1033Das folgende Theorem ist eine abgeschw�achte Umkehrung des vorigen und gleichzeitig ein Schl�ussel-theorem f�ur die Theorie der zyklischen Ordnungen. Es wird schon hier deutlich, da� dreielementigenMengen eine wesentliche Rolle zukommt. Die Aussage ist, da� eine hinreichende Bedingung f�ur dieKonsistenz zweier einfacher W�orter, die �Aquivalenz aller Projektionen auf dreielementige Teilmen-gen des Schnittalphabets ist. Um die Konsistenz modulo Rotation nachzuweisen, gen�ugt es also die�Aquivalenz bestimmter dreistelliger W�orter zu pr�ufen.T1039 ( 8 C � C � D ^ jCj = 3 ) (u . C) rot� (v . C) ) ) u rot� vT1040 A(u . D) = A(v . D) = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1029, 0660T1041 L(u . D) = L(v . D) = jDj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1040, 1028, 0373G1042 : u rot� v ) ( 9 C � C � D ^ jCj = 3 ^ : (u . C) rot� (v . C) )A1043 : u rot� vT1044 : (u . D) rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0992, 1029, 1043A1045 L(u . D) = 0T1046 L(v . D) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1041, 1045T1047 : [] rot� [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1044, 0258, 1045, 1046T1048 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1047, 0497



3.13. KONSISTENZ MODULO ROTATION 65A1049 L(u . D) 6= 0T1050 L(u . D) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1049T1051 0 2 I(u . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 1050T1052 (u . D)0 2 A(v . D)T1053 (u . D)0 2 A(u . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 1051G1054 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1040, 1053VT1055 n 2 I(v . D) � (v . D)n = (u . D)0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1052,0356D1056 u0 := (u . D)D1057 v0 := (v . D) � (� n)T1058 0 2 I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056, 1051T1059 u00 = v00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056, 1057, 0483, 1055T1060 A(v0) = A(v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1057, 0486T1061 A(v0) � D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1060, 0659T1062 u0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1028, 0656T1063 v0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1028, 0656, 0487T1064 A(u0) = A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056, 1060, 1040T1065 I(u0) = I(v0)T1066 L(u0) = jA(u0)j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 1062T1067 L(v0) = jA(v0)j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 1063T1068 L(u0) = L(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1064, 1066, 1067G1069 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299, 1068D1070� I := I(u0)T1071� I = I(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065T1072 0 2 I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1058T1073 : v0 rot� u0A1074 v0 rot� u0T1075 u0 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1074T1076 v0 rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1057, 0491T1077 u0 rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 1075, 1076T1078 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056, 1077, 1044T1079 v0 6= u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0509, 1073VT1080 i � i ist minimal in fi 2 I � u0i 6= v0igT1081 9 i 2 I � u0i 6= v0i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0359, 1079, 1065T1082 fi 2 I � u0i 6= v0ig 6= ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1081T1083 fi 2 I � u0i 6= v0ig � N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1082G1084 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0186, 1083, 1082T1085 i 2 fi 2 I � u0i 6= v0ig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0187, 1080T1086 i 2 I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085T1087 u0i 6= v0i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1085T1088 i 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1087, 1059T1089 0 < i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1086, 1088T1090 8 j 2 I � j < i ) u0j = v0jT1091 8 j 2 fi 2 I � u0i 6= v0ig � i � j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0188, 1080T1092 8 j 2 I � u0j 6= v0j ) i � j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1091G1093 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1092T1094 8 j 2 I � j 6= i ) u0i 6= u0jT1095 8 i 2 I(u0), j 2 I(u0) � i 6= j ) u0i 6= u0j . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 1062G1096 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1095, 1086T1097 8 j 2 I � j 6= i ) v0i 6= v0jT1098 8 i 2 I(v0), j 2 I(v0) � i 6= j ) v0i 6= v0j . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 1063G1099 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1098, 1086T1100 8 j 2 I � j < i ) u0i 6= v0j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1090, 1094T1101 8 j 2 I � j < i ) v0i 6= u0j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1090, 1097T1102 8 j 2 I � j � i ) u0i 6= v0j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1100, 1087T1103 8 j 2 I � j � i ) v0i 6= u0j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1101, 1087VT1104 k 2 I � u0i = v0k



66 KAPITEL 3. W�ORTERT1105 u0i 2 A(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 1086T1106 u0i 2 A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105, 1064G1107 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1106T1108 i < k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1102, 1104VT1109 l 2 I � v0i = u0lT1110 v0i 2 A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 1086T1111 v0i 2 A(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1110, 1064G1112 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1111T1113 i < l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1103, 1109D1114 u00 := [u00, u0i, u0l]T1115� u00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1114, 1072, 1086, 1109D1116 v00 := [v00, v0i, v0k]T1117� v00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1116, 1072, 1086, 1104D1118 C := A(u00)T1119 C = fu00, u0i, u0lg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1118, 1114, 0329T1120 C = fv00, v0i, v0kg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1119, 1059, 1104, 1109T1121 C = A(v00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1120, 1116, 0329T1122 u00 6= u0i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1094, 1058, 1088T1123 u0i 6= u0lT1124 l 6= i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1113G1125 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1094, 1109, 1124T1126 u00 6= u0lT1127 v00 6= v0i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1097, 1072, 1088G1128 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ?933.5, 1059, 1109T1129 jCj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1121, 0373G1130 jfu00, u0i, u0lgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1119G1131 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ?933.1, 1123, 1126T1132 u00 rot� (u . C)T1133 u0 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1056, 0655T1134 u00 v u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1114, 0585 1072, 1086, 1109, 1089, 1113T1135 u00 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0564, 1134, 1133T1136 u0 = (u . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1118, 0665, 1028, 1135G1137 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0509, 1136T1138 (v . C) rot� v00T1139 (v . D) rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0491, 1057T1140 v0 rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1139T1141 (v . D) v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T1142 v0 rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0697, 1141, 1140T1143 v00 v v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1116, 0585, 1072, 1086, 1104, 1089, 1108T1144 v00 rotv v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0692, 1143T1145 v00 rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0703, 1144, 1142T1146 v00 rot� (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1121, 0711, 1028, 1145G1147 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1146T1148 C � DT1149 A(v00) � A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 1143G1150 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1121, 1149, 1061T1151 : (u . C) rot� (v . C)A1152 (u . C) rot� (v . C)T1153 : [u00, u0i, u0l] rot� [u00, u0l, u0i] . . . . . . . . . . . . . . . . 0506, 1122, 1123, 1126T1154 : [u00, u0i, u0l] rot� [v00, v0i, v0k] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1059, 1109, 1104T1155 : u00 rot� v00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1114, 1116, 1154T1156 u00 rot� (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 1132, 1152T1157 u00 rot� v00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 1156, 1138T1158 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1155, 1157



3.13. KONSISTENZ MODULO ROTATION 67G1159 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1129, 1148, 1151Als Spezialfall dieses Theorems sind einfache W�orter, die h�ochstens zwei Elemente gemeinsamhaben, auf jeden Fall konsistent modulo Rotation. Man vergleiche dies mit Theorem 0939T1160 jA(u) \ A(v)j < 3 ) u rot� vG1161 jDj < 3 ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1029A1162 jDj < 3G1163 u rot� vG1164 8 C � C � D ^ jCj = 3 ) (u . C) rot� (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1039T1165 8 C � C � D ) jCj < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1162G1166 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1165Man vergleiche auch Theorem 1160 mit 0939 und Theorem 1039 mit 0908. Wir erkennen hier eineVerbindung zwischen Konsistenz und der Wortl�ange zwei, sowie zwischen Konsistenz modulo Rotationund Wortl�ange drei. Dieser Zusammenhang wird uns w�ahrend der gesamten Arbeit begleiten.Analog zum vorigen Abschnitt, stellen wir nun noch einige Verbindungen zwischen der Konsistenzre-lation (modulo Rotation) und der Quasiordnung (rotv), die Rotations�aquivalenz und Teilwortrelationvereinigte, her.S1167VA1168� u 2 A�, v 2 A�F�ur einfache W�orter ist ein rotiertes Teilwort konsistent mit dem urspr�unglichen Wort.T1169 v ist einfach ^ u rotv v ) u rot� vA1170 v ist einfachA1171 u rotv vG1172 u rot� vVT1173 w 2 A� � u v w ^ w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0696, 1171T1174 v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1173T1175 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0521, 1170, 1174G1176 (u . A(v)) rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0721T1177 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0708, 1171G1178 u rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 1177T1179 (w . A(u)) rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0678, 0680, 1174G1180 u rot� (w . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 1179G1181 u = (w . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0509G1182 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0665, 1170, 1173Es folgt sofort, da� bzgl. der Quasiordnung (rotv) vergleichbare einfache W�orter immer konsistentmodulo Rotation sind.T1183 u ist einfach ^ v ist einfach ^ (u rotv v _ v rotv u) ) u rot� vA1184 u ist einfach ^ v ist einfachT1185 u rotv v ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1169, 1184T1186 v rotv u ) v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1169, 1184T1187 v rotv u ) u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0989, 1186G1188 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1185, 1187Sind umgekehrt zwei modulo Rotation konsistente W�orter bzgl. des Alphabets vergleichbar, so istdas eine ein rotiertes Teilwort des anderen.



68 KAPITEL 3. W�ORTERT1189 A(u) � A(v) ^ u rot� v ) u rotv vA1190 A(u) � A(v)A1191 u rot� vG1192 u rotv vG1193 9 w 2 A� � u rot� w ^ w v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0697D1194 D := A(u) \ A(v)T1195� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194T1196 (u . D) rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0992, 1194, 1191T1197 D = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194, 1190T1198 (u . A(u)) rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1197, 1196T1199 u rot� (v . A(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0648, 1198T1200 (v . A(u)) v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655G1201 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1199, 1200Jetzt betrachten wir noch einmal die allgemeine Konsistenz modulo einer konservativen Relationund spezialisieren das Resultat auf die Rotations�aquivalenz: Zwei miteinander konsistente W�orterunterscheiden sich in den Vorkommen von Elementen aus dem Schnittalphabet nicht.S1202VA1203� u 2 A�, v 2 A�, E 2 BR(A�)T1204 E ist konservativ ^ u E� v ) 8 x 2 A(u) \ A(v) � (OCC x u) = (OCC x v)A1205 E ist konservativA1206 u E� vVA1207 x 2 A(u) \ A(v)G1208 (OCC x u) = (OCC x v)D1209 D := A(u) \ A(v)T1210 ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 1209, 1206T1211 x 2 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1209, 1207T1212 (OCC x u) = (OCC x (u . D)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0661, 1211T1213 (OCC x v) = (OCC x (v . D)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0661, 1211G1214 (OCC x (u . D)) = (OCC x (v . D)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1212, 1213G1215 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0390, 1205, 1210T1216 u rot� v ) 8 x 2 A(u) \ A(v) � (OCC x u) = (OCC x v) . . . . . . . . . . 1204, 0518Schlie�lich folgen noch einige Aussagen �uber die Konsistenz von konkreten, dreistelligen W�ortern, diesp�ater wiederholt ben�otigt werden.S1217VA1218� a 2 A, b 2 A, c 2 AT1219 [a] rot� [a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0997, 0498T1220 [a,b] rot� [b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0997, 0499A1221 a 6= b ^ b 6= c ^ a 6= cT1222 : [a,b,c] rot� [c,b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 0329, 0505, 1221T1223 : [a,b,c] rot� [a,c,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 0329, 0506, 1221



3.14. KETTEN UND ZYKLEN VON BIN�AREN RELATIONEN 693.14 Ketten und Zyklen von bin�aren RelationenFassen wir eine bin�are Relation als Graphen auf, dann sind W�orter geeignet endliche Ketten undendliche Zyklen mit ausgezeichnetem Anfangspunkt darzustellen.S1224VA1225� S 2 BR(A), X 2 P(A), w 2 A�, u 2 A�, v 2 [A], x 2 AEine Kette ist ein Wort, in dem benachbarte Elemente in der betrachteten bin�aren Relation stehen.Dabei ist die Richtung der Relation zu ber�ucksichtigen.D1226 w ist eine S -Kette :, 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � j = i + 1 ) (wi,wj) 2 STriviale Ketten sind danach das leere und das einstellige Wort. Man beachte, da� im zweiten Falldas einzelne Element nicht in der Relation vorkommen mu�.T1227 [] ist eine S -KetteT1228 8 x 2 A � [x] ist eine S -KetteAbgesehen von dieser Ausnahme stammen die Elemente eine Kette jedoch immer aus der unterlie-genden Relation.T1229 8 w 2 A� � w ist eine S -Kette ^ L(w) 6= 1 ) A(w) � F(S)Zwei Ketten k�onnen zu einer neuen Kette zusammengef�ugt werden, wenn eine Relation von demEnde der ersten Kette zum Begin der zweiten Kette besteht.T1230 u ist eine S -Kette ^ v ist eine S -Kette ^ 1 � L(u) ^ 1 � L(v) ^ (uL(u) � 1, v0) 2 S) (u � v) ist eine S -KetteZyklen sind spezielle, nichtleere Ketten: Zus�atzlich fordert man eine Relation vom letzten zumersten Element des Wortes. Wir fordern hier jedoch nicht die Einfachheit des Wortes, d.h. Zyklen,in denen Elemente wiederholt vorkommen, sind zul�assig. Insbesondere kann auch ein Zyklus durchwiederholten Durchlauf vergr�o�ert werden.D1231 w ist ein S -Zyklus :, w ist eine S -Kette ^ 1 � L(w) ^ (wL(w) � 1, w0) 2 SEin Zyklus enth�alt nur Elemente die in der zugrundeliegenden Relation vorkommen.T1232 8 w 2 A� � w ist ein S -Zyklus ) A(w) � F(S)Das einstellige Wort ist genau dann ein Zyklus, wenn der Graph der Relation in diesem Elementeine Schlinge besitzt.T1233 [x] ist ein S -Zyklus , (x,x) 2 SF�ur W�orter mit einer L�ange von mindestens zwei Elementen ist die Zyklus-Eigenschaft durch dieBetrachtung der ersten beiden Elemente aller Rotationen �uberpr�ufbar.T1234 2 � L(w) ) (w ist ein S -Zyklus , 8 w0 � w rot� w0 ) (w00, w01) 2 S)Schlie�lich k�onnen wir noch aus einer Kette einen Zyklus extrahieren, wenn wir sicherstellen, da�sein letztes zu seinem ersten Element in der Relation steht.T1235 8 w 2 [A], i 2 I(w), j 2 I(w) � i � j ^ w ist eine S -Kette ^ (wj, wi) 2 S )(w / [i. . . j]) ist ein S -Zyklus



70 KAPITEL 3. W�ORTERKetten und Zyklen werden uns insbesondere bei der bereits in der Einleitung erw�ahnten Sicht einerzyklischen Ordnung als Graph der bin�aren Nachfolgerrelation gute Dienste leisten. Die Verh�altnissesind jedoch wieder nicht so einfach wie man meinen k�onnte: Zum einen sind Ketten und Zyklen endlichund k�onnen somit keine Kreise mit unendlicher Zahl von Elementen beschreiben. Zum anderen wirdnicht jeder Zyklus einem Kreis in einer zyklischen Ordnung entsprechen, da ein Zyklus die Ordnungintuitiv mehrfach umlaufen kann. Noch unklar ist dabei jedoch, was einen mehrfachen Umlauf einerzyklischen Ordnung von einem einfachen unterscheidet.



Kapitel 4Verallgemeinerte RelationenDie im vorigen Kapitel eingef�uhrten W�orter lassen sich als Verallgemeinerung von Paaren au�assen.Paare fassen zwei Elemente zu einen Objekt zusammen, so da� sie durch Projektion wieder getrenntwerden k�onnen. Zu W�ortern lassen sich eine beliebige, endliche Zahl von Elementen zusammenfassen.Im Gegensatz zu Paaren ist die L�ange variabel und bestimmbar, d.h. im Wort codiert. Aus diesemGrunde sind geschachtelte Paare als Repr�asentation von W�ortern variabler L�ange nicht ad�aquat.Auf die gleiche Weise, wie wir eine Menge von Paaren als bin�are Relation au�assen, k�onnen wir eineMenge von W�ortern als verallgemeinerte Relation bezeichnen. Die bin�aren Relationen (genauer gesagteine �aquivalente Repr�asentation) erh�alt man, indem man in der verallgemeinerten Relation nur W�orterder L�ange zwei zul�a�t.Von nun an sprechen wir von verallgemeinerten Relationen kurz als Relationen und bezeichnen diekonventionellen Relationen der Mengenlehre explizit als bin�are Relationen, wenn die Gefahr einerVerwechslung besteht. Es folgt die formale De�nition: R�(X) ist die Menge der Relationen auf X.Rn(X) enth�alt die n-stelligen Relationen auf X.S1236VA1237 X 2 P(A), n 2 ND1238� R�(X) := P(X�)D1239� Rn(X) := P(Xn)Man beachte, da� eine Relation W�orter verschiedener L�ange aufnehmen kann. Eine n-stellige Relationenth�alt dagegen nur W�orter der L�ange n.B1240Eine endliche Relation auf N ist f[0,1,2,3], [3,2,1], [1], []g. Eine unendliche 4-stellige Relation aufZ ist f[i, j, i � j, i + j] � (i,j) 2 Z � Zg. Eine Relation, die keine n-stellige Relation f�ur ein n ist,wird durch N� oder auch durch die Teilmenge f[0,...,n] � n 2 Ng gegeben.Im folgenden de�nieren wir auf naheliegende Weise das Alphabet A(R) einer Relation als Vereinigungder Alphabete aller darin enthaltenen W�orter. F�ur bin�are Relationen R entspricht dies der F(R) -Funktion. Wir bezeichnen die Elemente in A(R) auch als Elemente der Relation R, w�ahrend wir dieElemente der Menge R als W�orter der Relation R bezeichnen.S1241VA1242 R 2 R�(A), R0 2 R�(A)D1243 A(R) := S fA(w) � w 2 Rg 71



72 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT1244� A(R) 2 P(A)T1245 8 w 2 R � A(w) � A(R)T1246 R � R0 ) A(R) � A(R0)T1247 A(R [ R0) = A(R) [ A(R0)T1248 8 w 2 A� � A(fwg) = A(w)Eine andere Sichtweise auf Relationen dieser Art, ist sie als Verallgemeinerung von formalen Sprachenaufzufassen. Eine formale Sprache ist eine Menge von W�ortern �uber einem endlichen Alphabet. DieVerallgemeinerung liegt darin, das die Endlichkeit des Alphabets aufgegeben wird. Obwohl wir Rela-tionen zun�achst allgemein behandeln, werden wir uns sp�ater auch f�ur endliche Relationen interessieren,deren Alphabet ebenfalls endlich ist, womit es sich tats�achlich um formale Sprachen handelt.Wie bei bin�aren Relationen, k�onnen wir eine Relation auf eine Menge einschr�anken.S1249VA1250 R 2 R�(A), X 2 P(A)D1251 RjX := fw 2 R � A(w) � XgT1252� (RjX) 2 R�(A)T1253 (RjX) � RT1254 A(RjX) � A(R)T1255 A(RjX) � XFerner ist es sinnvoll die L�ange einer Relation, als L�ange des maximalen Wortes de�nieren. Manbeachte: Die leere Relation hat keine L�ange, und auch in anderen F�allen mu� die L�ange nicht immerde�niert sein. Analog zur Einschr�ankung auf ein Alphabet, k�onnen wir eine Relation auch auf einemaximale L�ange einschr�anken.S1256VA1257 R 2 R�(A), n 2 ND1258 L(R) := � n � n ist maximal in fL(w) � w 2 RgT1259� #(L(R)) ) L(R) 2 NT1260 R ist endlich ) #(L(R))T1261 #(L(R)) ) 8 w 2 R � L(w) � L(R)T1262 L(R) � n , 8 w 2 R � L(w) � nS1263VA1264 R 2 R�(A), R0 2 R�(A), X 2 P(A), n 2 N, m 2 ND1265 Rjn := fw 2 R � L(w) � ngT1266� Rjn 2 R�(A)T1267 (Rjn) � RT1268 L(Rjn) � nT1269 L(R) � n ) R = (Rjn)T1270 n � m ) (Rjn) � (Rjm)T1271 R � R0 ) (Rjn) � (R0jn)T1272 X ist endlich ) (X�jn) ist endlichT1273 [] 2 R , [] 2 (Rjn)T1274 1 � n ) ([a] 2 R , [a] 2 (Rjn) )T1275 2 � n ) ([a,b] 2 R , [a,b] 2 (Rjn) )T1276 3 � n ) ([a,b,c] 2 R , [a,b,c] 2 (Rjn) )Die schon f�ur W�orter de�nierte Einfachheit �ubertragt sich auf nat�urliche Weise auf Relationen, dieeinfach sind, wenn sie nur einfache W�orter enthalten. Jede Teilmenge einer einfachen Relation ist somiteinfach.



4.1. ENDLICHKEIT 73S1277VA1278� R 2 R�(A)D1279 R ist einfach :, 8 w 2 R � w ist einfachEinfachheit ist eine Eigenschaft, die sich von einer Relation auf alle ihre Teilrelationen �ubertr�agt.T1280 R ist einfach , 8 R0 2 R�(A) � R0 � R ) R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . 1279Au�erdem wird noch der Begri� der totalen Relation eingef�uhrt: Eine Relation ist total gdw. jedesPaar aus dem Alphabet in einem Wort vorkommt. Jede Obermenge einer totaler Relation ist total,wenn sich das Alphabet nicht ver�andert.S1281VA1282� R 2 R�(A)D1283 R ist total :, 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)Anders als bei der Einfachheit (Theorem 1280) ist jede Erweiterung einer totalen Relation mitgleichem Alphabet total.T1284 R ist total ) 8 R0 2 R�(A) � A(R0) = A(R) ^ R � R0 ) R0 ist total . . . . . 1283Relationen, die nur ein Wort enthalten, sind trivialerweise total.T1285 8 w 2 A� � fwg ist totalVA1286� w 2 A�G1287 8 x 2 A(fwg), y 2 A(fwg) � 9 w 2 fwg � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . 1283T1288 A(fwg) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243G1289 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1288B1290Wir setzen R = f[0,1,3], [0,0,3], [2,3], [3,0,2], [1,2,3]g. Wir haben das Alphabet A(R) = f0,1,2,3g. Rist nicht einfach, da [0,0,3] 2 R nicht einfach ist. R ist jedoch total, da jedes Paar aus f0,1,2,3g ineinem Wort vorkommt. R0 = f[0,1], [2,3,4]g mit A(R) = f0,1,2,3,4g ist einfach, aber nicht total, dadie Elemente 0 und 2 nicht gemeinsam in einem Wort enthalten sind. Ferner haben wir nat�urlichL(R) = L(R0) = 3.4.1 EndlichkeitHier werden kurz einige Endlichkeitseigenschaften von Relationen zusammengestellt. Die st�arkste istdie Endlichkeit der Relation selbst.S1291VA1292� R 2 R�(A)Eine Relation mit endlichem Alphabet ist eine formale Sprache. Endlichkeit der Relation impliziertnat�urlich Endlichkeit des Alphabets, da W�orter in unserem Sinne immer endlich sind.T1293 R ist endlich ) A(R) ist endlichA1294 R ist endlichG1295 A(R) ist endlichG1296 S fA(w) � w 2 Rg ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243T1297 8 w 2 R � A(w) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240



74 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG1298 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1294, 1297Sicherlich ist die Menge aller einfachen W�orter �uber einem endlichen Alphabet endlich. Hierausfolgt unmittelbar f�ur einfache Relationen mit endlichem Alphabet die Endlichkeit der Relationselbst.T1299 8 X 2 P(A) � X ist endlich ) fw 2 A� � w ist einfach ^ A(w) � Xg ist endlichT1300 A(R) ist endlich ^ R ist einfach ) R ist endlichA1301 A(R) ist endlichA1302 R ist einfachG1303 R ist endlichT1304 R � A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1292T1305 8 w 2 R � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1302T1306 8 w 2 R � A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245T1307 R � fw 2 A� � w ist einfach ^ A(w) � A(R)g . . . . . . . . . . . . . . 1304, 1305, 1306T1308 fw 2 A� � w ist einfach ^ A(w) � A(R)g ist endlich . . . . . . . . . . . . . 1299, 1301G1309 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1307, 13084.2 AbgeschlossenheitNun kommen wir zu einigen f�ur unsere Zwecke zentralen Abgeschlossenheitseigenschaften von Re-lationen. Wir formulieren die Abgeschlossenheit zuerst allgemein bez�uglich einer gegebenen bin�arenRelation �uber W�ortern. Diese bin�are Relation ist sinnvollerweise eine Quasiordnung, kann also aucheine Ordnung oder �Aquivalenzrelation sein. Interessieren werden uns jedoch vor allem die Abgeschlos-senheit bzgl. der konkreten Quasiordnungen (w), (rot�), (rotw) und (rev�).S1310VA1311� R 2 R�(A), E 2 BR(A�)D1312 R ist E -abgeschlossen :, 8 u,v � u 2 R ^ (u,v) 2 E ) v 2 REine andere Schreibweise verwendet das relationale Bild.T1313 R ist E -abgeschlossen , 8 u 2 R � E[fug] � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312T1314 R ist E -abgeschlossen , E[R] � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1313Die Teilwortabgeschlossenheit oder Abgeschlossenheit bzgl. (w) bedeutet, da� mit jedem Wort istauch jedes seiner Teilw�orter in der Relation enthalten ist.T1315 R ist (w) -abgeschlossen , 8 u,v � u 2 R ^ v v u ) v 2 R . . . . . . . . . . . 1312T1316 R ist (w) -abgeschlossen ) ([] 2 R , R 6= ;)A1317 R ist (w) -abgeschlossenG1318 R 6= ; ) [] 2 RA1319 R 6= ;G1320 [] 2 RVT1321 w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1319T1322� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1321T1323 [] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0548G1324 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 1317, 1321, 1323In diesem Fall ist das Alphabet gerade durch die einstelligen W�orter bestimmt.T1325 R ist (w) -abgeschlossen ) ( x 2 A(R) , [x] 2 R )A1326 R ist (w) -abgeschlossen



4.2. ABGESCHLOSSENHEIT 75T1327 x 2 A(R) ) [x] 2 RA1328 x 2 A(R)G1329 [x] 2 RVT1330 w 2 R � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1328T1331� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1330VT1332 i 2 I(w) � wi = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1330T1333 [wi] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0583, 1332T1334 [wi] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 1326, 1330, 1333G1335 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1334, 1332T1336 [x] 2 R ) x 2 A(R)A1337 [x] 2 RG1338 x 2 A(R)T1339 A([x]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 1337G1340 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327, 1339G1341 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1327, 1336Die Spiegelungsabgeschlossenheit oder Abgeschlossenheit bzgl. (rev�) gilt gdw. mit jedem Wort auchjedes gespiegelte Wort in der Relation steht.T1342 R ist (rev�) -abgeschlossen :, 8 u,v � u 2 R ^ u rev� v ) v 2 R . . . . . . . . . . . 1312Die Rotationsabgeschlossenheit oder Abgeschlossenheit bzgl. (rot�) fordert, da� mit jedem Wort auchjedes daraus durch Rotation generierbare in der Relation enthalten ist.T1343 R ist (rot�) -abgeschlossen , 8 u,v � u 2 R ^ u rot� v ) v 2 R . . . . . . . . . . . 1312T1344 R ist (rot�) -abgeschlossen ) ( [x,y] 2 R , [y,x] 2 R )A1345 R ist (rot�) -abgeschlossenG1346 [x,y] 2 R , [y,x] 2 RT1347 [x,y] 2 R ) [y,x] 2 RA1348 [x,y] 2 RG1349 [y,x] 2 RT1350� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1348T1351 [x,y] rot� [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0499G1352 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 1345, 1348, 1351G1353 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1347Als Kombination von Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit interessieren wir uns schlie�lichnoch die Abgeschlossenheit bzgl. rotierter Teilw�orter oder Abgeschlossenheit bzgl. (rotw).B1354f[0,1,2], [0,1], [0,2], [0,2], [0], [1], [2], []g ist teilwortabgeschlossen. f[0,1,2,3], [3,2,1,0]g ist spielge-lungsabgeschlossen. f[0,1,2,3], [1,2,3,0], [2,3,0,1], [3,0,1,2]g ist rotationsabgeschlossen. f[0,1], [1,0],[0], [1], []g ist (rotw) -abgeschlossen.Zur Bezeichnung des Abschlusses einer beliebigen Relation R unter einer bin�aren Relation E verwendenwir das relationale Bild E[R].S1355VA1356� R 2 R�(A), R0 2 R�(A), E 2 BR(A�), E' 2 BR(A�)T1357� (rot�)[R] 2 R�(A)T1358� (w)[R] 2 R�(A)T1359� (rotw)[R] 2 R�(A)T1360 (rot�)[R] � (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0059, 0695



76 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT1361 (w)[R] � (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0059, 0693Der (rotw) -Abschlu� ergibt sich als Kombination von (w) -Abschlu� und (rot�) -Abschlu� in beliebigerReihenfolge.T1362 (rotw)[R] = (w)[(rot�)[R]]T1363 8 u � u 2 (rotw )[R]) u 2 (w)[(rot� )[R]]VA1364 u 2 (rotw )[R]G1365 u 2 (w)[(rot� )[R]]VT1366 v 2 R � u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1364T1367� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1366VT1368 w 2 A� � u v w ^ w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0696, 1366T1369 v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1368T1370 w 2 (rot� )[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1366, 1369G1371 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1370, 1368T1372 8 u � u 2 (w)[(rot� )[R]]) u 2 (rotw)[R]VA1373 u 2 (w)[(rot� )[R]]G1374 u 2 (rotw )[R]VT1375 w 2 (rot� )[R] � u v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1373VT1376 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1375T1377� u 2 A� ^ v ^ v 2 A� ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1373, 1376T1378 w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1376T1379 u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0696, 1375, 1378G1380 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376, 1379G1381 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1363, 1372T1382 (rotw)[R] = (rot�)[(w)[R]]T1383 8 u � u 2 (rotw )[R]) u 2 (rot� )[(w)[R]]VA1384 u 2 (rotw )[R]G1385 u 2 (rot� )[(w)[R]]VT1386 v 2 R � u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1384T1387� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1386VT1388 w 2 A� � u rot� w ^ w v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0697, 1386T1389 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1388T1390 w 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1386, 1389G1391 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1390, 1388T1392 8 u � u 2 (rot� )[(w)[R]]) u 2 (rotw)[R]VA1393 u 2 (rot� )[(w)[R]]G1394 u 2 (rotw )[R]VT1395 w 2 (w)[R] � w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1393VT1396 v 2 R � w v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1395T1397� u 2 A� ^ v ^ v 2 A� ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1393, 1396T1398 u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 1395T1399 u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0697, 1398, 1396G1400 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1396, 1399G1401 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1383, 1392T1402 (w)[(rot�)[R]] = (rot�)[(w)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1362, 1382Die Abschlu�operatoren sind monoton.T1403 R � R0 ) E[R] � E[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0059



4.2. ABGESCHLOSSENHEIT 77Enth�alt die bin�are Relation E die Identit�at, so sind die Abschl�usse Erweiterungen von R.T1404 ID(A�) � E ) R � E[R]A1405 ID(A�) � EG1406 8 w 2 R � w 2 E[R]VA1407 w 2 RG1408 w 2 E[R]T1409� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407T1410 (w,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1405G1411 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1407, 1410T1412 R � (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1404, 0510T1413 R � (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1404, 0562T1414 R � (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1404, 0701Ist eine Menge R schon bzgl. einer solchen bin�aren Relation, abgeschlossen, so wird durch denAbschlu� nichts ver�andert.T1415 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (rot�)[R] = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1314, 1412T1416 R ist (w) -abgeschlossen ) (w)[R] = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1314, 1413T1417 R ist (rotw) -abgeschlossen ) (rotw)[R] = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1314, 1414Aufgrund der Transitivit�at handelt es sich bei (rot�)[R], (w)[R] und (rotw)[R] tats�achlich um Abschlu�-operationen.T1418 E ist transitiv ) E[E[R]] � E[R]A1419 E ist transitivG1420 8 w 2 E[E[R]] � w 2 E[R]VA1421 w 2 E[E[R]]G1422 w 2 E[R]VT1423 v 2 E[R] � (v,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1421VT1424 u 2 R � (u,v) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1423T1425� u 2 A� ^ v 2 A� ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1423, 1424T1426 (u,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 1424, 1423G1427 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1424, 1426T1428 (rot�)[(rot�)[R]] = (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1418, 0516T1429 (w)[(w)[R]] = (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1418, 0565T1430 (rotw)[(rotw)[R]] = (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1418, 0704Der Abschlu� einer Menge R ist unter einer bin�aren Relation E bzgl. einer Teilrelation E' abge-schlossen, sofern E transitiv ist und die Identit�at enth�alt.T1431 E ist transitiv ^ E' � E ) E[R] ist E' -abgeschlossenA1432 E ist transitivA1433 E' � EG1434 E[R] ist E' -abgeschlossenG1435 8 u,v � u 2 E[R] ^ (u,v) 2 E' ) v 2 E[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312VA1436 u,v � u 2 E[R]A1437 (u,v) 2 E'G1438 v 2 E[R]T1439 (u,v) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1433, 1437T1440 v 2 E[E[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1436, 1439G1441 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1418, 1432, 1440T1442 E ist transitiv ) E[R] ist E -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1431



78 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT1443 (rot�)[R] ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442, 0516T1444 (w)[R] ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442, 0565T1445 (rotw)[R] ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . 1431, 0516, 0695, 0078, 0514T1446 (rotw)[R] ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1431, 0565, 0693T1447 (rotw)[R] ist (rotw) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1442, 0704T1448 R ist (rot�) -abgeschlossen , R = (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415, 1443T1449 R ist (w) -abgeschlossen , R = (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1416, 1444T1450 R ist (rotw) -abgeschlossen , R = (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1417, 1447Aufgrund der Beziehung (rot�)[(w)[R]] = (w)[(rot�)[R]] aus Theorem 1402 sind die Eigenschaften derTeilwort- und Rotationsabgeschlossenheit voneinander unabh�angig. Die eine Eigenschaft wird durchden Abschlu� bzgl. der anderen Relation nicht zerst�ort.T1451 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (w)[R] ist (rot�) -abgeschlossenG1452 R = (rot�)[R]) (w)[R] = (rot� )[(w)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1448A1453 R = (rot�)[R]G1454 (w)[R] = (rot� )[(w)[R]]G1455 (w)[(rot� )[R]] = (rot�)[(w)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1453G1456 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1402T1457 R ist (w) -abgeschlossen ) (rot�)[R] ist (w) -abgeschlossenG1458 R = (w)[R] ) (rot�)[R] = (w)[(rot� )[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1449A1459 R = (w)[R]G1460 (rot� )[R] = (w)[(rot� )[R]]G1461 (rot� )[(w)[R]] = (w)[(rot�)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1459G1462 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1402Abgeschlossenheit bzgl. rotierter Teilw�orter umfa�t nat�urlich beide Abgeschlossenheitseigenschaf-ten.T1463 R ist (rotw) -abgeschlossen , R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossenA1464 R ist (rotw) -abgeschlossenT1465 R = (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1450, 1464T1466 R = (rot�)[(w)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1382, 1465T1467 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1443, 1466T1468 R = (w)[(rot�)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1362, 1465T1469 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1444, 1468A1470 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot� ) -abgeschlossenT1471 R = (w)[R] ^ R = (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1449, 1448T1472 R = (w)[(rot�)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1471T1473 R = (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1362, 1472T1474 R ist (rotw) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1447, 1473G1475 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1467, 1469, 1474Ferner werden durch Abschlu�bildung bzgl. (rot�) und (w) das Alphabet und die Eigenschaften derEinfachheit, Endlichkeit und Totalit�at nicht ver�andert.S1476VA1477� R 2 R�(A)



4.2. ABGESCHLOSSENHEIT 79T1478 A((rotw)[R]) = A(R)T1479 A(R) � A((rotw )[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 1414T1480 A((rotw )[R]) � A(R)G1481 8 x 2 A((rotw )[R]) � x 2 A(R)VA1482 x 2 A((rotw )[R])G1483 x 2 A(R)VT1484 u 2 (rotw )[R] � x 2 A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1482VT1485 v 2 R � u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1484T1486� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1485T1487 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0708, 1485T1488 x 2 A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1487, 1484G1489 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1488, 1485G1490 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1479, 1480T1491 A((rot�)[R]) = A(R)T1492 A(R) � A((rot� )[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 1412T1493 A((rot� )[R]) � A((rotw)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 1360T1494 A((rot� )[R]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1493, 1478G1495 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1492, 1494T1496 A((w)[R]) = A(R)T1497 A(R) � A((w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 1413T1498 A((w)[R]) � A((rotw)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 1361T1499 A((w)[R]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1498, 1478G1500 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1497, 1499T1501 R ist endlich ) (rotw)[R] ist endlichA1502 R ist endlichG1503 (rotw )[R] ist endlichT1504� #(L(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1260, 1502T1505 A(R) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293, 1502T1506 (A(R)�jL(R)) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1272, 1505T1507 (rotw )[R] � (A(R)�jL(R))G1508 8 u 2 (rotw)[R] � u 2 (A(R)�jL(R))VA1509 u 2 (rotw )[R]G1510 u 2 A(R)� ^ L(u) � L(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265T1511� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1509T1512 A(u) � A((rotw)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 1509T1513 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1478, 1512T1514 u 2 A(R)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320, 1513G1515 L(u) � L(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1514VT1516 v 2 R � u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1509T1517� v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1516T1518 L(u) � L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0709, 1516T1519 L(v) � L(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1261, 1516G1520 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1518, 1519G1521 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1506, 1507T1522 R ist endlich ) (rot�)[R] ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1501, 1360T1523 R ist endlich ) (w)[R] ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1501, 1361T1524 R ist einfach ) (rotw)[R] ist einfachA1525 R ist einfachG1526 (rotw )[R] ist einfach



80 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG1527 8 v 2 (rotw)[R] � v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA1528 v 2 (rotw )[R]G1529 v ist einfachVT1530 u 2 R � v rotv u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1528T1531� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1530T1532 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1525, 1530G1533 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0710, 1532, 1530T1534 R ist einfach ) (w)[R] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 1524, 1361T1535 R ist einfach ) (rot�)[R] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 1524, 1360T1536 R ist total ) (rot�)[R] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284, 1491, 1412T1537 R ist total ) (w)[R] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284, 1496, 1413T1538 R ist total ) (rotw)[R] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284, 1478, 1414Die Menge mit dem leeren Wort, bleibt unter Teilwort- und Rotationsabschlu� unver�andert.S1539T1540 (w)[f[]g] = f[]gT1541 (rot�)[f[]g] = f[]g4.3 KonsistenzHier �ubertagen wir den Begri� der Konsistenz auf naheliegende Weise von W�ortern auf die Ebeneder Relationen: Eine Relation ist konsistent gdw. alle W�orter paarweise miteinander konsistent sind.Konsistenz modulo (rot�) bezeichnen wir auch als Konsistenz modulo Rotation. Gelegentlich ben�otigenwir nicht nur die (innere) Konsistenz einer Relation, sondern auch die Konsistenz zweier Relationenmiteinander. Sie gilt gdw. alle W�orter der einen Relation mit allen W�ortern der anderen Relationpaarweise konsistent sind.S1542VA1543� R 2 R�(A), R0 2 R�(A), E 2 BR(A�)D1544 R ist konsistent :, 8 u 2 R, v 2 R � u � vD1545 R ist konsistent modulo E :, 8 u 2 R, v 2 R � u E� vT1546 R ist konsistent , R ist konsistent modulo ID(A�) . . . . . . . . . . . . 1544, 1545T1547 R ist konsistent modulo (rot�) , 8 u 2 R, v 2 R � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . 1545D1548 R und R0 sind miteinander konsistent modulo E :, 8 u 2 R, v 2 R0 � u E� vT1549 R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�) , 8 u 2 R, v 2 R0 � u rot� v 1548B1550f[0,1], [1,0]g ist nicht konsistent aber konsistent modulo Rotation, da [0,1] und [1,0] verschieden,aber rotations�aquivalent sind. f[0,1,2,3], [1,2,3,4]g ist konsistent und konsistent modulo Rotation,da [0,1,2,3] � [1,2,3,4] gilt. f[0,1,2,3,4], [3,2,0], [0,1]g ist weder konsistent noch konsistent moduloRotation, da [0,1,2,3,4] nicht mit [3,2,0] konsistent ist.S1551VA1552� R 2 R�(A), R0 2 R�(A), E 2 BR(A�), E' 2 BR(A�)Konsistenz ist wie die Einfachheit eine Eigenschaft, die sich auf alle Teilrelationen �ubertr�agt.T1553 R ist konsistent modulo E )8 R0 2 R�(A) � R0 � R ) R0 ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . 1545



4.3. KONSISTENZ 81Monotonie bzgl. E �ubertr�agt sich von der Konsistenz zwischen W�ortern auf die Konsistenz einerRelation.T1554 E � E' ^ R ist konsistent modulo E ) R ist konsistent modulo E' . . . 1545, 0727Insbesondere impliziert die Konsistenz (modulo Identit�at) die Konsistenz modulo Rotation.T1555 R ist konsistent ) R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . 1546, 1554, 0510Die Konsistenz einer Vereinigung setzt sich aus der (inneren) Konsistenz der Relationen sowie ihrerKonsistenz miteinander zusammen.T1556 (R [ R0) ist konsistent modulo E ,R ist konsistent Modulo E ^ R0 ist konsistent modulo E ^R und R0 sind miteinander konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 1548Eine modulo E konsistente Relation ist mit allen ihren Teilrelationen konsistent modulo E.T1557 R0 ist konsistent modulo E ^ R � R0 )R und R0 sind miteinander konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 1548Da Konsistenz nur durch durch Paare von W�ortern mit einem Schnittalphabet von mindestens zwei(Konsistenz modulo Identit�at) bzw. drei (Konsistenz modulo Rotation) Elementen verletzt werdenkann (Theoreme 0939 und 1160), erhalten wir die folgenden Aussagen.T1558 L(R) < 2 ) R ist konsistentA1559 L(R) < 2G1560 R ist konsistentG1561 8 u 2 R, v 2 R � u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544VA1562 u 2 R, v 2 RG1563 u � vT1564� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1562T1565 L(u) < 2 ^ L(v) < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 1559, 1562T1566 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0374, 1565T1567 jA(u)j < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0259, 1565T1568 jA(u) \ A(v)j < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1567G1569 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0939, 1566, 1568T1570 R ist einfach ^ L(R) < 3 ) R ist konsistent modulo (rot�)A1571 R ist einfachA1572 L(R) < 3G1573 R ist konsistent modulo (rot�)G1574 8 u 2 R, v 2 R � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547VA1575 u 2 R, v 2 RG1576 u rot� vT1577� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1575T1578 L(u) < 3 ^ L(v) < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 1572, 1575T1579 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1571, 1575T1580 jA(u)j < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0259, 1578T1581 jA(u) \ A(v)j < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1580G1582 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1160, 1579, 1581T1583 R ist einfach ^ R0 ist einfach ^ jA(R) \ A(R0)j � 2 )R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)A1584 R ist einfach ^ R0 ist einfachA1585 jA(R) \ A(R0)j � 2G1586 R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot� )



82 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG1587 8 u 2 R, v 2 R0 � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1549VA1588 u 2 R, v 2 R0G1589 u rot� vT1590 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1584, 1588T1591 A(u) � A(R) ^ A(v) � A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 1588T1592 A(u) \ A(v) � A(R) \ A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1591T1593 jA(u) \ A(v)j � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1585, 1592G1594 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1160, 1590, 1593Unter Teilwortabgeschlossenheit impliziert die Konsistenz modulo einer konservativen Relation, alsoz.B. die Konsistenz modulo Rotation, die Einfachheit.S1595VA1596� R 2 R�(A), E 2 BR(A�)T1597 E ist konservativ ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo E )R ist einfachA1598 E ist konservativA1599 R ist (w) -abgeschlossenA1600 R ist konsistent modulo EG1601 R ist einfachG1602 8 w 2 R � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA1603 w 2 RG1604 w ist einfachA1605 : w ist einfachT1606� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1603VT1607 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ^ wi = wjVT1608 i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 1605T1609 i < j _ j < i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1608G1610 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1608, 1609T1611� i 2 I(w), j 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1607T1612 [wi] 2 RT1613 [wi] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0583, 1607G1614 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 1599, 1603, 1613T1615 [wi,wj] 2 RT1616 [wi,wj] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0584, 1607G1617 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 1599, 1603, 1616T1618 [wi] E� [wi,wj] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 1600, 1612, 1615T1619 A([wi]) = A([wi,wj])G1620 fwig = fwi,wjg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327, 0328G1621 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1607T1622 ([wi],[wi,wj]) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 1619, 1618T1623 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0396, 1598, 1622, 1607T1624 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo (rot�) ) R ist einfach 1597, 0518Zus�atzlich zu den in schon 1476 genannten Eigenschaften bleibt auch die Konsistenz modulo Rotationunter den genannten Abschlu�operationen erhalten, jedoch nur wenn wir die Einfachheit der Relationvoraussetzen.S1625VA1626� R 2 R�(A)T1627 R ist einfach ^ R ist konsistent modulo (rot�) ) (rotw)[R] ist konsistent modulo (rot�)A1628 R ist einfachA1629 R ist konsistent modulo (rot�)G1630 8 u0 2 (rotw )[R], v0 2 (rotw)[R] � u0 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547



4.3. KONSISTENZ 83VA1631 u0 2 (rotw)[R]VA1632 v0 2 (rotw)[R]G1633 u0 rot� v0T1634� u0 2 A� ^ v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1631, 1632VT1635 u 2 R � u0 rotv u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1631VT1636 v 2 R � v0 rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1632T1637� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1635, 1636T1638 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1628, 1635T1639 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1628, 1636T1640 u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 1629, 1635, 1636T1641 u rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016, 1639, 1640, 1636T1642 v0 rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0989, 1641T1643 v0 rot� u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1016, 1638, 1642, 1635G1644 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 0989, 1643Entsprechendes gilt auch f�ur die Konsistenz modulo Identit�at, allerdings nicht unter (rotw) -Abschlu�,sondern nur unter (w) -Abschlu�.T1645 R ist einfach ^ R ist konsistent ) (w)[R] ist konsistentA1646 R ist einfachA1647 R ist konsistentG1648 (w)[R] ist konsistentG1649 8 u0 2 (w)[R], v0 2 (w)[R] � u0 � v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544VA1650 u0 2 (w)[R]VA1651 v0 2 (w)[R]G1652 u0 � v0T1653� u0 2 A� ^ v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1650, 1651VT1654 u 2 R � u0 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1650VT1655 v 2 R � v0 v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1651T1656� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1654, 1655T1657 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1646, 1654T1658 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1646, 1655T1659 u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 1647, 1654, 1655G1660 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0893, 1657, 1658, 1654, 1655, 1659Aufgrund von Theorem 1039, das die Konsistenz modulo Rotation von W�ortern auf die Rotations�aqui-valenz ihrer dreielementigen Projektionen zur�uckf�uhrt, k�onnen wir f�ur eine einfache und teilwortab-geschlossene Relation die Konsistenz modulo Rotation allein aus der Betrachtung aller dreistelligenW�orter ableiten. Die Bedingung ist, da� je zwei dreistellige W�orter mit gleichem Alphabet rotati-ons�aquivalent sind.S1661VA1662� R 2 R�(A)T1663 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^( 8 u 2 R, v 2 R � L(u) = 3 ^ L(v) = 3 ^ A(u) = A(v) ) u rot� v ) )R ist konsistent modulo (rot�)A1664 R ist einfachA1665 R ist (w) -abgeschlossenA1666 8 u 2 R, v 2 R � L(u) = 3 ^ L(v) = 3 ^ A(u) = A(v) ) u rot� vG1667 R ist konsistent modulo (rot�)G1668 8 u 2 R, v 2 R � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547VA1669 u 2 R, v 2 RG1670 u rot� v



84 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENA1671 : u rot� vT1672� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1669T1673 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1664, 1669D1674 D := A(u) \ A(v)T1675� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1674VT1676 C � C � D ^ jCj = 3 ^ : (u . C) rot� (v . C) . . . . . . . . . . . 1039, 1673, 1674, 1671T1677� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1676T1678 D � A(u) ^ D � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1674T1679 C � A(u) ^ C � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1676, 1678T1680 A(u . C) = C ^ A(v . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 1679T1681 (u . C) v u ^ (v . C) v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T1682 (u . C) 2 R ^ (v . C) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 1665, 1669, 1681T1683 (u . C) ist einfach ^ (v . C) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0576, 1673, 1681T1684 jA(u . C)j = 3 ^ jA(v . C)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1680, 1676T1685 L(u . C) = 3 ^ L(v . C) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 1683, 1684T1686 A(u . C) = A(v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1680T1687 (u . C) rot� (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1666, 1682, 1685, 1686T1688 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1687, 1676Konsistenz modulo Rotation bleibt im Unterschied zur Konsistenz (modulo Identit�at) unter Rotations-abschlu� erhalten. Konsistenz (modulo Identit�at) wird also durch Rotationsabschlu� zur Konsistenzmodulo Rotation abgeschw�acht.S1689VA1690� R 2 R�(A)T1691 R ist konsistent modulo (rot�) ) (rot�)[R] ist konsistent modulo (rot�)A1692 R ist konsistent modulo (rot�)G1693 (rot� )[R] ist konsistent modulo (rot� )G1694 8 u 2 (rot�)[R], v 2 (rot� )[R] � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545VA1695 u 2 (rot� )[R], v 2 (rot�)[R]G1696 u rot� vVT1697 u0 2 R, v0 2 R � u0 rot� u ^ v0 rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1695T1698 u0 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 1692, 1697G1699 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1000, 1698, 1697T1700 R ist konsistent ) (rot�)[R] ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . 1555, 16914.4 ProjektionAuch die Operation der Projektion auf eine Menge ben�otigen wir f�ur Relationen: Die Projektion wirddabei auf alle W�orter in der Relation angewandt.S1701VA1702 R 2 R�(A), X 2 P(A)D1703 R . X := fw . X � w 2 RgT1704� (R . X) 2 R�(A)B1705Mit R = f[1,3,1,2,5], [9], [5,3,1,4] g gilt (R . f1,2,3,4g) = f[1,3,1,2], [], [3,1,4]g und (R . [1,9])= f[1,1], [9], [1]g.



4.5. ABH�ANGIGKEIT 85Das Alphabet einer Relation verh�alt sich unter Projektion wie die Alphabete der W�orter. MehrfacheProjektion, l�a�t sich wieder als einfache Projektion auf die Schnittmenge schreiben. Ferner ist Projek-tion monoton in der Relation. Das letzte Theorem zeichnet die Eigenschaft L(R) � n als Invarianteaus.S1706VA1707 R 2 R�(A), R0 2 R�(A), X 2 P(A), Y 2 P(A), w 2 A�T1708 A(R . X) � A(R)T1709 A(R . X) � XT1710 A(R . X) = A(R) \ XT1711 ((R . X) . Y) = (R . (X \ Y))T1712 w 2 R ^ A(w) � X ) w 2 (R . X)T1713 R � R0 ) (R . X) � (R0 . X)T1714 8 n 2 N � L(R) � n ) L(R . X) � n4.5 Abh�angigkeitBin�are Relationen sind wohlbekannt und einfach zu handhaben. Es ist deshalb w�unschenswert, sichden allgemeinen Relationen mit Hilfe von bin�aren Relationen zu n�ahern. Es sind viele M�oglichkeitendenkbar, aus einer Relation eine bin�are Relation auf dem Alphabet zu gewinnen. Es stellt sich jedochdie Frage, inwieweit aus der bin�aren Relation auf Eigenschaften der urspr�unglichen Relation geschlos-sen werden kann. Eine bin�are Relation, die f�ur unsere Zwecke recht aussagef�ahig ist, wird in diesemAbschnitt eingef�uhrt. Es handelt sich dabei um die Relation der Abh�angigkeit (li R), die im folgen-den zusammen mit ihrem reexiven Abschlu� (li R) de�niert und genauer studiert wird. Aufbauendauf dieser bin�aren Relation wird in einem der folgenden Abschnitte der f�ur die Axiomatisierung vonzyklischen Ordnungen wesentliche Vollst�andigkeitsbegri� eingef�uhrt.S1715VA1716� R 2 R�(A)Gegeben sei eine beliebige Relation R. Zwei Elemente des Alphabets stehen in der bin�aren Relation(li R) gdw. sie in mindestens einem Wort der Relation R an verschiedenen Stellen auftauchen.Man kann dies so deuten, da� die beiden Elemente durch dieses Wort geordnet werden. Deshalbbezeichnen wir (li R) auch als (ungerichtete) Abh�angigkeitsrelation. Zwei Elemente x und y mit(x,y) 2 (li R) sind voneinander abh�angig.D1717 li R := f(x,y) 2 A(R) � A(R) � [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R]gT1718� (li R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1717T1719 (x,y) 2 (li R) , [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R]G1720 [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R] ) (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1717A1721 [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R]G1722 (x,y) 2 (li R)T1723 A([x,y]) � A((w)[R]) _ A([y,x]) � A((w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 1721T1724 A([x,y]) � A(R) _ A([y,x]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496, 1723T1725 fx,yg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 1724G1726 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1717, 1725, 1721B1727F�ur R = f[0,1,2], [2,1], [0,0,3], [4]g ergibt sich A(R) = f0,1,2,3,4g und (li R) = f(0,1), (1,0), (1,2),(2,1), (0,2), (2,0), (0,0), (0,3), (3,0)g. R ist nicht einfach. (li R) ist symmetrisch, aber weder reexiv



86 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENnoch irreexiv. Es sei R0 = f[1,2,3], [3,4], [1,3,4] g. Es gilt A(R0) = f1,2,3,4g und (li R0) = f(1,2),(2,1), (2,3), (3,2), (1,3), (3,1), (3,4), (4,3), (1,4), (4,1)g. R0 ist einfach. (li R0) ist symmetrisch undirreexiv.S1728VA1729� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)Von der Reihenfolge der beiden in (li R) stehenden Elemente in einem Wort der unterliegendenRelation wurde bei obiger De�nition abstrahiert, so da� sich (li R) als symmetrische Relation ergibt.T1730 (li R) ist symmetrischG1731 8 x,y � (x,y) 2 (li R) ) (y,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076G1732 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719Es folgt eine leichte Umformulierung der De�nition 1717.T1733 (x,y) 2 (li R) , 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = yA1734 (x,y) 2 (li R)T1735� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1734T1736 [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 1734T1737 8 x,y � [x,y] 2 (w)[R] ) 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = yVA1738 x,y � [x,y] 2 (w)[R]G1739 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = yVT1740 w 2 R � [x,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1738T1741� w 2 A� ^ x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1740T1742 L([x,y]) = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0308VT1743 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ^ [x,y] = [wi, wj] . . . . . . . . . . . . 0588, 1742, 1740T1744 wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0287, 1743G1745 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1740, 1743, 1744T1746 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . 1736, 1737A1747 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = yVT1748 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . . . 1747T1749� w 2 A� ^ i 2 I(w) ^ j 2 I(w) ^ x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . 1748T1750 i < j _ j < i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1748A1751 i < jT1752 [wi, wj] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0584, 1751T1753 [x,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1752, 1748T1754 [x,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1753, 1748A1755 j < iT1756 [wj, wi] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0584, 1755T1757 [y,x] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1756, 1748T1758 [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1757, 1748T1759 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1750, 1719, 1754, 1758G1760 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1746, 1759Der zweistellige Anteil der Relation ist auf jeden Fall in (li R) enthalten.T1761 [x,y] 2 R ) (x,y) 2 (li R)A1762 [x,y] 2 RG1763 (x,y) 2 (li R)T1764 [x,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1413, 1762G1765 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 1764Bei teilwortabgeschlossenen Relationen vereinfacht sich De�nition 1717 zu folgender �Aquivalenz.



4.5. ABH�ANGIGKEIT 87T1766 R ist (w) -abgeschlossen ) ( (x,y) 2 (li R) , [x,y] 2 R _ [y,x] 2 R ) . . 1449, 1719Ist die Relation zus�atzlich noch rotationsabgeschlossen, dann ist die Abh�angigkeitsrelation genauder zweistellige Anteil der Relation.T1767 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen )( (x,y) 2 (li R) , [x,y] 2 R ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1766, 1344Insgesamt ergibt sich mit Hilfe von Theorem 1316, 1325 und 1767, da� Alphabet und Abh�angigkeits-relation die W�orter bis zur L�ange zwei (Rj2) eindeutig bestimmen, sofern die Relation R nichtleer,teilwort- und rotationsabgeschlossen ist.T1768 R 6= ; ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen )(Rj2) = f[]g [ f[x] 2 A� � x 2 A(R)g [ f[x,y] 2 A� � (x,y) 2 (li R)gA1769 R 6= ;A1770 R ist (w) -abgeschlossenA1771 R ist (rot�) -abgeschlossenT1772 8 w 2 f[]g [ f[x] 2 A� � x 2 A(R)g [ f[x,y] 2 A� � (x,y) 2 (li R)g � w 2 (Rj2)T1773 [] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1316, 1770, 1769T1774 [] 2 (Rj2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1273, 1773T1775 8 x 2 A(R) � [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 1770T1776 8 x 2 A(R) � [x] 2 (Rj2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1274, 1775T1777 8 x,y � (x,y) 2 (li R) ) [x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1767, 1770, 1771T1778 8 x,y � (x,y) 2 (li R) ) [x,y] 2 (Rj2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275, 1777G1779 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1774, 1776, 1778T1780 8 w 2 (Rj2) � w 2 f[]g [ f[x] 2 A� � x 2 A(R)g [ f[x,y] 2 A� � (x,y) 2 (li R)gVA1781 w 2 (Rj2)G1782 w 2 f[]g [ f[x] 2 A� � x 2 A(R)g [ f[x,y] 2 A� � (x,y) 2 (li R)gT1783� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1781T1784 (Rj2) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267T1785 L(w) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 1781A1786 L(w) = 0T1787 w = [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0362, 1786G1788 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1787A1789 L(w) = 1VT1790 x 2 A � w = [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0366, 1789T1791� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1790T1792 [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1790, 1781, 1784T1793 A([x]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 1792T1794 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327, 1793G1795 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1790, 1794A1796 L(w) = 2VT1797 x 2 A, y 2 A � w = [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0367, 1796T1798� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1797T1799 [x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1797, 1781, 1784T1800 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1761, 1799G1801 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1797, 1800G1802 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1772, 1780Stehen zwei Elemente in (li R), so gibt es nat�urlich ein Wort, in dem beide vorkommen. DieUmkehrung gilt nat�urlich nicht.T1803 (x,y) 2 (li R) ) 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)A1804 (x,y) 2 (li R)G1805 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)



88 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENVT1806 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . 1733, 1804T1807� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1806T1808 x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 1806G1809 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1806, 1808Die Gewinnung der (li R)-Relation aus R ist eine monotone Operation bzgl. Inklusion.T1810 R � R0 ) (li R) � (li R0)A1811 R � R0G1812 (li R) � (li R0)G1813 8 x,y � (x,y) 2 (li R) ) (x,y) 2 (li R0)VA1814 x,y � (x,y) 2 (li R)G1815 (x,y) 2 (li R0)T1816 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . 1733, 1814G1817 9 w 2 R0, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . . . 1733G1818 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1816, 1811(li R) mu� nicht reexiv sein. Deshalb de�nieren wir zus�atzlich zu (li R) den reexiven Abschlu�(li R). (li R) bezeichnen wir als reexive Abh�angigkeitsrelation.D1819 li R := (li R) [ ID(A(R))T1820� (li R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1718T1821 (li R) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819T1822 ID(A(R)) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819Es handelt sich bei (li R) um eine �Ahnlichkeitsrelation, die genau das Alphabet A(R) abdeckt.T1823 F(li R) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 1822T1824 (li R) ist reexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0071, 1822, 1823T1825 (li R) ist symmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 0081, 1730, 0080T1826 (li R) ist eine �Ahnlichkeitsrelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0088, 1824, 1825Die Umkehrung des folgenden Theorem gilt im allgemeinen nicht.T1827 x 6= y ^ (x,y) 2 (li R) ) (x,y) 2 (li R)A1828 x 6= yA1829 (x,y) 2 (li R)G1830 (x,y) 2 (li R)T1831 (x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1829G1832 (x,y) =2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1831G1833 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1828Im Gegensatz zu Theorem 1803 haben wir f�ur (li R) die �Aquivalenz:T1834 (x,y) 2 (li R) , 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T1835 (x,y) 2 (li R) ) 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)A1836 (x,y) 2 (li R)G1837 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T1838 (x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1836A1839 (x,y) 2 (li R)G1840 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1803, 1839A1841 (x,y) 2 ID(A(R))T1842 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1841VT1843 w 2 R � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1842T1844 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1841



4.5. ABH�ANGIGKEIT 89T1845 y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1844, 1843G1846 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1843, 1845T1847 (9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)) ) (x,y) 2 (li R)VT1848 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T1849� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1848G1850 (x,y) 2 (li R)G1851 (x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819T1852 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1848T1853 y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1848VT1854 i 2 I(w) � x = wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1848VT1855 j 2 I(w) � y = wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1848A1856 i = jG1857 (x,y) 2 ID(A(R))T1858 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1856, 1854, 1855G1859 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1858, 1852A1860 i 6= jG1861 (x,y) 2 (li R)G1862 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . 1733G1863 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1852, 1853, 1860, 1854, 1855G1864 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1835, 1847Aus dem vorigen Theorem ergibt sich eine kompakte Charakterisierung der reexiven Abh�angigkeit.Der Beitrag eines Wortes w 2 R ist gerade A(w)2.T1865 (li R) = S fA(w)2 � w 2 Rg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1834Die Gewinnung der reexiven Abh�angigkeitsrelation ist monoton.T1866 R � R0 ) (li R) � (li R0)A1867 R � R0G1868 (li R) � (li R0)G1869 (li R) � (li R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819G1870 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 1867In Erg�anzung zu 1476 haben wir die Erhaltung von (li R) und (li R) unter den behandelten Abschlu�-operationen.S1871VA1872� R 2 R�(A)T1873 (li (w)[R]) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1717, 1496, 1429T1874 8 x 2 A, y 2 A � [x,y] 2 (rot�)[R] ) [x,y] 2 R _ [y,x] 2 RVA1875� x 2 A, y 2 AA1876 [x,y] 2 (rot�)[R]G1877 [x,y] 2 R _ [y,x] 2 RVT1878 w 2 R � w rot� [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1876T1879� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1878T1880 w = [x,y] _ w = [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0537, 1878G1881 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1880, 1878T1882 (li (rot�)[R]) = (li R)T1883 (li R) � (li (rot�)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 1412G1884 (li (rot� )[R]) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1883G1885 8 x,y � (x,y) 2 (li (rot�)[R]) ) (x,y) 2 (li R)VA1886 x,y � (x,y) 2 (li (rot�)[R])G1887 (x,y) 2 (li R)



90 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT1888� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1886T1889 [x,y] 2 (w)[(rot�)[R]] _ [y,x] 2 (w)[(rot�)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 1886G1890 [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719T1891 [x,y] 2 (rot�)[(w)[R]] _ [y,x] 2 (rot�)[(w)[R]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1402, 1889G1892 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1874, 1891T1893 (li (rotw)[R] = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1382, 1873, 1882T1894 (li (rot�)[R]) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1882, 1491T1895 (li (w)[R]) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1873, 1496T1896 (li (rotw)[R] = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1382, 1895, 1894F�ur konkrete W�orter in einer Relation ergeben sich sofort Paare der (li R)� und (li R)-Relationen.S1897VA1898 R 2 R�(A), a 2 A, b 2 A, c 2 AT1899 [a,b] 2 R ) f(a,b), (b,a)g � (li R)T1900 [a,b,c] 2 R ) f(a,b), (a,c), (b,a), (b,c), (c,a), (c,b)g � (li R)T1901 [a,b,c,d] 2 R )f(a,b), (a,c), (a,d), (b,a), (b,c), (b,d), (c,a), (c,b), (c,d), (d,a), (d,b), (d,c)g � (li R)T1902 [a,b] 2 R ) f(a,a), (a,b), (b,b), (b,a)g � (li R)T1903 [a,b,c] 2 R ) f(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)g � (li R)Bisher haben wir keine zus�atzlichen Anforderungen an die unterliegende Relation gestellt. Sp�aterwerden wir es nur noch mit einfachen Relationen, also Relationen aus einfachen W�ortern, zu tun haben.Einfachheit von Relationen ist eine Verallgemeinerung der Irreexivit�at von bin�aren Relationen.S1904VA1905� R 2 R�(A)Die Einfachheit der unterliegenden Relation wird als Irreexivit�at auf (li R) vererbt.T1906 R ist einfach ) (li R) ist irreexivA1907 R ist einfachG1908 8 x � (x,x) =2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073A1909 :8 x � (x,x) =2 (li R)VT1910 x � (x,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1909T1911� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1910T1912 [x,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 1910T1913 (w)[R] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1534, 1907T1914 [x,x] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 1913, 1912T1915 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0378, 1914Damit k�onnen wir f�ur einfache Relationen die Implikation 1827 zu einer �Aquivalenz erg�anzen.T1916 R ist einfach ) ( (x,y) 2 (li R) , x 6= y ^ (x,y) 2 (li R) )A1917 R ist einfachG1918 (x,y) 2 (li R) ) x 6= y ^ (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827A1919 (x,y) 2 (li R)G1920 x 6= y ^ (x,y) 2 (li R)G1921 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 1919G1922 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 1917



4.6. UNABH�ANGIGKEIT 914.6 Unabh�angigkeitErg�anzend zur bin�aren Relation der Ordnung (li R) l�a�t sich die bin�are Relation (co R) der Un-abh�angigkeit und ihr reexiver Abschlu� (co R) einf�uhren.S1923VA1924� R 2 R�(A)Wiederum starten wir mit einer beliebigen Relation R. Zwischen zwei Elementen des Alphabetsbesteht die Beziehung (co R) gdw. es sie in keinem Wort der Relation gemeinsam vorkommen (unddadurch geordnet w�urden).D1925 co R := f(x,y) 2 A(R) � A(R) � 8 w 2 R � : (x 2 A(w) ^ y 2 A(w))gT1926� (co R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1925Bei (co R) handelt es sich um eine symmetrische, irreexive Relation �uber dem Alphabet.T1927 (co R) ist symmetrischG1928 8 x,y � (x,y) 2 (co R) ) (y,x) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076G1929 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1925T1930 (co R) ist irreexivG1931 8 x � (x,x) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073VA1932 xG1933 (x,x) =2 (co R)G1934 : (x 2 A(R) ^ 8 w 2 R � x =2 A(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1925G1935 x 2 A(R) ) 9 w 2 R � x 2 A(w)A1936 x 2 A(R)G1937 9 w 2 R � x 2 A(w)G1938 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 1936B1939Wie in Beispiel 1727 w�ahlen wir R = f[0,1,2], [2,1], [0,0,3], [4]g. Es folgt A(R) = f0,1,2,3,4g und(co R) = f(1,3), (3,1), (2,3), (3,2)g.S1940VA1941� R 2 R�(A)Wir bilden den reexiven Abschlu� (co R).D1942 co R := (co R) [ ID(A(R))T1943� (co R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 1926T1944 (co R) � (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943T1945 ID(A(R)) � (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943(co R) ist wie (li R) eine �Ahnlichkeitsrelation, die das Alphabet A(R) vollst�andig abdeckt.T1946 F(co R) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943, 1945T1947 (co R) ist reexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0071, 1945, 1946T1948 (co R) ist symmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 0081, 1927, 0080T1949 (co R) ist eine �Ahnlichkeitsrelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0088, 1947, 1948Ebenso wie f�ur die Abh�angigkeitsrelation gilt (hier auch f�ur nichteinfache Relationen):



92 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT1950 (x,y) 2 (co R) ^ x 6= y , (x,y) 2 (co R)A1951 (x,y) 2 (co R) ^ x 6= yT1952 (x,y) =2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1951T1953 (x,y) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1951, 1952, 1942A1954 (x,y) 2 (co R)T1955 (x,y) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1944, 1954T1956 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1930, 1954G1957 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1953, 1955, 19564.7 Beziehungen zwischen Abh�angigkeit und Unabh�angigkeitWie schon zu erwarten erg�anzen sich Abh�angigkeit (li R) und Unabh�angigkeit (co R) zusammen mitder Identit�at zur vollst�andigen Relation A(R)2.S1958VA1959� R 2 R�(A)T1960 (co R) [ (li R) = A(R)2T1961 (co R) [ (li R) � A(R)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943, 1718G1962 A(R)2 � (co R) [ (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1961G1963 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x,y) =2 (co R) ) (x,y) 2 (li R)VA1964 x 2 A(R), y 2 A(R)A1965 (x,y) =2 (co R)G1966 (x,y) 2 (li R)T1967 (x,y) =2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1945, 1965T1968 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1964, 1967T1969 (x,y) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1944, 1965G1970 9 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . . . . 1733T1971 : 8 w 2 R � : (x 2 A(w) ^ y 2 A(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1925, 1969, 1964VT1972 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1971T1973� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1972VT1974 i 2 I(w) � wi = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1972VT1975 j 2 I(w) � wj = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 1972T1976 i 6= jA1977 i = jT1978 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1977, 1974, 1975T1979 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1978, 1968G1980 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1972, 1974, 1975, 1976T1981 (co R) [ (li R) [ ID(A(R)) = A(R)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 1960T1982 (li R) [ (co R) = A(R)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1981, 1819Abh�angigkeit (li R) und Unabh�angigkeit (co R) sind immer disjunkt. Dies gilt auch f�ur (li R) und (coR). Entsprechendes gilt f�ur (li R) und (co R), allerdings nur unter Annahme der Einfachheit von R.S1983VA1984� R 2 R�(A)T1985 (li R) \ (co R) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985A1986 (x,y) 2 (li R)A1987 (x,y) 2 (co R)T1988 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1803, 1986T1989 8 w 2 R � : (x 2 A(w) ^ y 2 A(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1925, 1987T1990 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1988, 1989T1991 (co R) \ ID(A) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0075, 1930



4.8. ABH�ANGIGKEITSKLIQUEN 93T1992 (li R) \ (co R) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 1985, 1991T1993 R ist einfach ) (li R) \ ID(A) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0075, 1906T1994 R ist einfach ) (co R) \ (li R) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 1985, 1993Insgesamt sind (li R) und (co R) sowie (co R) und (li R) also komplement�ar in A(R)2. F�ur einfache Rsind auch (co R) und (li R) sowie (li R) und (co R) komplement�ar.S1995VA1996� R 2 R�(A)T1997 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x,y) 2 (li R) , (x,y) =2 (co R) . . . . . . . . . . 1992, 1982T1998 (li R) = A(R)2 � (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 1997T1999 (co R) = A(R)2 � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926, 1997T2000 R ist einfach ) 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x,y) 2 (co R) , (x,y) =2 (li R) 1994, 1960T2001 R ist einfach ) (co R) = A(R)2 � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943, 2000T2002 R ist einfach ) (li R) = A(R)2 � (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1718, 20004.8 Abh�angigkeitskliquenEin Zweck der Einf�uhrung bin�arer Relationen in den vorigen Abschnitten ist es, die bekannten Begri�evon Kliquen und Kens (also maximalen Kliquen) auf (verallgemeinerte) Relationen R anzuwenden.Formal sind �Ahnlichkeitsrelationen eine Verallgemeinerung von �Aquivalenzrelationen. Entsprechendsind Kens (von �Ahnlichkeitsrelationen) eine Verallgemeinerung von �Aquivalenzklassen (von �Aquiva-lenzrelationen). Da sich oben (li R) und (co R) als �Ahnlichkeitsrelationen ergaben, ist eine Betrachtungder Kliquen und Kens von (li R) und (co R) sinnvoll. Im folgenden konzentrieren wir uns auf (li R)-Kliquen und (li R) -Kens, die wir als Abh�angigkeitskliquen bzw. Abh�angigkeitskens oder einfach alsKliquen und Kens der Relation R bezeichnen.B2003R = f[0,1,2], [2,1], [0,0,3], [4]g ist wieder die Relation aus Beispiel 1727. Wir haben A(R)= f0,1,2,3,4g und (li R) = f(0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (0,2), (2,0), (0,0), (0,3), (3,0), (0,0), (1,1),(2,2), (3,3), (4,4)g. Die Abh�angigkeitskliquen sind (li R) -Kliquen = ff0,1,2g, f0,1g, f1,2g, f0,2g,f0,3g, f0g, f3g, f4g g. Drei davon sind maximal. Wir haben also die Kens (li R) -Kens = ff0,1,2g,f0,3g, f4gg.S2004VA2005� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)Das Alphabet eines Wortes der Relation ist eine Klique, da seine Elemente paarweise in li stehen.T2006 8 w 2 R � A(w) 2 (li R) -KliquenVA2007 w 2 RT2008� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2007G2009 A(w) 2 (li R) -KliquenG2010 8 x 2 A(w), y 2 A(w) � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106VA2011 x 2 A(w), y 2 A(w)G2012 (x,y) 2 (li R)G2013 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1834, 2007, 2011Jede Klique enth�alt nur Elemente der Alphabets A(R).



94 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT2014 8 C 2 (li R) -Kliquen � C � A(R)T2015 (li R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820G2016 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 2015Ist die Relation total, so ist das Alphabet selbst eine Klique und umgekehrt.T2017 R ist total , A(R) 2 (li R) -KliquenG2018 ( 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) ) ,( 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x,y) 2 (li R) ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1283, 0106G2019 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1834T2020 R ist total , (li R) = A(R)2G2021 A(R)2 = (li R) ,A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017G2022 A(R)2 � (li R) ,A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820G2023 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0107Dies k�onnen wir noch versch�arfen: In totalen Relationen gibt es genau einen Ken, n�amlich dasAlphabet selbst.T2024 R ist total ) (li R) -Kens = fA(R)gA2025 R ist totalG2026 (li R) -Kens = fA(R)gT2027 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 2025T2028 A(R) 2 (li R) -KensG2029 :9 C0 2 (li R) -Kliquen � A(R) � C0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 2027G2030 8 C0 2 (li R) -Kliquen � : A(R) � C0VA2031 C0 2 (li R) -KliquenG2032 : A(R) � C0G2033 C0 � A(R)G2034 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 1820, 2031T2035 j(li R) -Kensj = 1A2036 j(li R) -Kensj 6= 1VT2037 K 2 (li R) -Kens � A(R) 6= K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2028, 2036T2038 K � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 1820, 2037T2039 K � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2037, 2038T2040 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 2037, 2027, 2039G2041 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2028, 2035Eine Relation ist genau dann total, wenn keine voneinander unabh�angigen Elemente existieren.T2042 R ist total , (co R) = ;G2043 (li R) = A(R)2 , (co R) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2020G2044 A(R)2 � (co R) = A(R)2 , (co R) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1998T2045 (co R) � A(R)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926G2046 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2045Die Monotonie der (li R) -Gewinnung �ubertr�agt sich auch auf die Gewinnung der Kliquen.T2047 R � R0 ) (li R) -Kliquen � (li R0) -KliquenA2048 R � R0G2049 (li R) -Kliquen � (li R0) -KliquenT2050 (li R) � (li R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1866



4.8. ABH�ANGIGKEITSKLIQUEN 95G2051 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0116, 2050Eine wichtige Endlichkeitseigenschaft von Relationen ist die Ken-Endlichkeit, d.h. die Endlichkeit allerKens. Sie wird von der Endlichkeit der Relation impliziert.S2052VA2053�R 2 R�(A)D2054 R ist Ken-endlich :, 8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlichT2055 R ist endlich ) R ist Ken-endlichA2056 R ist endlichG2057 8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2054VA2058 L 2 (li R) -KensG2059 L ist endlichT2060 A(R) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293, 2056T2061 L � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 1820, 2058G2062 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2060, 2061Die Umkehrung gilt nat�urlich nicht, da es unendlich viele Kens geben kann.Den Abschlu� dieses Abschnittes bildet noch eine einfache Anwendung des Kenbegri�s zur Zerlegungund Komposition von Relationen. Wir k�onnen jede teilwortabgeschlossene Relation in ihre Projektio-nen auf Kens zerlegen. Es handelt sich im allgemeinen jedoch nicht um eine disjunkte Zerlegung. DieKomposition, d.h. die Vereinigung, dieser Projektionen f�uhrt wieder zur urspr�unglichen Relation.S2063VA2064� R 2 R�(A)A2065 R ist (w) -abgeschlossenT2066 R = S fR0 � L 2 (li R) -Kens � R0 = (R . L)gT2067 8 w 2 R � 9 L 2 (li R) -Kens � w 2 (R . L)VA2068 w 2 RG2069 9 L 2 (li R) -Kens � w 2 (R . L)T2070� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2068T2071 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 2068VT2072 L 2 (li R) -Kens � A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 2071T2073� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2072T2074 w = (w . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 2072T2075 w 2 (R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2074, 1703, 2068G2076 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2072, 2075T2077 8 L 2 (li R) -Kens, w 2 (R . L) � w 2 RVA2078 L 2 (li R) -KensVA2079 w 2 (R . L)T2080� L 2 P(A) ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2078, 2079G2081 w 2 RVT2082 u 2 R � w = (u . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2079T2083� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2082T2084 w v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655, 2082G2085 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2065, 2082, 2084G2086 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2067, 2077Die Bedingung der Teilwortabgeschlossenheit ist im allgemeinen notwendig, da sonst durch Projektionneue Teilw�orter entstehen k�onnten, die nicht in R enthalten sind.



96 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONEN4.9 Abh�angigkeit unter ProjektionNach der Einf�uhrung der Projektionsoperation wurde schon die Ver�anderung bzw. Erhaltung bestimm-ter Eigenschaften unter Projektion erw�ahnt. In diesem Abschnitt werden wir speziell untersuchen wiesich (li R) unter Projektionen der unterliegenden Relation R verh�alt.B2087In Beispiel 1727 hatten wir R = f[0,1,2], [2,1], [0,0,3], [4]g und (li R) = f(0,1), (1,0), (1,2), (2,1),(0,2), (2,0), (0,0), (0,3), (3,0)g. Wir betrachten die Projektion auf die Menge f0,1,3,4g, also (R. f0,1,3,4g) = f[0,1], [1], [0,0,3], [4]g. Als Abh�angigkeitsrelation der Projektion erhalten wir (li (R. f0,1,3,4g)) = f(0,1), (1,0), (0,0), (0,3), (3,0)g.S2088VA2089� R 2 R�(A), X 2 P(A)Klar ist, da� durch Projektion auf eine Menge das Alphabet eingeschr�ankt wird, so da� (li R) nurnoch eine bin�are Relation auf dieser Menge sein kann.T2090 (li (R . X)) � X2T2091 A(R . X) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709T2092 A(R . X)2 � X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2091T2093 (li (R . X)) � A(R . X)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1718G2094 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2093, 2092Elemente, die nach der Projektion durch ein Wort geordnet und damit abh�angig sind, waren schonvor der Projektion durch das gleiche Wort geordnet, d.h. (li R) wird durch Projektion h�ochstensverkleinert.T2095 (li (R . X)) � (li R)G2096 8 x,y � (x,y) 2 (li (R . X)) ) (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2090VA2097 x,y � (x,y) 2 (li (R . X))G2098 (x,y) 2 (li R)VT2099 w 2 (R . X), i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . 1733, 2097T2100� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099VT2101 w0 2 R � w = (w0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2099T2102� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2101T2103 w v w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2101, 0655VT2104 f 2 (I(w) ! I(w0)) �(8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ) f i 6= f j) ^ (8 i 2 I(w) � wi = w0(f i)) . . . 0596, 2103T2105 f i 2 I(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2104T2106 f j 2 I(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2104T2107 f i 6= f j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2104T2108 wi = w0(f i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2104T2109 wj = w0(f j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2104T2110 w0(f i) = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2108T2111 w0(f j) = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2099, 2109G2112 9 w0 2 R, i 2 I(w0), j 2 I(w0) � i 6= j ^ w0i = x ^ w0j = y . . . . . . . . . . . . . . 1733G2113 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2101, 2105, 2106, 2107, 2110, 2111Gleiches gilt f�ur (li R):T2114 (li (R . X)) � (li R)G2115 (li (R . X)) [ ID(A(R . X)) � (li R) [ ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819



4.9. ABH�ANGIGKEIT UNTER PROJEKTION 97G2116 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2095, 1708Somit kann auch die Menge der Kliquen h�ochstens verkleinert werden.T2117 (li (R . X)) -Kliquen � (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0116, 2114Eine Projektion der unterliegenden Relation R auf eine Menge f�uhrt zur Einschr�ankung von (li R)auf genau diese Menge.T2118 (li (R . X)) = ((li R)jX)G2119 (li (R . X)) = (li R) \ X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0060T2120 (li (R . X)) � (li R) \ X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2090, 2095G2121 (li R) \ X2 � (li (R . X)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2120G2122 8 x,y � (x,y) 2 (li R) ^ (x,y) 2 X2 ) (x,y) 2 (li (R . X))VA2123 x,y � (x,y) 2 (li R)A2124 (x,y) 2 X2G2125 (x,y) 2 (li (R . X))T2126 x 2 X ^ y 2 X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2124VT2127 w 2 R, i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . . 1733, 2123T2128� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2127G2129 9 w 2 (R . X), i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ^ wi = x ^ wj = y . . . . . . . . . . . . 1733D2130 w0 := (w . X)T2131� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2130T2132 w0 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2130, 1703, 2127VT2133 f 2 (I(w0) ! I(w)) �(8 i 2 I(w0), j 2 I(w0) � i 6= j ) f i 6= f j) ^ (8 i 2 I(w0) � w0i = w(f i)) ^R(f) = fk 2 I(w) � wk 2 Xg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0669, 2130T2134� f 2 (I(w0) ! I(w)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2133T2135 8 i 2 I(w0), j 2 I(w0) � i 6= j ) f i 6= f j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2133T2136 8 i 2 I(w0) � w0i = w(f i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2133T2137 R(f) = fk 2 I(w) � wk 2 Xg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2133T2138 D(f) = I(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2134T2139 f ist injektiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0153, 2138, 2135T2140 f�1 i 2 D(f)T2141 i 2 R(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2137, 2127, 2126G2142 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0154, 2139, 2141T2143 f�1 i 2 I(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2138, 2140T2144 f�1 j 2 D(f)T2145 j 2 R(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2137, 2127, 2126G2146 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0154, 2139, 2145T2147 f�1 j 2 I(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2138, 2144T2148 f (f�1 i) = i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0147, 2140T2149 f (f�1 j) = j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0147, 2144T2150 f�1 i 6= f�1 jA2151 f�1 i = f�1 jT2152 f (f�1 i) �= f (f�1 j) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2151T2153 i = j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2148, 2149T2154 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2127, 2153T2155 w0(f�1 i) = xT2156 w0(f�1 i) = w(f (f�1 i)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2136, 2143T2157 w0(f�1 i) = wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2156, 2148G2158 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2157, 2127T2159 w0(f�1 j) = yT2160 w0(f�1 j) = w(f (f�1 j)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2136, 2147T2161 w0(f�1 j) = wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2160, 2149



98 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG2162 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2161, 2127G2163 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2132, 2143, 2147, 2150, 2155, 2159Entsprechendes gilt f�ur (li R):T2164 (li (R . X)) = ((li R)jX)G2165 (li (R . X)) = (li R) \ X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0060G2166 (li (R . X)) [ ID(A(R . X)) = ((li R) [ ID(A(R))) \ X2 . . . . . . . . . . . . . 1819G2167 8 x,y � ((x,y) 2 (li (R . X)) _ (x,y) 2 ID(A(R . X))) ,(((x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R))) ^ (x,y) 2 X2)VA2168 x,yA2169 (x,y) 2 (li (R . X))T2170 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2095, 2169T2171 (x,y) 2 X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2090, 2169A2172 (x,y) 2 ID(A(R . X))T2173 x 2 A(R . X) ^ y 2 A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2172T2174 x 2 X ^ y 2 X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709, 2173T2175 (x,y) 2 X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2174T2176 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1708, 2173T2177 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2172T2178 (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2177, 2176A2179 (x,y) 2 X2A2180 (x,y) 2 (li R)T2181 (x,y) 2 (li R) \ X2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2180, 2179T2182 (x,y) 2 ((li R)jX) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0060, 2181T2183 (x,y) 2 (li (R . X)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2118, 2182A2184 (x,y) 2 ID(A(R))T2185 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2184T2186 x 2 X ^ y 2 X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2179T2187 x 2 A(R) \ X ^ y 2 A(R) \ X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2185, 2186T2188 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2184T2189 (x,y) 2 ID(A(R) \ X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2187, 2188T2190 (x,y) 2 ID(A(R . X)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2189, 1710G2191 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2170, 2171, 2175, 2178, 2183, 2190Die Kliquen der Projektion auf eine Menge erh�alt man durch Schnitt der urspr�unglichen Kliquenmit der Menge.T2192 8 C 2 (li R) -Kliquen � (C \ X) 2 (li (R . X)) -KliquenG2193 8 C 2 (li R) -Kliquen � (C \ X) 2 ((li R)jX) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . 2164G2194 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0118Die Projektion auf eine Klique liefert immer eine totale Relation.T2195 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist totalVA2196 C 2 (li R) -KliquenT2197� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 2196G2198 (R . C) ist totalG2199 8 x 2 A(R . C), y 2 A(R . C) � 9 w 2 (R . C) � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . 1283VA2200 x 2 A(R . C), y 2 A(R . C)G2201 9 w 2 (R . C) � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T2202 x 2 C ^ y 2 C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709, 2200T2203 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 2196, 2202T2204 (x,y) 2 ((li R)jC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0060, 2203, 2202T2205 (x,y) 2 (li (R . C)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2164, 2204



4.10. VOLLST�ANDIGKEIT 99G2206 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1834, 22054.10 Vollst�andigkeitNachdem nun Kliquen einer Relation eingef�uhrt wurden, verwenden wir diese zur De�nition einesVollst�andigkeitsbegri�s. Im Gegensatz zum Konsistenzbegri�, der sicherstellt, da� eine Relation nichtzu viele W�orter enth�alt und dadurch widerspr�uchlich wird, erzwingt die Vollst�andigkeit gerade einegewisse Reichhaltigkeit der Relation. Fordern wir also sp�ater Konsistenz und Vollst�andigkeit gleich-zeitig, so ho�en wir dadurch in gewissem Sinne ausgeglichene und damit interessante Relationen zuerhalten.S2207VA2208� R 2 R�(A), n 2 NWir bezeichnen eine Relation als vollst�andig gdw. jede endliche Klique als Alphabet eines Wortesin der Relation vorkommt. Wir sagen in diesem Fall auch: Jede endliche Klique wird durch einWort der Relation abgedeckt oder repr�asentiert.D2209 R ist vollst�andig :,8 C 2 (li R) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 R � A(w) = CEine schw�achere Form der Vollst�andigkeit fordert die genannte Bedingung nur f�ur Kliquen bis zueiner bestimmten Gr�o�e.D2210 R ist n -vollst�andig :,8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = CDie letzte Form der Vollst�andigkeit wird n�utzlich sein, wenn wir Relationen axiomatisieren, derenW�orter in der L�ange beschr�ankt sind, deren Kliquen jedoch gr�o�er sein k�onnen als diese Schrankeangibt.B2211Sei R = f[0,1,2], [0,3,1], [2,3,1], [3,2,0], [2,3], [0,1], [2,1], [1], [2], [3,3], [3,4], [4], []g. Das Alphabetist A(R) = f0,1,2,3,4g und als Abh�angigkeitsrelation berechnen wir (li R) = lf(0,1), (1,2), (0,2),(0,3), (3,1), (2,3), (3,3), (3,4) g. Damit ergeben sich die Abh�angigkeitskliquen (li R) -Kliquen= P(f0,1,2,3g)[ P(f3,4g). Die 3 -Vollst�andigkeit ist erf�ullt: Die dreielementige Klique f1,2,3g wirddurch [2,3,1] repr�asentiert, die zweielementige Klique f0,1g durch das Wort [0,1], die einelementigeKlique f3g durch [3,3] usw. Die Relation ist jedoch nicht 4 -vollst�andig, da die vierelementigeAbh�angigkeitsklique f0,1,2,3g nicht als Alphabet eines Wortes von R vorkommt. Damit ist dieRelation auch nicht vollst�andig. Durch Hinzunahme eines Wortes, z.B. [3,2,1,0] erhalten wir eineRelation R0 = R [ f[3,2,1,0]g die auch vollst�andig ist.O�enbar kann jede Relation zu einer (schwach) vollst�andigen Relation erweitert werden, indem W�ortermit geeignetem Alphabet hinzugef�ugt werden. Sp�ater werden wir sehen, da� dies jedoch oft nichtm�oglich ist, ohne andere f�ur uns wichtige Eigenschaften zu zerst�oren. Eine dieser Eigenschaften ist dieKonsistenz. Umgekehrt l�a�t sich die Konsistenz immer durch Verkleinern der Relation erreichen. Dieskann aber wiederum andere Eigenschaften, wie die Vollst�andigkeit zerst�oren.Es folgen nun einige direkte Konsequenzen aus der De�nition.S2212



100 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENVA2213� R 2 R�(A), n 2 N, m 2 NVollst�andigkeit ist ein Begri�, der sich bei unver�anderter Abh�angigkeitsrelation auf alle Obermengeneiner Relation �ubertr�agt. Entsprechendes gilt nat�urlich auch f�ur die schwache Vollst�andigkeit. DieVollst�andigkeit verh�alt sich also gerade anders als die Konsistenz (siehe Theorem 1553), wie dieBezeichnungen schon andeuten.T2214 R ist vollst�andig )8 R0 2 R�(A) � (li R0) = (li R) ^ R � R0 ) R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . 2209Vollst�andigkeit und ihre schwache Variante sind in dem folgenden Sinne gleichm�achtig:T2215 R ist vollst�andig , 8 n 2 N � R ist n -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . 2209, 2210T2216 R ist n -vollst�andig ^ m � n ) R ist m -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . 2210Beide Formen von Vollst�andigkeit fordern die Repr�asentation der leeren Klique durch das leere Wort.S2217VA2218� R 2 R�(A), n 2 NT2219 R ist n -vollst�andig ) [] 2 RA2220 R ist n -vollst�andigG2221 [] 2 RT2222 ; 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0110T2223 j;j � nVT2224 w 2 R � A(w) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2220, 2222, 2223T2225� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2224T2226 w = [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0257, 2224G2227 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2224, 2226T2228 R ist vollst�andig ) [] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2219T2229 R ist n -vollst�andig ^ A(R) = ; ) R = f[]gA2230 R ist n -vollst�andigA2231 A(R) = ;G2232 R = f[]gT2233 f[]g � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2219, 2230G2234 R � f[]g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2233G2235 8 w 2 R � w = []VA2236 w 2 RG2237 w = []T2238� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2236T2239 A(w) � ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 2236, 2231T2240 A(w) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2239G2241 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0257, 2240Eine vollst�andige Relation mit leerem Alphabet ist damit eindeutig bestimmt.T2242 R ist vollst�andig ^ A(R) = ; ) R = f[]g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2229F�ur totale Relationen ergibt sich eine geringf�ugig vereinfachte Formulierung der Vollst�andigkeit.S2243VA2244� R 2 R�(A), n 2 NIn totalen Relationen ist jede Teilmenge des Alphabets eine Klique. In totalen, n -vollst�andigenRelationen ist also jede Teilmenge bis zur Kardinalit�at n repr�asentiert.



4.10. VOLLST�ANDIGKEIT 101T2245 R ist total ^ R ist n -vollst�andig )8 C � C � A(R) ^ jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = CA2246 R ist totalA2247 R ist n -vollst�andigG2248 8 C � C � A(R) ^ jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = CVA2249 C � C � A(R)A2250 jCj � nG2251 9 w 2 R � A(w) = CT2252 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 2246T2253 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2252, 2249G2254 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2247, 2253, 2250Umgekehrt k�onnen wir die Totalit�at ableiten, wenn mindestens alle zweielementigen Teilmengenrepr�asentiert sind.T2255 (8 C � C � A(R) ^ jCj = 2 ) 9 w 2 R � A(w) = C) ) R ist totalA2256 8 C � C � A(R) ^ jCj = 2 ) 9 w 2 R � A(w) = CG2257 R ist totalG2258 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . 1283VA2259 x 2 A(R), y 2 A(R)G2260 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T2261 fx,yg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2259T2262 jfx,ygj = 1 _ jfx,ygj = 2A2263 jfx,ygj = 1T2264 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2263T2265 w 2 R � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 2259T2266 y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2264, 2265G2267 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2265, 2266A2268 jfx,ygj = 2VT2269 w 2 R � A(w) = fx,yg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2256, 2261, 2268T2270 x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2269G2271 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2269, 2270Sind nicht nur die Kliquen, sondern alle Teilmengen bis zur Kardinalit�at n repr�asentiert, so ist dieRelation nat�urlich auch n -vollst�andig.T2272 (8 C � C � A(R) ^ jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = C) ) R ist n -vollst�andigA2273 8 C � C � A(R) ^ jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = CG2274 R ist n -vollst�andigG2275 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . 2210VA2276 C 2 (li R) -KliquenA2277 jCj � nG2278 9 w 2 R � A(w) = CT2279 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 2276G2280 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2273, 2279, 2277Kombinieren wir diese Resultate mit Theorem 2215, so erhalten wir die gew�unschte Charakterisie-rung von totalen, vollst�andigen Relationen.T2281 R ist total ^ R ist vollst�andig )8 C � C � A(R) ^ C ist endlich ) 9 w 2 R � A(w) = CA2282 R ist totalA2283 R ist vollst�andigVA2284 C � C � A(R) ^ C ist endlich



102 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG2285 9 w 2 R � A(w) = CVT2286 n 2 N � jCj = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2284T2287� n 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2286T2288 R ist n -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2283G2289 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2245, 2282, 2288, 2284, 2286T2290 (8 C � C � A(R) ^ C ist endlich ^ 9 w 2 R � A(w) = C) )R ist total ^ R ist vollst�andigA2291 8 C � C � A(R) ^ C ist endlich ) 9 w 2 R � A(w) = CG2292 R ist total ^ R ist vollst�andigG2293 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2255, 2291G2294 8 n 2 N � R ist n -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215VA2295� n 2 NG2296 R ist n -vollst�andigG2297 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2272, 2291Bei teilwortabgeschlossenen Relationen brauchen wir nicht alle Kliquen zu ber�ucksichtigen, um dieVollst�andigkeit festzustellen, wie die folgenden Theoreme zeigen.S2298VA2299� R 2 R�(A)Wenn alle Kens mindestens n Elemente besitzen, so vereinfacht sich De�nition 2210 der n -Vollst�andigkeit wesentlich: Wir brauchen die Eigenschaft aus der De�nition nur f�ur Kliquen derKardinalit�at n zu pr�ufen.T2300 R ist (w) -abgeschlossen ^ (8 L 2 (li R) -Kens � n j�j L) )( R ist n -vollst�andig , 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj = n ) 9 w 2 R � A(w) = C )A2301 R ist (w) -abgeschlossenA2302 8 L 2 (li R) -Kens � n j�j LG2303 ( 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj = n ) 9 w 2 R � A(w) = C ) ) R ist n -vollst�andig 2210VA2304 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj = n ) 9 w 2 R � A(w) = CG2305 R ist n -vollst�andigG2306 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . 2210VA2307 C 2 (li R) -KliquenA2308 jCj � nG2309 9 w 2 R � A(w) = CT2310� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 2307VT2311 L 2 (li R) -Kens � C � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 2307T2312� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2311T2313 n j�j L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2302, 2311VT2314 C0 � C � C0 ^ C0 � L ^ jC0j = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2311, 2308, 2313T2315 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 2311T2316 C0 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2315, 2314T2317� C0 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2314VT2318 w 2 R � A(w) = C0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2304, 2316, 2314T2319� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2318T2320 (w . C) v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T2321 (w . C) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2301, 2318, 2320T2322 C � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2314, 2318T2323 A(w . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 2322G2324 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2321, 2323N�utzlich f�ur Relationen mit endlichen Kens ist das folgende Theorem: Wird jeder Ken durch einWort der Relation abgedeckt, so ist die Relation vollst�andig.



4.10. VOLLST�ANDIGKEIT 103T2325 R ist (w) -abgeschlossen ^ ( 8 L 2 (li R) -Kens � 9 w 2 R � A(w) = L ) )R ist vollst�andigA2326 R ist (w) -abgeschlossenA2327 8 L 2 (li R) -Kens � 9 w 2 R � A(w) = LG2328 R ist vollst�andigG2329 8 C 2 (li R) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . 2209VA2330 C 2 (li R) -KliquenA2331 C ist endlichG2332 9 w 2 R � A(w) = CVT2333 L 2 (li R) -Kens � C � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 2330T2334� L 2 P(A) ^ C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2333T2335 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 2333VT2336 w 2 R � A(w) = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2327, 2333T2337� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2336T2338 (w . C) v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T2339 (w . C) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2326, 2336, 2338T2340 C � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2333, 2336T2341 A(w . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 2340G2342 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2339, 2341Die Umkehrung des letzten Theorems gilt nat�urlich nicht, da nicht alle Kens endlich sein m�ussen,das Alphabet eines Wortes jedoch immer endlich ist.B2343Die Relation R = (w)[f[1,2,3], [3,4]g] ist teilwortabgeschlossen. Wir haben die Abh�angigkeitskliquen(li R) -Kliquen = P(1,2,3) [ P(3,4) und die Kens (li R) -Kens = ff1,2,3g, f3,4gg. Die Relation ist2 -vollst�andig. Dies k�onnen wir sofort mit Theorem 2325 veri�zieren, da alle Kens mindestens zweiElemente enthalten und jede zweielementige Klique durch ein Wort der Relation abgedeckt wird.Die Relation ist sogar vollst�andig. Dies folgt aus Theorem 2325, da jeder Ken durch ein Wort inder Relation repr�asentiert wird.Nachdem nun die Vollst�andigkeit eingef�uhrt wurde, leiten wir noch einige spezielle Theoreme ab, diemit Hilfe der 3 -Vollst�andigkeit, einen Zusammenhang zwischen dreielementigen Kliquen und dreistel-ligen W�ortern herstellen. Die 3 -Vollst�andigkeit wird bei zyklischen Ordnungen eine wichtige Rollespielen.S2344VA2345� R 2 R�(A)Bei Annahme von Einfachheit, Rotationsabgeschlossenheit und 3 -Vollst�andigkeit gilt: Jede dreiele-mentige Klique wird durch ein dreistelliges Wort oder durch seine gespiegelte Version repr�asentiert.T2346 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andig )8 x,y,z � fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen ^ jfx,y,zgj = 3 ) [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 RA2347 R ist einfachA2348 R ist (rot�) -abgeschlossenA2349 R ist 3 -vollst�andigVA2350 x,y,z � fx,y,zg 2 (li R) -KliquenA2351 jfx,y,zgj = 3G2352 [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 RT2353� fx,y,zg � A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 2350VT2354 w 2 R � A(w) = fx,y,zg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2349, 2350, 2351T2355� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2354



104 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT2356 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2347, 2354T2357 jA(w)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2354, 2351T2358 L(w) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 2356, 2357T2359 w rot� [x,y,z] _ w rot� [z,y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0539, 2356, 2358, 2354G2360 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 2348, 2354, 2359Bei Hinzunahme der Totalit�at gilt dies nat�urlich f�ur jede beliebige dreielementige Teilmenge desAlphabets.T2361 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andig ^ R ist total )8 x 2 A(R), y 2 A(R), z 2 A(R) � jfx,y,zgj = 3 ) [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 RA2362 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andigA2363 R ist totalVA2364 x 2 A(R), y 2 A(R), z 2 A(R)G2365 jfx,y,zgj = 3 ) [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 RT2366 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 2363T2367 fx,y,zg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2364T2368 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2366, 2367G2369 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2346, 2362, 2368Diese Theoreme zeigen schon einige der interessanten Wechselwirkungen, die sich aus dem Zusammen-spiel der bisher eingef�uhrten Eigenschaften ergeben. Im folgenden werden weitere Zusammenh�ange auf-gezeigt. Die eingef�uhrten Konzepte sind zwar orthogonal kombinierbar, aber keineswegs unabh�angigvoneinander sind. Eines der Hauptziele dieser Arbeit ist, ihre Wechselwirkungen zu analysieren.Im folgenden werden wir untersuchen, unter welchen Bedingungen sich Zusammenh�ange zwischenTeilwortabgeschlossenheit und Vollst�andigkeit ergeben.S2370VA2371� R 2 R�(A), n 2 NNichtleere, teilwortabgeschlossene Relationen sind 2 -vollst�andig. Dies folgt im wesentlichen ausder De�nition von (li R). Die erste Bedingung ist o�enbar notwendig, da eine leere Relation nachTheorem 2219 niemals n -vollst�andig ist.T2372 R 6= ; ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ n < 3 ) R ist n -vollst�andigA2373 R 6= ;A2374 R ist (w) -abgeschlossenA2375 n < 3G2376 R ist n -vollst�andigG2377 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . 2210VA2378 C 2 (li R) -KliquenA2379 jCj � nG2380 9 w 2 R � A(w) = CT2381 jCj < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2379, 2375A2382 jCj = 0T2383 C = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2382T2384 [] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1316, 2374, 2373T2385 A([]) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0323G2386 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2384, 2385A2387 jCj = 1VT2388 x � C = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2387T2389 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 2378T2390 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2388, 2389T2391 [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 2374, 2390



4.10. VOLLST�ANDIGKEIT 105T2392 A([x]) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327, 2388G2393 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2391, 2392A2394 jCj = 2VT2395 x,y � C = fx,yg ^ x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2394T2396 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 2378, 2395T2397 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 2395, 2396T2398 [x,y] 2 R _ [y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1766, 2374, 2397T2399 A([x,y]) = C ^ A([y,x]) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 2395G2400 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2398, 2399F�ur n � 1 gilt: n -Vollst�andigkeit impliziert (n + 1) -Vollst�andigkeit, sofern die L�ange der Relation(n + 1) nicht �ubersteigt. Entsprechendes gilt f�ur 2 � n nicht.T2401 R ist 0 -vollst�andig ^ L(R) � 1 ) R ist 1 -vollst�andigA2402 R ist 0 -vollst�andigA2403 L(R) � 1G2404 R ist 1 -vollst�andigG2405 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � 1 ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . 2210VA2406 C 2 (li R) -KliquenA2407 jCj � 1G2408 9 w 2 R � A(w) = CA2409 jCj = 0G2410 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2402, 2406, 2409A2411 jCj = 1VT2412 x � C = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2411T2413 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 2406T2414 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2412, 2413T2415 w 2 R � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 2414T2416 L(w) � L(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1261, 2403, 2415T2417 jA(w)j � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0259T2418 jA(w)j � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2417, 2416, 2403T2419 A(w) = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2418, 2415T2420 A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2412, 2419G2421 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2415, 2420T2422 R ist 1 -vollst�andig ^ L(R) � 2 ) R ist 2 -vollst�andigA2423 R ist 1 -vollst�andigA2424 L(R) � 2G2425 R ist 2 -vollst�andigG2426 8 C 2 (li R) -Kliquen � jCj � 2 ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . 2210VA2427 C 2 (li R) -KliquenA2428 jCj � 2G2429 9 w 2 R � A(w) = CA2430 jCj � 1G2431 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2423, 2427, 2430A2432 jCj = 2VT2433 x,y � C = fx,yg ^ x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2432T2434 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 2427, 2433T2435 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 2433, 2434T2436 [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 2435T2437 8 x,y � [x,y] 2 (w)[R] ) [x,y] 2 RVA2438 x,y � [x,y] 2 (w)[R]G2439 [x,y] 2 RT2440� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2438VT2441 w 2 R � [x,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2438T2442 L([x,y]) = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0308



106 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENT2443 L(w) � L(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1261, 2424, 2441T2444 : L([x,y]) < L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2443, 2424, 2442T2445 [x,y] = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0571, 2441, 2444G2446 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2445, 2441T2447 [x,y] 2 R _ [y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2437, 2436T2448 A([x,y]) = C ^ A([y,x]) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2433, 0328G2449 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2447, 2448Eine sch�one Demonstration f�ur die Wechselwirkungen zwischen den bisher kennengelernten Eigen-schaften ist die folgende Tatsache: Die Teilwortabgeschlossenheit folgt aus der Vollst�andigkeit unterden Nebenbedingungen Einfachheit, Rotationsabgeschlossenheit und Konsistenz modulo Rotation.T2450 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo (rot�) ^R ist vollst�andig ) R ist (w) -abgeschlossenA2451 R ist einfachA2452 R ist (rot�) -abgeschlossenA2453 R ist konsistent modulo (rot�)A2454 R ist vollst�andigG2455 R ist (w) -abgeschlossenG2456 8 u,v � v 2 R ^ u v v ) u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA2457 u,v � v 2 RA2458 u v vG2459 u 2 RT2460� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2458T2461 A(v) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 2457T2462 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 2458T2463 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2461, 2462T2464 A(u) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240VT2465 w 2 R � A(w) = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 2454, 2463, 2464T2466� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2465T2467 w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 2453, 2465, 2457T2468 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2451, 2457T2469 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 2468, 2467, 2458T2470 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 2465, 2469G2471 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 2452, 2465, 2470F�ur einfache Relationen mit maximal zweistelligen W�ortern gen�ugt schon die 1 -Vollst�andigkeit,um Teilwortabgeschlossenheit sicherzustellen.T2472 L(R) � 2 ^ R ist einfach ^ R ist 1 -vollst�andig ) R ist (w) -abgeschlossenA2473 L(R) � 2A2474 R ist einfachA2475 R ist 1 -vollst�andigG2476 R ist (w) -abgeschlossenG2477 8 u,v � v 2 R ^ u v v ) u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA2478 u,v � v 2 RA2479 u v vG2480 u 2 RT2481� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2479T2482 L(v) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 2473, 2478T2483 L(u) � L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0570, 2479T2484 L(u) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2483, 2482A2485 L(u) = 2T2486 L(u) = L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2485, 2482, 2483T2487 u = v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0571, 2479, 2486



4.10. VOLLST�ANDIGKEIT 107G2488 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2487, 2478A2489 L(u) � 1T2490 A(v) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 2478T2491 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 2479T2492 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2490, 2491T2493 jA(u)j � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0259, 2489VT2494 w 2 R � A(w) = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2475, 2492, 2493T2495 jA(w)j � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2494, 2493T2496 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2474, 2494T2497 L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 2496, 2495T2498 u = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0369, 2489, 2497, 2494G2499 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2494, 2498F�ur einfache, rotationsabgeschlossene Relationen mit maximal dreistelligen W�ortern gen�ugt die 2-Vollst�andigkeit, um die Teilwortabgeschlossenheit abzuleiten. Man beachte die formale �Ahnlichkeitzum vorigen Theorem.T2500 L(R) � 3 ^ R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 2 -vollst�andig )R ist (w) -abgeschlossenA2501 L(R) � 3A2502 R ist einfachA2503 R ist (rot�) -abgeschlossenA2504 R ist 2 -vollst�andigG2505 R ist (w) -abgeschlossenG2506 8 u,v � v 2 R ^ u v v ) u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA2507 u,v � v 2 RA2508 u v vG2509 u 2 RT2510� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2508A2511 u = vG2512 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2507, 2511A2513 u 6= vT2514 L(v) � 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 2501, 2507T2515 L(u) < L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0571, 2508, 2513T2516 L(u) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2515, 2514T2517 A(v) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 2507T2518 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 2508T2519 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2517, 2518T2520 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2502, 2507T2521 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0576, 2520, 2508T2522 jA(u)j � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 2521, 2516VT2523 u0 2 R � A(u0) = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2504, 2519, 2522T2524� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2523T2525 u0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2502, 2523T2526 jA(u0)j = jA(u)j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2523T2527 L(u0) = L(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2526, 0373, 2525, 0373, 2521T2528 L(u0) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2516, 2527A2529 L(u0) � 1T2530 L(u) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2527, 2529T2531 u = u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0369, 2530, 2529, 2523G2532 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2523, 2531A2533 L(u0) = 2T2534 L(u) = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2527, 2533T2535 u0 rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0527, 2533, 2534, 2523



108 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG2536 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 2503, 2523, 2535Schlie�lich stellen wir noch fest, da� vollst�andige Relationen unter Teilwort- und Rotationsabschlu�wieder vollst�andige Relationen ergeben. Zum Beweis verwenden wir Theorem 2214.S2537VA2538 R 2 R�(A), E 2 BR(A�)T2539 (li (E[R])) = (li R) ^ R � E[R] ^ R ist vollst�andig ) E[R] ist vollst�andig . . . 2214T2540 R ist vollst�andig ) (rot�)[R] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . 2539, 1894, 1412T2541 R ist vollst�andig ) (w)[R] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . 2539, 1895, 1413T2542 R ist vollst�andig ) (rotw)[R] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . 2539, 1896, 14144.11 SpiegelungSpiegelung von Relationen bedeutet Spiegelung der enthaltenden W�orter. Diese Operation ist oftn�utzlich, um aus einem nichtsymmetrischen Theorem die gespiegelte Variante abzuleiten.S2543VA2544 R 2 R�(A), R0 2 R�(A), w 2 A�, x 2 A, y 2 A, z 2 AD2545 REV R := f(REV w) � w 2 RgT2546� (REV R) 2 R�(A)T2547 (REV (REV R)) = RT2548 R � R0 ) (REV R) � (REV R0)T2549 R � (REV R) ) R = (REV R)T2550 w 2 R , (REV w) 2 (REV R)T2551 w 2 (REV R) , (REV w) 2 RT2552 [x,y] 2 (REV R) , [y,x] 2 RT2553 [x,y,z] 2 (REV R) , [z,y,x] 2 RDa leere und einstellige W�orter sich unter Spiegelung nicht ver�andern, gilt dies auch f�ur Relationenbis zur L�ange eins.S2554VA2555� R 2 R�(A)T2556 L(R) � 1 ) R = (REV R)A2557 L(R) � 1G2558 R = (REV R)G2559 R � (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2549G2560 8 w 2 R � w 2 (REV R)VA2561 w 2 RG2562 w 2 (REV R)T2563� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2561G2564 (REV w) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551T2565 L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 2557, 2561A2566 L(w) = 0T2567 w = [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0258, 2566T2568 (REV w) = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2567, 0426G2569 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2568, 2561A2570 L(w) = 1VT2571 x 2 A � w = [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0366T2572 (REV w) = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2571, 0437



4.11. SPIEGELUNG 109G2573 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2572, 2561Nach der De�nition folgt nun eine Reihe von Invarianztheoremen. Es zeigt sich, da� alle f�ur uns inter-essanten Eigenschaften bei Spiegelung erhalten bleiben. Insbesondere gilt dies auch f�ur die Relationender Abh�angigkeit und Unabh�angigkeit, die gerade so de�niert waren, da� sie von einer m�oglichenOrientierung abstrahierten.S2574VA2575� R 2 R�(A), n 2 NEinfachheit und Alphabet bleiben unter Spiegelung unver�andert.T2576 R ist einfach ) (REV R) ist einfachA2577 R ist einfachG2578 (REV R) ist einfachG2579 8 w 2 (REV R) � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA2580 w 2 (REV R)G2581 w ist einfachT2582� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2580T2583 u 2 R � w = (REV u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2545, 2580T2584� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2583T2585 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2577, 2583T2586 (REV u) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0433, 2585G2587 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2583, 2586T2588 A(R) = A(REV R)G2589 S fA(w) � w 2 Rg = S fA(w) � w 2 (REV R)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243G2590 fA(w) � w 2 Rg = fA(w) � w 2 (REV R)gT2591 8 A 2 fA(w) � w 2 Rg � A 2 fA(w) � w 2 (REV R)gVA2592 A 2 fA(w) � w 2 RgG2593 A 2 fA(w) � w 2 (REV R)gG2594 9 w 2 (REV R) � A = A(w)VT2595 w 2 R � A = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2592T2596� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2595T2597 (REV w) 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2550, 2595T2598 A(REV w) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431T2599 A = A(REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2595, 2598G2600 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2597, 2599T2601 8 A 2 fA(w) � w 2 (REV R)g � A 2 fA(w) � w 2 RgVA2602 A 2 fA(w) � w 2 (REV R)gG2603 A 2 fA(w) � w 2 RgVT2604 w 2 (REV R) � A = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2602T2605� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2604G2606 9 w 2 R � A = A(w)T2607 (REV w) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 2604T2608 A(REV w) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431T2609 A = A(REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2604, 2608G2610 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2607, 2609G2611 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2591, 2601Der Abschlu� unter einer spiegelinvarianten, bin�aren Relation ist mit der Spiegelung vertauschbar.T2612 8 E 2 BR(A�) � E ist spiegelinvariant ) E[REV R] = (REV E[R])VA2613� E 2 BR(A�)A2614 E ist spiegelinvariantT2615 8 w 2 E[REV R] � w 2 (REV E[R])



110 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENVA2616 w 2 E[REV R]G2617 w 2 (REV E[R])T2618� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2616VT2619 u 2 (REV R) � (u,w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2616VT2620 v 2 R � u = (REV v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2619, 2545T2621� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2619, 2620T2622 ((REV v), w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2619, 2620T2623 (REV (REV v), (REV w)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0443, 2614, 2622T2624 (v, (REV w)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0434, 2623T2625 (REV w) 2 E[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2624, 2620G2626 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 2625T2627 8 w 2 (REV E[R]) � w 2 E[REV R]VA2628 w 2 (REV E[R])G2629 w 2 E[REV R]T2630� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2628VT2631 u 2 E[R] � w = (REV u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2628, 2545VT2632 v 2 R � (v,u) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2631T2633� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2632T2634 (REV v) 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2550, 2632T2635 ((REV v), (REV u)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0443, 2614, 2632T2636 ((REV v), w) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2631, 2635G2637 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2636, 2634G2638 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2615, 2627Dies gilt speziell f�ur die spiegelinvarianten Relationen (rot�) und (w).T2639 (rot�)[REV R] = (REV (rot�)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2612, 0525T2640 (w)[REV R] = (REV (w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2612, 0573Mit diesen Resultaten folgt sofort die Invarianz der Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit unterSpiegelung.T2641 R ist (w) -abgeschlossen ) (REV R) ist (w) -abgeschlossenA2642 R ist (w) -abgeschlossenG2643 (REV R) ist (w) -abgeschlossenT2644 R = (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1449, 2642T2645 (REV R) = (REV (w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2644T2646 (REV R) = (w)[REV R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2640, 2645G2647 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1449, 2646T2648 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (REV R) ist (rot�) -abgeschlossenA2649 R ist (rot�) -abgeschlossenG2650 (REV R) ist (rot�) -abgeschlossenT2651 R = (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1448, 2649T2652 (REV R) = (REV (rot�)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2651T2653 (REV R) = (rot�)[REV R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2639, 2652G2654 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1448, 2653Die Konsistenz modulo einer spiegelinvarianten Relation wird ebenfalls durch die Spiegelung nichtzerst�ort.T2655 8 E 2 BR(A�) � E ist spiegelinvariant ^ R ist konsistent modulo E )(REV R) ist konsistent modulo EVA2656� E 2 BR(A�)A2657 E ist spiegelinvariant



4.11. SPIEGELUNG 111A2658 R ist konsistent modulo EG2659 (REV R) ist konsistent modulo EG2660 8 u 2 (REV R), v 2 (REV R) � u E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545VA2661 u 2 (REV R), v 2 (REV R)G2662 u E� vT2663� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2661D2664 D := A(u) \ A(v)T2665� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2664G2666 ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 2664T2667 (REV u) 2 R ^ (REV v) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 2661T2668 (REV u) E� (REV v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 2658, 2667T2669 D = A(REV u) \ A(REV v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431, 2664T2670 (((REV u) . D), ((REV v) . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 2669, 2668T2671 ((REV (u . D)), (REV (v . D))) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0662, 2670T2672 ((REV (REV (u . D))), (REV (REV (v . D)))) 2 E . . . . . . . . . . 0443, 2657, 2671G2673 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0434, 2672Insbesondere gilt dies f�ur die Konsistenz modulo Identit�at und Rotation.T2674 R ist konsistent ) (REV R) ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . 1546, 2655, 0444T2675 R ist konsistent modulo (rot�) ) (REV R) ist konsistent modulo (rot�) . . 2655, 0525Mit Hilfe der folgenden Beobachtung folgt auch die Invarianz der (reexiven) Abh�angigkeitsrelationsowie der Kliquen.T2676 [x,y] 2 (w)[REV R] , [y,x] 2 (w)[R]G2677 [x,y] 2 (REV (w)[R]) , [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2640G2678 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2552T2679 (li R) = (li (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 2676T2680 (li R) = (li (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 2679, 2588T2681 (li R) -Kliquen = (li (REV R)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2680Dieses Resultat verwenden wir wiederum, um die Invarianz der Vollst�andigkeit zu zeigen.T2682 8 n 2 N � R ist n -vollst�andig ) (REV R) ist n -vollst�andigVA2683� n 2 NA2684 R ist n -vollst�andigG2685 (REV R) ist n -vollst�andigG2686 8 C 2 (li (REV R)) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 (REV R) � A(w) = C . . . . . 2210VA2687 C 2 (li (REV R)) -KliquenA2688 jCj � nG2689 9 w 2 (REV R) � A(w) = CT2690 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2681, 2687VT2691 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2684, 2690, 2688T2692� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2691T2693 (REV w) 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2550, 2691T2694 A(REV w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431, 2691G2695 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2693, 2694T2696 R ist vollst�andig ) (REV R) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2682Die Invarianz der reexiven Abh�angigkeit f�uhrt unmittelbar zur Invarianz der (reexiven) Un-abh�angigkeit.T2697 (co R) = (co (REV R))T2698 (co R) � (co (REV R))



112 KAPITEL 4. VERALLGEMEINERTE RELATIONENG2699 8 x,y � (x,y) 2 (co R) ) (x,y) 2 (co (REV R))VA2700 x,y � (x,y) 2 (co R)G2701 (x,y) 2 (co (REV R))T2702 (x,y) =2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985, 2700T2703 (x,y) =2 (li (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2679, 2702T2704 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943, 2700T2705 x 2 A(REV R) ^ y 2 A(REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2588, 2704T2706 (x,y) 2 (co (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1960, 2705, 2703T2707 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1950, 2700G2708 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1950, 2706, 2707T2709 (co (REV R)) � (co (REV (REV R))) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2698T2710 (co (REV R)) � (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2547, 2709G2711 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2698, 2710T2712 (co R) = (co (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 2697, 2588Damit ist auch die Totalit�at eine unter Spiegelung invariante Eigenschaft.T2713 R ist total , (REV R) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2042, 2697



Kapitel 5Azyklische OrdnungenNachdem wir uns einen Grundwortschatz von Begri�en zurechtgelegt haben, wollen wir in diesemKapitel eine Axiomatisierung der wohlbekannten Ordnungen als (verallgemeinerte) Relationen �nden.Wir beginnen also zun�achst mit den konventionellen Ordnungen, um in sp�ateren Kapiteln durchgeeignete Modi�kationen der Axiome zuerst zu totalen, zyklischen Ordnungen und sp�ater dann zu(allgemeinen) zyklischen Ordnungen zu gelangen.Wie schon angesprochen handelt es sich bei unseren Relationen um eine Verallgemeinerung von bin�arenRelationen, so da� wir die Axiome von Ordnungen (z.B. 0091, 0092 oder 0093) direkt verwendenk�onnten, um Ordnungen als spezielle zweistellige Relationen zu beschreiben. Unser eigentliches Zielsind jedoch die zyklischen Ordnungen. Deshalb beschreiten wir einen anderen Weg, der uns sp�aterohne gro�e Umwege dorthin f�uhren wird.Um die Axiome f�ur azyklische Ordnungen zu motivieren, gehen wir von einer konkreten Interpretationaus. W�unschenswert ist, das die Interpretation einfach und anschaulich ist, um die G�ultigkeit einzelnerAxiome m�oglichst direkt �uberpr�ufen zu k�onnen. Wir verwenden hier dynamische Systeme in denengewisse Ereignisse mehr oder weniger geordnet statt�nden k�onnen. Wir wollen versuchen bestimmteInvarianten des Systemverhaltens als Menge von Ereignissen aufzufassen, die einer gewissen Ordnungunterliegt. Aus den allgemeinen, vom konkreten System unabh�angigen Eigenschaften dieser geordnetenEreignismenge leiten wir die f�ur Ordnungen relevanten Eigenschaften ab. Dann abstrahieren wir vondieser Interpretation der dynamischen Systeme, um zu einem Axiomsystem allgemeiner azyklischerOrdnungen zu gelangen.Eine weitere Begr�undung der Axiome f�ur azyklische Ordnungen folgt sp�ater aus dem formalen Zu-sammenhang zu den �ublichen Ordnungen als bin�are Relationen. Dieser direkte Zusammenhang zubekannten, mathematischen Strukturen existiert f�ur die zyklischen Ordnungen der n�achsten Kapitelnicht mehr, so da� wir sp�atestens dort auf eine Interpretation als Ausgangspunkt angewiesen sind.Den im folgenden Abschnitt eingef�uhrten Systembegri� werden wir dort wieder aufgreifen.5.1 Azyklische SystemeWir beginnen mit einem informalen und sehr allgemeinen Systembegri�: Ein System ist f�ur uns eineMenge von Ereignissen zusammen mit Ablaufregeln, die Anforderungen an die Abfolge, d.h. die relativezeitliche Lage, der Vorkommen von Ereignissen stellen. Ein zeitlicher Ablauf eines Systems ist einemit den Ablaufregeln vertr�agliche Beschreibung der Vorkommen von Ereignissen, die eine M�oglichkeitangibt, wie sich das System zeitlich entwickeln kann. Ein Ablauf ist immer maximal, d.h. er reicht113



114 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENin Vergangenheit und Zukunft soweit, wie es das System erlaubt. In einem Ablauf kann es f�ur einigeVorkommen der Ereignisse m�oglich sein, festzustellen, ob und in welcher zeitlichen Reihenfolge siestatt�nden. Dies mu� jedoch nicht f�ur alle Vorkommen gelten.Aus den physikalischen Eigenschaften der Zeit folgt die Irreexivit�at und die Transitivit�at dieserRelation auf Vorkommen von Ereignissen: Findet ein Vorkommen X vor einem Vorkommen Y statt,so sind X und Y verschieden. Sind X,Y,Z Vorkommen und �ndet X vor Y und Y vor Z statt, so�ndet auch X vor Z statt. Abl�aufe sind also strenge Ordnungen, die nicht notwendigerweise total seinm�ussen.Durch die De�nitionen von System und Ablauf ist weder ausgeschlossen, da� Ereignisse wiederholtstatt�nden k�onnen, noch wird gefordert, da� die Ablaufregeln die relative, zeitliche Lage der Ereignissezueinander in irgendeiner Weise eindeutig bestimmen. Die Abfolge der Ereignisse kann also von Ablaufzu Ablauf variieren. Ferner wird nicht festgelegt, ob die Ablaufregeln eine Zeitrichtung auszeichnen.Es wird au�erdem nicht de�niert, wie die Regeln spezi�ziert werden. Im allgemeinen kann ein Systemaufgrund von Nebenl�au�gkeit oder Nichtdeterminismus mehrere m�ogliche Abl�aufe aufweisen.Ausgehend von einem beliebigen System, verlangen wir, das ein System existiert, in dem die Abfol-ge der Vorkommen von Ereignissen umgekehrt ist. Diese einer Zeitumkehr entsprechende Operationauf Systemen nennen wir Spiegelung. Mit Hilfe dieser Operation ist es nun m�oglich eine besondereKlasse von Systemen zu de�nieren: Gerichtete Systeme sind Systeme, die sich von ihrer Spiegelungunterscheiden. Diese Systeme zeichnen o�enbar eine Zeitrichtung als Ablaufrichtung aus.Azyklische Systeme sind Systeme, bei denen die Ablaufregeln ausschlie�en, da� Ereignisse wiederholtstatt�nden k�onnen. Da dies durch geeignete Benennung der Ereignisse immer erreicht werden kann, istdiese Klasse von Systemen trotz dieser Einschr�ankung recht allgemein. Man beachte, das azyklischeSysteme nicht gerichtet sein m�ussen. Gerichtetheit und Azyklizit�at sind voneinander unabh�angigeBegri�e.
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2 6Abbildung 5.1: Ein azyklisches SystemSysteme k�onnen beispielsweise durch Netzsysteme gegeben sein, in denen Transitionen mit Ereignissenbeschriftet sind, die statt�nden, wenn die entsprechende Transition schaltet. Die Abl�aufe entsprechendann gerade den beidseitig maximalen Abl�aufen im Netzsystem. Es gibt jedoch auch viele andere



5.1. AZYKLISCHE SYSTEME 115Formalismen zu Beschreibung von Systemen wie z.B. Automaten, Transitionssysteme, Proze�algebren,die wir mit unserer v�ollig allgemeinen De�nition des Systemsbegri�s auch verwenden k�onnten.B2714In Abb. 5.1 ist ein Netzsystem dargestellt. Die Markierung ist nur ein Repr�asentant f�ur die Fallklas-se. Die m�oglichen Abl�aufe des Systems sind die maximalen Abl�aufe des Netzsystems, die innerhalbdieser Fallklasse liegen. Zun�achst stellen wir fest, da� sich in einem Ablauf keine Ereignisse wie-derholen k�onnen. Es handelt sich demnach um ein azyklisches System. Ferner �nden die Ereignissef1,2,4,5,6g in jedem Ablauf statt. Die Ereignisse f0,3g �nden nicht in jedem Ablauf statt, da sienach Ereignis 1 nicht mehr vorkommen k�onnen. Das Ereignis 6 �ndet im jedem Ablauf genaueinmal statt und zwar unabh�angig von allen anderen Ereignissen. Auch die Ereignisse 1 und 2k�onnen unabh�angig voneinander in beliebiger Reihenfolge auftreten. Schlie�lich bemerken wir, da�die Ereignisse f1,4,5g immer in der Reihenfolge [1,4,5] statt�nden. Auch die Ereignisse f2,4,5g�nden immer (d.h. in jedem Ablauf) in einer eindeutigen Reihenfolge [2,4,5] statt. Dies letztenbeiden Tatsachen lassen trotz der etwas un�ubersichtlichen Netzstruktur eine gewisse Ordnung aufEreignissen erkennen.Unser Ziel ist es gewisse Aspekte des Systemverhaltens durch einen Ordnungsbegri� zu erfassen.Diese Ordnung soll den invarianten also verl�a�lichen Teil des Systemverhaltens verk�orpern. Dies istder Teil des Systemverhaltens, den alle Abl�aufe gemeinsam aufweisen. Wir vermuten, da� bestimmteSysteme durch ihre Regeln, eine gewisse Ordnung (im intuitiven Sinne) zwischen (einigen) Ereignisseninduzieren. Wir erwarten jedoch nicht, da� allein durch Angabe dieser Ordnung das System vollst�andigbestimmt ist. Systeme, in denen die Ereignisse zuf�allig und v�ollig unkorreliert statt�nden k�onnenoder nur in einigen aber nicht in allen Abl�aufen auftreten, werden beispielsweise keine verl�a�lichen(nichttrivialen) Ordnungen liefern.In diesem Kapitel werden wir unter einem System immer ein azyklisches System verstehen. Es kannsich dabei sowohl um gerichtete als auch nichtgerichtete Systeme handeln. Nichtazyklische Systemewerden wir im n�achsten Kapitel behandeln.Eine bekannte Invariante ist die bin�are, gerichtete Kausalrelation auf der Menge aller Ereignisse.Wir de�nieren sie folgenderma�en: Ein Ereignis x liegt kausal vor einem Ereignis y, gdw. x und yverschieden sind, in jedem Ablauf x und y genau in der Reihenfolge (x,y) vorkommen.B2715Wir betrachten wieder das Netzsystem in Abb. 5.1. F�ur alle zweielementigen Ereignismengen versu-chen wir zu �uberpr�ufen, ob die eben de�nierte gerichtete Kausalrelation vorliegt. F�ur die Ereignisse1 und 4 ist dies beispielsweise der Fall, da 1 und 4 in jedem Ablauf auftreten und immer 1 vor4 statt�ndet. 1 liegt also kausal vor 4. Entsprechendes gilt f�ur die Paare (2,4), (4,5), (1,5), (2,5).F�ur die Menge f1,2g k�onnen wir keine Kausalbeziehung feststellen, da 1 und 2 in unterschiedlicherReihenfolge auftreten k�onnen. Auch f�ur 0 und 3 gilt keine Kausalbeziehung, da diese Ereignisse,obwohl immer in der gleichen Reihenfolge, nicht jedoch in jedem Ablauf vorkommen. Insgesamthaben wir also die gerichtete Kausalrelation f(1,4), (2,4), (4,5), (1,5), (2,5)g.Bei der gerichteten Kausalrelation handelt es sich um eine strenge Ordnung, d.h. sie ist irreexiv undtransitiv.� Die Irreexivit�at ergibt sich sofort aus der De�nition.� Die Transitivit�at folgt aus der zeitlichen Transitivit�at in folgender Weise: Liegt x kausal vor yund y kausal vor z, so sind x,y und y,z verschieden und die Ereignisse fx,y,zg kommen in jedemAblauf vor, wobei sie immer in der Reihenfolge (x,y) und (y,z) statt�nden. Somit �nden aufgrund



116 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENder zeitlichen Transitivit�at die Ereignisse x und z in der Reihenfolge (x,z) statt. W�aren x und zidentisch, so w�urde sich x wiederholen (genauer: es g�abe zwei Vorkommen des Ereignis x), wasim Widerspruch zu Reihenfolge (x,y) steht, die impliziert, da� x nur einmal vorkommt. Also sindx und z verschieden, und damit liegt x kausal vor z.
1

2

4 5Abbildung 5.2: Die Kausalordnung des Systems aus Abb. 5.1B2716Da es sich um eine endliche, strenge Ordnung handelt, k�onnen wir die gerichtete Kausalrelationaus dem vorigen Beispiel als Hassediagram, d.h. als Graph der unmittelbaren Nachfolgerrelation,in Abb. 5.2 darstellen.Gerade haben wir eine Beziehung zwischen zwei Ereignissen de�niert. Wir betrachten jetzt eine ent-sprechende Invariante f�ur eine beliebige, endliche Ereignismenge. Zu deren Beschreibung de�nieren wirstatt einer bin�aren Relation eine (verallgemeinerte) Relation R auf Ereignissen: Ein einfaches Wort wbezeichnen wir als Kausalkette gdw. in jedem Ablauf alle Ereignisse aus A(w) vorkommen und zus�atz-lich in der durch w angegebenen Reihenfolge statt�nden. Dabei ist (wie oben) nicht ausgeschlossen,da� noch andere nicht aus A(w) stammende Ereignisse (zwischendurch) statt�nden k�onnen. Die Men-ge aller Kausalketten fassen wir zu einer (verallgemeinerten) Relation R zusammen. Wir k�onnen R alsverallgemeinerte, gerichtete Kausalrelation au�assen, da sie o�ensichtlich die Paare der Kausalrelationals zweistellige W�orter enth�alt. Deshalb bezeichnen wir die Relation R als die azyklische Ordnung derEreignisse.Wir k�onnen ein Wort w interpretieren als die Beobachtung der Ereignisse A(w) in der Reihenfolge ww�ahrend jedes Ablaufs. Eine Beobachtung w, in der sich keine Ereignisse wiederholen, nennen wir (f�urdas System) charakteristisch, wenn keine abweichende Reihenfolge der Ereignisse A(w) beobachtenl�a�t. Die Bezeichnung als charakteristische Beobachtung ist gerechtfertigt, da die Ereignisse immerin einer eindeutigen, nur durch die Struktur des Systems bestimmten Reihenfolge, unabh�angig vonder konkreten Beobachtung statt�nden. Kausalketten sind somit gerade die charakteristischen Be-obachtungen. Um die Kausalketten zu bestimmen, beobachten wir also nacheinander jede endlicheEreignismenge und �uberpr�ufen, ob diese Ereignisse in einer f�ur alle Abl�aufe eindeutigen Reihenfolgeohne Wiederholungen statt�nden.B2717Wir betrachten nun alle m�oglichen Abl�aufe des in Abb. 5.1 dargestellten Systems und �uberpr�ufenf�ur jede Ereignismenge die Kausalketten, die genau diese Ereignisse enthalten. F�ur die Mengef1,4,6g �nden die Ereignisse bei jedem Ablauf in der Reihenfolge [1,4,6] statt, d.h. [1,4,6] ist eineKausalkette. Entsprechendes gilt f�ur [2,4,6]. Aber auch [1,4] ist eine Kausalkette, da 1 und 4 in jedemAblauf in dieser Reihenfolge statt�nden. Entsprechendes gilt f�ur [2,4], [4,6]. Auch die einstelligenW�orter [1], [2], [4], [6] sind Kausalketten, da das entsprechende Ereignis in jedem Ablauf genaueinmal vorkommt. Trivialerweise ist auch [] eine Kausalkette. Damit haben wir alle Kausalketten



5.1. AZYKLISCHE SYSTEME 117zusammen. [0] und [3] sind beispielsweise keine Kausalketten, da die Ereignisse nicht in jedemAblauf vorkommen. [0,3] ist aus dem gleichen Grund keine Kausalkette. [1,2] ist keine Kausalkette,da die beiden Ereignisse je nach Ablauf in unterschiedlicher Reihenfolge statt�nden k�onnen. Dieazyklische Ordnung der Ereignisse lautet also R = f[1,4,6], [2,4,6], [1,4], [2,4], [4,6], [1], [2], [4], [6],[]gWir wir gesehen haben, hat die bin�are Kausalrelation die Eigenschaften einer strengen Ordnung. Diessind die abstrakten Eigenschaften der Kausalrelation unabh�angig von einem konkreten System. Wirinteressieren uns nun f�ur die entsprechenden abstrakten Eigenschaften der azyklischen Ordnung R.� Die Relation R ist einfach, d.h. alle W�orter sind einfach, da nach De�nition jede Kausalketteeinfach ist.� Die Relation R ist teilwortabgeschlossen, d.h. ist ein Wort in der Relation, so gilt dies auch f�urjedes Teilwort: Haben wir eine Kausalkette w 2 R, so �nden in jedem Ablauf die Ereignisse A(w)in der Reihenfolge w statt. Sei u ein Teilwort von w. Beobachten wir die Teilmenge A(u) vonA(w), so �nden die Ereignisse aus A(u) nat�urlich auch in der durch w gegebenen Reihenfolgestatt. Da w einfach ist, erhalten wir u aus w gerade indem wir die nicht in A(u) enthaltenenEreignisse ignorieren. Somit ist u die Reihenfolge in der die Ereignisse aus A(u) statt�nden. u isteinfach, da w einfach ist. Also ist u eine Kausalkette.� Das Alphabet A(R) der Relation R, das wir auch als verl�a�liche Ereignismenge bezeichnen wollen,umfa�t gerade die Ereignisse, die in jedem Ablauf genau einmal statt�nden: Kommt ein Ereignisx in jedem Ablauf genau einmal vor, so gibt es die einstellige Kausalkette [x] 2 R. Es folgt alsox 2 A(R). Ist andererseits x 2 A(R) so gibt es eine Kausalkette w 2 R mit x 2 A(w). x ist alsoeines der Ereignisse A(w), die in jedem Ablauf genau einmal vorkommen.� Wir gewinnen nun eine bin�are, ungerichtete Kausalrelation (li R) aus der Relation R. Zwei Ereig-nisse (x,y) 2 R bezeichnen wir als kausal abh�angig. x und y sind also genau dann kausal abh�angigwenn sie in einer Kausalkette in beliebiger Reihenfolge nacheinander vorkommen. Es handelt sichalso bei (li R) um eine symmetrische, bin�are Relation auf Ereignissen. Die Bezeichnung als Kau-salrelation ist gerechtfertigt, da mit dieser De�nition zwei Elemente genau dann kausal abh�angigsind, wenn sie in jedem Durchlauf in der gleichen Reihenfolge nacheinander statt�nden, wasbedeutet, da� das Statt�nden des einen Ereignisses die Voraussetzung f�ur das andere Ereignisist.� Aus der symmetrischen Kausalrelation (li R) k�onnen wir auch den reexiven Abschlu� (li R)bzgl. aller verl�a�lichen Ereignisse A(R) gewinnen. Die Kliquen dieser bin�aren Relation, also die(li R) -Kliquen, bezeichnen wir als Kausalkliquen. Die Kausalkliquen sind also gerade die Mengenvon verl�a�lichen Ereignissen, in denen alle verschiedenen Ereignisse paarweise voneinander kausalabh�angig.� Mit Hilfe der Kausalrelation k�onnen wir nun die Vollst�andigkeit der Relation R formulieren:Jede endliche Kausalklique soll durch eine Kausalkette repr�asentiert werden, die alle Ereignisseder Kausalklique enth�alt. Wir bemerken zun�achst, da� die leere Kausalklique ; durch die leereKausalkette [] abgedeckt wird. Wir beobachten nun also eine nichtleere endliche Kausalklique. Daeine Kausalklique aus verl�a�lichen Ereignissen besteht, �nden alle Ereignisse der Kausalklique injedem Ablauf genau einmal statt. Wir w�ahlen ein Ereignis x aus der Klique und beginnen mitder Kausalkette [x]. Haben wir eine Kausalkette w mit Ereignissen der Klique, so w�ahlen wir einneues Ereignis x aus der Klique, da� nicht in A(w) vorkommt. Da x von allen Ereignissen in A(w)kausal abh�angig ist und damit f�ur jedes Ereignis aus w festgelegt ist, ob x vorher oder nachherstatt�ndet, erhalten wir durch Einf�ugen von x an einer eindeutigen Stelle in w ein neues Wort, daswieder eine Kausalkette ist. Wiederholen wir diesen Schritt bis alle Elemente der Kausalkliquein dem konstruierten Wort vorkommen, dann haben wir die gesuchte Kausalkette gefunden.� Die Relation R ist transitiv, d.h. sind [x,y] und [y,z] Kausalketten, so soll auch [x,z] eine Kau-salkette sein. Dies folgt sofort aus der schon �uberpr�uften Transitivit�at der bin�aren, gerichteten



118 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENKausalrelation, die genau alle zweistelligen W�orter von R als Paare enth�alt.B2718Alle diese Eigenschaften sind in unserem kleinen Beispiel 2717 erf�ullt. R ist klarerweise einfach undteilwortabgeschlossen, da R = (w)[f[1,4,6], [2,4,6]g] gilt. Wir haben die verl�a�liche EreignismengeA(R) = f1,2,4,6g. Die Ereignisse 0 und 3 sind nicht verl�a�lich. F�ur die ungerichtete Kausalrelationergibt sich (li R) = lf(1,4), (4,6), (1,6), (2,4), (4,6), (2,6)g. Wir haben die Kausalkliquen (li R)-Kliquen = P(f1,4,6g) [ P(f2,4,6g). Jede dieser Kliquen wird durch ein Wort abgedeckt: f1,4,6gdurch [1,4,6], f2,6g durch [2,6], f1g durch [1], ; durch [], usw. Damit ist die Relation vollst�andig.Die Transitivit�at ist ebenfalls leicht zu �uberpr�ufen: Es gilt beispielsweise [1,4] 2 R und [4,6] 2 Rund damit [1,6] 2 R, usw.Damit haben wir aus unser Interpretation die folgenden Eigenschaften einer azyklischen Ordnung(intuitiv und informal) abgeleitet: Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit, Vollst�andigkeit und Transi-tivit�at. Genau diese Eigenschaften w�ahlen wir als Grundlage f�ur die Axiomatisierung von azyklischenOrdnungen. Von anderen Eigenschaften, die m�oglicherweise aus der Notwendigkeit einer physikali-schen Realisierung des Systems ableitbar sind, werden wir abstrahieren. Hierzu z�ahlt insbesondere dieEndlichkeit der Menge aller Ereignisse.5.2 DarstellungAzyklische Ordnungen sind also durch eine (verallgemeinerte) Relation gegeben. Abz�ahlbar viele azy-klische Ordnungen sind in der Sprache der Mengenlehre endlich beschreibbar. Endliche, azyklischeOrdnungen k�onnen prinzipiell durch direkte Aufz�ahlung der W�orter angegeben werden. Meist ist diesjedoch nicht besonders anschaulich oder aufgrund der Gr�o�e der Menge nicht praktikabel. Deshalbwird nun eine informale, graphische Darstellung f�ur azyklische Ordnungen vorgeschlagen, aus der dieRelation direkt ablesbar ist.Die Darstellung besteht einfach aus einer Menge von Elementen, die auf einer Menge von unterscheid-baren, orientierten Kanten liegen. Jede Kante verbindet eine endliche Zahl von Elementen miteinanderin der durch ihre Orientierung gegebenen eindeutigen Reihenfolge. Eine Kante stellt somit gerade einWort der Relation dar. Auf diese Weise l�a�t sich jede (endliche) Relation darstellen. Ferner l�a�t sichjede solche Darstellung als Relation interpretieren. Diese Darstellung ist zwar recht allgemein, f�urgro�e Relationen jedoch sehr un�ubersichtlich.B2719In Abb. 5.3 sind vier Kanten dargestellt, die sich teilweise �uberkreuzen. Wir lesen die Relation R= f[0,2,5], [8,7,6], [2,3,7], [1,3,4,7,6,5,3]g ab. Die gra�sche Unterscheidung verschiedener Kantenkann die �Ubersichtlichkeit verbessern, ist jedoch nicht unbedingt n�otig wie das Beispiel zeigt, wenndie Kanten bei �Uberkreuzungen eindeutig zu trennen sind.F�ur einfache Relationen enth�alt die Darstellung keine zyklischen Kanten mehr, d.h. Kanten die mehr-mals durch das gleiche Element laufen. Von nun an wird es sich bei allen Darstellungen um einfacheRelationen handeln.F�ur einfache und teilwortabgeschlossene Relationen k�onnen wir durch eine Kante die W�orter repr�asen-tieren, die man erh�alt, wenn man die Kante der Orientierung entsprechend durchl�auft und aus jederTeilmenge ihrer Elemente in der durchlaufenen Reihenfolge ein Wort bildet. Eine weitere Verringe-rung der Darstellungskomplexit�at erreichen wir in vielen F�allen, indem wir r�uckw�arts und vorw�artsverzweigende Kanten zulassen. Eine verzweigte Kante steht dabei als Abk�urzung f�ur die Menge allerKanten, die sich ergeben, wenn wir beim Durchlaufen alle Verzweigungsm�oglichkeiten ber�ucksichtigen.
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3 7Abbildung 5.3: Eine Darstellung mit vier KantenUm Verzweigungen eindeutig von �Uberkreuzungen unterscheiden zu k�onnen, werden wir sie immer sodarstellen, da� mehrere Linien zu einer einzelnen Linie zusammenlaufen, bzw. sich eine einzelne Liniein mehrere Linien aufspaltet. Mit dieser Konvention ergeben sich beispielsweise die in Abb. 5.4 darge-stellten Situationen. Liegt keine Verzweigung vor, so bedeutet dies nur, da� mehrere Kantenabschnitteein Element gemeinsam haben. Bei Verzweigungen dagegen haben wir verschiedene M�oglichkeiten dieKante zu durchlaufen.Die durch Darstellungen dieser Art gegebenen Relationen sind klarerweise einfach und teilwortabge-schlossen. Sie sind aber nicht immer transitiv oder vollst�andig, wie die folgenden Beispiele zeigen.B2720Abb. 5.5 stellt zwei Kanten dar. Eine Kante ist mehrfach verzweigt, die andere Kante enth�alt nurdas Element 5. Beide Kanten sind von links nach rechts orientiert. Wir lesen aus dieser Darstellungdie Relation R = (w)[f[5], [1,4,6,7], [0,4,3,8], [0,4,3,7], [2,3,8], [2,3,7]g] ab. Man beachte dabei, da�es sich im Element 4 um eine �Uberkreuzung von Kantenabschnitten handelt, w�ahrend direkt vorund nach Element 3 eine Verzweigung statt�ndet.Die Relation ist zwar einfach und teilwortabgeschlossen, aber nicht transitiv, da [1,4] 2 R und [4,3]2 R, nicht jedoch [1,3] 2 R gilt.B2721In Abb. 5.6 sind drei sich �uberkreuzende Kanten zu sehen. Wir lesen die Relation R = (w)[f[0,1],[1,2], [2,0]g] ab. Damit haben wir A(R) = f0,1,2g und (li R) = lf(0,1), (1,2), (2,0)g. Die Kliquef0,1,2g 2 R wird o�enbar nicht durch ein Wort w 2 R mit A(w) = f0,1,2g abgedeckt. R ist alsonicht vollst�andig. R ist auch nicht transitiv, da [0,1] 2 R und [1,2] 2 R aber nicht [0,2] 2 R gilt.B2722Die azyklische Ordnung des Netzsystems aus Beispiel 2717 ist in Abb. 5.7 dargestellt. Wir ben�otigennur eine verzweigte Kante. Man beachte die �Ahnlichkeit zum Hassediagram in Abb. 5.2.
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�Uberkreuzung�Uberkreuzungkeine �UberkreuzungAbbildung 5.4: Verzweigungen und �Uberkreuzungen5.3 De�nitionDie in diesem Kapitel zu behandelnden Ordnungen und deren Basen entwickeln wir entlang einerArgumentationsstruktur, die sich f�ur die totalen und allgemeinen, zyklischen Ordnungen, wiederholenwird. Da die zyklischen Ordnungen das Hauptthema dieser Arbeit bilden, verzichten wir in diesemKapitel auf viele Beweise. Eine Reihe von Theoremen aus diesem Kapitel sind jedoch auch f�ur zyklische
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2Abbildung 5.6: Eine Darstellung mit drei unverzweigten Kanten
1

4

2

6Abbildung 5.7: Die azyklische Ordnung des Netzsystems in Abb. 5.1Ordnungen relevant. Diese werden wir schon hier beweisen und sp�ater wiederverwenden. F�ur zyklischeOrdnungen dagegen werden wir alle Beweise im Detail ausf�uhren.S2723VA2724� R 2 R�(A)F�ur eine beliebige Relation de�nieren wir zun�achst die �ubliche Transitivit�at.D2725 R ist transitiv :, 8 a,b,c � [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R ) [a,c] 2 RDie oben aus der Interpretation gewonnenen Eigenschaften fassen wir als Axiome der azyklischenOrdnungen auf: Dies sind die Einfachheit, die Teilwortabgeschlossenheit, die Vollst�andigkeit unddie Transitivit�at. Wir bezeichnen die Relation als azyklische Ordnung, um sie von den (bin�aren)Ordnungen klar zu unterscheiden.D2726 R ist eine azyklische Ordnung :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist transitivTotalit�at bedeutet, da� je zwei Elemente des Alphabets A(R) durch mindestens ein Wort geordnetwerden. Diese Eigenschaft k�onnen wir mit den Axiomen kombinieren, um zu totalen, azyklischenOrdnungen zu gelangen.D2727 R ist eine totale, azyklische Ordnung :, R ist eine azyklische Ordnung ^ R ist totalB2728



122 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENIn Abb. 5.7 ist eine von links nach rechts orientierte, verzweigte Kante dargestellt, aus der wirdie Relation R = (w)[f[1,4,6], [2,4,6]g] ablesen. Die Alphabet ist A(R) = f1,2,4,6g. Die Abh�angig-keitsrelation lautet (li R) = lf(1,4), (4,6), (1,6), (2,4), (2,6)g. Abh�angigkeitskliquen sind (li R)-Kliquen = P(f1,4,6g) [ P(f2,4,6g). Zwei Abh�angigkeitskliquen sind maximal, also Kens: (li R)-Kens = ff1,4,6g, f2,4,6gg. Jeder dieser Kens ist durch ein Wort in der Relation repr�asentiert.Damit ist R nach Theorem 2325 vollst�andig. Ferner ist R transitiv: Mit [0,2] 2 R und [2,3] 2 Rgilt auch [0,3] 2 R, usw. Damit ist R eine azyklische Ordnung, die nicht total ist, da die Elemente0 und 1 nicht gemeinsam in einem Wort auftreten.B2729Die Relation R = f[0,1,2], [0,1], [1,2], [0,2], [0], [1], [2], []g hat das Alphabet A(R) = f0,1,2g. DieRelation ist einfach, teilwortabgeschlossen und total. Wir haben (li R) = f(0,1), (1,2), (0,2), (1,0),(2,1), (2,0)g, (li R) -Kliquen = P(f0,1,2g) und (li R) -Kens = ff0,1,2gg. R ist vollst�andig nachTheorem 2325: Der Ken f0,1,2g wird durch das Wort [0,1,2] 2 R repr�asentiert. R ist transitiv:Aus [0,1] 2 R und [1,2] 2 R folgt [0,2] 2 R. Es handelt sich bei R also um eine totale, azyklischeOrdnung.
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4Abbildung 5.8: Ein azyklische Ordnung mit sechs KensB2730In Abb. 5.8 ist eine Relation mit einer mehrfach verzweigten und einer unverzweigten Kante darge-stellt. Beide Kannten sind von links nach rechts orientiert. Wir lesen die Relation R = (w)[f[0,2,6],[0,2,7], [0,3,5,6], [1,3,5,6], [1,7], [4]g] ab. Die Alphabet ist A(R) = f0,1,2,3,4,5,6,7g. Abh�angigkeits-kliquen sind (li R) -Kliquen = P(f0,2,6g) [ P(f0,2,7g) [ P(f0,3,5,6g) [ P(f1,3,5,6g) [ P(f1,7g)[ P(f4g). Hieraus erhalten wir die Kens (li R) -Kens = ff0,2,6g, f0,2,7g, f0,3,5,6g, f1,3,5,6g,f1,7g, f4gg. Jeder dieser Kens ist durch ein Wort in der Relation repr�asentiert. Damit ist R nachTheorem 2325 vollst�andig. Die Transitivit�at ist direkt in der Darstellung �uberpr�ufbar. R ist alsoeine azyklische Ordnung. R ist nicht total, da beispielsweise die Elemente 0 und 4 in keinem Wortgemeinsam vorkommen.Ein weiteres Beispiel f�ur eine totale, azyklische Ordnung ist die Menge mit dem leeren Wort f[]g. Siebesitzt keine Elemente, denn A(f[]g) = ; .S2731T2732 f[]g ist eine totale, azyklische OrdnungEin Begri� den wir schon eingef�uhrt, jedoch noch nicht verwendet haben, ist die Konsistenz vonRelationen. Alle azyklische Ordnungen besitzen diese Eigenschaft.



5.3. DEFINITION 123S2733VA2734� R 2 R�(A)Die Einfachheit haben wir als Verallgemeinerung der Irreexivit�at eingef�uhrt. Entsprechend l�a�tsich die Konsistenz als Verallgemeinerung der Asymmetrie au�assen. Wie schon erw�ahnt, l�a�t sichbei strengen Ordnungen die Asymmetrie aus der Irreexivit�at und der Transitivit�at ableiten. Dieentsprechende Aussage f�ur Relationen lautet (die Teilwortabgeschlossenheit wird noch zus�atzlichben�otigt):T2735 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist transitiv ) R ist konsistentA2736 R ist einfachA2737 R ist (w) -abgeschlossenA2738 R ist transitivA2739 : R ist konsistentVT2740 u 2 R, v 2 R � : u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 2739T2741� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2740D2742 D := A(u) \ A(v)T2743� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2742T2744 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2736, 2740VT2745 C � C � D ^ jCj = 2 ^ (u . C) 6= (v . C) . . . . . . . . . . . . . 0908, 2744, 2742, 2740T2746� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2745T2747 D � A(u) ^ D � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2742T2748 C � A(u) ^ C � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2745, 2747T2749 A(u . C) = C ^ A(v . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 2748T2750 A(u . C) = A(v . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2749T2751 (u . C) v u ^ (v . C) v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T2752 (u . C) ist einfach ^ (v . C) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0656, 2744VT2753 x,y � [x,y] v (u . C) ^ [y,x] v (v . C) . . . . . . . . . . . . . . . 0580, 2744, 2750, 2745T2754� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2753T2755 [x,y] v u ^ [y,x] v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0564, 2753, 2751T2756 [x,y] 2 R ^ [y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2737, 2740, 2755T2757 [x,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 2738, 2756T2758 [x,x] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2736, 2757T2759 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0378, 2758Damit wissen wir, da� die azyklischen Ordnungen konsistent sind, d.h. alle W�orter der Relationsind paarweise miteinander konsistent.T2760 R ist eine azyklische Ordnung ) R ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . 2726, 2735Nach De�nition 0718 wird zur Bestimmung der Konsistenz zweier charakteristischer Beobachtungen,die Projektion einer Beobachtung auf das Alphabet der anderen gebildet. Diese Projektion stellt geradeden Anteil einer Beobachtung dar, der auch bei der anderen Beobachtung registriert wurde. Konsistenzist gerade dann erf�ullt, wenn diese Anteile f�ur beide Beobachtungen �ubereinstimmen, sie sich also inder Reihenfolge der Ereignisse nicht widersprechen. Einleuchtender ist vielleicht die Charakterisierung0878, wonach zwei Beobachtungen miteinander konsistent sind, wenn sie im Schnittalphabet, d.h. aufden gemeinsam beobachteten Ereignissen �ubereinstimmen.



124 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGEN5.4 SpiegelungIm folgenden stellen wir fest, da� die Axiome keine Orientierung besonders auszeichnen und sowohlgerichtete, wie auch nichtgerichtete, azyklische Ordnungen existieren.S2761VA2762� R 2 R�(A)Die Spiegelung einer azyklischen Ordnung ist wieder eine azyklische Ordnung, da die einzelnenAxiome unter Spiegelung erhalten bleiben. In Erg�anzung zu 2574 veri�zieren wir dies noch f�ur dieTransitivit�at.T2763 R ist transitiv ) (REV R) ist transitivA2764 R ist transitivG2765 8 a,b,c � [a,b] 2 (REV R) ^ [b,c] 2 (REV R) ) [a,c] 2 (REV R) . . . . . . . . . 2725VA2766 a,b,c � [a,b] 2 (REV R) ^ [b,c] 2 (REV R)G2767 [a,c] 2 (REV R)T2768� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2766T2769 [c,b] 2 R ^ [b,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2552, 2766T2770 [c,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 2764, 2769G2771 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2552, 2770T2772 R ist eine azyklische Ordnung )(REV R) ist eine azyklische Ordnung . . . . . . . . . . 2726, 2576, 2641, 2696, 2763Da nach Theorem 2713 auch die Totalit�at unter Spiegelung unver�andert bleibt, ist auch die Spie-gelung einer totalen, azyklischen Ordnung wieder eine solche.T2773 R ist eine totale, azyklische Ordnung )(REV R) ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . 2727, 2772, 2713Die Zahl zwei hat bei azyklischen Ordnungen eine besondere Bedeutung: Ist die L�ange einer Relation(d.h. die L�ange des maximalen enthaltenen Wortes) kleiner als zwei, so ist die Relation von ihrerSpiegelung nicht mehr zu unterscheiden. F�ur eine einfache und konsistente Relationen gilt sogardie Umkehrung.T2774 R ist einfach ^ R ist konsistent ) (L(R) < 2 , R = (REV R))A2775 R ist einfachA2776 R ist konsistentG2777 L(R) < 2 , R = (REV R)G2778 R = (REV R) ) L(R) < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2556A2779 R = (REV R)G2780 L(R) < 2A2781 : L(R) < 2T2782 : 8 w 2 R � L(w) < 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 2781VT2783 w 2 R � 2 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2782T2784� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2783T2785 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2775, 2783T2786 (REV w) 6= w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0440, 2785, 2783T2787 (REV w) 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2550, 2783T2788 (REV w) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2787, 2779T2789 (REV w) � w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 2776, 2788, 2783T2790 A(REV w) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431T2791 (REV w) = w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0881, 2790, 2789



5.5. TOTALE, AZYKLISCHE ORDNUNGEN 125T2792 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2786, 2791Aus der Systeminterpretation erhalten wir eine azyklische Ordnung mit R = (REV R), wenn wir voneinem nichtgerichteten System ausgehen. Wir bezeichnen die Relationen mit R 6= (REV R) deshalbauch als gerichtete Relationen. Relationen mit R = (REV R) sind nicht von ihrer Spiegelung zuunterscheiden, also nicht gerichtet.B2793Die azyklische Ordnung R = (w)[f[0,1], [2]g] ist gerichtet, da [0,1] 2 R aber [0,1] =2 (REV R) unddamit R 6= (REV R) gilt.Die azyklische Ordnung R = (w)[f[0], [1]g] ist nicht gerichtet, da R = (REV R) gilt.5.5 Totale, azyklische OrdnungenNach Theorem 2735 k�onnen wir die Konsistenz aus Transitivit�at unter den Nebenbedingungen Einfach-heit und Teilwortabgeschlossenheit ableiten. Wir fragen uns nun, ob wir umgekehrt die Transitivit�ataus der Konsistenz und den �ubrigen Axiomen ableiten k�onnen und damit die Transitivit�at in De�niti-on 2726 durch die Konsistenz ersetzen k�onnten. Dies ist jedoch im allgemeinen nicht m�oglich, wie diefolgenden Beispiele zeigen.B2794Wir setzen R = (w)[f[0,1,2], [2,3,0]g]. R ist einfach, und teilwortabgeschlossen. Die Kens sind (li R)-Kens = ff0,1,2g, [0,2,3]g. R ist also nach Theorem 2325 auch vollst�andig, da jeder Ken einemWort der Relation entspricht. R ist jedoch nicht konsistent und damit nach Theorem 2735 nichttransitiv ([0,2] 2 R und [2,0] 2 R aber [0,0] =2 R).B2795Wir w�ahlen R = (w)[f[0,1,2], [3,1,4]g]. R ist einfach und teilwortabgeschlossen und konsistent. DieKens sind (li R) -Kens = ff0,1,2g, f3,1,4gg. R ist vollst�andig nach Theorem 2325. R ist jedochnicht transitiv, da [0,1] 2 R und [1,4] 2 R aber [0,4] =2 R. R l�a�t sich allerdings zu einer azyklischenOrdnung R0 = (w)[f[0,1,2], [3,1,4], [0,1,4], [3,1,2]g] erweitern.B2796Es sei R = (w)[f[0,1,2], [2,3,4], [4,5,0]g]. R ist einfach, teilwortabgeschlossen und konsistent. Wirhaben (li R) -Kens = ff0,1,2g, f2,3,4g, f0,4,5gg. R ist nach Theorem 2325 auch vollst�andig. R istjedoch nicht transitiv, da [0,2] 2 R und [2,4] 2 R aber [0,4] =2 R gilt. R l�a�t sich auch nicht zu einerazyklischen Ordnung R0 mit R � R0 erweitern: Aufgrund der Transitivit�at h�atten wir [0,4] 2 R0 .Aus [0,4] 2 R0 und [4,0] 2 R0 folgt [0,0] 2 R0 im Widerspruch zur Einfachheit.Damit erweist sich die Konsistenz als nur ein Aspekt der Transitivit�at. Zusammen mit den anderenAxiomen ist die Transitivit�at (im allgemeinen) eine echt st�arkere Forderung. Grunds�atzlich kann beiVerletzung der Transitivit�at zwischen zwei F�allen unterschieden werden: Entweder die Transitivit�atkann durch Erweiterung zu einer azyklischen Ordnung erreicht werden, oder keine Erweiterung erf�ulltdie Axiome der azyklischen Ordnungen. Liegt eine Verletzung der Konsistenz vor, so haben wir esaufgrund von Theorem 1553 mit den zweiten Fall zu tun. Liegt keine Verletzung der Konsistenz vor,so sind entsprechend den letzten beiden Beispiele beide F�alle m�oglich.



126 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENBeschr�anken wir uns auf totale, azyklische Ordnungen so deckt die Konsistenz alle Aspekte der Transi-tivit�at ab, wie die nachfolgende Charakterisierung zeigt. Die volle Wirkung der Transitivit�at entfaltetsich also erst bei nichttotalen, azyklischen Ordnungen.S2797VA2798� R 2 R�(A)T2799 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist total ^ R ist 3 -vollst�andig ^R ist konsistent ) R ist transitivA2800 R ist einfachA2801 R ist (w) -abgeschlossenA2802 R ist totalA2803 R ist 3 -vollst�andigA2804 R ist konsistentG2805 R ist transitivG2806 8 a,b,c � [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R ) [a,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725VA2807 a,b,c � [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 RG2808 [a,c] 2 RT2809� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2807T2810 fa,b,cg � A(R)T2811 A([a,b]) � A(R) ^ A([b,c]) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 2807G2812 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 2811T2813 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 2802T2814 fa,b,cg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 2813, 2810T2815 jfa,b,cgj � 3VT2816 w 2 R � A(w) = fa,b,cg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2803, 2814, 2815T2817 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2800, 2816T2818 L(w) = 3G2819 jA(w)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 2817G2820 jfa,b,cgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2816T2821 [a,b] ist einfach ^ [b,c] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2800, 2807T2822 a 6= b ^ b 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0378, 2821T2823 a 6= cA2824 a = cT2825 [b,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2807, 2824T2826 [a,b] � [b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 2804, 2807, 2825T2827 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0978, 2822, 2826G2828 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2822, 2823T2829 A([a,b]) � A(w) ^ A([b,c]) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2816, 0328T2830 [a,b] � w ^ [b,c] � w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 2804, 2807, 2816T2831 [a,b] v w ^ [b,c] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0963, 2829, 2830T2832 w = [a,b,c] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0599, 2817, 2818, 2816, 2831T2833 [a,b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2832, 2816T2834 [a,c] v [a,b,c] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0557G2835 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2801, 2833, 2834Da Vollst�andigkeit die 3 -Vollst�andigkeit impliziert, sind unter den Axiomen Einfachheit, Teilwort-abgeschlossenheit, Totalit�at und Vollst�andigkeit die Eigenschaften der Konsistenz und der Transi-tivit�at �aquivalent, und wir erhalten die folgende Charakterisierung.T2836 R ist eine totale, azyklische Ordnung ,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2727, 2726, 2760, 2799, 2215



5.6. PROJEKTION 127Genau diese Charakterisierung wird sp�ater unser Ausgangspunkt f�ur die Axiomatisierung von totalen,zyklischen Ordnungen sein.5.6 ProjektionJede m�oglicherweise weniger detaillierte Sicht auf eine azyklische Ordnung ist wieder eine azyklischeOrdnung. Formal ist die Klasse der azyklischen Ordnungen unter Projektionen auf beliebige Men-gen abgeschlossen. Diese gilt sogar f�ur jedes Axiom separat. Insbesondere bilden auch die totalen,azyklischen Ordnungen eine unter Projektion abgeschossene Teilklasse.S2837VA2838� R 2 R�(A), X 2 P(A)Zun�achst stellen wir fest, da� f�ur teilwortabgeschlossene Relationen durch Projektion h�ochstensW�orter entfernt werden k�onnen, jedoch keine neuen dazukommen.T2839 R ist (w) -abgeschlossen ) (R . X) � RA2840 R ist (w) -abgeschlossenG2841 (R . X) � RG2842 8 w 2 (R . X) � w 2 RVA2843 w 2 (R . X)G2844 w 2 RVT2845 u 2 R � w = (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2843T2846� u 2 A�T2847 (u . X) v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T2848 w v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2847, 2845G2849 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2840, 2845, 2848Nun behandeln wir nacheinander die interessierenden Eigenschaften. Einfachheit bleibt unter Pro-jektion erhalten.T2850 R ist einfach ) (R . X) ist einfachA2851 R ist einfachG2852 (R . X) ist einfachG2853 8 w 2 (R . X) � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA2854 w 2 (R . X)G2855 w ist einfachVT2856 u 2 R � w = (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2854T2857� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2856T2858 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2851, 2856G2859 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0656, 2858, 2856Teilwortabgeschlossenheit ist ebenfalls eine Invariante unter Projektion.T2860 R ist (w) -abgeschlossen ) (R . X) ist (w) -abgeschlossenA2861 R ist (w) -abgeschlossenG2862 (R . X) ist (w) -abgeschlossenT2863 (R . X) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 2861G2864 8 u,v � v 2 (R . X) ^ u v v ) u 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA2865 u,v � v 2 (R . X)A2866 u v vG2867 u 2 (R . X)T2868� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2866



128 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENG2869 9 u0 2 R � u = (u0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703T2870 v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2863, 2865T2871 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 2861, 2870, 2866VT2872 v0 2 R � v = (v0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2865T2873� v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2872T2874 A(v) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2872, 0659T2875 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 2866T2876 A(u) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2875, 2874T2877 u = (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 2876G2878 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2877, 2871Die schwache und damit auch die starke Form der Vollst�andigkeit bleiben unter Projektion erhalten.T2879 8 n 2 N � R ist n -vollst�andig ) (R . X) ist n -vollst�andigVA2880� n 2 NA2881 R ist n -vollst�andigG2882 (R . X) ist n -vollst�andigG2883 8 C 2 (li (R . X)) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 (R . X) � A(w) = C . . . . . . . 2210VA2884 C 2 (li (R . X)) -KliquenA2885 jCj � nG2886 9 w 2 (R . X) � A(w) = CT2887 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2117, 2884VT2888 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 2881, 2887, 2885T2889� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2888T2890 C � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 2884T2891 C � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2890, 1709T2892 A(w) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2888, 2891T2893 w = (w . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 2892T2894 w 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2893, 1703, 2888G2895 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2894, 2888T2896 R ist vollst�andig ) (R . X) ist vollst�andigA2897 R ist vollst�andigG2898 (R . X) ist vollst�andigT2899 8 n 2 N � R ist n -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2897T2900 8 n 2 N � (R . X) ist n -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2879, 2899G2901 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 2900F�ur teilwortabgeschlossene Relationen ist die Transitivit�at ebenfalls invariant.T2902 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist transitiv ) (R . X) ist transitivA2903 R ist (w) -abgeschlossenA2904 R ist transitivG2905 (R . X) ist transitivG2906 8 a,b,c � [a,b] 2 (R . X) ^ [b,c] 2 (R . X) ) [a,c] 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . 2725VA2907 a,b,c � [a,b] 2 (R . X) ^ [b,c] 2 (R . X)G2908 [a,c] 2 (R . X)T2909� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2907VT2910 [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 2903, 2907T2911 [a,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 2904, 2910T2912 A([a,b]) � A(R . X) ^ A([b,c]) � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 2907T2913 fa,b,cg � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 2912T2914 fa,b,cg � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709, 2913T2915 A([a,c]) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 2914T2916 ([a,c] . X) = [a,c] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 2915T2917 ([a,c] . X) 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2911



5.6. PROJEKTION 129G2918 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2917, 2916Insgesamt bleiben alle Axiome der azyklischen Ordnungen erhalten. Die Projektion einer azykli-schen Ordnung liefert also wieder eine azyklische Ordnung.T2919 R ist eine azyklische Ordnung )(R . X) ist eine azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . 2726, 2850, 2860, 2896, 2902Au�erdem bleibt die Totalit�at unter Projektion erhalten. Somit ist die Projektion einer totalen,azyklischen Ordnung wieder eine solche.T2920 R ist total ) (R . X) ist totalA2921 R ist totalG2922 (R . X) ist totalG2923 8 x 2 A(R . X), y 2 A(R . X) � 9 w 2 (R . X) � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . 1283VA2924 x 2 A(R . X)VA2925 y 2 A(R . X)G2926 9 w 2 (R . X) � x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T2927� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2924, 2925T2928 x 2 X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2924, 1709T2929 y 2 X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2925, 1709T2930 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2924, 1708T2931 y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2925, 1708VT2932 w0 2 R � x 2 A(w0) ^ y 2 A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1283, 2921, 2930, 2931T2933� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2932D2934 w := (w0 . X)T2935� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2934T2936 A(w) = A(w0) \ X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2934, 0657T2937 x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2936, 2932, 2928T2938 y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2936, 2932, 2929T2939 w 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2934, 1703, 2932G2940 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2939, 2937, 2938Projizieren wir eine azyklische Ordnung auf eine Klique, so erhalten wir nach Theorem 2195 einetotale Relation, also eine totale, azyklische Ordnung.T2941 R ist eine azyklische Ordnung )8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist eine totale, azyklische OrdnungA2942 R ist eine azyklische OrdnungVA2943 C 2 (li R) -KliquenG2944 (R . C) ist eine totale, azyklische OrdnungT2945� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 2943T2946 (R . C) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2195, 2943T2947 (R . C) ist eine azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2919, 2942G2948 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2727, 2946, 2947Auch sie Konsistenz bleibt erhalten, wenn sie bzgl. einer projektiven Relation betrachtet wird.T2949 8 E 2 BR(A�) � E ist projektiv ^R ist konsistent modulo E ) (R . X) ist konsistent modulo EVA2950� E 2 BR(A�)A2951 E ist projektivA2952 R ist konsistent modulo EG2953 (R . X) ist konsistent modulo EG2954 8 u 2 (R . X), v 2 (R . X) � u E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545



130 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENVA2955 u 2 (R . X)VA2956 v 2 (R . X)G2957 u E� vT2958� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2955, 2956VT2959 u0 2 R � u = (u0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2955VT2960 v0 2 R � v = (v0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 2956T2961� u0 2 A� ^ v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2959, 2960T2962 u0 E� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 2952, 2959, 2960T2963 (u0 . X) E� (v0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0811, 2951, 2962G2964 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2963, 2959, 2960Dies tri�t zu f�ur die projektive �Aquivalenzrelation ID(A�). Die Konsistenz ist zwar keines derAxiome f�ur azyklische Ordnungen. Sie ist nach Theorem 2760 ableitbar. Es ist jedoch interessantzu bemerken, da� sie auch unabh�angig von den anderen Eigenschaften erhalten bleibt.T2965 R ist konsistent ) (R . X) ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2949, 0679Als n�achstes interessieren wir uns f�ur eine (schwache) Form der Umkehrung der vorigen Lemmata,n�amlich f�ur die Eigenschaften die, wenn sie f�ur alle Projektionen auf Kens gelten, auf die Relation�ubertragen werden. Damit erhalten wir dann eine Charakterisierung einer azyklischen Ordnung mitHilfe von Projektionen auf Kens, von denen wir nach Theorem 2919 und 2920 wissen, da� es sich umtotale, azyklische Ordnungen handelt.S2966VA2967� R 2 R�(A)Ein erstes Beispiel f�ur eine solche Eigenschaft, die sich von allen Kens auf die Relation vererbt, istdie Einfachheit.T2968 ( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist einfach ) ) R ist einfachA2969 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist einfachG2970 R ist einfachG2971 8 w 2 R � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA2972 w 2 RG2973 w ist einfachT2974� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2972T2975 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 2972VT2976 L 2 (li R) -Kens � A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 2975T2977� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2976T2978 (R . L) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2969, 2976T2979 w = (w . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 2976T2980 w 2 (R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2979, 1703, 2972G2981 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 2978, 2980Auch die Vollst�andigkeit �ubertr�agt sich von den Kens auf die gesamte Relation.T2982 ( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist vollst�andig ) ) R ist vollst�andigA2983 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist vollst�andigG2984 R ist vollst�andigG2985 8 C 2 (li R) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . 2209VA2986 C 2 (li R) -KliquenA2987 C ist endlichG2988 9 w 2 R � A(w) = CVT2989 L 2 (li R) -Kens � C � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 2986T2990� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 2989



5.6. PROJEKTION 131T2991 (R . L) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2983, 2989T2992 C 2 (li (R . L)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2192, 2986, 2989T2993 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2117, 2992G2994 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 2991, 2993, 2987Eine weitere Eigenschaft, die sich von allen Kens auf die Relation vererbt, ist die Konsistenz. Da wirdie Konsistenz nicht als Axiom f�ur azyklische Ordnungen gefordert haben, werden wir die folgendenTheoreme f�ur die nachfolgende Charakterisierung nicht ben�otigen. Da die Konsistenz unter den Ne-benbedingungen der Einfachheit und Teilwortabgeschlossenheit eine Abschw�achung der Transitivit�atdarstellt (Theorem 2735), und da wir ein entsprechendes Resultat f�ur die Transitivit�at selbst nichtableiten k�onnen, werden wir die Konsistenz trotzdem behandeln.S2995VA2996� R 2 R�(A)F�ur die allgemeine Konsistenz modulo E zeigen wir zuerst eine schw�achere Aussage, n�amlich da�sie sich von allen Kliquen auf die Relation �ubertr�agt.T2997 8 E 2 BR(A�) � ( 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist konsistent modulo E ) )R ist konsistent modulo EVA2998� E 2 BR(A�)A2999 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist konsistent modulo EG3000 R ist konsistent modulo EG3001 8 u 2 R, v 2 R � u E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545VA3002 u 2 RVA3003 v 2 RG3004 u E� vT3005� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3002, 3003D3006 D := A(u) \ A(v)T3007� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3006G3008 ((u . D), (v . D)) 2 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0760, 3006T3009 D � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3006T3010 D � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3006T3011 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 3002T3012 D 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 3011, 3009T3013 (R . D) ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2999, 3012T3014 (u . D) 2 (R . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 3002T3015 (v . D) 2 (R . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 3003T3016 (u . D) E� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 3013, 3014, 3015T3017 A(u . D) = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 3009T3018 A(v . D) = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 3010T3019 A(u . D) = A(v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3017, 3018G3020 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0767, 3019, 3016Diese Aussage l�a�t sich durch Verst�arkung in die gew�unschte Form bringen: Konsistenz modulo Evererbt sich somit von allen Kens auf die gesamte Relation, sofern wir f�ur E eine projektive Relationw�ahlen.T3021 8 E 2 BR(A�) � E ist projektiv ^( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist konsistent modulo E ) ) R ist konsistent modulo EVA3022� E 2 BR(A�)A3023 E ist projektivA3024 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist konsistent modulo EG3025 R ist konsistent modulo ET3026 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist konsistent modulo E



132 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENVA3027 C 2 (li R) -KliquenG3028 (R . C) ist konsistent modulo EVT3029 L 2 (li R) -Kens � C � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 3027T3030� L 2 P(A), C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 3029T3031 (R . L) ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3024, 3029T3032 ((R . L) . C) ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . 2949, 3023, 3031T3033 (R . (L \ C)) ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1711, 3032G3034 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3033, 3029G3035 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2997, 3026W�ahlen wir als projektive �Aquivalenzrelation ID(A�), so erhalten wir das entsprechende Resultatf�ur die konkrete Konsistenz.T3036 ( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist konsistent ) ) R ist konsistent . 1546, 3021, 0679F�ur die Teilwortabgeschlossenheit und die Transitivit�at k�onnen wir keine Theoreme dieser Art er-warten. Selbst wenn alle Projektionen auf Kens teilwortabgeschlossen oder transitiv sind, mu� dieRelation nicht notwendigerweise teilwortabgeschlossen bzw. transitiv sein, wie die folgenden Beispieledemonstrieren. Auch dann, wenn die Relation die �ubrigen Axiome erf�ullt und sogar alle Projektionentotale, azyklische Ordnungen sind, �andert sich an dieser Situation nichts.B3037Als Relation w�ahlen wir R = f[0,1], [0,2], [1], [2]g. Die Relation R ist einfach und transitiv. Of-fensichtlich ist R nicht teilwortabgeschlossen. Dennoch sind alle Projektionen von R auf Kensteilwortabgeschlossen: Die Kens von R sind (li R) -Kens = ff0,1g, f0,2gg. Die jeweiligen Projek-tionen ergeben sich daraus als (R . f0,1g) = f[0,1], [0], [1], []g und (R . f0,2g) = f[0], [0,2], [], [2]g.Die Projektionen sind sogar einfach, vollst�andig, transitiv und total. Es sind also totale, azyklischeOrdnungen.B3038Es sei R = f[0,1], [1,2], [0], [1], [2], []g. Wir haben (li R) -Kens = ff0,1g, f1,2g g. R ist einfach,teilwortabgeschlossen und vollst�andig, jedoch nicht transitiv. Die Projektionen auf die Kens sind(R . f0,1g) = f[0,1], [1], [0], []g und (R . f1,2g) = f[1], [1,2], [], [2]g. Die Projektionen sind einfach,teilwortabgeschlossen, vollst�andig, total, also totale, azyklische Ordnungen.Auch die Totalit�at ist nat�urlich keine Eigenschaft, die sich von Kenprojektionen auf die Relationvererbt, da Kenprojektionen nach Theorem 2195 immer total sind.Mit Hilfe der vorigen Lemmata ist es nun m�oglich, eine Charakterisierung von azyklischen Ordnungendurch totale, azyklische Ordnungen anzugeben. Die beiden nicht vererbten Eigenschaften werden dabeiexplizit gefordert. Ansonsten mu� die Projektion auf jeden Ken eine azyklische Ordnung und damitauch eine totale, azyklische Ordnung sein.S3039VA3040� R 2 R�(A)T3041 R ist eine azyklische Ordnung , R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist transitiv ^8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, azyklische OrdnungA3042 R ist eine azyklische OrdnungT3043 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3042T3044 R ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3042T3045 (li R) -Kens � (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125T3046 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, azyklische Ordnung . 2941, 3042, 3045A3047 R ist (w) -abgeschlossen



5.7. VEREINIGUNG 133A3048 R ist transitivA3049 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, azyklische OrdnungT3050 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 2727, 3049T3051 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2968, 3050T3052 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . 2726, 2727, 3049T3053 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2982, 3052T3054 R ist eine azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3051, 3047, 3053, 3048G3055 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3043, 3044, 3046, 3054Aufgrund der Teilwortabgeschlossenheit ist der allgemeine Zerlegungssatz 2066 anwendbar: Jede azy-klische Ordnung l�a�t sich in totale, azyklische Ordnungen (den Projektionen auf Kens) zerlegen. DieKomposition dieser Relationen, d.h. deren Vereinigung, liefert wieder genau die urspr�ungliche azykli-sche Ordnung.S3056VA3057� R 2 R�(A)A3058 R ist eine azyklische OrdnungT3059 R = S fR0 � L 2 (li R) -Kens � R0 = (R . L)g . . . . . . . . . . . . . 2726, 3058, 2066B3060Wir w�ahlen die azyklische Ordnung R = (w)[f[0,1,2,3], [4,5,1,6], [4,5,1,2,3], [0,1,6], [7]g] mit (li R)-Kens = ff0,1,2,3g, f1,4,5,6g, f1,2,3,4,5g, f0,1,6g, f7gg. Die Kenprojektionen sind (R . f0,1,2,3g)= (w)[f[0,1,2,3]g], (R . f1,4,5,6g) = (w)[f[4,5,1,6]g], (R . f1,2,3,4,5g) = (w)[f[4,5,1,2,3]g], (R. f0,1,6g) = (w)[f[0,1,6]g] und (R . f7g) = f[7], []g. Die Vereinigung dieser totalen, azyklischenOrdnungen ergibt o�enbar wieder die urspr�ungliche Relation R.Wir hatten schon zwei Klassen von Relationen unterschieden: R ist gerichtet gdw. R 6= (REV R)gilt. Ansonsten ist R nicht gerichtet. Diese Klassi�zierung k�onnen wir f�ur azyklische Ordnungen nunverfeinern: Eine azyklische Ordnung R ist die Vereinigung einer Menge von totalen, azyklischen Ord-nungen nach Theorem 3059. Jede dieser totalen, azyklischen Ordnungen kann entweder gerichtet odernichtgerichtet sein. In einer gerichteten, azyklischen Ordnung gibt es o�enbar einen Ken, der als totale,azyklische Ordnung gerichtet ist. Wir bezeichnen eine azyklische Ordnung als vollst�andig gerichtet,gdw. alle ihre Kens als totale, azyklische Ordnungen gerichtet sind. Eine gerichtete, azyklische Ord-nung, die nicht vollst�andig gerichtet ist, bezeichnen wir als unvollst�andig gerichtet. Besitzen alle Kenseiner nichtleeren, zyklischen Ordnung mindestens zwei Elemente, so handelt es sich o�enbar um einevollst�andig gerichtete, azyklische Ordnung.5.7 VereinigungNach Theorem 3059 k�onnen wir jede azyklische Ordnung als Vereinigung von totalen, azyklischenOrdnungen schreiben. Anl�a�lich dieser Tatsache wollen wir nun die Vereinigung von azyklischen Ord-nungen im allgemeinen untersuchen.S3061VA3062� S 2 P(R�(A))T3063� (S S) 2 R�(A)T3064 8 R 2 S � R � (S S)Aufgrund der Monotonie der Operationen A(R), (li R) und (li R) sowie der Kliquenbildung ergebensich die folgenden Inklusionen.T3065 8 R 2 S � A(R) � A(S S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 3064



134 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENT3066 8 R 2 S � (li R) � (li (S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 3064T3067 8 R 2 S � (li R) � (li (S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1866, 3064T3068 8 R 2 S � (li R) -Kliquen � (li (S S)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . 0116, 3067Diese Inklusionen lassen sich zu Identit�aten versch�arfen, die die Vertauschbarkeit der Vereinigungmit den genannten Operationen garantieren.T3069 A(S S) = S fA(R) � R 2 SgT3070 S fA(R) � R 2 Sg � A(S S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3065G3071 A(S S) � S fA(R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3070G3072 8 x 2 A(S S) � x 2 S fA(R) � R 2 SgVA3073 x 2 A(S S)G3074 x 2 S fA(R) � R 2 SgT3075� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3073G3076 9 R 2 S � x 2 A(R)VT3077 w 2 (S S) � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 3073T3078� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3077VT3079 R 2 S � w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3077T3080� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3079T3081 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 3077, 3079G3082 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3079, 3081T3083 (li (S S)) = S f(li R) � R 2 SgT3084 S f(li R) � R 2 Sg � (li (S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3066G3085 (li (S S)) � S f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3084G3086 8 x,y � (x,y) 2 (li (S S)) � (x,y) 2 S f(li R) � R 2 SgT3087 8 x,y � [x,y] 2 (w)[S S] ) 9 R 2 S � (x,y) 2 (li R) ^ (y,x) 2 (li R)VA3088 x,y � [x,y] 2 (w)[S S]G3089 9 R 2 S � (x,y) 2 (li R) ^ (y,x) 2 (li R)T3090� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3088VT3091 w 2 (S S) � [x,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3088VT3092 R 2 S � w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3091T3093� R 2 R�(A) ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3092T3094 [x,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3091, 3092T3095 (x,y) 2 (li R) ^ (y,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 3094G3096 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3092, 3095VA3097 x,y � (x,y) 2 (li (S S))G3098 (x,y) 2 S f(li R) � R 2 SgT3099� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3097G3100 9 R 2 S � (x,y) 2 (li R)T3101 [x,y] 2 (w)[S S] _ [y,x] 2 (w)[S S] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 3097T3102 9 R 2 S � (x,y) 2 (li R) ^ (y,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3087, 3101G3103 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3102T3104 (li (S S)) = S f(li R) � R 2 SgT3105 S f(li R) � R 2 Sg � (li (S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3067G3106 (li (S S)) � S f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3105G3107 8 x,y � (x,y) 2 (li (S S)) � (x,y) 2 S f(li R) � R 2 SgVA3108 x,y � (x,y) 2 (li (S S))G3109 (x,y) 2 S f(li R) � R 2 SgT3110� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3108T3111 (x,y) 2 (li (S S)) _ (x,y) 2 ID(A(S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 3108G3112 9 R 2 S � (x,y) 2 (li R)A3113 x = yT3114 x 2 A(S S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 3108T3115 x 2 S fA(R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3114, 3069



5.7. VEREINIGUNG 135VT3116 R 2 S � x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3115T3117� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3116T3118 (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3113, 3116T3119 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1822, 3118G3120 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3116, 3119A3121 x 6= yT3122 (x,y) =2 ID(A(S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3121T3123 (x,y) 2 (li (S S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3111, 3122T3124 (x,y) 2 S f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3083, 3123VT3125 R 2 S � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3124T3126 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 3125G3127 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3125, 3126Einfachheit aller Relationen �ubertr�agt sich auf die Vereinigung. Die Umkehrung gilt ebenfalls.T3128 (8 R 2 S � R ist einfach) , (S S) ist einfachA3129 8 R 2 S � R ist einfachT3130 8 w 2 (S S) � w ist einfachVA3131 w 2 (S S)G3132 w ist einfachVT3133 R 2 S � w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3131T3134� R 2 R�(A) ^ w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3133T3135 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3129, 3133G3136 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3135, 3133T3137 (S S) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3130A3138 (S S) ist einfachT3139 8 R 2 S � R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 3138, 3064G3140 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3137, 3139Sind alle Relationen abgeschlossen bzgl. einer bin�aren Relation, so �ubertr�agt sich diese Eigenschaftauf deren Vereinigung.T3141 8 Q 2 BR(A�) � (8 R 2 S � R ist Q -abgeschlossen) ) (S S) ist Q -abgeschlossenVA3142� Q 2 BR(A�)A3143 8 R 2 S � R ist Q -abgeschlossenG3144 (S S) ist Q -abgeschlossenG3145 8 u,v � u 2 (S S) ^ (u,v) 2 Q ) v 2 (S S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312VA3146 u,v � u 2 (S S)A3147 (u,v) 2 QG3148 v 2 (S S)VT3149 R 2 S � u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3146T3150� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3149T3151 R ist Q -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3143, 3149T3152 v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312, 3151, 3149, 3147G3153 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3149, 3152Insbesondere vererbt sich Teilwortabgeschlossenheit von allen Komponenten auf die Vereinigung.T3154 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ) (S S) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . 3141Zusammenfassend erhalten wir das folgende Resultat:T3155 (8 R 2 S � R ist eine azyklische Ordnung) ^ (S S) ist transitiv ^(S S) ist vollst�andig ) (S S) ist eine azyklische Ordnung . . . . . . 2726, 3128, 3154



136 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENVollst�andigkeit, Konsistenz und Transitivit�at bleiben nicht unter Vereinigung erhalten, selbst wenn wirvon azyklischen Ordnungen ausgehen, wie die folgenden Bespiele demonstrieren. Da wir jede azykli-sche Ordnung auch als Vereinigung von totalen, azyklischen Ordnungen au�assen k�onnen, werden diegenannten Eigenschaften auch dann nicht im allgemeinen erhalten, wenn wir uns auf die Vereinigungvon totalen, azyklischen Ordnungen beschr�anken.B3156Es sei R1 = (w)[f[0,1], [0,2]g] und R2 = (w)[f[0,2], [1,2]g]. Beide Relationen sind azyklische Ord-nungen und insbesondere vollst�andig. Die Vereinigung R = R1 [ R2 = (w)[f[0,1], [0,2], [1,2]g] mit(li R) -Kens = ff0,1,2gg ist einfach, teilwortabgeschlossen und transitiv aber nicht vollst�andig.B3157Wir w�ahlen die totalen, azyklischen Ordnungen R1 = (w)[f[0,1]g] und R2 = (REV R1)= (w)[f[1,0]g]. Beide Relationen sind konsistent, jedoch nicht miteinander konsistent. Die Ver-einigung R = R1 [ R2 ist einfach, teilwortabgeschlossen und vollst�andig, jedoch nicht konsistent,und damit auch nicht transitiv.B3158Wir w�ahlen die totalen, azyklischen Ordnungen R1 = (w)[f[0,1]g], R2 = (w)[f[1,2]g],R3 = (w)[f[2,3]g] und R4 = (w)[f[3,0]g], die insbesondere transitiv und miteinander konsistentsind. Die Vereinigung R = R1 [ R2 [ R3 = (w)[f[0,1], [1,2], [2,3], [3,0]g] mit (li R) -Kens = ff0,1g,f1,2g, f2,3g, f3,0gg ist einfach, teilwortabgeschlossen, konsistent und vollst�andig, jedoch nicht tran-sitiv, da [0,1] 2 R und [1,2] 2 R aber [0,2] =2 R gilt.Da wir jede nichttotale, azyklische Ordnung als Vereinigung von totalen, azyklischen Ordnungen schrei-ben k�onnen, bleibt nat�urlich auch die Totalit�at nicht unter Vereinigung erhalten.5.8 DurchschnittIn diesem Abschnitt zeigen wir: Der Durchschnitt einer Menge azyklischer Ordnungen liefert wiedereine azyklische Ordnung. Damit ist der Schnittoperator (im Gegensatz zum Vereinigungsoperator)hervorragend zur Erzeugung von azyklischen Ordnungen aus bereits konstruierten, azyklischen Ord-nungen geeignet.B3159Wir w�ahlen die azyklischen Ordnungen R1 = (w)[f[0,1,2], [0,1,3,4,5,6]g] und R2 = (w)[f[1,7,0,2],[1,4,3,5]g]. Als Schnitt erhalten wir die azyklische Ordnung R = (w)[f[0,2], [1,2], [1,3,5], [1,4,5]g]. Esgilt A(R1) = f0,1,2,3,4,5,6g, A(R2) = f0,1,2,3,4,5,7g und A(R) = f0,1,2,3,4,5g = A(R1) \ A(R2).Au�erdem gilt (3,4) 2 (li R1) und (3,4) 2 (li R2), aber (3,4) =2 (li R). Die Abh�angigkeitsrelation istalso hier nicht mit dem Schnitt vertr�aglich, d.h. (li R) 6= (li R1) \ (li R2).Die Schnittoperation erzeugt aus einer Menge sich m�oglicherweise widersprechender, azyklischer Ord-nungen eine gr�o�te azyklische Ordnung, die in jeder der geschnittenen Relationen enthalten ist.S3160VA3161� S 2 P(R�(A))Wir beginnen mit einer nichtleeren Menge von Relationen, so da� (T R) immer de�niert ist.A3162 S 6= ;



5.8. DURCHSCHNITT 137T3163� (T S) 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162T3164 8 R 2 S � (T S) � RAus der Monotonie der Operationen A(R), (li R) und (li R), sowie der Kliquenbildung erhalten wirsofort die einfachen Beziehungen:T3165 8 R 2 S � A(T S) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 3164T3166 8 R 2 S � (li (T S)) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 3164T3167 8 R 2 S � (li (T S)) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1866, 3164T3168 8 R 2 S � (li (T S)) -Kliquen � (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . 0116, 3167Die Bildung des Alphabets ist mit der Schnittoperation vertauschbar, wenn wir eine teilwortabge-schlossene Relation voraussetzen.T3169 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ) A(T S) = T fA(R) � R 2 SgA3170 8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossenT3171� #(T fA(R) � R 2 Sg) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162T3172 A(T S) � T fA(R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3165T3173 T fA(R) � R 2 Sg � A(T S)G3174 8 x 2 T fA(R) � R 2 Sg � x 2 A(T S)VA3175 x 2 T fA(R) � R 2 SgG3176 x 2 A(T S)T3177 8 R 2 S � x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3175T3178 8 R 2 S � [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 3170, 3177T3179 [x] 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3178T3180 A([x]) � A(T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3179G3181 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327, 3180G3182 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3172, 3173Einfachheit und Konsistenz sind Eigenschaften, die sich von einer Relation auf alle ihre Teilmengen�ubertragen. (T S) ist eine Teilmenge eines Elements R0 2 S.T3183 (8 R 2 S � R ist einfach) ) (T S) ist einfachA3184 8 R 2 S � R ist einfachG3185 (T S) ist einfachVT3186 R0 2 S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162T3187� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3186T3188 R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3184, 3186T3189 (T S) � R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3164, 3186G3190 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 3188, 3189T3191 (8 R 2 S � R ist konsistent modulo E) ) (T S) ist konsistent modulo EA3192 8 R 2 S � R ist konsistent modulo EG3193 (T S) ist konsistent modulo EVT3194 R0 2 S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162T3195� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3194T3196 R0 ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3192, 3194T3197 (T S) � R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3164, 3194G3198 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1553, 3196, 3197T3199 (8 R 2 S � R ist konsistent) ) (T S) ist konsistent . . . . . . . . . . . . . 1546, 3191Abgeschlossenheit sowie Transitivit�at fordern abh�angig von W�ortern in der Relation die Existenzweiterer W�orter. Bei Eigenschaften dieser Form ist die Invarianz unter Schnittbildung o�ensichtlich.



138 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENT3200 8 Q 2 BR(A�) � (8 R 2 S � R ist Q -abgeschlossen) ) (T S) ist Q -abgeschlossenVA3201� Q 2 BR(A�)A3202 8 R 2 S � R ist Q -abgeschlossenG3203 (T S) ist Q -abgeschlossenG3204 8 u,v � u 2 (T S) ^ (u,v) 2 Q ) v 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312VA3205 u,v � u 2 (T S)A3206 (u,v) 2 QG3207 v 2 (T S)G3208 8 R0 2 S � v 2 R0VA3209 R0 2 SG3210 v 2 R0T3211� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3209T3212 u 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3205, 3209T3213 R0 ist Q -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3202, 3209G3214 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1312, 3213, 3212, 3206T3215 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ) (T S) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . 3200T3216 (8 R 2 S � R ist transitiv) ) (T S) ist transitivA3217 8 R 2 S � R ist transitivG3218 (T S) ist transitivG3219 8 a,b,c � [a,b] 2 (T S) ^ [b,c] 2 (T S) ) [a,c] 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . 2725VA3220 a,b,c � [a,b] 2 (T S) ^ [b,c] 2 (T S)G3221 [a,c] 2 (T S)T3222� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3220G3223 8 R 2 S � [a,c] 2 RVA3224 R 2 SG3225 [a,c] 2 RT3226� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3224T3227 [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3224, 3220T3228 R ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3217, 3224G3229 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 3228, 3227F�ur das nachfolgende Theorem, ben�otigen wir ein Lemma, das im wesentlichen eine Spezialisierungdes Auswahlaxioms darstellt.T3230 8 C 2 P(A) � (8 R 2 S � 9 w 2 R � A(w) = C) )9 f 2 (S ! A�) � 8 R 2 S � (f R) 2 R ^ A(f R) = CVA3231� C 2 P(A)A3232 8 R 2 S � 9 w 2 R � A(w) = CG3233 9 f 2 (S ! A�) � 8 R 2 S � (f R) 2 R ^ A(f R) = CD3234 r := f(R,w) 2 S � A� � w 2 R ^ A(w) = CgT3235� r 2 P(S � A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3234T3236 D(r) = SG3237 S � D(r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3235G3238 8 R 2 S � R 2 D(r)VA3239 R 2 SG3240 R 2 D(r)T3241� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3239VT3242 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3232, 3239T3243 (R,w) 2 r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3234, 3239, 3242G3244 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3243VT3245 f � f ist eine Funktion ^ f � r ^ D(f) = D(r) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0161T3246 D(f) = S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3245, 3236T3247� f 2 (S ! A�)T3248 f 2 P(S � A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3245, 3235T3249 f 2 (S ; A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3248, 3245



5.8. DURCHSCHNITT 139G3250 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3249, 3246T3251 8 R 2 S � (f R) 2 R ^ A(f R) = CVA3252 R 2 SG3253 (f R) 2 R ^ A(f R) = CT3254 (R, f R) 2 f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3252, 3247T3255 (R, f R) 2 r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3245, 3254G3256 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3234, 3255G3257 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3247, 3251Die Vollst�andigkeit �ubertr�agt sich auf den Schnitt, wenn alle beteiligten Relationen einfach, konsi-stent sowie vollst�andig sind.T3258 (8 R 2 S � R ist einfach) ^ (8 R 2 S � R ist konsistent) ^(8 R 2 S � R ist vollst�andig) ) (T S) ist vollst�andigA3259 8 R 2 S � R ist einfachA3260 8 R 2 S � R ist konsistentA3261 8 R 2 S � R ist vollst�andigG3262 (T S) ist vollst�andigG3263 8 C 2 (li (T S)) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 (T S) � A(w) = C . . . . . . . 2209A3264 C 2 (li (T S)) -KliquenA3265 C ist endlichG3266 9 w 2 (T S) � A(w) = CT3267� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 3264T3268 8 R 2 S � C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3168, 3264T3269 8 R 2 S � 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3261, 2209, 3268, 3265VT3270 f 2 (S ! A�) � 8 R 2 S � (f R) 2 R ^ A(f R) = C . . . . . . . . . . . . . . 3230, 3269T3271� f 2 (S ! A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270VT3272 R 2 S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162T3273� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3272T3274 (f R) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270, 3272T3275 A(f R) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270, 3272T3276 8 R0 2 S � (f R0) = (f R)A3277 :8 R0 2 S � (f R0) = (f R)VT3278 R0 2 S � (f R0) 6= (f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3277T3279� R0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3278T3280 (f R0) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270, 3278T3281 A(f R0) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270, 3278T3282 A(f R0) = A(f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3275, 3281T3283 : (f R0) � (f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0881, 3282, 3278T3284 R ist einfach ^ R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3259, 3272, 3278T3285 (f R) ist einfach ^ (f R0) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3284, 3274, 3280VT3286 x,y � x 6= y ^ [x,y] v (f R) ^ [y,x] v (f R0) . . . . . . . . . . 0580, 3285, 3282, 3278T3287� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3286T3288 (x,y) =2 (li (T S))A3289 (x,y) 2 (li (T S))T3290 [x,y] 2 (w)[T S] _ [y,x] 2 (w)[T S] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 3289A3291 [x,y] 2 (w)[T S]T3292 (T S) � R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3164, 3278T3293 [x,y] 2 (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 3292, 3291VT3294 w0 2 R0 � [x,y] v w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3293T3295� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3294T3296 R0 ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3260, 3278T3297 (f R0) � w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 3296, 3280, 3294T3298 w0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3284, 3294T3299 [y,x] � [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . 0893, 3285, 3298, 3286, 3294, 3297T3300 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0882, 3299, 3286



140 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENA3301 [y,x] 2 (w)[T S]T3302 (T S) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3164, 3272T3303 [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 3302, 3301VT3304 w 2 R � [y,x] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3303T3305� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3304T3306 R ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3260, 3272T3307 (f R) � w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 3306, 3274, 3304T3308 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3284, 3304T3309 [x,y] � [y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . 0893, 3285, 3308, 3286, 3304, 3307T3310 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0882, 3309, 3286T3311 (x,y) =2 (li (T S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 3286, 3288T3312 A([x,y]) � A(f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 3286T3313 fx,yg � A(f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 3312T3314 x 2 C ^ y 2 C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3313, 3275T3315 (x,y) 2 (li (T S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 3264, 3314T3316 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3311, 3315T3317 8 R0 2 S � (f R0) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3270T3318 8 R0 2 S � (f R) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3276, 3317T3319 (f R) 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3162, 3318G3320 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3319, 3275Zusammenfassend ist jeder Schnitt (auch jeder unendliche) von azyklischen Ordnungen wieder eineazyklische Ordnung. Die Konsistenz, die wir zum Ableiten der Vollst�andigkeit ben�otigen, ist nachTheorem 2760 gegeben.T3321 (8 R 2 S � R ist eine azyklische Ordnung) )(T S) ist eine azyklische Ordnung . . . . . . . . 2726, 2760, 3183, 3215, 3258, 32165.9 Eine bin�are OrdnungsrelationAus einer beliebigen, verallgemeinerten Relation R k�onnen wir eine bin�are Relation (<R) ableiten, dieuns gewisse Information �uber die Reihenfolge der Elemente in den W�ortern liefert. x <R y bedeutet xliegt vor y, d.h. es gibt ein Wort der Relation, in dem x und y vorkommen und x vor y liegt.S3322VA3323� R 2 R�(A)D3324 (<R) := f(x,y) 2 A(R) � A(R) � [x,y] 2 (w)[R]gT3325� (<R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3324M3326� x <R y :, (x,y) 2 (<R)T3327 x <R y , [x,y] 2 (w)[R]G3328 [x,y] 2 (w)[R] ) x <R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3324A3329 [x,y] 2 (w)[R]G3330 x <R yT3331 A([x,y]) � A((w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3329T3332 A([x,y]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496, 3331T3333 fx,yg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 3332G3334 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3324, 3333, 3329B3335F�ur die azyklische Ordnung R = (w)[f[1,4,6], [2,4,6]g] aus Beispiel 2728 gilt <R = f(1,4), (4,6),(1,6), (2,4), (4,6), (2,6)g.



5.9. EINE BIN�ARE ORDNUNGSRELATION 141Wir bezeichnen <R als gerichtete Abh�angigkeitsrelation, da sich die (ungerichtete) Abh�angigkeitsre-lation als symmetrischer Abschlu� ergibt.S3336VA3337� R 2 R�(A)T3338 (x,y) 2 (li R) , x <R y _ y <R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 3327Wenn wir es mit teilwortabgeschlossenen Relationen R zu tun haben, wie es meist der Fall seinwird, entsprechen die Paare in (<R) gerade den zweistelligen W�ortern von R.T3339 R ist (w) -abgeschlossen ) ( x <R y , [x,y] 2 R ) . . . . . . . . . . . . . 1449, 3327Die gerichtete Abh�angigkeit kehrt sich unter Spiegelung um.T3340 x <(REV R) y , y <R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3327, 2676F�ur rotationsabgeschlossene Relationen, um die es in den nachfolgenden Kapitel gehen wird, sinddie gerichtete und die ungerichtete Abh�angigkeitsrelation identisch. Wir k�onnen dann anstelle von(<R) immer (li R) verwenden.T3341 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (<R) = (li R)A3342 R ist (rot�) -abgeschlossenG3343 x <R y , (x,y) 2 (li R)G3344 [x,y] 2 (w)[R] , [x,y] 2 (w)[R] _ [y,x] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . 3327, 1719G3345 [y,x] 2 (w)[R] , [x,y] 2 (w)[R]T3346 (w)[R] ist (rot� ) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1451, 3342G3347 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1344, 3346Die Elemente jedes Wortes der Relation sind durch die bin�are Relation (<R) geordnet. Liegt eineazyklische Ordnung vor, so bildet jede durch (<R) geordnete Menge ein Wort der Relation. Wirben�otigen diese beiden Feststellungen insbesondere f�ur dreistellige W�orter.S3348VA3349� R 2 R�(A)T3350 [x,y,z] 2 R ) x <R y ^ y <R z ^ x <R zA3351 [x,y,z] 2 RG3352 x <R y ^ y <R z ^ x <R zT3353� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3351T3354 [x,y] v [x,y,z] ^ [y,z] v [x,y,z] ^ [x,z] 2 [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . 0555, 0556, 0557T3355 [x,y] 2 (w)[R] ^ [y,z] 2 (w)[R] ^ [x,z] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . 3351, 3354G3356 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3327, 3355T3357 R ist einfach ^ R ist (v) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andig ^R ist transitiv ^ x <R y ^ y <R z ) [x,y,z] 2 RA3358 R ist einfachA3359 R ist (w) -abgeschlossenA3360 R ist 3 -vollst�andigA3361 R ist transitivA3362 x <R y ^ y <R zG3363 [x,y,z] 2 RT3364� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3362T3365 R ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2735, 3358, 3359, 3361T3366 [x,y] 2 R ^ [y,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3339, 3359, 3362T3367 [x,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 3361, 3366T3368 (x,y) 2 (li R) ^ (y,z) 2 (li R) ^ (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . 1902, 3366, 3367



142 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENT3369 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0113, 1824, 1825, 3368T3370 jfx,y,zgj � 3VT3371 w 2 R � A(w) = fx,y,zg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 3360, 3369, 3370T3372� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3371T3373 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3358, 3371T3374 L(w) = 3G3375 jA(w)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 3373G3376 jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3371T3377 [x,y] ist einfach ^ [y,z] ist einfach ^ [x,z] ist einfach . . . . . 1279, 3358, 3366, 3367T3378 x 6= y ^ y 6= z ^ x 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0378, 3377G3379 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3378T3380 [x,y] v w ^ [y,z] v wT3381 [x,y] � w ^ [y,z] � w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544, 3365, 3366, 3371T3382 A([x,y]) � A(w) ^ A([y,z]) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0328, 3371G3383 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0963, 3382, 3381T3384 w = [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0599, 3373, 3374, 3371, 3380G3385 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3384, 3371T3386 R ist eine azyklische Ordnung ^ x <R y ^ y <R z ) [x,y,z] 2 R . . 3357, 2726, 2215Im allgemeinen mu� (<R) weder irreexiv noch asymmetrisch oder transitiv sein. Ist R eine azyklischeOrdnung so ist <R jedoch eine strenge Ordnung auf dem Alphabet A(R).S3387VA3388� R 2 R�(A)T3389 (<R) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3338T3390 R ist einfach ) (<R) ist irreexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0074, 1906, 3389T3391 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist transitiv ) (<R) ist transitivA3392 R ist (w) -abgeschlossenA3393 R ist transitivG3394 (<R) ist transitivG3395 8 a,b,c � a <R b ^ b <R c ) a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084T3396 8 a,b,c � [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R ) [a,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 3393G3397 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3339, 3392, 3396T3398 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist transitiv )(<R) ist eine strenge Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0092, 3390, 3391T3399 R ist eine azyklische Ordnung ) (<R) ist eine strenge Ordnung . . . . . 2726, 33985.10 IntervalleIn diesem Abschnitt de�nieren wir o�ene Intervalle (x � � � y)R einer Relation R. x und y sind dabei diedas Intervall begrenzenden Randelemente. (x � � �y)R ist die Menge der Elemente die ein einem Wort derRelation nach x und vor y vorkommen. Wir erhalten also gerade die Elemente, die intuitiv zwischenx und y liegen. Es ist hierbei allerdings die Reihenfolge der Randelemente x und y zu beachten.S3400VA3401� R 2 R�(A), x 2 A, y 2 AD3402 (x � � � y)R := fz 2 A(R) � [x,z,y] 2 (w)[R]gT3403� 8 R,x,y � #((x � � � y)R) , R 2 R�(A) ^ x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . 3402T3404� (x � � � y)R � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402



5.10. INTERVALLE 143Diese De�nition mag zun�achst etwas ungew�ohnlich erscheinen, da man Intervalle auch �uber die bin�areRelation (<R) de�nieren k�onnte. Da diese �ubliche Intervallde�nition jedoch f�ur zyklische Ordnun-gen unbrauchbar ist, verwenden wir die angegebene De�nition, die sich ohne Modi�kation auch aufzyklische Ordnungen anwenden lassen wird.Es folgen zun�achst einige allgemeine Betrachtungen, die nicht voraussetzen, da� eine azyklische Ord-nung vorliegt, sondern nur die Eigenschaften der Einfachheit und Teilwortabgeschlossenheit ausnutzen.S3405VA3406� R 2 R�(A)Ist die betrachtete Relation teilwortabgeschlossen, so k�onnen wir die De�nition vereinfachen.T3407 R ist (w) -abgeschlossen ) ( z 2 (x � � � y)R , [x,z,y] 2 R )A3408 R ist (w) -abgeschlossenG3409 z 2 (x � � � y)R , [x,z,y] 2 RG3410 z 2 (x � � � y)R , [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1416, 3408T3411 z 2 (x � � � y)R ) [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402G3412 [x,z,y] 2 (w)[R] ) z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3411A3413 [x,z,y] 2 (w)[R]G3414 z 2 (x � � � y)RT3415� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3413G3416 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3413T3417 A([x,z,y]) � A((w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3413T3418 A([x,z,y]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1416, 3408, 3417G3419 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 3418Unter Voraussetzung der Einfachheit der zugrundeliegenden Relation sind die Randelemente x undy des Intervalls (x � � �y)R nicht im Intervall enthalten. Damit ist die Bezeichnung als o�enes Intervallin diesem Fall gerechtfertigt.T3420 R ist einfach ) x =2 (x � � � y)R ^ y =2 (x � � � y)RA3421 R ist einfachA3422 x 2 (x � � � y)R _ y 2 (x � � � y)RT3423� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3422T3424 [x,x,y] 2 (w)[R] _ [x,y,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3422T3425 (w)[R] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1534, 3421T3426 [x,x,y] ist einfach _ [x,y,y] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3425, 3424T3427 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 3426Liegt zwischen zwei Elementen x und y ein weiteres Element, so sind x und y voneinander abh�angig.T3428 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x � � � y)R 6= ; ) (x,y) 2 (li R)VA3429 x 2 A(R), y 2 A(R)A3430 (x � � � y)R 6= ;G3431 (x,y) 2 (li R)T3432� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3429VT3433 z � z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3430T3434� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3433T3435 [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3433VT3436 w 2 R � [x,z,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3435T3437 [x,y] v [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0557T3438 [x,y] v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0564, 3437, 3436T3439 [x,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3438, 3436



144 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENG3440 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1719, 3439Zwischen zwei gleichen oder unabh�angigen Elementen liegen keine Elemente, wenn die Relationeinfach ist.T3441 R ist einfach ^ (x,y) 2 (co R) ) (x � � � y)R = ;A3442 R ist einfachA3443 (x,y) 2 (co R)G3444 (x � � � y)R = ;T3445 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1943, 3443T3446 (x,y) =2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1994, 3442, 3443G3447 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3428, 3445, 3446F�ur azyklische Ordnungen erhalten wir einige spezielle Eigenschaften, f�ur deren Beweise insbesonderedie Konsistenz und die Transitivit�at ben�otigt werden.S3448VA3449� R 2 R�(A)A3450 R ist eine azyklische OrdnungLiegt z im Intervall (x � � � y)R, so liegt x vor z und z vor y und nat�urlich auch x vor y.T3451 z 2 (x � � � y)R ) x <R z ^ z <R y ^ x <R yA3452 z 2 (x � � � y)RG3453 x <R z ^ z <R y ^ x <R yT3454� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3452VT3455 [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3452T3456 (w)[R] ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1444T3457 [x,z] v [x,z,y] ^ [z,y] v [x,z,y] ^ [x,y] v [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . 0555, 0556, 0557T3458 [x,z] 2 (w)[R] ^ [z,y] 2 (w)[R] ^ [x,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . 1315, 3456, 3455, 3457G3459 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3327, 3458T3460 z 2 (x � � � y)R ) (x,z) 2 (li R) ^ (z,y) 2 (li R) ^ (x,y) 2 (li R) . . . . . 3451, 3389T3461 8 x 2 A, y 2 A � (:9 z � x <R z ^ z <R y) ) (x � � � y)R = ; . . . . . . . . . . 3451Liegt umgekehrt x vor z und z vor y, so ist z im Intervall (x � � � y)enthalten. Zusammen mit 3451haben wir gerade die bekannte Charakterisierung von Intervallen der bin�aren Ordnung (<R).T3462 x <R z ^ z <R y ) z 2 (x � � � y)RA3463 x <R z ^ z <R yG3464 z 2 (x � � � y)RT3465� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3463T3466 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3325, 3463T3467 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3450G3468 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 3467G3469 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3386, 3450, 3463T3470 (x � � � y)R = ; ) :9 z � x <R z ^ z <R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3462Liegt x vor y, so ist das Intervall (y � � � x)R leer. Sind x und y identisch oder unabh�angig, so sindsogar beide Intervalle (x � � � y)R und (y � � � x)R leer.T3471 x <R y ) (y � � � x)R = ;A3472 x <R yA3473 (y � � � x)R 6= ;T3474� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3472



5.10. INTERVALLE 145T3475 y <R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3451, 3473T3476 (<R) ist eine strenge Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3399, 3450T3477 (<R) ist asymmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0093, 3476T3478 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 3477, 3472, 3475T3479 (x,y) 2 (co R) ) (x � � � y)R = ; ^ (y � � � x)R = ;A3480 (x,y) 2 (co R)A3481 (x � � � y)R 6= ; _ (y � � � x)R 6= ;T3482� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3480T3483 (x,y) 2 (li R) _ (y,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3460, 3481T3484 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 1730, 3483T3485 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3450T3486 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1994, 3485, 3480, 3484Betrachten wir die Intervalle (x � � � y)R und (y � � �x)R, so ist mindestens eines von ihnen leer. DiesesTheorem dr�uckt o�enbar die Azyklizit�at mit Hilfe des Intervallbegri�s aus.T3487 8 x 2 A, y 2 A � (x � � � y)R = ; _ (y � � � x)R = ;VA3488� x 2 A, y 2 AA3489 (x � � � y)R 6= ; ^ (y � � � x)R 6= ;T3490 x <R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3451, 3489T3491 (y � � � x)R = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3471, 3490T3492 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3489, 3491Haben wir ein Element a, das sowohl vom Anfang x als auch vom Ende y des Intervalls (x � � � y)Runabh�angig ist, also (a,x)2 (co R) und (a,y) 2 (co R), so ist das gesamte Intervall von a unabh�angig.T3493 (a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R) ) 8 b 2 (x � � � y)R � (a,b) 2 (co R)VA3494 (a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R)VA3495 b 2 (x � � � y)RG3496 (a,b) 2 (co R)A3497 (a,b) =2 (co R)T3498� a 2 A ^ x 2 A ^ y 2 A ^ b 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3494, 3495T3499 x <R b ^ b <R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3451, 3495T3500 <R ist eine strenge Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3399, 3450T3501 <R ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0092, 3500T3502 a 2 A(R) ^ b 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926, 3494, 3404, 3495T3503 (a,b) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 3502, 3497T3504 a = b _ (a,b) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 3503T3505 a = b _ a <R b _ b <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3338, 3504A3506 a = bT3507 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3450T3508 (b,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3338, 3499T3509 (a,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3506, 3508T3510 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985, 3509, 3494A3511 a <R bT3512 a <R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 3501, 3511, 3499T3513 (a,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3338, 3512T3514 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985, 3513, 3494A3515 b <R aT3516 x <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 3501, 3499, 3515T3517 (a,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3338, 3516



146 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENT3518 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985, 3517, 3494Dieses Theorem, so einfach es erscheinen mag, stellt ein wesentliches Merkmal von azyklischenOrdnungen heraus: Unabh�angigkeit zu den Randpunkten eines Intervalls �ubertr�agt sich auf dasgesamte Intervall. Ein �ahnliches Theorem ist mit dem hier eingef�uhrten Intervallbegri� f�ur (li R)nicht formulierbar. Azyklische Ordnungen brechen also (unter anderem) an dieser Stelle die Dualit�atzwischen (co R) und (li R).5.11 Unmittelbare NachfolgerUnsere Formalisierung der azyklischen Ordnungen als Mengen von W�ortern liefert uns auf nat�urlicheWeise einen Begri� der unmittelbaren Nachfolger und damit auch einen Nachbarschaftsbegri� f�ur dieElemente einer azyklischen Ordnung: Liegt ein Element x vor y, so liegt x unmittelbar vor y gdw. inkeinem Wort ein zwischen ihnen liegendes Element auftaucht. Wir sagen auch: x und y folgen (in dieserReihenfolge) unmittelbar aufeinander. x ist ein unmittelbarer Vorg�anger von x. y ist ein unmittelbarerNachfolger von x.S3519VA3520� R 2 R�(A)D3521 (<�R) := f(x,y) 2 (<R) � :9 z � [x,z,y] 2 (w)[R]gT3522 (<�R) � (<R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3521T3523� (<�R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3522, 3325M3524� x <�R y :, (x,y) 2 (<�R)B3525Die unmittelbare Nachfolgerrelation f�ur die azyklische Ordnung R = (w)[f[1,4,6], [2,4,6]g] ausBeispiel 2728 ist <�R = f(1,4), (4,6), (2,4), (4,6)g.Ist R einfach, so ist <R und damit auch <�R irreexiv. Ferner ist x unmittelbarer Vorg�anger von ygdw. x vor y und im Intervall zwischen x und y kein weiteres Element liegt.S3526VA3527� R 2 R�(A)T3528 R ist einfach ) (<�R) ist irreexiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0074, 3390, 3522T3529 x <�R y , x <R y ^ (x � � � y)R = ;T3530 x <�R y ) x <R y ^ (x � � � y)R = ;A3531 x <�R yG3532 x <R y ^ (x � � � y)R = ;T3533� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3531G3534 (x � � � y)R = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3522, 3531VT3535 :9 z � [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3521, 3531G3536 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3535T3537 x <R y ^ (x � � � y)R = ; ) x <�R yA3538 x <R yA3539 (x � � � y)R = ;G3540 x <�R yA3541 : x <�R yT3542� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3538T3543 z � [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3521, 3538T3544� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3543T3545 A([x,z,y]) � A((w)[R]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3543T3546 A([x,z,y]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496, 3545



5.12. EINSCHR�ANKUNG DER WORTL�ANGE 147T3547 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 3546T3548 z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3402, 3547, 3543T3549 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3548, 3539In einer azyklischen Ordnung l�a�t sich (<�R) auf die von strengen Ordnungen bekannte Weise durch(<R) ausdr�ucken.S3550VA3551� R 2 R�(A)A3552 R ist eine azyklische OrdnungT3553 x <�R y , x <R y ^ :9 z � x <R z ^ z <R yT3554 x <�R y ) x <R y ^ :9 z � x <R z ^ z <R yA3555 x <�R yG3556 x <R y ^ :9 z � x <R z ^ z <R yT3557� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3555G3558 x <R y ^ (x � � � y)R = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3470, 3552G3559 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3529T3560 x <R y ^ (:9 z � x <R z ^ z <R y) ) x <�R yA3561 x <R y ^ :9 z � x <R z ^ z <R yG3562 x <�R yT3563� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3561T3564 x <R y ^ (x � � � y)R = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3461, 3552, 3561G3565 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3529, 35645.12 Einschr�ankung der Wortl�angeWie man schon vermuten k�onnte (aufgrund der Axiomatisierung der �ublichen Ordnungen als bin�areRelationen), ist eine azyklische Ordnung schon durch ihre W�orter bis zur L�ange zwei eindeutig be-stimmt. Man beachte, da� wir diese Aussage ableiten k�onnen, nicht jedoch wie bei den (�ublichen)Ordnungen zur De�nition verwendet haben.S3566VA3567� R 2 R�(A)T3568 R ist eine azyklische Ordnung ^ R0 ist eine azyklische Ordnung ^(Rj2) = (R0j2) ) R = R0Diese Beobachtung ist die Motivation f�ur die De�nition von azyklischen Ordnungsbasen im n�achstenAbschnitt.5.13 Azyklische OrdnungsbasenDie oben angegebene Axiomatisierung der azyklischen Ordnungen ist zwar sehr intuitiv, andererseitsjedoch nicht besonders �okonomisch, da durch die Forderung nach Vollst�andigkeit, jede Abh�angigkeits-klique, sei sie auch noch so gro�, durch ein Wort der Relation repr�asentiert werden mu�. Um dies zuvermeiden bietet sich die Verwendung des schw�acheren Vollst�andigkeitsbegri�s an.Nach Theorem 3568 sind schon W�orter der L�ange zwei ausreichend, um azyklische Ordnungen eindeu-tig zu bestimmen. F�ur jede azyklische Ordnung k�onnen wir also eine Basis von maximal zweistelligenW�ortern �nden, die die urspr�ungliche Ordnung generiert.S3569



148 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENVA3570� R 2 R�(A)Zum einen fordern wir f�ur die azyklische Ordnungsbasis, das sie nur W�orter bis zur L�ange zweienthalten darf. Zum anderen fordern wir statt der Vollst�andigkeit nur die schw�achere 2-Vollst�andig-keit.D3571 R ist eine azyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist 2 -vollst�andig ^R ist transitivTats�achlich ben�otigen wir in De�nition 3571 nicht einmal die 2 -Vollst�andigkeit, da sie nach 2372f�ur jede nichtleere teilwortabgeschlossene Relation gilt. Wir haben die 2 -Vollst�andigkeit jedochtrotzdem formal als Axiom erw�ahnt, um die sp�atere Analogie zu den zyklischen Ordnungen her-auszustellen.T3572 R ist eine azyklische Ordnungsbasis ,R 6= ; ^L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3571, 2219, 2372Umgekehrt ist die Teilwortabgeschlossenheit und 2 -Vollst�andigkeit mit Hilfe der 1 -Vollst�andigkeitableitbar.T3573 R ist eine azyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist 1 -vollst�andig ^R ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3571, 2216, 2422, 2472Vergleichen wir dies mit der Axiomatisierung von strengen Ordnungen (Einfachheit entspricht Irre-exivit�at), so haben wir zus�atzlich die 1 -Vollst�andigkeit, die erzwingt, da� die einstelligen W�ortergerade die Grundmenge beschreiben, die bei strengen Ordnungen im allgemeinen nicht durch diebin�are Relation repr�asentiert wird. Bei (nichtstrengen) Ordnungen wird die Grundmenge geradedurch den reexiven Anteil der bin�aren Relation repr�asentiert.Ebenso wie eine azyklische Ordnung ist auch eine Basis konsistent.T3574 R ist eine azyklische Ordnungsbasis ) R ist konsistent . . . . . . . . . . 3571, 2735Wie man schon beim Vergleich der De�nitionen f�ur azyklische Ordnungen (2726) und f�ur deren Ba-sen (3571) vermuten kann, l�a�t sich aus einer azyklischen Ordnung R eine azyklische OrdnungsbasisR0 durch Einschr�ankung der Wortl�ange R0 = (Rj2) gewinnen. Dies wird im folgenden ausf�uhrlichgezeigt, da wir die Zwischenresultate auch in sp�ateren Kapiteln ben�otigen werden.S3575VA3576� R 2 R�(A), n 2 NDie Einschr�ankung einer Relation liefert immer eine Teilrelation. Also bleibt die Einfachheit erhal-ten.



5.13. AZYKLISCHE ORDNUNGSBASEN 149T3577 R ist einfach ) (Rjn) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 1267Teilwortabgeschlossenheit wird durch die Einschr�ankung aufgrund von Theorem 0570 nicht zerst�ort.T3578 R ist (w) -abgeschlossen ) (Rjn) ist (w) -abgeschlossenA3579 R ist (w) -abgeschlossenG3580 (Rjn) ist (w) -abgeschlossenG3581 8 u,v � v 2 (Rjn) ^ u v v ) u 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA3582 u,v � v 2 (Rjn)A3583 u v vG3584 u 2 (Rjn)T3585 L(Rjn) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268T3586 L(v) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 3585, 3582T3587 L(u) � L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0570, 3583T3588 L(u) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3587, 3586T3589 v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267, 3582T3590 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 3579, 3589, 3583G3591 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 3590, 3588Bei teilwortabgeschlossenen Relationen R bleibt das Alphabet bei Einschr�ankung (Rjn) erhalten,sofern wir den Fall n = 0 ausschlie�en, in dem sich immer das leere Alphabet ergibt.T3592 R ist (w) -abgeschlossen ^ 1 � n ) A(Rjn) = A(R)T3593 R ist (w) -abgeschlossenA3594 1 � nG3595 A(R) � A(Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1254G3596 8 x 2 A(R) � x 2 A(Rjn)VA3597 x 2 A(R)G3598 x 2 A(Rjn)T3599� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3597T3600 [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 3593, 3597T3601 L([x]) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0307, 3594T3602 [x] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 3600, 3601T3603 x 2 A([x]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327G3604 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 3603, 3602Die bin�are Abh�angigkeitsrelation bleibt bei Einschr�ankung (Rjn) von teilwortabgeschlossenen Re-lationen R erhalten, wenn die zweistelligen W�orter erhalten bleiben, also insbesondere dann, wenn2 � n gilt.T3605 R ist (w) -abgeschlossen ^ 2 � n ) (li (Rjn)) = (li R)T3606 R ist (w) -abgeschlossenA3607 2 � nG3608 (li (Rjn)) = (li R)T3609 (Rjn) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267T3610 (li (Rjn)) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 3609G3611 (li R) � (li (Rjn)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3610G3612 8 (x,y) 2 (li R) � (x,y) 2 (li (Rjn))VA3613 x,y � (x,y) 2 (li R)G3614 (x,y) 2 (li (Rjn))T3615� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3613T3616 [x,y] 2 R _ [y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1766, 3606, 3613T3617 L([x,y]) � n ^ L([y,x]) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0308, 3607T3618 [x,y] 2 (Rjn) _ [y,x] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 3616, 3617T3619 (Rjn) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3578, 3606



150 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGENG3620 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1766, 3619, 3618Kombinieren wir die vorigen beiden Feststellungen, so erhalten wir die Invarianz der reexivenAbh�angigkeitsrelation unter den genannten Bedingungen.T3621 R ist (w) -abgeschlossen ^ 2 � n ) (li (Rjn)) = (li R) . . . . . . . . 1819, 3592, 3605Totalit�at von R l�a�t sich durch (li R) ausdr�ucken. Sie bleibt also auch unter diesen Bedingungenerhalten.T3622 R ist (w) -abgeschlossen ^ 2 � n ^ R ist total ) (Rjn) ist totalA3623 R ist (w) -abgeschlossenA3624 2 � nA3625 R ist totalG3626 (Rjn) ist totalT3627 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 3625T3628 A(Rjn) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3592, 3623, 3624T3629 (li (Rjn)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3621, 3623, 3624T3630 A(Rjn) 2 (li (Rjn)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3627, 3628, 3629G3631 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 3630Transitivit�at bleibt in jedem Fall erhalten, da bei Einschr�ankung alle zweistelligen W�orter entwederunver�andert bleiben oder gel�oscht werden.T3632 R ist transitiv ) (Rjn) ist transitivA3633 R ist transitivG3634 (Rjn) ist transitivG3635 8 a,b,c � [a,b] 2 (Rjn) ^ [b,c] 2 (Rjn) ) [a,c] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . 2725, 3633VA3636 a,b,c � [a,b] 2 (Rjn) ^ [b,c] 2 (Rjn)G3637 [a,c] 2 (Rjn)T3638� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3636T3639 L(Rjn) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268T3640� #(L(Rjn)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3639T3641 8 w 2 (Rjn) � L(w) � L(Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1261T3642 L([a,b]) � L(Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3641, 3636T3643 2 � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0308, 3642, 3639T3644 [a,b] 2 R ^ [b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275, 3643, 3636T3645 [a,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2725, 3633, 3644G3646 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275, 3643, 3645F�ur die konkrete Einschr�ankung (Rj2) auf W�orter bis zur L�ange zwei erhalten wir die schon an-gek�undigten Spezialisierungen.S3647VA3648� R 2 R�(A)A3649 R ist eine azyklische OrdnungAlphabet und Abh�angigkeiten bleiben unver�andert.T3650 A(Rj2) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3649, 3592T3651 (li (Rj2)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3649, 3605T3652 (li (Rj2)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3649, 3621Die Einschr�ankung einer azyklischen Ordnung auf W�orter bis zur L�ange zwei liefert immer eineazyklische Ordnungsbasis.



5.14. EINDEUTIGKEIT 151T3653 [] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3649, 2228, 1273T3654 (Rj2) ist eine azyklische Ordnungsbasis 3572, 2726, 3649, 3653, 1268, 3577, 3578, 3632T3655 R ist total ) (Rj2) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 3649, 36225.14 EindeutigkeitWie man von einer azyklischen Ordnung zu einer Basis gelangt haben wir im vorigen Abschnitt gekl�art.Das folgende Theorem garantiert nun f�ur eine beliebige azyklische Ordnungsbasis die Existenz einereindeutigen azyklischen Ordnung, die eine Erweiterung der Basis darstellt und gleichzeitig Alphabetund Abh�angigkeiten erh�alt.S3656VA3657� R 2 R�(A)A3658 R ist eine azyklische OrdnungsbasisT3659 9! R0 2 R�(A) � A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^R � R0 ^ R0 ist eine azyklische OrdnungB3660Als Basis der azyklischen Ordnung R = (w)[f[1,4,6], [2,4,6]g] aus Beispiel 2728 ergibt sich (Rj2)= f[1,4], [4,6], [1,6], [1], [4], [6], [2,4], [2,6], [2], []g. Dies ist tats�achlich eine azyklische Ordnungsbasisnach 3571. Im Einklang mit 3650 und 3651 gilt A(Rj2) = f1,2,4,6g und (li (Rj2)) = lf(1,4), (4,6),(1,6), (2,4), (2,6)g.Um diese Basis nach 3659 wieder zu einer azyklischen Ordnung R0 mit (Rj2) � R0 und gleicherAbh�angigkeitsrelation zu erweitern, argumentieren wir wie folgt: f1,4,6g und f2,4,6g sind Abh�angig-keitskliquen von R und damit auch von R0 . R0 ist nach De�nition 2726 vollst�andig, also gibt esW�orter u 2 R0 und v 2 R0, die diese Kliquen repr�asentieren, d.h.A(u) = f1,4,6g und A(v) = f2,4,6g.Nach De�nition 2726 ist u einfach, d.h. es bleiben f�ur u folgende Varianten: [1,4,6], [4,6,1], [6,1,4],[6,4,1], [1,6,4], [4,1,6]. Jetzt nutzen wie die Konsistenz von R0 nach Theorem 2760 aus: Von die-sen W�ortern ist nur das erste [1,4,6] konsistent mit allen W�ortern aus (Rj2). Wir nehmen also u= [1,4,6] zu R0 hinzu. Auf �ahnliche Weise stellen wir v = [2,4,6] fest und f�ugen es ebenfalls zuR0 hinzu. Nun erhalten wir wieder R0 = R die azyklische Ordnung, von der wir die Basis gebildethaben. Theorem 3659 garantiert, da� eine solche Erweiterung immer m�oglich ist.5.15 Bezug zu bin�aren OrdnungenIm folgenden wird noch kurz der o�ensichtliche Isomorphismus zwischen den Basen von azyklischenOrdnungen als verallgemeinerte Relationen und den (bin�aren) Ordnungen beschrieben.S3661Zum einen haben wir die Menge der Ordnungen in Form von Paaren:D3662 O := fP 2 BR(A) � P ist eine OrdnunggZum anderen haben wir die Menge der Basen von azyklischen Ordnungen als (verallgemeinerte)Relationen:D3663 B := fR 2 R�(A) � R ist eine azyklische OrdnungsbasisgDie folgende Funktionen dienen dem Wechsel zwischen diesen beiden Repr�asentationen:



152 KAPITEL 5. AZYKLISCHE ORDNUNGEND3664 F := � P 2 O � f[]g [ f[x] � x 2 F(P)g [ f[x,y] � (x,y) 2 P ^ x 6= ygD3665 G := � R 2 B � f(x,x) � [x] 2 Rg [ f(x,y) � [x,y] 2 RgT3666 G � F = ID(O)T3667 F � G = ID(B)T3668 F ist eine bijektive Funktion von O auf BDamit ist klar, da� es sich bei einer azyklischen Ordnung R nur um eine andere Repr�asentation einerOrdnung P handelt. Umgekehrt bestimmt eine Ordnung P eine azyklische Ordnungsbasis, die sicheindeutig zu einer azyklischen Ordnung R erweitern l�a�t. Das Alphabet A(R) der Relation ist geradedie Grundmenge F(P) der Ordnung. Die strenge Ordnung (<R) ist nat�urlich der irreexive Teil derOrdnungrelation P. (<�R) ist die bekannte unmittelbare Nachfolgerrelation der Ordnung P. Auch (li R)= <R [ <R�1, (li R) = (li R) [ ID(A(R)), (co R) = A(R)2 � (li R) und (co R) = (co R) [ ID(A(R))ergeben sich wie �ublich aus der Ordnung P.Dieser Wechsel der Repr�asentation selbst ist mathematisch nicht besonders interessant, denn es gibtunendlich viele andere, unkonventionelle Repr�asentationen f�ur Ordnungen. In Zusammenhang mit derAxiomatisierung von zyklischen Ordnungen werden wir jedoch sehen, da� sich gerade die gew�ahlteRepr�asentation besonders f�ur den �Ubergang zu zyklischen Ordnungen eignet.5.16 Globale OrientiertheitEine azyklische Ordnung wollen wir als global orientiert bezeichnen gdw. sie zu einer totalen, azykli-schen Ordnung erweiterbar ist. Von dieser Erweiterung k�onnen wir, sofern sie existiert, nat�urlich nichterwarten, da� sie eindeutig ist.S3669VA3670� R 2 R�(A)D3671 R ist global orientiert :,9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine totale, azyklische OrdnungT3672 R ist eine azyklische Ordnung ) R ist global orientiertNach dem vorigen Theorem, das f�ur Ordnungen (in Form von bin�aren Relationen) als Szpilrajns Theo-rem bekannt ist (siehe Szpilrajn 1990), l�a�t sich jede azyklische Ordnung zu einer totalen, azyklischenOrdnung erweitern.



Kapitel 6Totale, zyklische OrdnungenAzyklische Ordnungen waren uns wohlbekannt. Wir haben sie nur etwas ungew�ohnlich repr�asentiert.Von zyklischen Ordnungen haben wir jedoch h�ochstens eine vage Vorstellung. Wie sollen wir sie alsoformalisieren ? Wir begn�ugen uns zun�achst mit speziellen zyklischen Ordnungen, den totalen, vondenen wir eine relativ klare Vorstellung besitzen: Die Elemente sollen alle auf einem orientiertenKreis angeordnet sein, wobei die relative Position der Elemente untereinander eindeutig festgelegt ist.Anschaulich sollte es sich um Strukturen handeln wie in Abb. 6.1, Abb. 6.2, Abb. 6.3 und Abb. 6.4dargestellt. Man beachte, da� jeder Kreis eine Orientierung hat, die durch einen Pfeil angegeben ist.
0Abbildung 6.1: Eine einelementige, totale, zyklische Ordnung

0 1Abbildung 6.2: Eine zweielementige, totale, zyklische OrdnungUm eine Axiomatisierung zu �nden, beginnen wir wieder mit einer Interpretation.6.1 Sequentielle SystemeWir verwenden den Systembegri� aus dem vorigen Kapitel. Da wir totale, zyklische Ordnungen for-malisieren wollen, betrachten wir jedoch nicht die Klasse der azyklischen Systeme, sondern die imfolgenden de�nierte Klasse der sequentiellen, zyklischen Systeme.153



154 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGEN
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2Abbildung 6.3: Eine dreielementige, totale, zyklische Ordnung
0 1

23Abbildung 6.4: Eine vierelementige, totale, zyklische OrdnungEin zyklisches System ist ein System, in dem zu jedem Zeitpunkt jedes Ereignis schon in der Vergan-genheit stattgefunden haben k�onnte und auch in der Zukunft wieder statt�nden kann. Eine direkteKonsequenz ist, da� Abl�aufe sowohl unendlich weit in die Vergangenheit wie auch unendlich weit dieZukunft reichen, da Abl�aufe nach De�nition maximal sind.Ein sequentielles, zyklisches System ist ein zyklisches System in dem je zwei verschiedene Ereignisseimmer streng alternierend statt�nden. Durch diese De�nition wird ausgeschlossen, da� zwei Ereignissein einem Ablauf ungeordnet sind oder sich, nachdem die beiden Ereignisse nacheinander vorkamen,beim wiederholten Statt�nden die Reihenfolge ver�andert.In diesem Kapitel verstehen wir unter einem System immer ein sequentielles, zyklisches System.Wiederkann es sich um gerichtete oder nichtgerichtete Systeme handeln. Die Forderung nach Sequentialit�atwerden wir erst im n�achsten Kapitel aufgeben.B3673In Abb. 6.5 ist ein System als Netzsystem dargestellt. Bis auf eine Ausnahme sind alle Transitionenmit Ereignissen beschriftet. Bei der Ausnahme handelt es sich um eine unsichtbare Transition. DasSystem ist zyklisch, da in jeder Markierung der Fallklasse jede Transition sowohl r�uckw�arts alsauch vorw�arts wieder aktivierbar ist. Da Abl�aufe immer maximal sind, sind sie sowohl vorw�arts alsauch r�uckw�arts unendlich. Das System ist sequentiell (bzgl. der Ereignisse), da zwei verschiedeneEreignisse immer streng alternierend statt�nden. Direkt nach dem Ereignis 0 kann nur das Ereignis1 statt�nden. Nach 1 �ndet 2 statt, danach 3 und danach 4. Schlie�lich ist wieder 0 aktiviert und derZyklus wiederholt sich. Man beachte, da� das System intern Nebenl�au�gkeit und Konikt aufweist,diese jedoch nicht in Form von nebenl�au�gen Ereignissen nach au�en sichtbar sind.Unser Ziel ist es wieder, einen invarianten Teil des Systemverhaltens durch eine geordnete Menge vonEreignissen zu beschreiben. Bei azyklischen Systemen haben wir die folgende Invariante zur Gewin-



6.1. SEQUENTIELLE SYSTEME 155
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2Abbildung 6.5: Ein sequentielles, zyklisches Systemnung der zyklischen Ordnung herangezogen: F�ur eine endliche Ereignismenge �nden alle Ereignissegenau einmal in einer eindeutig festgelegten Reihenfolge statt. F�ur zyklische Systeme, in denen sichalle Ereignisse wiederholen k�onnen, gilt diese Invariante nie und ist damit uninteressant. Deshalb be-trachten wir nun eine leicht modi�zierte Form dieser Invarianten: F�ur eine Ereignismenge wiederholensich alle Ereignisse immer in einer eindeutig festgelegten Reihenfolge, nachdem jedes Ereignis genaueinmal stattfand.Wir de�nieren wieder eine (verallgemeinerte) Relation, die das invariante Verhalten der genannten Artrepr�asentiert: Ein einfaches Wort w bezeichnen wir als Kausalzyklus gdw. sich die Ereignisse A(w)genau in der eindeutigen, durch w angegebenen (zyklischen) Reihenfolge (sowohl in der Vergangenheitals auch in der Zukunft) permanent wiederholen. Alle Kausalzyklen fassen wir zu einer (verallgemei-nerten) Relation R zusammen, die wir die totale, zyklische Ordnung der Ereignisse nennen.Wir k�onnen einen Kausalzyklus w auch als eine (f�ur das System) charakteristische (zyklische) Be-obachtung der Ereignismenge A(w) aufassen. Die Bezeichnung ist gerechtfertigt, da keine von dereindeutigen Reihenfolge w abweichenden Beobachtung m�oglich sind, es sich also um eine Eigenschaftdes Systems und nicht der Beobachtung handelt. Man erh�alt Kausalketten also indem man nachein-ander jede Ereignismenge beobachtet und f�ur jedes einfache Wort, das alle diese Ereignisse enth�alt,�uberpr�uft, ob die Ereignisse in jedem Ablauf in dieser zyklischen Reihenfolge beobachtet werden.B3674



156 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENDas Netzsystem in Abb. 6.5 liefert die Kausalzyklen R = (rotw)[f[0,1,2,3,4]g]. Andere Kausalzyklengibt es nicht.Einige relevante von dem konkreten System unabh�angige Eigenschaften der totalen, zyklischen Ord-nung R werden wir uns nun �uberlegen.� Die Relation R ist einfach, da jeder Kausalzyklus nach De�nition einfach ist.� Die Relation R ist teilwortabgeschlossen. Dies gilt ganz analog zur Teilwortabgeschlossenheit derazyklischen Ordnungen: Haben wir einen Kausalzyklus w 2 R so �nden in jedem Ablauf dieEreignisse A(w) in der zyklischen Reihenfolge w statt. Beobachten wir f�ur ein Teilwort u von wdie Ereignisse A(u) so �nden die Ereignisse aus A(u) nat�urlich auch in der durch w gegebenenzyklischen Reihenfolge statt. Da w einfach ist, erhalten wir u aus w gerade indem wir die nichtin A(u) enthaltenen Ereignisse ignorieren. Somit ist u gerade die zyklische Reihenfolge in der dieEreignisse aus A(u) statt�nden. u ist einfach, da w einfach ist. Also ist u ein Kausalzyklus.� Die Relation R ist rotationsabgeschlossen, d.h. f�ur jedes Wort der Relation ist auch jedes rotierteWort in der Relation: Haben wir einen Kausalzyklus, so erhalten wir durch zyklische Vertauschungseiner Ereignisse wieder einen Kausalzyklus, da die permanente Wiederholung der Ereignisse dengleichen (beidseitig unendlichen) Ablauf ergibt.� Das Alphabet A(R), das wir wieder als verl�a�liche Ereignismenge bezeichnen wollen, enth�alt ge-nau die Ereignisse, die sich (sowohl in der Vergangenheit als auch in der Zukunft) permanentwiederholen: Wiederholt sich ein Ereignis x permanent, so haben wir den einstelligen Kausal-zyklus [x] 2 R und somit x 2 A(R). F�ur jedes x 2 A(R) gilt andererseits, da� es in einemKausalzyklus w 2 R enthalten ist und sich somit x 2 A(w) wie alle anderen Ereignisse in A(w)permanent wiederholt.� Aus der Relation R k�onnen wir eine (ungerichtete) Kausalrelation (li R) gewinnen. Zwei Ereignissesind voneinander kausal abh�angig gdw. sie in einem Kausalzyklus nacheinander vorkommen.Dies bedeutet aber gerade, da� die Ereignisse immer streng alternierend statt�nden und somitdas Ausl�osen des einen Ereignis Voraussetzung f�ur das andere Ereignis ist, was den Begri� derKausalit�at rechtfertigt.� Die Relation ist total, d.h. f�ur zwei verl�a�liche Ereignisse gibt es immer einen Kausalzyklus, dersie enth�alt: Seien x und y Ereignisse aus A(R). Es gibt auf jeden Fall ein Wort w 2 R mit x2 R. Sind x und y identisch, so gilt auch y 2 w und w ist der gesuchte Kausalzyklus. Sind xund y verschieden, so �nden sie, da es sich um ein zyklisch-sequentielles System handelt, immerstreng alternierend statt. Das hei�t, [x,y] ist ein Kausalzyklus, der x und y enth�alt. Die Tatsache,da� die Relation total ist, bedeutet nat�urlich, da� je zwei verl�a�liche Ereignisse aus A(R) kausalabh�angig sind. Diese Eigenschaft werden wir jedoch absichtlich im folgenden nicht verwenden,um die Ergebnisse sp�ater auf nichtsequentielle, zyklische Systeme �ubertragen zu k�onnen.� Nat�urlich k�onnen wir wie bei azyklischen Ordnungen den reexiven Abschlu� der Kausalrelation(li R) bzgl. der verl�a�lichen Ereignismenge A(R), also (li R) de�nieren. Damit k�onnen wir dieKausalkliquen (li R) -Kliquen bilden, die Mengen von verl�a�lichen und vollst�andig voneinanderabh�angigen Ereignissen darstellen.� Die Relation R ist vollst�andig, d.h. jede endliche Kausalklique wird durch einen Kausalzyklusrepr�asentiert, der alle Ereignisse der Klique enth�alt. Die leere Klique wird durch den Kausalzy-klus [] repr�asentiert. Ist die Kausalklique nichtleer, so w�ahlen wir daraus ein Ereignis x. Da xein verl�a�liches Ereignis, d.h. x 2 A(R), ist, wiederholt sich x permanent. Zwischen zwei (auf-einanderfolgen) Vorkommen von x �nden alle andere Ereignisse der Klique genau einmal statt.G�abe es ein anderes Ereignis y der Klique, da� nicht oder mehrfach statt�ndet, so ist dies einWiderspruch zur Kausalit�at zwischen x und y, die strenges Alternieren dieser beiden Ereignissefordert. Um einen Kausalzyklus der Form [x : w] bilden zu k�onnen, bleibt noch zu pr�ufen, obdie zyklische Reihenfolge der Ereignisse aus der Klique eindeutig ist. Hierzu reicht es aus zu



6.2. DARSTELLUNG 157zeigen, da� zwischen zwei Vorkommen von x die anderen Ereignisse der Klique in einer eindeu-tigen Reihenfolge statt�nden. G�abe es zwei verschiedene Ereignisse y und z die nicht in einereindeutigen Reihenfolge statt�nden, so k�onnen sie, da sie aufgrund der Kausalit�at alternieren,in der Reihenfolge (y,z) oder (z,y) zwischen zwei Vorkommen von x statt�nden. Ver�andert sichjedoch die Reihenfolge nach irgendeinem Vorkommen von x von (y,z) auf (z,y) oder umgekehrt,so haben wir einen Widerspruch zum strengen Alternieren zwischen y und z. Insgesamt existiertalso ein Kausalzyklus der Form [x : w], in dem nach x alle anderen Ereignisse der Klique ineiner eindeutigen Reihenfolge statt�nden. Da sich x permanent wiederholt und dazwischen keineEreignisse der Klique mehrfach statt�nden, wiederholen sich die Ereignisse der Klique in einereindeutigen, zyklischen Reihenfolge, die als einfaches Wort darstellbar ist. Dieses Wort ist alsoder gesuchte Kausalzyklus, der die Kausalklique repr�asentiert.� Schlie�lich besitzt unsere Relation R noch die recht anschauliche Eigenschaft der Konsistenzmodulo Rotation, d.h. je zwei Kausalzyklen, die evtl. verschiedene Ereignismengen abdecken,sollen miteinander konsistent modulo Rotation sein: Haben wir zwei Kausalzyklen u und v, so�nden die Ereignisse aus A(u) bzw. A(v) immer in der durch u bzw. v festgelegten zyklischenReihenfolge statt. Betrachten wir die Ereignisse von A(v) in u und die Ereignisse von A(u)in v, dann soll sich die Reihenfolge h�ochstens durch Rotation unterscheiden. Der Grund istnat�urlich, da� verschiedene Kausalzyklen sich in der zyklischen Reihenfolge der Ereignisse nichtwidersprechen k�onnen, da sie unabh�angig von der aktuell betrachteten Ereignismenge f�ur alleAbl�aufe die gleiche ist.B3675Die Relation R aus dem vorigen Beispiel 3674 ist eine totale, zyklische Ordnung. Einfachheit,Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit sind o�ensichtlich. Die verl�a�lichen Ereignisse sind A(R)= f0,1,2,3,4g. Jedes Paar dieser Ereignisse ist in einem Wort gemeinsam enthalten. Damit istR total. Als ungerichtete Kausalrelation ergibt sich (li R) = lf(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (1,2),(1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) g und die Kausalkliquen sind (li R) -Kliquen = P(f0,1,2,3,4g). JedeKausalklique ist durch ein Wort repr�asentiert: f0,1,2,3,4g durch [0,1,2,3,4], f1,2,4g durch [1,2,4],usw. Damit ist R vollst�andig. Da alle W�orter der Relation rotierte Teilw�orter von [0,1,2,3,4] sind,ist die Relation nach Theorem 1627 auch konsistent modulo Rotation.Damit haben wir eine Reihe von Eigenschaften der totalen, zyklischen Ordnung (wieder informalund intuitiv) abgeleitet: Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit, Rotationsabgeschlossenheit, Totalit�at,Vollst�andigkeit und Konsistenz modulo Rotation. Genau diese Eigenschaften werden die Basis f�ur dieAxiomatisierung bilden. Von anderen Eigenschaften, die ein physikalisch realisiertes System besitzt,werden wir wieder abstrahieren. Insbesondere fordern wir nicht die Endlichkeit der Menge der Ereig-nisse oder die Endlichkeit der Relation.6.2 DarstellungDa es sich bei totalen, zyklischen Ordnungen um einfache, teilwortabgeschlossene Relationen handelt,k�onnten wir die Darstellung aus dem vorigen Kapitel beibehalten.B3676Aus den drei Kanten in Abb. 6.6 lesen wir die Relation R = (w)[f[0,1,2], [1,2,0], [2,0,1]g] ab. DieRelation ist nat�urlich einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen. Da� es sich hier tats�achlichum eine totale, zyklische Ordnung handelt, werden wir uns noch in einem der folgenden Beispiele�uberlegen.
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Abbildung 6.6: Eine Darstellung mit drei KantenWir k�onnen die Darstellung unter Ausnutzung der Rotationsabgeschlossenheit noch kompakter gestal-ten. Kreise, d.h. geschlossene Kanten, kommen aufgrund der Einfachheit nicht vor. Deshalb k�onnen wirdiese bei einfachen Relationen f�ur andere Zwecke verwenden. Wir m�ussen nicht f�ur zwei rotations�aqui-valente W�orter zwei verschiedene Kanten einzeichnen, wie es im obigen Beispiel der Fall war, sondernverwenden die folgende Konvention: Wenn wir einen Kreis durchlaufen, notieren wir uns einige derdurchlaufenen Elemente in der entsprechenden Reihenfolge als Wort, brechen aber sofort ab, wenn wirwieder auf das erste Element tre�en, so da� wir insgesamt ein einfaches Wort erhalten. Da wir an jedemElement des Kreises beginnen k�onnen, erhalten wir auf diese Weise auch alle rotations�aquivalentenW�orter.Jede Darstellung dieser Art, in der alle Kanten geschlossen sind, liefert klarerweise eine einfache,teilwortabgeschlossene und rotationsabgeschlossene Relation. Die Relation mu� jedoch weder total,vollst�andig noch konsistent modulo Rotation sein. Besteht die Darstellung jedoch nur aus einem Kreismit einer beliebigen Zahl von Elementen, so sind auch diese Eigenschaften erf�ullt, und es handeltsich um eine totale, zyklische Ordnung. Wir werden auf diesen Sachverhalt bei endlichen, totalen,zyklischen Ordnungen noch ausf�uhrlich eingehen. Insbesondere werden wir sehen, da� jede endliche,totale, zyklische Ordnung auf diese Weise darstellbar ist.
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2Abbildung 6.7: Eine Darstellung mit einem KreisB3677



6.3. DEFINITION 159In Abb. 6.7 ist ein im Uhrzeigersinn orientierter Kreis zu sehen. Wir lesen die Relation R= (rotw)[f[0,1,2]g] ab, also die gleiche Relation wie im vorigen Beispiel 3676.
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4Abbildung 6.8: Die totale, zyklische Ordnung des Systems aus Abb. 6.5B3678Die totale, zyklische Ordnung des sequentiellen, zyklischen Systems aus Beispiel 3674 ist in Abb. 6.8zu sehen.6.3 De�nitionWir fassen nun die eingangs motivierten Axiome zu einer formalen De�nition zusammen.S3679VA3680� R 2 R�(A)Man vergleiche die folgende De�nition mit der Charakterisierung 2836 von totalen, azyklischenOrdnungen. Wir fordern zus�atzlich die Rotationsabgeschlossenheit. Um einen Widerspruch zu ver-meiden, m�ussen wir zwangsl�au�g die Konsistenz zur Konsistenz modulo Rotation abschw�achen.Ein Transitivit�atsaxiom ist ebenso wie in Charakterisierung 2836 nicht erforderlich.D3681 R ist eine totale, zyklische Ordnung :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rot�)Um mit dieser De�nition vertraut zu werden, �uberpr�ufen wir, ob es sich bei den Strukturen ausAbb. 6.1, Abb. 6.2 und Abb. 6.3 wirklich um totale, zyklische Ordnungen handelt.B3682Wir betrachten die dreielementige Struktur in Abb. 6.3. Wir lesen aus der Darstellung die Rela-tion R = (rotw)[f[0,1,2]g] ab. Als Alphabet ergibt sich A(R) = f0,1,2g. Einfachheit, Teilwort- und



160 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENRotationsabgeschlossenheit sind o�ensichtlich. Ferner ist die Relation total, da jedes Paar von ver-schiedenen Elementen in mindestens einem Wort gemeinsam vorkommt. Die Abh�angigkeitsrelationist gerade durch diese Paare von Elementen gegeben, also (li R) = f(0,1), (1,2), (0,2), (1,0), (2,1),(2,0)g. Hieraus berechnen wir die reexive Abh�angigkeitsrelation (li R) = (li R) [ f(0,0), (1,1),(2,2)g. Die Abh�angigkeitskliquen sind (li R) -Kliquen = ff0,1,2g, f0,1g, f1,2g, f0,2g, f0g, f1g, f2g,;g. Genau eine dieser Kliquen ist maximal, also ein Ken: (li R) -Kens = ff0,1,2gg. Betrachten wirdie Kliquen, so stellen wir fest, da� jede Klique als Alphabet eines Wortes in der Relation repr�asen-tiert wird. Damit ist auch das Axiom der Vollst�andigkeit erf�ullt. Es bleibt nun noch die Konsistenzmodulo Rotation zu �uberpr�ufen. Wir m�ussen die also die Konsistenz (modulo Rotation) aller Paarevon W�ortern aus R zeigen: [0,1,2] ist konsistent mit [1,2,0], da sie sogar rotations�aquivalent sind.[2,0,1] ist konsistent mit [1,0], da [1,0] ein rotiertes Teilwort von [2,0,1] ist. Entsprechendes giltf�ur die anderen Paare. Wir k�onnen auch Theorem 1627 zur �Uberpr�ufung der Konsistenz moduloRotation heranziehen: f[0,1,2]g ist einfach und konsistent modulo Rotation. Damit gilt dies auchf�ur R = (rotw)[f[0,1,2]g]. R ist also eine totale, zyklische Ordnung. Kehren wir die Orientierung derStruktur um, so erhalten wir eine andere totale, zyklische Ordnung, n�amlich gerade die SpiegelungR0 = (REV R) = (rotw)[f[2,1,0]g].B3683Die zweielementige, zyklische Struktur in Abb. 6.2 wird durch die Relation R = f[0,1], [1,0], [1],[0], []g beschrieben. Wir haben also A(R) = f0,1g und es ergibt sich die Abh�angigkeitsrelation (liR) = f(0,1), (1,0) g. Die Abh�angigkeitskliquen sind (li R) -Kliquen = ff0,1g, f0g, f1g, ;g und dieKens (li R) -Kens = ff0,1,2g g. Wiederum l�a�t sich die Relation kurz schreiben als Abschlu� R= (rotw)[f[0,1]g]. Da� es sich um eine totale, zyklische Ordnung handelt ist leicht zu �uberpr�ufen. ImGegensatz zum vorigen Beispiel 3682 f�uhrt die Umkehrung der Orientierung nicht zu einer anderenRelation, denn es gilt (REV R) = R.B3684Die einelementige Struktur in Abb. 6.1 R = f[0], []g ist eine totale, zyklische Ordnung mit A(R)= f0g, (li R) = ;, (li R) -Kliquen = ff0g, ;g und (li R) -Kens = ff0gg.Das zweielementige Beispiel 3683 zeigt au�erdem: Auf die f�ur azyklische Ordnungen formulierte Tran-sitivit�at m�ussen wir in dieser Form bei zyklischen Ordnungen verzichten, da sie im Widerspruch zurEinfachheit steht. Mit Hilfe der Transitivit�at k�onnten wir aus [0,1] 2 R und [1,0] 2 R folgern, da� [0,0]2 R, das kein einfaches Wort ist. Gl�ucklicherweise kommen wir bei den totalen, zyklischen Ordnungenohne ein (zyklisches) Transitivit�atsaxiom (dessen Form wir noch nicht kennen) aus. Ein solches wirdwird f�ur (allgemeine) zyklische Ordnungen jedoch sp�ater ben�otigt.Eine weitere Eigenschaft, die wir bei azyklischen Ordnungen aus den Axiomen (Einfachheit, Transiti-vit�at und Teilwortabgeschlossenheit) ableiten konnten, war die Konsistenz. Dies ist jedoch ebenso wiedie Transitivit�at keine brauchbare Eigenschaft f�ur zyklische Ordnungen, da schon im zweielementigenBeispiel 3683 die W�orter [0,1] und [1,0] nicht miteinander konsistent sind. Aus diesem Grund habenwir zur Axiomatisierung die schwache Konsistenz modulo Rotation verwendet.Da� auch f�ur die leere Menge eine totale, zyklische Ordnung existiert zeigt folgendes Beispiel.B3685Wir suchen eine totale, zyklische Ordnung mit leerem Alphabet, also setzen wir R = f[]g. Es folgtA(R) = ;, (li R) = ;, (li R) = ;, (li R) -Kliquen = f;g, (li R) -Kens = f;g. Es gibt also nur denleeren Ken.



6.3. DEFINITION 161S3686T3687 f[]g ist eine totale, zyklische OrdnungDa� eine leere zyklische Ordnung immer durch R = f[]g gegeben wird und damit eine eindeutigeDarstellung hat, folgt aus Theorem 2242.B3688Man k�onnte sich vorstellen, die leere Ordnung durch die leere Relation R = ; zu repr�asentieren.Nach unseren Axiomen handelt es sich bei ; jedoch nicht um eine totale, zyklische Ordnung, dadie Vollst�andigkeit nicht gilt: Wir haben (li R) -Kens = f;g, aber ; ist nicht das Alphabet einesWortes der Relation.Die in 3681 geforderten Axiome sind nicht voneinander unabh�angig: Die Einfachheit ist �uber�ussig,da sie nach 1624 aus Teilwortabgeschlossenheit und Konsistenz modulo Rotation ableitbar ist. Alter-nativ k�onnten wir auf die Teilwortabgeschlossenheit verzichten, da sie sich nach 2450 aus Einfachheit,Rotationsabgeschlossenheit, Vollst�andigkeit und Konsistenz modulo Rotation ergibt. Wir haben alsodie �Aquivalenzen:S3689VA3690� R 2 R�(A)T3691 R ist eine totale, zyklische Ordnung ,R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 1624T3692 R ist eine totale, zyklische Ordnung ,R ist einfach ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 2450Die Unabh�angigkeit der �ubrigen Axiome wird durch die folgenden Beispiele (f�ur jedes Axiom eines)demonstriert.B3693Wir setzen R = f[0,1], [0], [1], []g. Es folgt A(R) = f0,1g, (li R) = f(0,1)g und (li R) -Kliquen= ff0,1g, f0g, f1g, ;g. R ist einfach und teilwortabgeschlossen, total, vollst�andig und konsistentmodulo Rotation. R ist sogar konsistent und damit eine totale, azyklische Ordnung. R ist jedochnicht rotationsabgeschlossen.B3694Wir w�ahlen R = f[0], [1], []g. Damit haben wir A(R) = f0,1g, (li R) = ;, (li R) -Kliquen = ff0g,f1g, ;g. R ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen, vollst�andig und konsistent moduloRotation. R ist sogar konsistent und damit eine azyklische Ordnung. R ist jedoch nicht total.B3695Es sei R = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,0]g]. Es gilt A(R) = f0,1,2g, (li R) = f(0,1), (1,2), (2,0)g und (li R)-Kliquen = P(f0,1,2g). Einfachheit, Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit sind o�ensichtlich.



162 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENJedes Paar von Elementen kommt in einem Wort vor. Damit ist die Relation total. Konsistenzmodulo Rotation kann durch zweistellige W�orter nicht verletzt werden (Theorem 1570). Nur dieVollst�andigkeit gilt nicht: Die Klique f0,1,2g ist nicht durch ein Wort der Relation abgedeckt.B3696F�ur die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [2,1,0]g] gilt A(R) = f0,1,2g, (li R) = f(0,1), (0,2), (1,0), (1,2),(2,0), (2,1)g und (li R) -Kliquen = P(f0,1,2g). R ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen,total und vollst�andig. Die Konsistenz modulo Rotation ist jedoch nicht erf�ullt, da : [0,1,2] rot� [2,1,0]gilt.Wie bei azyklischen Ordnungen haben wir uns die totalen, zyklischen Ordnungen anhand von endlichenBeispielen veranschaulicht. Es ist jedoch zu beachten, da� unsere De�nition keinerlei Endlichkeitsaxio-me enth�alt. Es sind viele interessante Varianten von Unendlichkeit in totalen zyklischen Ordnungendenkbar: Eine totale zyklische Ordnung kann beispielsweise dicht oder auch nur an einigen Stellendicht sein, d.h. zwischen zwei Elementen gibt es immer ein drittes. Eine Notation f�ur die Menge zwi-schen zwei Elementen wird sp�ater noch f�ur andere Zwecke eingef�uhrt. Auch k�onnte man sich vieletotale Ordnungen wie die nat�urlichen Ordnungen auf N, Z oder R zyklisch geschlossen vorstellen. DieAnalyse verschiedener Endlichkeits- oder Diskretheitsanforderungen wird jedoch nicht Thema dieserArbeit sein.Die Rotationsabgeschlossenheit verk�orpert die Rotationssymmetrie einer zyklischen Ordnung. Der�Ubergang von azyklischen zu zyklischen Strukturen ist also ein Abstraktionsproze�: Ordnungen, diefr�uher voneinander unterschieden werden konnten, werden jetzt identi�ziert, indem man (hier rotati-ons�aquivalente) W�orter identi�ziert. Die W�orter [a,b] und [b,a], die im vorigen Kapitel unterscheidbarwaren und zu verschiedenen Ordnungen f�uhrten, sind jetzt durch die Rotationsabgeschlossenheit soeng miteinander verkn�upft, da� sie untrennbar und damit ununterscheidbar sind. Formal k�onnte manauch diesen Abstraktionsproze� durch �Aquivalenzklassenbildung explizieren und zyklische Ordnungenals Mengen �uber Rotations�aquivalenzklassen von W�ortern de�nieren. Es gibt viele Ans�atze, die zumgleichen Ziel f�uhren: Wir haben uns f�ur einen entschieden, der mathematisch recht einfach und elegantzu formalisieren ist.Die Vollst�andigkeit erzwingt, da� alle endlichen geordneten Teilmengen auch tats�achlich explizit in derRelation repr�asentiert werden. W�are dies nicht der Fall, so k�onnte man nicht die �ubliche extensionaleGleichheit der Mengenlehre verwenden, um zu festzustellen, ob zwei (totale) zyklische Ordnungenidentisch sind. Der Preis f�ur eine einfachere Axiomatisierung w�are dann eine kompliziertere De�nitionder Gleichheit.Die Konsistenz modulo Rotation wirkt der Vollst�andigkeit in gewisser Weise entgegen, indem siedie innere Widerspruchsfreiheit als wesentliches Merkmal von Ordnungsstrukturen formalisiert. DieKonsistenz modulo Rotation ist die st�arkste Konsistenz, die wir bei G�ultigkeit der Rotationsabge-schlossenheit noch fordern k�onnen, ohne da� die Modelle der Axiome trivial und damit uninteressantwerden.6.4 SpiegelungUm die Orientierung einer azyklischen Ordnung umzukehren, ist die Spiegelungsoperation geeignet,die jedes Wort der Relation durch seine gespiegelte Version ersetzt. Die Spiegelungsoperation l�a�t sichnat�urlich auch auf totale, zyklische Ordnungen anwenden.S3697VA3698� R 2 R�(A)



6.4. SPIEGELUNG 163Jedes der Axiome in De�nition 3681 ist invariant unter Spiegelung der Relation. Damit ist dieSpiegelung einer totalen, zyklischen Ordnung wieder eine solche.T3699 R ist eine totale, zyklische Ordnung ) (REV R) ist eine totale, zyklische Ordnung .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 2576, 2641, 2648, 2713, 2696, 2675Nat�urlich bleiben auch Alphabet, Abh�angigkeits- und Unabh�angigkeitsrelation unter Spiegelungerhalten, wie schon die Theoreme 2588, 2679, 2697 zeigten.Eine totale, zyklische Ordnung, deren maximale Wortl�ange kleiner als drei ist, ist von ihrer ge-spiegelten Version nicht zu unterscheiden. Umgekehrt gilt aber auch: Sind eine totale, zyklischeOrdnung und ihre Spiegelung identisch, so ist die L�ange der Relationen kleiner als drei.T3700 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo (rot�) )( L(R) < 3 , R = (REV R) )A3701 R ist einfachA3702 R ist (rot�) -abgeschlossenA3703 R ist konsistent modulo (rot�)G3704 L(R) < 3 , R = (REV R)G3705 (8 w 2 R � L(w) < 3) , R = (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262T3706 (8 w 2 R � L(w) < 3) ) R = (REV R)A3707 8 w 2 R � L(w) < 3G3708 R = (REV R)G3709 R � (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2549G3710 8 w 2 R � w 2 (REV R)VA3711 w 2 RG3712 w 2 (REV R)T3713� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3711G3714 (REV w) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551T3715 L(w) < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3707, 3711G3716 (w � 1) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0488, 3715T3717 w rot� (w � 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0512G3718 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3702, 3711, 3717T3719 R = (REV R) ) (8 w 2 R � L(w) < 3)A3720 R = (REV R)G3721 8 w 2 R � L(w) < 3A3722 : 8 w 2 R � L(w) < 3VT3723 w 2 R � 3 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3722T3724� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3723T3725 w 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3720, 3723T3726 (REV w) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 3725T3727 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3701, 3723T3728 : w rot� (REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0526, 3727, 3723T3729 w rot� (REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3703, 3723, 3726T3730 A(w) = A(REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0431T3731 w rot� (REV w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 3730, 3729T3732 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3728, 3731G3733 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3706, 3719Man vergleiche das vorige Theorem mit 2774: F�ur azyklische Ordnungen ist zwei die charakte-ristische Zahl, f�ur die zyklischen Ordnungen ist es die drei. Diese Zahl wird nat�urlich von derunterliegenden �Aquivalenzrelation auf W�ortern ererbt: F�ur azyklische Ordnungen ist dies die Iden-tit�at, f�ur zyklische Ordnungen die Rotations�aquivalenz. Die charakteristische Zahl gibt die L�angeder kleinsten unter Spiegelung gerade noch unterscheidbaren W�orter an. [0] und (REV [0]) sind



164 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENsicherlich ununterscheidbar (bzgl. Identit�at). [0,1] und (REV [0,1]) = [1,0] sind dagegen unterscheid-bar. [0,1] und (REV [0,1]) sind nicht unterscheidbar bzgl. Rotations�aquivalenz. [0,1,2] und (REV[0,1,2]) = [2,1,0] sind jedoch unterscheidbar. Wie eine Ordnungstheorie mit einer h�oheren charakte-ristischen Zahl als drei aussehen k�onnte, wird sp�ater noch angedeutet (siehe Trennungsrelationen).Es gibt gerichtete (d.h. R 6= (REV R)) und nichtgerichtete (d.h. R = (REV R)), totale, zyklischeOrdnungen: Nichtgerichtete, totale, zyklische Ordnungen liegen in den Beispielen 3683 (zweielementig),3684 (einelementig), 3685 (leer) vor. Die dreielementige, totale, zyklische Ordnung aus Beispiel 3682ist dagegen gerichtet.Im Axiomensystem der Tripelstrukturen k�onnen nur Modelle repr�asentiert werden, die auf jedem Kreismindestens drei Elemente besitzen und damit gerichtet sind. Entsprechend fordern Trennungsstruk-turen mindestens vier Elemente auf einem Kreis. Dies ist der Preis f�ur die mathematische Einfachheitder Axiomatisierung mit Tripeln bzw. Quadrupeln. Die hier vorgeschlagene De�nition der totalen,zyklischen Ordnungen, l�a�t sowohl gerichtete als auch nichtgerichtete Relationen zu. Dies geschiehtin vollst�andiger Analogie zu totalen, azyklischen Ordnungen, die ebenfalls nichtgerichtete Relationen(die leere und die einelementigen, totalen, azyklischen Ordnungen) sein k�onnen.Ein weiterer Grund, warum man die Elementzahl nicht nach unten begrenzen sollte, ist der folgende:Schr�anken wir eine azyklische Ordnung auf eine beliebig kleine Menge ein, so erhalten wir wiedereine azyklische Ordnung. Entsprechendes wollen wir auch bei (totalen) zyklischen Ordnungen sicher-stellen. Wir werden diese Eigenschaft als Abgeschlossenheit der totalen, zyklischen Ordnungen unterProjektion in einem der folgenden Abschnitte kennenlernen.6.5 VergleichDie folgenden Aussagen werden in diesem Abschnitt bewiesen: Sind zwei totale, zyklische Ordnungenmiteinander konsistent modulo Rotation und bzgl. der Alphabets vergleichbar, so �ubertr�agt sich dieVergleichbarkeit auf die Relation selbst. Zwei miteinander konsistente, totale, zyklische Ordnungenmit gleichem Alphabet sind identisch.S3734VA3735� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)Tats�achlich k�onnen wir noch eine wesentlich allgemeinere Aussage ableiten: Haben wir eine belie-bige Relation R und eine rotationsabgeschlossene, totale, vollst�andige Relation R0 mit erweitertemAlphabet, so ist R0 eine Erweiterung von R, wenn die beiden Relationen miteinander konsistentmodulo Rotation sind.T3736 A(R) � A(R0) ^ R0 ist (rot�) -abgeschlossen ^ R0 ist total ^ R0 ist vollst�andig ^R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�) ) R � R0A3737 A(R) � A(R0)A3738 R0 ist (rot�) -abgeschlossenA3739 R0 ist totalA3740 R0 ist vollst�andigA3741 R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot� )G3742 R � R0G3743 8 w 2 R � w 2 R0VA3744 w 2 RG3745 w 2 R0T3746� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3744T3747 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3744



6.6. ENDLICHKEIT 165T3748 A(w) � A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3747, 3737T3749 A(w) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240VT3750 w0 2 R0 � A(w0) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2281, 3739, 3740, 3748, 3749T3751� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3750T3752 w rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1548, 3741, 3744, 3750T3753 w rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 3750, 3752T3754 w0 rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 3753G3755 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3738, 3750, 3754Zweimalige Anwendung dieses Theorems, liefert unter den gleichen Voraussetzungen einen direktenZusammenhang zwischen Gleichheit der Alphabete und der Gleichheit der Relationen.T3756 A(R) = A(R0) ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist total ^ R ist vollst�andig ^R0 ist (rot�) -abgeschlossen ^ R0 ist total ^ R0 ist vollst�andig ^R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�) ) R = R0 . . . . . . . . . . 3736Da eine konsistente Relation mit jeder ihrer Teilrelationen konsistent ist (Theorem 1557), folgtunmittelbar, da� vergleichbare totale, zyklische Ordnungen mit gleichem Alphabet identisch sind.T3757 A(R) = A(R0) ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist total ^ R ist vollst�andig ^R0 ist (rot�) -abgeschlossen ^ R0 ist total ^ R0 ist vollst�andig ^R0 ist konsistent modulo (rot�) ^ R � R0 ) R = R0 . . . . . . . . . . . . . 3756, 15576.6 EndlichkeitWir fragen nun, ob wenigstens alle endlichen, totalen, zyklischen Ordnungen unserer Intuition entspre-chen, d.h. die Form der bisher aus den Beispielen bekannten Relationen aufweisen. Dazu betrachtenwir die Quasiordnung (rotv), die angibt ob ein Wort ein rotiertes Teilwort eines anderen ist. Wir erinnernuns: In den Beispielen konnten wir die totale, zyklische Ordnung als (rotw) -Abschlu� nur eines Wortesangeben.S3758VA3759� R 2 R�(A)Nach dem folgenden Theorem k�onnen wir f�ur jedes Paar von W�ortern einer totalen, zyklischenOrdnung immer ein Wort �nden, da� echt gr�o�er als diese oder zu beiden rotations�aquivalent ist.T3760 R ist eine totale, zyklische Ordnung ) 8 u 2 R, v 2 R � 9 w 2 R � u rotv w ^ v rotv wA3761 R ist eine totale, zyklische OrdnungVA3762 u 2 RVA3763 v 2 RT3764� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3762, 3763G3765 9 w 2 R � u rotv w ^ v rotv wT3766 R ist total ^ R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 3761T3767 A(u) [ A(v) � A(R)T3768 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3762T3769 A(v) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3763G3770 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3768, 3769T3771 A(u) [ A(v) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240VT3772 w 2 R � A(w) = A(u) [ A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2281, 3767, 3771T3773� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3772



166 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT3774 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 3761T3775 u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3774, 3762, 3772T3776 v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3774, 3763, 3772T3777 A(u) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3772T3778 u rotv w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 3777, 3775T3779 A(v) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3772T3780 v rotv w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 3779, 3776G3781 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3772, 3778, 3780Mit Hilfe dieses Theorems erkennen wir, da� endliche, totale, zyklische Ordnungen (man erinneresich, da� die Endlichkeit der Relation nach 1293 und 1300 �aquivalent zur Endlichkeit des Alphabetsist) schon durch ein einziges Wort eindeutig angegeben werden k�onnen: Durch sukzessive Anwen-dung dieses Theorems �nden wir ein gr�o�tes Wort bez�uglich der Quasiordnung (rotv), das gr�o�erals oder rotations�aquivalent zu allen anderen W�ortern ist. Da eine totale, zyklische Ordnung (rotw)-abgeschlossen ist, erhalten wir sie als (rotw) -Abschlu� dieses einen Wortes.T3782 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlich )9 w 2 R � 8 u 2 R, v 2 R � u rotv w ^ v rotv wT3783 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlich ) 9 w 2 A� � R = (rotw)[fwg]Auf den formalen Beweis wird hier verzichtet, da sich diese Theoreme (auf eine v�ollig andere Weise)als ein Nebenprodukt der �Uberlegungen in Abschnitt 6.12 ergeben werden.Umgekehrt gilt, da� jedes einfache Wort durch (rotw) -Abschlu� eine endliche, totale, zyklische Ordnunggeneriert, deren Alphabet gerade das Alphabet des Wortes ist.S3784VA3785� R 2 R�(A), w 2 A�T3786 (rotw)[fwg] ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1501T3787 A((rotw)[fwg]) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1478, 1243T3788 w ist einfach ) (rotw)[fwg] ist einfachA3789 w ist einfachG3790 (rotw )[fwg] ist einfachT3791 fwg ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3789G3792 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1524, 3791T3793 (rotw)[fwg] ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1446T3794 (rotw)[fwg] ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1445T3795 (rotw)[fwg] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1538, 1285T3796 (li (rotw)[fwg]) = A(w)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2020, 3795, 3787T3797 (rotw)[fwg] ist vollst�andigT3798 (li (rotw)[fwg]) = (li (w)[fwg]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1895, 1896G3799 (w)[fwg] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2214, 3798, 1361G3800 8 C � C � A((w)[fwg]) ^ C ist endlich ) 9 w0 2 (w)[fwg] � A(w0) = C . . . . . 2290VA3801 C � C � A((w)[fwg])A3802 C ist endlichG3803 9 w0 2 (w)[fwg] � A(w0) = CT3804� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3801T3805 A((w)[fwg]) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496, 1248T3806 C � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3801, 3805T3807 w 2 (w)[fwg] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1413



6.7. PROJEKTION 167T3808 (w . C) v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T3809 (w . C) 2 (w)[fwg] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3808T3810 A(w . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0660, 3806G3811 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3809, 3810T3812 w ist einfach ) (rotw)[fwg] ist konsistent modulo (rot�)A3813 w ist einfachG3814 (rotw )[fwg] ist konsistent modulo (rot� )T3815 w rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0987T3816 fwg ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3815T3817 fwg ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3813G3818 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1627, 3817, 3816T3819 w ist einfach ) (rotw)[fwg] ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 3788, 3793, 3794, 3795, 3797, 3812Aus einem (im allgemeinen nicht eindeutigen) gr�o�ten Wort der totalen, zyklischen Ordnung bzgl. derQuasiordnung (rotv) ist also im endlichen Fall die gesamte Relation generierbar, indem man den Abschlu�bzgl. (rotw) bildet, also alle rotierten Teilw�orter hinzunimmt. Endliche, totale zyklische Ordnungen sindalso alle von der aus den vorigen Beispielen bekannten Form: Die dreielementige Ordnung wird durchdas Wort [0,1,2] generiert aber auch durch [1,2,0], die vierelementige Ordnung durch das Wort [0,1,2,3],usw.B3820R = (rotw)[f[0,1,2,3]g] ist eine endliche, totale, zyklische Ordnung. Es handelt sich dabei um dievierelementige Struktur in Abb. 6.4. Es gilt A(R) = f0,1,2,3g, (li R) -Kliquen = P(f0,1,2,3g) und(li R) -Kens = ff0,1,2,3gg. Einfachheit, Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit sowie Totalit�atsind o�ensichtlich. Vollst�andigkeit folgt aus Theorem 2325 Konsistenz modulo Rotation folgt ausTheorem 16276.7 ProjektionWir widmen uns in diesem Abschnitt der Projektion von totalen, zyklischen Ordnungen auf eineMenge. Das Hautresultat wird sein, da� alle Axiome zusammen unter Projektion erhalten bleiben, sichalso wieder eine totale, zyklische Ordnung ergibt. Wir werden dies schrittweise f�ur einzelne Axiomebeweisen, sofern dies noch nicht im vorigen Kapitel erfolgte.S3821Wir beginnen mit einer Relation und einer Menge f�ur die Projektion und kn�upfen an die Ergebnissenin 2837 an.VA3822� R 2 R�(A), X 2 P(A)Rotationsabgeschlossenheit ist invariant unter Projektion.T3823 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (R . X) ist (rot�) -abgeschlossenA3824 R ist (rot�) -abgeschlossenG3825 (R . X) ist (rot�) -abgeschlossenG3826 8 u,v � u 2 (R . X) ^ u rot� v ) v 2 (R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343VA3827 u,v � u 2 (R . X)A3828 u rot� vG3829 v 2 (R . X)



168 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT3830� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3828G3831 9 v0 2 R � v = (v0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703VT3832 u0 2 R � u = (u0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 3827T3833� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3832VT3834 v0 � u0 rot� v0 ^ v = (v0 . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0672, 3828, 3832T3835 v0 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3824, 3832, 3834G3836 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3835, 3834Konsistenz modulo Rotation ist eine projektive �Aquivalenzrelation. Wir k�onnen also Theorem 2949anwenden und erhalten die Invarianz der Konsistenz modulo Rotation.T3837 R ist konsistent modulo (rot�) ) (R . X) ist konsistent modulo (rot�) . . . 2949, 0680Kombinieren wir diese Teilresultate mit den Invarianzen, die wir schon im vorigen Kapitel gezeigthaben, so erhalten wir das gew�unschte Theorem: Jede Projektion einer totalen, zyklischen Ordnungliefert wieder eine solche.T3838 R ist eine totale, zyklische Ordnung )(R . X) ist eine totale, zyklische Ordnung 3681, 2850, 2860, 3823, 2920, 2896, 3837Insgesamt erhalten wir also die Abgeschlossenheit der Klasse aller totalen, zyklischen Ordnungen unterProjektion. Trotz seiner Einfachheit ist dieses Resultat ein gewisses Indiz f�ur die Ad�aquatheit unseresAxiomsystems der totalen, zyklischen Ordnungen. Es ist das Ziel m�oglichst viele der bekannten Eigen-schaften von totalen, azyklischen Ordnungen zu erhalten. Dies ist o�enbar f�ur die Abgeschlossenheitder azyklischen Ordnungen unter Projektion gelungen.6.8 Zyklische Transitivit�atBei der Axiomatisierung der totalen, zyklischen Ordnungen haben wir schon bemerkt, da� die �ublicheTransitivit�at (siehe 2725) ungeeignet ist, ja sogar im Widerspruch zu Einfachheit und Rotationsabge-schlossenheit steht. Da wir nicht wu�ten, wie eine Form von zyklischer Transitivit�at aussehen k�onnte,haben wir zun�achst ohne ein solches Axiom begonnen. In diesem Abschnitt werden wir feststellen, da�eine Eigenschaft ableitbar ist, die eine gewisse �Ahnlichkeit zur �ublichen Transitivit�at aufweist. Wirwerden sie als zyklische Transitivit�at bezeichnen.S3839VA3840� R 2 R�(A)Wir de�nieren zuerst den zentralen Begri�. Man vergleiche diese De�nition mit 2725: Formal bestehtder einzige Unterschied in der Hinzunahme eines Elements a, so da� aus zweistelligen dreistelligeW�orter werden.D3841 R ist zyklisch transitiv :,8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,b,d] 2 RWas bedeutet diese De�nition f�ur unsere Systeminterpretation ? Wir betrachten dazu Abb. 6.9. Ist einecharakteristische Beobachtung von [a,b,c] und [a,c,d] m�oglich, so soll auch [a,b,d] eine charakteristischeBeobachtung sein. Wir verwenden a als Referenzereignis: Bez�uglich a liegt b vor c und c vor d, alsoliegt c vor d, wiederum bez�uglich a. Man k�onnte a auch als ein Ereignis deuten, an dem wir diezyklische Ordnung kurzzeitig aufschneiden, was uns erlaubt den Transitivit�atsbegri� der azyklischenOrdnungen anzuwenden.
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b dAbbildung 6.9: Zyklische Transitivit�atEs gibt Relationen, bei denen die zyklische Transitivit�at besonders leicht zu �uberpr�ufen ist, da diePr�amisse der De�nition 3841 nie erf�ullt ist. Dies sind beispielsweise Relationen, die �uberhaupt keinedreistelligen W�orter enthalten oder Relationen, in denen zwei W�orter niemals mehr als ein Elementgemeinsam haben.S3842VA3843� R 2 R�(A)T3844 L(R) < 3 ) R ist zyklisch transitivA3845 L(R) < 3G3846 R ist zyklisch transitivG3847 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841VA3848 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 RT3849� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3848T3850 L([a,b,c]) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0309T3851 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 3845, 3848, 3850T3852 R ist einfach ^ (8 u 2 R, v 2 R � u 6= v ) jA(u) \ A(v)j � 1) ) R ist zyklischtransitivA3853 R ist einfachVA3854 8 u 2 R, v 2 R � u 6= v ) jA(u) \ A(v)j � 1A3855 : R ist zyklisch transitivVT3856 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ^ [a,b,d] =2 R . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 3855T3857� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3856T3858 fa,cg � A([a,b,c]) \ A([a,c,d]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329T3859 [a,b,c] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3853, 3856T3860 a 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 3859T3861 2 � jA([a,b,c]) \ A([a,c,d])j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3858, 3860T3862 b 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 3859T3863 [a,b,c] 6= [a,c,d] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0288, 3862



170 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT3864 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3854, 3856, 3863, 3861Das Hauptresultat dieses Abschnitts wird sein: Totale, zyklische Ordnungen sind zyklisch transitiv.Auf dem Weg dorthin zeigen wir einige Eigenschaften der Transitivit�at im Zusammenspiel mit anderenAxiomen und f�uhren als Hilfsde�nition noch eine schw�achere Form der zyklischen Transitivit�at ein.S3865VA3866� R 2 R�(A)Zun�achst stellen wir fest: Bei teilwortabgeschlossenen Relationen ist die zyklische Transitivit�at eineInvariante unter Projektion. Dies erg�anzt die in 2837 begonnene und in 3821 fortgesetzte Liste derProjektionsinvarianten.T3867 8 X 2 P(A) � R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist zyklisch transitiv )(R . X) ist zyklisch transitivVA3868� X 2 P(A)A3869 R ist (w) -abgeschlossenA3870 R ist zyklisch transitivG3871 (R . X) ist zyklisch transitivG3872 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (R . X) ^ [a,c,d] 2 (R . X) ) [a,b,d] 2 (R . X) . . . . . . . 3841VA3873 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (R . X)A3874 [a,c,d] 2 (R . X)G3875 [a,b,d] 2 (R . X)T3876� a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3873, 3874T3877 [a,b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 3869, 3873T3878 [a,c,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 3869, 3874T3879 [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 3870, 3877, 3878G3880 A([a,b,d]) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1712, 3879G3881 fa,b,dg � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329T3882 fa,b,cg � XT3883 A([a,b,c]) � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3873T3884 A([a,b,c]) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709, 3883G3885 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 3884T3886 fa,c,dg � XT3887 A([a,c,d]) � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 3874T3888 A([a,c,d]) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709, 3887G3889 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 3888G3890 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3882, 3886In Erg�anzung zu den Resultaten in 2574 gilt auch die Invarianz der zyklischen Transitivit�at unterSpiegelung, allerdings unter der Nebenbedingung der Rotationsabgeschlossenheit.T3891 R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist zyklisch transitiv ) (REV R) ist zyklisch transitivA3892 R ist (rot�) -abgeschlossenA3893 R ist zyklisch transitivG3894 (REV R) ist zyklisch transitivG3895 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (REV R) ^ [a,c,d] 2 (REV R) ) [a,b,d] 2 (REV R) . . . . . 3841VA3896 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (REV R)A3897 [a,c,d] 2 (REV R)G3898 [a,b,d] 2 (REV R)T3899� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3896, 3897T3900 (REV [a,b,c]) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 3896T3901 [c,b,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0439, 3900T3902 (REV [a,c,d]) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2551, 3897T3903 [d,c,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0439, 3902



6.8. ZYKLISCHE TRANSITIVIT�AT 171T3904 [c,b,a] rot� [a,c,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T3905 [a,c,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3892, 3901, 3904T3906 [d,c,a] rot� [a,d,c] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T3907 [a,d,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3892, 3903, 3906T3908 [a,d,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 3893, 3907, 3905T3909 [a,d,b] rot� [d,b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0500T3910 [d,b,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3892, 3908, 3909T3911 (REV [d,b,a]) 2 (REV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2550, 3910G3912 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0439, 3911Die beiden abgeleiteten Invarianzen der zyklischen Transitivit�at zeigen wie sich die Axiome Teil-wortabgeschlossenheit und Rotationsabgeschlossenheit hervorragend erg�anzen und sind Hinweiseauf die Ad�aquatheit unserer De�nition der zyklischen Transitivit�at: Weder soll eine Orientierungder zyklischen Ordnung gegen�uber der gespiegelten bevorzugt werden, noch soll die Detailliertheitder Betrachtung (durch Projektion ver�anderbar) die zyklische Transitivit�at beeinussen.Der oben eingef�uhrte Transitivit�atsbegri� ist zwar sehr intuitiv, formal jedoch wird sich heraus-stellen, da� er eine unn�otig starke Forderung darstellt. Tats�achlich wird der folgende schw�achereBegri� f�ur unsere Zwecke ausreichen. Im Gegensatz zu De�nition 3841 wird als Konklusion derImplikation nur noch die (ungerichtete) Abh�angigkeit von b und d gefordert.D3913 R ist schwach zyklisch transitiv :,8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) (b,d) 2 (li R)Da� es sich um eine schw�achere Form der Transitivit�at handelt, ist o�ensichtlich.T3914 R ist zyklisch transitiv ) R ist schwach zyklisch transitiv . . . . . 3841, 1900, 3913Wir werden gleich sehen, da� unter geeigneten Nebenbedingungen auch die umgekehrte Implikationgilt. Da diese Bedingungen in unserem Kontext immer gefordert werden, sind schwache und starke,zyklische Transitivit�at f�ur uns sogar �aquivalent.Um dies zu zeigen, stellen wir fest, da� sich mit Hilfe der schwachen Transitivit�at und einigen unsererAxiome zwei dreistellige W�orter [a,b,c] und [a,c,d] innerhalb der Relation zu einem vierstelligenWort [a,b,c,d] erg�anzen.T3915 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rot�) ^ R ist schwach zyklisch transitiv )8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,b,c,d] 2 RA3916 R ist einfachA3917 R ist (rot�) -abgeschlossenA3918 R ist vollst�andigA3919 R ist konsistent modulo (rot�)A3920 R ist schwach zyklisch transitivVA3921 a,b,c,d � [a,b,c] 2 RA3922 [a,c,d] 2 RG3923 [a,b,c,d] 2 RT3924� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3921, 3922T3925 (b,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3913, 3920, 3921, 3922T3926 fa,b,c,dg 2 (li R) -KliquenT3927 A([a,b,c]) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 3921T3928 fa,b,cg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 3927T3929 (a,d) 2 (li R) ^ (c,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 3922T3930 (a,d) 2 (li R) ^ (c,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 3929T3931 (b,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 3925



172 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT3932 d 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 3931T3933 (d,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1822, 3932T3934 (fa,b,cg [ fdg) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . 0119, 1825, 3928, 3933, 3930, 3931G3935 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3934VT3936 w 2 R � A(w) = fa,b,c,dg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 3918, 3926T3937� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3936T3938 [a,b,c] rotv wT3939 [a,b,c] rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3919, 3921, 3936T3940 A([a,b,c]) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3936, 0329G3941 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 3940, 3939T3942 [a,c,d] rotv wT3943 [a,c,d] rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 3919, 3922, 3936T3944 A([a,c,d]) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ?1911, 0329G3945 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 3944, 3943T3946 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3916, 3936T3947 L(w) = 4G3948 jA(w)j = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 3946G3949 jfa,b,c,dgj = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3936T3950 [a,b,c] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3921T3951 a 6= b ^ b 6= c ^ a 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 3950T3952 [a,c,d] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3922T3953 a 6= c ^ c 6= d ^ a 6= d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 3952T3954 b 6= d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1906, 0073, 3925G3955 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3951, 3953, 3954T3956 w rot� [a,b,c,d] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0714, 3946, 3947, 3936, 3938, 3942G3957 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3917, 3936, 3956Die Pr�amisse der Vollst�andigkeit im vorigen Theorem l�a�t sich ohne gro�e �Anderung des Beweiseszur schw�acheren 4 -Vollst�andigkeit abschw�achen. Da die Existenz vierstelliger W�orter jedoch f�urdie Ableitung wesentlich ist, w�urde die 3 -Vollst�andigkeit nicht ausreichen.Nehmen wir noch die Teilwortabgeschlossenheit hinzu, mu� auch das Teilwort [a,b,d] von [a,b,c,d]in der Relation enthalten sein, was gerade der Forderung nach zyklischer Transitivit�at entsprach.T3958 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^ R ist konsistent modulo (rot�) ^ R ist schwach zyklisch transitiv )R ist zyklisch transitivA3959 R ist einfachA3960 R ist (w) -abgeschlossenA3961 R ist (rot�) -abgeschlossenA3962 R ist vollst�andigA3963 R ist konsistent modulo (rot�)A3964 R ist schwach zyklisch transitivG3965 R ist zyklisch transitivG3966 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,c,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841VA3967 a,b,c,d � [a,b,c] 2 RA3968 [a,c,d] 2 RG3969 [a,c,d] 2 RT3970� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3967, 3968T3971 [a,b,c,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . 3915, 3959, 3961, 3962, 3963, 3964, 3968, 3969T3972 [a,c,d] v [a,b,c,d] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0558



6.8. ZYKLISCHE TRANSITIVIT�AT 173G3973 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 3960, 3971, 3972Kombinieren wir Einfachheit und zyklische Transitivit�at, so k�onnen die sich widersprechendenW�orter [a,b,c] und [a,c,b] niemals gleichzeitig in der Relation stehen. Wir erinnern uns: Dies wardas Axiom der Antisymmetrie bei Tripelstrukturen. Die Form des Beweises entspricht ungef�ahr derAbleitung der Asymmetrie aus Irreexivit�at und Transitivit�at bei (bin�aren) strengen Ordnungen.T3974 R ist einfach ^ R ist zyklisch transitiv ) 8 a,b,c � [a,b,c] 2 R ) [a,c,b] =2 RA3975 R ist einfachA3976 R ist zyklisch transitivVA3977 a,b,c � [a,b,c] 2 RG3978 [a,c,b] =2 RT3979� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3977A3980 [a,c,b] 2 RT3981 [a,b,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 3976, 3977, 3980T3982 [a,b,b] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3975, 3981T3983 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3982, 0379Hieraus folgt, wenn wir zus�atzlich noch die Rotationsabgeschlossenheit fordern, da� alle dreielemen-tigen W�orter mit gleichem Alphabet rotations�aquivalent sind. W�orter mit dem gleichen dreielemen-tigen Alphabet unterscheiden sich in der Reihenfolge der Elemente also h�ochstens bzgl. zyklischerVertauschung.T3984 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist zyklisch transitiv )8 u 2 R, v 2 R � A(u) = A(v) ^ jA(u)j = 3 ) u rot� vA3985 R ist einfachA3986 R ist (rot�) -abgeschlossenA3987 R ist zyklisch transitivVA3988 u 2 RVA3989 v 2 RA3990 A(u) = A(v)A3991 jA(u)j = 3G3992 u rot� vT3993� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3873, 3989VT3994 a 2 A, b 2 A, c 2 A � u = [a,b,c]T3995 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3985, 3988T3996 L(u) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 3995, 3991G3997 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0368, 3996T3998� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3994T3999 v rot� [a,b,c] _ v rot� [c,b,a]T4000 A(u) = fa,b,cg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3994, 0329T4001 A(v) = fa,b,cg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4000, 3990T4002 jA(v)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3991, 3990T4003 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 3985, 3989T4004 L(v) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 4003, 4002G4005 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0539, 4003, 4004, 4001A4006 v rot� [a,b,c]T4007 v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4006, 3994G4008 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 4007A4009 v rot� [c,b,a]T4010 [c,b,a] rot� [a,c,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T4011 v rot� [a,c,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 4009, 4010T4012 [a,b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3988, 3994T4013 [a,c,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 3986, 3989, 4011



174 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4014 [a,c,b] =2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3974, 3985, 3987, 4012T4015 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4013, 4014Die nun folgenden Theoreme garantieren unter Annahme der �ubrigen Axiome totaler, zyklischerOrdnungen die wechselseitige Austauschbarkeit der zyklischen Transitivit�at mit der Konsistenzmodulo Rotation.Durch Anwendung des vorigen Theorems und des fr�uheren Ergebnisses 1663, da� zum Nachweisder Konsistenz modulo Rotation schon die Betrachtung dreistelliger Teilw�orter ausreicht, k�onnenwir die Konsistenz modulo Rotation aus der zyklischen Transitivit�at ableiten.T4016 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist zyklisch transitiv ) R ist konsistent modulo (rot�)A4017 R ist einfachA4018 R ist (w) -abgeschlossenA4019 R ist (rot�) -abgeschlossenA4020 R ist zyklisch transitivG4021 R ist konsistent modulo (rot�)G4022 8 u 2 R, v 2 R � L(u) = 3 ^ L(v) = 3 ^ A(u) = A(v) ) u rot� v . . . 1663, 4017, 4018VA4023 u 2 R, v 2 RA4024 L(u) = 3 ^ L(v) = 3A4025 A(u) = A(v)G4026 u rot� vT4027 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4017, 4023T4028 jA(u)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 4025G4029 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3984, 4017, 4019, 4020, 4023, 4025, 4028Die Umkehrung dieser Implikation gilt unter geeigneten Annahmen auch: Hierf�ur ben�otigen wirabgesehen von Einfachheit und Rotationsabgeschlossenheit auch die Totalit�at. Aus der Konsistenzmodulo Rotation folgt dann die schwache, zyklische Transitivit�at und damit auch die zyklischeTransitivit�at, wenn wir 3958 unter Hinzunahme von Teilwortabgeschlossenheit und Vollst�andigkeitanwenden.T4030 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo (rot�) ^R ist total ) R ist schwach zyklisch transitivT4031 R ist einfachT4032 R ist (rot�) -abgeschlossenT4033 R ist konsistent modulo (rot�)T4034 R ist totalG4035 R ist schwach zyklisch transitivG4036 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) (b,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . 3913VA4037 a,b,c,d � [a,b,c] 2 RA4038 [a,c,d] 2 RG4039 (b,d) 2 (li R)T4040� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4037, 4038T4041 b 2 A(R)T4042 A([a,b,c]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 4037T4043 fa,b,cg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 4042G4044 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4043T4045 d 2 A(R)T4046 A([a,c,d]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 4038T4047 fa,c,dg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 4046G4048 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4047T4049 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 4034



6.8. ZYKLISCHE TRANSITIVIT�AT 175T4050 (b,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 4049, 4041, 4045T4051 b 6= dA4052 b = dT4053 [a,c,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4052, 4038T4054 [a,c,b] rot� [c,b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0500T4055 [c,b,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4032, 4053, 4054T4056 [a,b,c] rot� [c,b,a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 4033, 4037, 4055T4057 [a,b,c] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4031, 4037T4058 a 6= b ^ b 6= c ^ a 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 4057T4059 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1222, 4058, 4056G4060 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 4051, 4050Totale zyklische Ordnungen erf�ullen gerade alle diese Voraussetzungen, so da� wir als Zusammen-fassung die folgenden beiden Theoreme erhalten.T4061 R ist eine totale, zyklische Ordnung ) R ist schwach zyklisch transitiv 3681, 4030T4062 R ist eine totale, zyklische Ordnung ) R ist zyklisch transitiv . . . 3681, 4061, 3958Zusammenfassend erhalten wir die folgende Charakterisierung von totalen, zyklischen Ordnungen,die im n�achsten Kapitel den Ausgangspunkt f�ur die Verallgemeinerung zu zyklischen Ordnungenbilden wird. Sie ist vergleichbar mit unserer De�nition totaler, azyklischer Ordnungen in 2727: DieRotationsabgeschlossenheit kommt hinzu und die Transitivit�at wird durch die zyklische Transiti-vit�at ersetzt.T4063 R ist eine totale, zyklische Ordnung ,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4062, 4016Eine andere, jedoch nicht so interessante, Abschw�achung der zyklischen Transitivit�at ist die zyklischeTransitivit�at auf Kens.S4064VA4065� R 2 R�(A)Bei dieser De�nition wird dual (und im Gegensatz) zur oben eingef�uhrten schwachen Transitivit�atkeine neue Abh�angigkeitsrelation zwischen b und d gefordert, sondern sie mu� schon existieren, umdie Pr�amisse der Implikation zu erf�ullen. Bei der �Uberpr�ufung dieser Eigenschaft betrachtet manalle Kens unabh�angig voneinander, denn die Pr�amisse impliziert schon, da� fa,b,c,dg auf einemKen liegen.D4066 R ist zyklisch transitiv auf Kens :,8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ^ (b,d) 2 (li R) ) [a,b,d] 2 RNat�urlich handelt es sich wieder um eine Abschw�achung der zyklischen Transitivit�at.T4067 R ist zyklisch transitiv ) R ist zyklisch transitiv auf Kens . . . . . . . . 3841, 4066Zusammen mit dem folgenden Theorem sehen wir allerdings, da� es f�ur totale Relationen sich inWirklichkeit nicht um eine echte Abschw�achung, sondern um eine �Aquivalenz handelt. Der Grundist o�ensichtlich: Es gibt �uberhaupt nur einen Ken.



176 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4068 R ist zyklisch transitiv auf Kens ^ R ist total ) R ist zyklisch transitivA4069 R ist zyklisch transitiv auf KensA4070 R ist totalG4071 R ist zyklisch transitivG4072 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841VA4073 a,b,c,d � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 RG4074 [a,b,d] 2 RT4075� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4073T4076 A([a,b,c]) � A(R) ^ A([a,c,d]) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 4073T4077 fa,b,cg � A(R) ^ fa,c,dg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 4076T4078 b 2 A(R) ^ d 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4077T4079 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 4070T4080 (b,d) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 4079, 4078G4081 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4066, 4069, 4073, 4080Zyklische Transitivit�at ist o�enbar zusammen mit der Rotationssymmetrie ein wesentliches Merkmalzyklischer Ordnungen. Deshalb wird sie sp�ater bei der Axiomatisierung der zyklischen Ordnungenexplizit gefordert. Man beachte jedoch: F�ur totale zyklische-Ordnungen haben wir die zyklische Tran-sitivit�at nicht gefordert, sondern konnten sie ableiten. Insofern liefern uns die totalen, zyklischenOrdnungen ohne gr�o�ere Anstrengung den Schl�ussel zur De�nition der allgemeinen, zyklischen Ord-nungen. Separat betrachtet handelt es sich bei der zyklischen Transitivit�at eher um eine einfache undanschauliche Eigenschaft. Interessant werden die Zusammenh�ange erst durch die Wechselwirkung derAxiome untereinander, insbesondere Vollst�andigkeit, Rotationsabgeschlossenheit und zyklischer Tran-sitivit�at bei nichttotalen, zyklischen Ordnungen. Deshalb werden wir im gleichnamigen Abschnitt desfolgenden Kapitels noch einmal auf diese interessante Eigenschaft zur�uckkommen.6.9 IntervalleDer Intervallbegri�, den wir schon f�ur azyklische Ordnungen verwendet haben, ist auch f�ur zyklischeOrdnungen geeignet, wie das folgende Beispiel zeigt. (x � � � y)R bezeichnet also die Elemente die ineinem Wort der Relation zwischen x und y (genauer nach x und vor y) liegen. Wie auch bei azyklischenOrdnungen ist also die Reihenfolge der das Intervall begrenzenden Elemente x und y wesentlich. Einwichtiger Unterschied zu azyklischen Ordnungen (Theorem 3487), ist da� bei zyklischen Ordnungendie beiden Intervalle (x � � � y)R und (x � � � y)R nichtleer sein k�onnen, wie es im Beispiel zu sehen ist.B4082F�ur die totale, zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3]g] aus Beispiel 3820 gilt (0 � � � 3)R = f1,2g,(0 � � � 2)R = f1g, (0 � � � 1)R = ;, (0 � � � 0)R = ;, (3 � � � 0)R = ;, (2 � � � 0)R = f3g, (1 � � � 0)R = f2,3g.S4083VA4084� R 2 R�(A)Da� die Reihenfolge der Argumente wichtig ist, wird noch einmal durch folgendes Theorembest�atigt, das nur Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit und Konsistenz modulo Rotation vor-aussetzt: Ein Element kann entweder zwischen x und y oder zwischen y und x liegen, aber nichtauf beiden Seiten bzgl. x und y. Der Begri� "zwischen" ist also (hier) nicht symmetrisch gemeint,wie man es aufgrund des Namen vermuten k�onnte.T4085 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist konsistent modulo (rot�) )8 x,y,z � z 2 (x � � � y)R ) z =2 (y � � � x)RA4086 R ist einfach



6.9. INTERVALLE 177A4087 R ist (w) -abgeschlossenA4088 R ist konsistent modulo (rot�)VA4089 x,y,z � z 2 (x � � � y)RA4090 z 2 (y � � � x)RT4091 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4087, 4089T4092 [y,z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4087, 4090T4093� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4092T4094 [x,z,y] rot� [y,z,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 4088, 4091, 4092T4095 [y,z,x] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4086, 4092T4096 x 6= y ^ y 6= z ^ x 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 4095T4097 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1222, 4096, 4094Haben wir eine dreielementige Abh�angigkeitklique, so liegt eines der drei Elemente zwischen denbeiden anderen.T4098 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ) (8 x,y,z � fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen ^ jfx,y,zgj = 3 )z 2 (x � � � y)R _ z 2 (y � � � x)R)A4099 R ist (w) -abgeschlossenA4100 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andigVA4101 x,y,z � fx,z,yg 2 (li R) -Kliquen ^ jfx,z,ygj = 3G4102 z 2 (x � � � y)R _ z 2 (y � � � x)RT4103 [x,z,y] 2 R _ [y,z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2346, 4100, 4101G4104 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4099, 4103Der intuitive Sachverhalt, da� man einen Kreis durch Aufschneiden an zwei verschiedenen Ele-menten in zwei sich erg�anzende Teile zerlegen kann, wird durch die folgende Umformulierung desvorigen Theorems beschrieben. Tats�achlich wird dies sogar f�ur alle Teilmengen des Kreises (al-so Abh�angigkeitskliquen) behauptet. Formal ist dies eine Art Umkehrung von 4085, jedoch unteranderen Voraussetzungen sowie eingeschr�ankt auf Kliquen.T4105 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ) (8 C 2 (li R) -Kliquen, x 2 C, y 2 C � x 6= y )8 z 2 C � fx,yg � z =2 (x � � � y)R ) z 2 (y � � � x)R)A4106 R ist einfachA4107 R ist (w) -abgeschlossenA4108 R ist (rot�) -abgeschlossenA4109 R ist 3 -vollst�andigVA4110 C 2 (li R) -KliquenVA4111 x 2 C, y 2 C � x 6= yVA4112 z 2 C � fx,ygG4113 z =2 (x � � � y)R ) z 2 (y � � � x)RT4114 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 4110T4115� C 2 P(A) ^ x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4114, 4111, 4112T4116 fx,y,zg � C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4111, 4112T4117 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4110, 4116T4118 x 6= z ^ y 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4112T4119 jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4111, 4118T4120 z 2 (x � � � y)R _ z 2 (y � � � x)R . . . . . . . . . 4098, 4106, 4107, 4108, 4109, 4117, 4119G4121 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4120Zusammengefa�t ist die einfache Aussage der vorigen Theoreme unter den genannten Bedingungengerade (x � � �y)R \ (y � � �x)R = ; und (x � � �y)R [ (y � � �x)R [ fx,yg = C. Wir haben also zusammen



178 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENmit 3420 eine Partitionierung jeder Klique in drei Mengen: Die (aufschneidende) Menge fx,yg, unddie beiden sich auf dem Kreis gegen�uberliegenden Seiten (x � � � y)R und (y � � � x)R.Nun ergibt sich ein einfaches, aber interessantes Theorem unter Annahme von Teilwort- und Rota-tionsabgeschlossenheit sowie zyklischer Transitivit�at: Wir betrachten keine Klique, sondern w�ahlenzwei Elemente x und y beliebig aus dem Alphabet. Dann sind die beiden Mengen (x � � � y)R und(y � � � x)R voneinander abh�angig.T4122 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist zyklisch transitiv )8 x 2 A(R), y 2 A(R) � 8 z 2 (x � � � y)R, z' 2 (y � � � x)R � (z,z') 2 (li R)A4123 R ist (w) -abgeschlossenA4124 R ist (rot�) -abgeschlossenA4125 R ist zyklisch transitivVA4126 x 2 A(R), y 2 A(R)VA4127 z 2 (x � � � y)RVA4128 z' 2 (y � � � x)RG4129 (z,z') 2 (li R)T4130� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A ^ z' 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4126, 4127, 4128T4131 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4123, 4127T4132 [y,z',x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4123, 4128T4133 [y,z',x] rot� [x,y,z'] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T4134 [x,y,z'] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4124, 4132, 4133T4135 [x,z,z'] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4125, 4131, 4134G4136 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 4135F�ur totale, zyklische Ordnungen ist dieses Theorem trivial, da zwischen verschiedenen Elementen(und z und z' sind verschieden nach 4085) immer eine Abh�angigkeit besteht. Die Totalit�at wurdeoben jedoch gar nicht vorausgesetzt, d.h. das Theorem wird auch f�ur die noch zu de�nierenden(allgemeinen) zyklischen Ordnungen anwendbar sein.6.10 Unmittelbare NachfolgerEine unmittelbare Nachfolgerrelation (<�R) hatten wir bei azyklischen Ordnungen mit Hilfe der ge-richteten Abh�angigkeitsrelation (<R) in 3521 de�niert.Nun kann im allgemeinen (wenn L(R) � 1) anhand einer gegebenen Relation nicht unterschiedenwerden, ob es sich um eine (totale) azyklische Ordnung oder eine (totale) zyklische Ordnung handelt,wie die folgenden Beispiele demonstrieren. Daraus folgt zwangsl�au�g, da� wir azyklische und zyklischeunmittelbare Nachfolgerrationen voneinander unterscheiden m�ussen.B4137R = f[]g und R0 = f[0], []g sind sowohl totale, azyklische Ordnungen als auch totale, zyklischeOrdnungen. Wir haben die azyklischen Nachfolgerrelationen (<�R) = (<�R0 ) = ; . F�ur eine zyklischeNachfolgerrelation (��R) w�urden wir uns w�unschen, da� (��R) = ; und (��R) = f(0,0)g gilt.Wir werden deshalb die De�nition 3521 von (<�R) leicht modi�zieren, um zu einer (zyklischen) un-mittelbaren Nachfolgerrelation (��R) zu gelangen. Da sich bei rotationsabgeschlossenen Relationendie gerichtete und die ungerichtete Abh�angigkeitsrelation nicht unterscheiden, werden wir (��R) alsTeilmenge von (li R) (statt (<R)) de�nieren: Zwei verschiedene abh�angige Elemente (x,y) sind in der(zyklischen) unmittelbaren Nachfolgerrelation gdw. kein Element in einem Wort der Relation zwischenx und y liegt (dieser Teil der De�nition bleibt unver�andert). Da anders als bei azyklischen Ordnungen



6.10. UNMITTELBARE NACHFOLGER 179bei zyklischen Ordnungen ein Element durchaus sein eigener Nachfolger sein kann (wie im obigen Bei-spiel), erfordert der Fall x = y eine besondere Behandlung. Aber wann ist in ein Element sein eigenerNachfolger ? Dies ist genau dann der Fall, wenn es kein anderes Element gibt, das in einem Wort voroder nach ihm vorkommt.S4138VA4139� R 2 R�(A)Zun�achst folgt die oben erkl�arte De�nition der (zyklischen) unmittelbaren Nachfolgerrelation (��R).Wir werden von nun an (<�R) explizit als azyklische, unmittelbare Nachfolgerrelation bezeichnen.D4140 (��R) := f(x,y) 2 (li R) �(x = y ) :9 z � [x,z] 2 (w)[R] _ [z,x] 2 (w)[R]) ^(x 6= y ) :9 z � [x,z,y] 2 (w)[R])gD4141� x ��R y :, (x,y) 2 (��R)Die unmittelbare Nachfolgerrelation ist nat�urlich wieder eine bin�are Relation auf dem Alphabet,die Teil der reexiven Abh�angigkeitsrelation ist.T4142 (��R) � (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140T4143� (��R) 2 BR(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 4142B4144Die totale, zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2]g] aus Beispiel 3682 besitzt die unmittelbare Nach-folgerrelation ��R = f(0,1), (1,2), (2,0)g.F�ur die totale, zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1]g] aus Beispiel 3683 ergibt sich ��R = f(0,1), (1,0)g.In der einelementigen, totalen, zyklischen Ordnung R = f[0], []g aus Beispiel 3684 ist das Element0 sein eigener Nachfolger, also ��R = f(0,0)g.Die leere, zyklische Ordnung R = f[]g hat nat�urlich eine leere, unmittelbare Nachfolgerrelation.S4145VA4146� R 2 R�(A)Da wir meist mit teilwortabgeschlossenen Relationen arbeiten werden, k�onnen wir alternativ zurDe�nition die folgende Gleichheit verwenden.T4147 R ist (w) -abgeschlossen ) (��R) = f(x,y) 2 (li R) �(x = y ) :9 z � [x,z] 2 R _ [z,x] 2 R) ^(x 6= y ) :9 z � [x,z,y] 2 R)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 1416Unter Spiegelung kehrt sich die unmittelbare Nachfolgerrelation um.T4148 x ��(REV R) y , y ��R xT4149 (x,y) 2 (li R) , (x,y) 2 (li (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2680T4150 (x,y) 2 (li R) , (y,x) 2 (li (REV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4149, 0077, 1825T4151 [x,z] 2 (w)[R] , [z,x] 2 (w)[REV R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2640, 2552T4152 [x,z,y] 2 (w)[R] , [y,z,x] 2 (w)[REV R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2640, 2553G4153 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4150, 4151, 4152Wir unterscheiden die F�alle: Ein Element ist sein eigener Nachfolger oder der Nachfolger ist einanderes Element.



180 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4154 x ��R x ) :9 z � [x,z] 2 R _ [z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 1413T4155 x 6= y ^ x ��R y ) :9 z � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 1413Setzen wir Einfachheit und Teilwortabgeschlossenheit der unterliegenden Relation voraus und be-trachten zwei abh�angige Elemente x und y so sind diese nach 1906 verschieden. Ist y kein unmit-telbarer Nachfolger von x, so gibt es ein Wort [x,z,y], in dem x und y durch z getrennt werden.T4156 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^(x,y) 2 (li R) ^ : x ��R y ) 9 z � [x,z,y] 2 RA4157 R ist einfachA4158 R ist (w) -abgeschlossenA4159 (x,y) 2 (li R)A4160 : x ��R yA4161 :9 z � [x,z,y] 2 RT4162 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 4157, 4159T4163 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 4159T4164 x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4147, 4158, 4163, 4162, 4161T4165 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4164, 4160Ist dagegen, wiederum unter Annahme der Einfachheit, y ein unmittelbarer Nachfolger von x sogilt in jedem Fall, da� ein Wort der Form [x,z,y] nicht in der Relation stehen kann. Im Fall x = yfolgt dies aus der Einfachheit, im anderen Fall aus 4155.T4166 R ist einfach ^ x ��R y ) :9 z � [x,z,y] 2 RA4167 R ist einfachA4168 x ��R yG4169 :9 z � [x,z,y] 2 RT4170� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4168A4171 x = yVA4172 z � [x,z,y] 2 RT4173� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4172T4174 [x,z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4171, 4172T4175 [x,z,x] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4167, 4174T4176 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 4175G4177 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4176A4178 x 6= yG4179 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 4178, 4168Jetzt betrachten wir die M�oglichkeit, da� ein Element sein eigener Vorg�anger ist, etwas genauer.Intuitiv w�urden wir erwarten, da� es sich hier um einen Ken mit einem einzelnen Element handelt.Dies ist in der Tat der Fall.S4180VA4181� R 2 R�(A)Als Lemma verwenden wir die folgende Aussage: Teilwortabgeschlossenheit und Rotationsabge-schlossenheit seien vorausgesetzt. Ist dann ein Element x sein eigener unmittelbarer Nachfolger, sogibt es kein anderes von diesem abh�angiges Element.T4182 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^x ��R x ^ (x,y) 2 (li R) ) x = yA4183 R ist (w) -abgeschlossenA4184 R ist (rot�) -abgeschlossenA4185 x ��R x



6.10. UNMITTELBARE NACHFOLGER 181A4186 (x,y) 2 (li R)G4187 x = yA4188 x 6= yT4189 :9 z � [x,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4154, 4185T4190 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 4188, 4186T4191 [x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1767, 4183, 4184, 4190T4192 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4189, 4191Insbesondere ist in diesem Fall ein Nachfolger von x notwendigerweise mit x identisch.T4193 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^x ��R x ^ x ��R y ) x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4182, 4142Aus 4182 ergibt sich das gew�unschte Resultat sofort: Bei dem betrachteten Element handelt es sichum einen einelementigen Ken.T4194 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^x ��R x ) fxg 2 (li R) -KensA4195 R ist (w) -abgeschlossenA4196 R ist (rot�) -abgeschlossenA4197 x ��R xG4198 fxg 2 (li R) -KensT4199 fxg 2 (li R) -KliquenT4200 (x,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 4197G4201 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0111, 4200T4202 8 y � (y,y) 2 (li R) ^ (8 x 2 fxg � (x,y) 2 (li R)) ) y 2 fxgVA4203 y � (y,y) 2 (li R)A4204 8 x 2 fxg � (x,y) 2 (li R)G4205 y 2 fxgT4206 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4204G4207 x = yG4208 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4182, 4195, 4196, 4197, 4206G4209 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0131, 1825, 4199, 4202F�ur die im diesem Kapitel betrachteten totalen, zyklischen Ordnungen bedeutet dies nach 2024, da�die gesamte Struktur nur aus diesem Element besteht. Tats�achlich ben�otigen wir nur die zus�atzlicheAnnahme der Totalit�at.T4210 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist total ^x ��R x ) A(R) = fxgA4211 R ist (w) -abgeschlossenA4212 R ist (rot�) -abgeschlossenA4213 R ist totalA4214 x ��R xG4215 A(R) = fxgT4216 fxg 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4194, 4211, 4212, 4214T4217 (li R) -Kens = fA(R)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024, 4213G4218 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4216, 4217T4219 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ x ��R x ) A(R) = fxg . . . . . . 3681, 4210Eine Umkehrung von 4194 ist allein unter Annahme der Einfachheit ableitbar: Das Element eineseinelementigen Kens ist sein eigener Nachfolger.



182 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4220 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ fxg 2 (li R) -Kens ) x ��R xA4221 R ist einfachA4222 R ist (w) -abgeschlossenA4223 fxg 2 (li R) -KensA4224 : x ��R xT4225 fxg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 1820, 4223T4226� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4225T4227 (x,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1822, 4225VT4228 z � [x,z] 2 R _ [z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4147, 4222, 4224, 4227T4229� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4228T4230 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1899, 4228T4231 x 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 4221, 4230T4232 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 4230T4233 fx,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0112, 1824, 1825, 4232T4234 fxg � fx,zg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4231T4235 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 4223, 4233, 4234Analoge Betrachtungen k�onnen wir an Strukturen anstellen, in denen f�ur zwei verschiedene Elementex und y beide Nachfolgerrelationen gelten, d.h. y ist unmittelbarer Nachfolger von x und umgekehrt.Wir erwarten wieder, da� die beiden Elemente einen Ken konstituieren. Dies ist gerade die Aussagedes folgenden Theorems. Als Voraussetzungen ben�otigen wir Einfachheit, Rotationsabgeschlossenheitund Vollst�andigkeit der unterliegenden Relation.S4236VA4237� R 2 R�(A)T4238 R ist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist vollst�andig ^x 6= y ^ x ��R y ^ y ��R x ) fx,yg 2 (li R) -KensA4239 R ist einfachA4240 R ist (rot�) -abgeschlossenA4241 R ist vollst�andigA4242 x 6= yA4243 x ��R yA4244 y ��R xG4245 fx,yg 2 (li R) -KensT4246 fx,yg 2 (li R) -KliquenT4247 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 4243G4248 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0112, 1824, 1825, 4247T4249 :9 C 2 (li R) -Kliquen � fx,yg � CVA4250 C 2 (li R) -Kliquen � fx,yg � CVT4251 z 2 C � z =2 fx,yg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4250T4252 fx,y,zg 2 (li R) -KliquenT4253 fx,y,zg � C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4250, 4251G4254 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4250, 4253T4255 x 6= z ^ y 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4251T4256 jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4242, 4255T4257 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 4241T4258 [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . 2346, 4239, 4240, 4257, 4252, 4256A4259 [x,y,z] 2 RT4260 [x,y,z] rot� [y,z,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0500T4261 [y,z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4240, 4259, 4260T4262 :9 z � [y,z,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 4242, 4244T4263 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4261, 4262A4264 [z,y,x] 2 RT4265 [z,y,x] rot� [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T4266 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4240, 4264, 4265



6.10. UNMITTELBARE NACHFOLGER 183T4267 :9 z � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 4242, 4243T4268 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4266, 4267G4269 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 4246, 4249Haben wir in einer totalen, zyklischen Ordnung zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Elemente x undy, so liegen alle anderen Elemente zwischen y und x. Dies folgt aus dem nachfolgenden Theorem, wennwir noch Rotationsabgeschlossenheit ausnutzen, um aus [z,x,y] das Wort [y,z,x] und damit z 2 (y ���x)Rzu erhalten.S4270VA4271� R 2 R�(A)T4272 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�)-abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist total ^ 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � x ��R y )8 z 2 A(R) � fx,yg � [z,x,y] 2 RA4273 R ist einfachA4274 R ist (w) -abgeschlossenA4275 R ist (rot�) -abgeschlossenA4276 R ist 3 -vollst�andigA4277 R ist totalVA4278 x 2 A(R), y 2 A(R)A4279 x ��R yVA4280 z 2 A(R) � fx,ygG4281 [z,x,y] 2 RT4282 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4280T4283� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4278, 4282A4284 x = yT4285 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4284, 4279T4286 A(R) = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4210, 4274, 4275, 4277, 4285T4287 A(R) � fx,yg = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4286T4288 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4280, 4287A4289 x 6= yT4290 y 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4280T4291 x 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4280T4292 jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4289, 4290, 4291T4293 [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 R . . . . . . . 2361, 4273, 4275, 4276, 4277, 4278, 4282, 4292A4294 [x,y,z] 2 RT4295 [x,y,z] rot� [z,x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501G4296 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4275, 4294, 4295A4297 [z,y,x] 2 RT4298 [z,y,x] rot� [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T4299 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4275, 4297, 4298T4300 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4273T4301 :9 z � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4166, 4300, 4279T4302 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4299, 4301Besitzen alle Kens mindestens drei Elemente, so sind Alphabet, Abh�angigkeitsrelation und unmittel-bare Nachfolgerrelation (��R) auf besonders einfache Weise aus der Angabe aller Intervalle (x � � � y)Rableitbar.S4303VA4304� R 2 R�(A)A4305 R ist einfachA4306 R ist (w) -abgeschlossenA4307 R ist (rot�) -abgeschlossen



184 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENA4308 R ist 3 -vollst�andigA4309 8 L 2 (li R) -Kens � 3 j�j LDas Alphabet ist genau die Menge der Elemente, die zwischen zwei anderen liegen.T4310 z 2 A(R) , 9 x,y � z 2 (x � � � y)RA4311 z 2 A(R)T4312 (z,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1822, 4311T4313 fzg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0111, 4312VT4314 L 2 (li R) -Kens � fzg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 4313T4315 3 j�j L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4309, 4314VT4316 x,y � fx,y,zg � L ^ jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4315, 4314T4317 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 4314T4318 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4317, 4316T4319 z 2 (x � � � y)R _ z 2 (y � � � x)R . . . . . . . 4098, 4305, 4306, 4307, 4308, 4318, 4316A4320 9 x,y � z 2 (x � � � y)RT4321 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3404, 4320G4322 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4321, 4319Zwei Elemente sind abh�angig gdw. zwischen ihnen (in beliebiger Reihenfolge) ein weiteres Elementliegt.T4323 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � (x,y) 2 (li R) , (x � � � y)R [ (y � � � x)R 6= ;VA4324 x 2 A(R), y 2 A(R)A4325 (x,y) 2 (li R)T4326 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 4325T4327 fx,yg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0112, 1824, 1825, 4326VT4328 L 2 (li R) -Kens � fx,yg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 4327T4329 3 j�j L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4309, 4328T4330 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 4305, 4325VT4331 z � fx,y,zg � L ^ jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4329, 4330, 4328T4332 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 4328T4333 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4332, 4331T4334 z 2 (x � � � y)R _ z (y � � � x)R . . . . . . . . 4098, 4305, 4306, 4307, 4308, 4333, 4331T4335 (x � � � y)R [ (y � � � x)R 6= ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4334A4336 (x � � � y)R [ (y � � � x)R 6= ;T4337 (x � � � y)R 6= ; _ (y � � � x)R 6= ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4336T4338 (x,y) 2 (li R) _ (y,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3428, 4324, 4337T4339 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 1730, 4338G4340 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4335, 4339Zwei Elemente folgen unmittelbar aufeinander gdw. sie abh�angig sind und zwischen ihnen keinanderes Element liegt.T4341 x ��R y , (x,y) 2 (li R) ^ (x � � � y)R = ;A4342 x ��R yT4343 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 4342T4344 x 6= yA4345 x = yT4346 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4342, 4345T4347 fxg 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4194, 4306, 4307, 4346T4348 3 j�j fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4309, 4347T4349 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4348T4350 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 4344, 4343T4351 (x � � � y)R = ;



6.11. KENS UND ZYKLEN 185A4352 (x � � � y)R 6= ;VT4353 z � z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4352T4354 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4306, 4353T4355 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 4344, 4342, 4354A4356 (x,y) 2 (li R) ^ (x � � � y)R = ;T4357 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 4305, 4356T4358 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 4356T4359 :9 z � z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4356T4360 :9 z � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4306, 4359T4361 x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4147, 4306, 4358, 4357, 4360G4362 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4350, 4351, 43616.11 Kens und ZyklenNachdem wir im vorigen Abschnitt die unmittelbare Nachfolgerrelation de�niert und ein- und zwei-elementige Kens und Zyklen separat untersucht haben, betrachten wir nun die Korrespondenz zwi-schen Kens und Zyklen von unmittelbaren Nachfolgern f�ur jede endliche Zahl von Elementen. Wirbeschr�anken uns auf endliche Kens, da wir von ihnen intuitiv erwarten k�onnen, da� ihre Elemente aufeinem Zyklus der unmittelbaren Nachfolgerrelation angeordnet sind.Noch eine Bemerkung zur Allgemeinheit der De�nitionen und Theoreme in diesem Abschnitt: Dietotalen, zyklischen Ordnungen, die wir in diesem Kapitel untersuchen, besitzen genau einen Ken,auf dem alle Elemente liegen. Dies hatten wir schon als triviale Folgerung aus der Totalit�at in 2024abgeleitet. Die De�nitionen und Theoreme in diesem Abschnitt nutzten jedoch absichtlich die Totalit�atnicht aus und sind damit f�ur den allgemeinen Fall, da� mehrere verschiedene Kens existieren, ausgelegt.Diese Allgemeinheit wird erst sp�ater f�ur die Behandlung von zyklischen Ordnungen eine Rolle spielen.Einige der folgenden Theoreme sind f�ur den Spezialfall der totalen Relationen sogar trivial. Trotzdemwerden wir sie schon hier beweisen.S4363VA4364� R 2 R�(A)Unter den uns interessierenden Bedingungen, die insbesondere f�ur totale, zyklische Ordnungenerf�ullt sind, ist jeder endliche, nichtleere Ken ein Zyklus (genauer gesagt: es gibt einen Zyklus, dergenau die Elemente des Kens enth�alt), der in Form eines Wortes sogar in der Relation vorkommt.Die Forderung nach (starker) Vollst�andigkeit ist n�otig um die Existenz eines geeigneten Wortes inder Relation abzuleiten. Von diesem Wort wird dann bewiesen, da� es sich um einen Zyklus handelnmu�.T4365 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv )(8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich ^ 1 � jLj )9 w 2 R � w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = L)A4366 R ist einfachA4367 R ist (w) -abgeschlossenA4368 R ist (rot�) -abgeschlossenA4369 R ist vollst�andigA4370 R ist zyklisch transitivVA4371 L 2 (li R) -KensA4372 L ist endlichA4373 1 � jLjG4374 9 w 2 R � w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = L



186 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4375 1 = jLj _ 2 � jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4373A4376 1 = jLjVT4377 x � L = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4376T4378 fxg 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4377, 4371T4379 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4220, 4366, 4367, 4378T4380 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4143, 4379T4381 [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 4367, 4380T4382 [x] ist ein (��R) -Zyklus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1233, 4379T4383 A([x]) = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4377, 0327G4384 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4381, 4382, 4383A4385 2 � jLjT4386 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 4371VT4387 w 2 R � A(w) = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 4369, 4386, 4372T4388� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4387T4389 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4366, 4387T4390 2 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 4389, 4387, 4385G4391 w ist ein (��R) -Zyklus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4387A4392 : w ist ein (��R) -ZyklusVT4393 u � w rot� u ^ : u0 ��R u1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1234, 4390, 4392T4394� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4393T4395 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4368, 4387, 4393T4396 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4366, 4395T4397 L(u) = L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0520, 4393T4398 A(u) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0519, 4393T4399 A(u) = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4398, 4387T4400 2 � L(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4397, 4390T4401 0 2 I(u) ^ 1 2 I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4400T4402 (u0,u1) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1733, 4395, 4401VT4403 z � [u0, z, u1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4156, 4366, 4367, 4402, 4393T4404 (u0, z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 4403T4405 8 i 2 I(u) � 1 � i ) [u0, z, ui] 2 RT4406 0 2 I(u) ^ 1 � 0 ) [u0, z, ui] 2 RT4407 8 i 2 N � (i 2 I(u) ^ 1 � i ) [u0, z, ui] 2 R) )(i + 1 2 I(u) ^ 1 � i + 1 ) [u0, z, ui + 1] 2 R)VA4408� i 2 NA4409 i 2 I(u) ^ 1 � i ) [u0, z, ui] 2 RA4410 i + 1 2 I(u)A4411 1 � i + 1G4412 [u0, z, ui + 1] 2 RA4413 i = 0G4414 [u0, z, u1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4413G4415 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4403A4416 1 � iT4417 i 2 I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0300, 4410T4418 [u0, z, ui] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4409, 4417, 4416T4419 [u0, ui, ui + 1] 2 RT4420 [u0, ui, ui + 1] v u . . . . . . . . . . . . . 0585, 4401, 4417, 4410, 4416G4421 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 4367, 4395, 4420G4422 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4370, 4418, 4419G4423 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4406, 4407T4424 8 i 2 I(u) � 1 � i ) (ui, z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 4405T4425 8 i 2 I(u) � (ui, z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4404, 4424T4426 8 x 2 L � (x,z) 2 (li R)VA4427 x 2 LG4428 (x,z) 2 (li R)T4429 x 2 A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4399, 4427



6.11. KENS UND ZYKLEN 187VT4430 i 2 I(u) � x = ui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 4429G4431 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4425, 4430T4432 (L [ fzg) 2 (li R) -KliquenT4433 (z,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1903, 4403T4434 8 x 2 L � (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4426, 1821G4435 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0119, 1825, 4386, 4433, 4434T4436 L � (L [ fzg)T4437 L � L [ fzgT4438 8 x 2 L � x 6= z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1916, 4366, 4426T4439 z =2 L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4438G4440 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4437, 4439T4441 :9 L0 2 (li R) -Kliquen � L � L0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 4371T4442 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4441, 4432, 4436Da� es sich unter den Voraussetzungen des vorigen Theorems umgekehrt bei jedem Zyklus um einenKen handelt, k�onnen wir nicht erwarten, wie das folgende einfache Beispiel zeigt.B4443Wir de�nieren R = f[0,1], [1,0], [0,2], [2,0], [0], [1], [2], []g. R ist einfach, teilwort- und rotations-abgeschlossen und trivialerweise vollst�andig und zyklisch transitiv. Es gilt A(R) = f0,1,2g und (liR) = f(0,1), (1,0), (0,2), (2,0)g. O�enbar ist R nicht total, da die Elemente 1 und 2 in keinemWort gemeinsam vorkommen. R ist also keine totale, zyklische Ordnung. Die Menge der Kens ist(li R) -Kens = ff0,1g, f0,2gg. Als unmittelbare Nachfolgerrelation ergibt sich (��R) = f(0,1), (1,0),(0,2), (2,0) g. [0,1,0,2] ist ein Zyklus dieser Relation. A([0,1,0,2]) ist jedoch kein Ken. Jeder einfacheZyklus, wie z.B. [0,1] und [2,0] entspricht jedoch einem Ken.Die Relation in diesem Beispiel ist nicht total. F�ur totale Relationen k�onnen wir unter den �ublichenVoraussetzungen tats�achlich zeigen, da� jeder Zyklus einem Ken entspricht. Hierzu ben�otigen wirjedoch einige Lemmata.S4444VA4445� R 2 R�(A), w 2 A�Wir betrachten einfache Ketten der unmittelbaren Nachfolgerrelation. Handelt es sich bei einersolchen Kette um eine Abh�angigkeitsklique, so ist diese Kette als Wort in der Relation enthalten.Da jeder Zyklus eine Kette ist, gilt das Theorem nat�urlich auch f�ur Zyklen.T4446 8 w 2 A� � R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^ w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^A(w) 2 (li R) -Kliquen ) w 2 RVA4447� w 2 A�A4448 R ist einfachA4449 R ist (w) -abgeschlossenA4450 R ist (rot�) -abgeschlossenA4451 R ist vollst�andigA4452 w ist einfachA4453 w ist ein (��R) -KetteA4454 A(w) 2 (li R) -KliquenG4455 w 2 RA4456 L(w) = 0G4457 [] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0362, 4456G4458 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2228, 4451A4459 1 � L(w)T4460 A(w) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240



188 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENVT4461 u 2 R � A(u) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 4454, 4460T4462� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4461T4463 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4448, 4461T4464 L(u) = L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 4463, 0373, 4452, 4461A4465 u rot� wG4466 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4450, 4461, 4465A4467 : u rot� wT4468 0 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4459VT4469 u0 � u0 rot� u ^ u00 = w0T4470 w0 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4468T4471 w0 2 A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4461, 4470VT4472 i 2 I(u) � ui = w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 4471D4473 u0 := (u � (� i))T4474� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4473T4475 u00 = ui . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4473, 0483, 4472T4476 u00 = w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4472, 4475T4477 u0 rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0491, 4473G4478 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4477, 4476T4479� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4469T4480 u0 2 RT4481 u rot� u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 4469G4482 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4450, 4461, 4481T4483 L(u0) = L(w)T4484 L(u0) = L(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0520, 4469G4485 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4464, 4484T4486 I(u0) = I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299, 4483T4487 u0 6= wA4488 u0 = wT4489 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4488, 4469T4490 u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 4489T4491 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4467, 4490VT4492 i � i ist minimal in fi 2 I(u0) � u0i 6= wigT4493 I(u0) � N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0237T4494 fi 2 I(u0) � u0i 6= wig � N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4493T4495 fi 2 I(u0) � u0i 6= wig 6= ;G4496 9 i 2 I(u0) � u0i 6= wiG4497 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0359, 4487, 4486G4498 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0186, 4494, 4495T4499� i 2 I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0187, 4492T4500 u0i 6= wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0187, 4492T4501 1 � iA4502 : 1 � iT4503 i = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4502T4504 u00 6= w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4503, 4500T4505 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4469, 4504T4506 i 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4486, 4499T4507 0 � i � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4501T4508 i � 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0300, 4507, 4506T4509 wi � 1 ��R wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226, 4453, 4508, 4506T4510 A(u0) = A(w)T4511 A(u0) = A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0519, 4469G4512 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4461, 4511VT4513 j 2 I(u0) � u0j = wiT4514 wi 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4506T4515 wi 2 A(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4510, 4514G4516 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 4515



6.11. KENS UND ZYKLEN 189T4517� j 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4513T4518 j 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4486, 4513T4519 8 k 2 I(u0) � k < i ) u0k = wkVA4520 k 2 I(u0)T4521� k 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4520G4522 k < i ) u0k = wkG4523 u0k 6= wk ) i � kT4524 8 k 2 fi 2 I(u0) � u0i 6= wig � i � k . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0188, 4492T4525 8 k � k 2 I(u0) ^ u0k 6= wk ) i � k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4524G4526 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4525, 4520T4527 i < jA4528 j = iT4529 u0i = wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4528, 4513T4530 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4500, 4529A4531 j < iT4532 u0j = wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4519, 4513, 4531T4533 wi = wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4532, 4513T4534 i 6= j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4531T4535 wj 6= wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 4452, 4506, 4518, 4534T4536 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4533, 4535G4537 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4530, 4536T4538 i � 1 2 I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4486, 4508T4539 [u0i � 1, u0i, u0j] v u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0585, 4538, 4499, 4513, 4527T4540 [u0i � 1, u0i, u0j] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 4449, 4480, 4539T4541 : u0i � 1 ��R u0j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4166, 4448, 4540T4542 : wi � 1 ��R wiT4543 u0i � 1 = wi � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4519, 4538G4544 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4541, 4543T4545 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4542, 4509Das vorige Theorem l�a�t sich formal als eine abgeschw�achte Umkehrung von 4365 deuten. Mank�onnte es jedoch auch als eine modi�zierte Umkehrung von 2006 au�assen.Wir haben im vorigen Beispiel 4443 schon gesehen, da�, wenn wir die Totalit�at nicht annehmen, Zyklenvon unmittelbaren Nachfolgern nicht immer Kens entsprechen. F�ur einige Zyklen ist dies jedoch derFall. Im allgemeinen gilt dies, wenn der Zyklus einfach und schon eine Abh�angigkeitsklique ist, wiefolgendes Theorem zeigt.S4546VA4547� R 2 R�(A)Unter unseren �ublichen Voraussetzungen sind einfache Zyklen von unmittelbaren Nachfolgern, dieauch Abh�angigkeitskliquen sind, sogar maximale Kliquen, also Kens. Tats�achlich ben�otigt man umdies zu zeigen nur die 3 -Vollst�andigkeit anstatt der (starken) Vollst�andigkeit.T4548 8 w 2 A� � R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv ^w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) 2 (li R) -Kliquen ) A(w) 2 (li R) -KensVA4549� w 2 A�A4550 R ist einfachA4551 R ist (w) -abgeschlossenA4552 R ist (rot�) -abgeschlossenA4553 R ist 3 -vollst�andigA4554 R ist zyklisch transitivA4555 w ist einfach



190 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENA4556 w ist ein (��R) -ZyklusA4557 A(w) 2 (li R) -KliquenG4558 A(w) 2 (li R) -KensA4559 L(w) � 1T4560 1 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1231, 4556T4561 L(w) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4559, 4560VT4562 w = [w0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0363, 4561T4563 wL(w) � 1 ��R w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1231, 4556T4564 w0 ��R w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4561, 4563T4565 fw0g 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4194, 4551, 4552, 4564T4566 A(w) = fw0g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4562, 0327G4567 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4566, 4565A4568 1 < L(w)A4569 A(w) =2 (li R) -KensT4570 0 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4568VT4571 y � (y,y) 2 (li R) ^ (8 x 2 A(w) � (x,y) 2 (li R)) ^ y =2 A(w) 0131, 1825, 4569, 4557T4572 8 a 2 A(w), b 2 A(w) � fy,a,bg 2 (li R) -KliquenVA4573 a 2 A(w), b 2 A(w)G4574 fy,a,bg 2 (li R) -KliquenT4575 fa,bg � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4573T4576 fa,bg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4557, 4575T4577 (y,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4571T4578 8 x 2 fa,bg � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4571, 4575T4579 fa,bg [ fyg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . 0119, 1825, 4576, 4577, 4578G4580 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4579T4581 8 a 2 A(w), b 2 A(w) � a 6= b ^ a ��R b ) [y,a,b] 2 RVA4582 a 2 A(w), b 2 A(w)A4583 a 6= bA4584 a ��R bG4585 [y,a,b] 2 RT4586 fy,a,bg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4572, 4582T4587 jfy,a,bgj = 3T4588 y =2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4571T4589 y 6= a ^ y 6= b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4582, 4588G4590 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4583, 4589T4591 [y,a,b] 2 R _ [b,a,y] 2 R . . . . . . . . . . . 2346, 4550, 4552, 4553, 4586, 4587A4592 [y,a,b] 2 RG4593 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4592A4594 [b,a,y] 2 RT4595 [b,a,y] rot� [a,y,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0500T4596 [a,y,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4552, 4594, 4595T4597 :9 z � [a,z,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 4583, 4584T4598 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4596, 4597T4599 8 i 2 N � i 2 I(w) ^ 1 � i ) [y, w0, wi] 2 RT4600 0 2 I(w) ^ 1 � 0 ) [y, w0, w0] 2 RT4601 8 i 2 N � (i 2 I(w) ^ 1 � i ) [y, w0, wi] 2 R) )(i + 1 2 I(w) ^ 1 � i + 1 ) [y, w0, wi + 1] 2 R)VA4602� i 2 NA4603 i 2 I(w) ^ 1 � i ) [y, w0, wi] 2 RA4604 i + 1 2 I(w)A4605 1 � i + 1G4606 [y, w0, wi + 1] 2 RT4607 w ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1231, 4556T4608 0 � i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4605A4609 i = 0G4610 [y, w0, w1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4609



6.11. KENS UND ZYKLEN 191T4611 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4604, 4609T4612 w0 ��R w1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226, 4607, 4570, 4611T4613 w0 6= w1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 4555, 4570, 4611T4614 w0 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4570T4615 w1 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4611G4616 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4581, 4614, 4615, 4613, 4612A4617 1 � iT4618 i 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0300, 4604, 4608T4619 [y, w0, wi] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4603, 4618, 4617T4620 [y, wi, wi + 1] 2 RT4621 wi 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4618T4622 wi + 1 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4604T4623 wi 6= wi + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 4555, 4618, 4604T4624 wi ��R wi + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226, 4607, 4618, 4604G4625 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4581, 4621, 4622, 4623, 4624T4626 [y, w0, wi + 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4554, 4619, 4620G4627 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4626G4628 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4600, 4601T4629 L(w) � 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4568T4630 [y, w0, wL(w) � 1] 2 RT4631 1 � L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4568G4632 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4599, 4629, 4631T4633 [y, wL(w) � 1, w0] 2 RT4634 wL(w) � 1 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4629T4635 w0 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 4570T4636 L(w) � 1 6= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4568T4637 wL(w) � 1 6= w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 4555, 4629, 4570, 4636T4638 wL(w) � 1 ��R w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1231, 4556G4639 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4581, 4634, 4635, 4637, 4638T4640 [y, w0, w0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4554, 4630, 4633T4641 [y, w0, w0] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4550, 4640T4642 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 4641Da� sich die Einfachheit der Zyklen im vorigen Theorem sogar noch eliminieren l�a�t, �uberlegt mansich wie folgt: Jeder Zyklus enth�alt einen einfachen Zyklus. Dieser Zyklus ist wie der urspr�unglicheebenfalls eine Abh�angigkeitsklique und damit nach dem Theorem ein Ken. Aufgrund der Maxima-lit�at des Kens kann der urspr�ungliche Zyklus nicht echt gr�o�er gewesen sein, was die Menge seinerElemente betri�t. Seine Elemente werden also genau durch diesen Ken gegeben.F�ur totale Relationen ist nat�urlich jede Teilmenge von A(R) eine Abh�angigkeitsklique, so da� beitotalen, zyklischen Ordnungen jeder (einfache) Zyklus einem Ken entspricht.T4643 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist total ^ w ist einfach ^w ist ein (��R) -Zyklus ) A(w) 2 (li R) -KensA4644 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitivA4645 R ist totalA4646 w ist einfachA4647 w ist ein (��R) -ZyklusG4648 A(w) 2 (li R) -KensT4649 A(w) � F(��R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1232, 4647T4650 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4649, 4143T4651 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 4645T4652 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 4651, 4650



192 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENG4653 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4548, 4644, 4646, 4647, 46526.12 Repr�asentation durch unmittelbare NachfolgerIn diesem Abschnitt wird gezeigt, da� eine endliche, totale, zyklische Ordnung allein durch Angabe derunmittelbaren Nachfolgerrelation eindeutig bestimmt ist. F�ur unendliche, totale, zyklische Ordnungenk�onnen wir ein entsprechendes Resultat nicht erwarten, da die Nachfolgerrelation im Extremfall leersein kann (wenn zwischen je zwei Elementen ein weiteres liegt) und somit keinerlei Aussagen �uber dierelative Lage der Elemente zueinander liefert.Tats�achlich ben�otigen wir nur einen einfachen Zyklus w der unmittelbaren Nachfolgerrelation (��R),um eine endliche, totale, zyklische Ordnung R eindeutig zu bestimmen: Der Zyklus w entspricht einemKen A(w). Da R total ist, ist A(w) der einzige Ken der Relation. Mit Hilfe von Theorem 4446 erhaltenwir w 2 R. Da A(w) eine maximale Abh�angigkeitsklique ist, gilt f�ur jede Abh�angigkeitsklique, alsoinsbesondere A(u) f�ur u 2 R, da� A(u) � A(w) ist. Aufgrund der Konsistenz modulo Rotation istjedes u 2 R konsistent mit w modulo Rotation. Damit gilt u rotv w. Jedes Wort u 2 R ist also einrotiertes Teilwort von w. Da R rotations- und teilwortabgeschlossen ist, sind alle rotierten Teilw�ortervon w in R enthalten. Wir haben also R = (rotw)[fwg].S4654VA4655� R 2 R�(A), w 2 A�T4656 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlich ^ A(R) 6= ; )9 w 2 R � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = A(R)A4657 R ist eine totale, zyklische OrdnungA4658 R ist endlichA4659 A(R) 6= ;G4660 9 w 2 R � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = A(R)T4661 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4657T4662 R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot� ) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4657T4663 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4062, 4657T4664 R ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4657T4665 (li R) -Kens = fA(R)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024, 4664T4666 A(R) 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4665T4667 A(R) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293, 4658T4668 1<= jA(R)j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4667, 4659T4669 w 2 R � w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4365, 4661, 4662, 4663, 4666, 4667, 4668T4670 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4661, 4669G4671 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4669, 4670T4672 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ w ist einfach ^w ist ein (��R) -Zyklus ) R = (rotw)[fwg]A4673 R ist eine totale, zyklische OrdnungA4674 w ist einfachA4675 w ist ein (��R) -ZyklusG4676 R = (rotw)[fwg]T4677 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673T4678 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673T4679 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673T4680 R ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673T4681 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673



6.12. REPR�ASENTATION DURCH UNMITTELBARE NACHFOLGER 193T4682 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4673T4683 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 4681T4684 A(w) 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . 4643, 4677, 4678, 4679, 4683, 4680, 4674, 4675T4685 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 4684T4686 w ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1231, 4675T4687 w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4446, 4677, 4678, 4679, 4681, 4674, 4686, 4685T4688 R ist (rotw) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1463, 4678, 4679T4689 (rotw )[fwg] � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1313, 4688, 4687G4690 R � (rotw)[fwg] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4689G4691 8 u 2 R � u 2 (rotw)[fwg]VA4692 u 2 RG4693 u 2 (rotw )[fwg]T4694� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4692T4695 A(u) � A(w)T4696 (li R) -Kens = fA(R)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024, 4680T4697 A(w) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4696, 4684T4698 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 4692G4699 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4698, 4697T4700 u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 4682, 4692, 4687T4701 u rotv w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 4695, 4700G4702 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4701Mit Hilfe der vorigen beiden Theoreme 4656 und 4672 l�a�t sich Theorem 3783 und damit auchTheorem 3782 sofort ableiten. Wir haben mit 4656 und 4672 jedoch die sch�arfere Aussage, da�es sich bei dem bzgl. der Quasiordnung (rotv) gr�o�ten Wort, das die Ordnung wieder generiert, umeinen einfachen Zyklus handelt, den wir direkt aus dem Graphen der Nachfolgerrelation ablesenk�onnen.Eine totale, zyklische Ordnung mit einem einfachen Zyklus ist auf die genannte Weise aus einemWort generierbar und damit endlich. Die Einfachheit kann nat�urlich auch entfallen, da jeder Zykluseinen einfachen Zyklus enth�alt.T4703 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ w ist einfach ^w ist ein (��R) -Zyklus ) R ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4672, 1501Die Elemente des Alphabets sind bei endlichen, totalen, zyklischen Ordnungen durch die unmittel-bare Nachfolgerrelation gegeben.T4704 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlich ) F(��R) = A(R)A4705 R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlichG4706 F(��R) = A(R)G4707 A(R) � F(��R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4143A4708 A(R) = ;G4709 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4708A4710 A(R) 6= ;VT4711 w 2 R � w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = A(R) . . . . . . . . . . . 4656, 4705, 4710T4712� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4711T4713 A(w) � F(��R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1232, 4711G4714 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4713, 4711Zwei endliche, totale, zyklische Ordnungen mit gleichen unmittelbaren Nachfolgerrelationen sindidentisch.



194 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4715 8 R 2 R�(A), R0 2 R�(A) �R ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R ist endlich ^R0 ist eine totale, zyklische Ordnung ^ R0 ist endlich ^(��R) = (��R0 ) ) R = R0VA4716� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)A4717 R ist eine totale, zyklische OrdnungA4718 R ist endlichA4719 R0 ist eine totale, zyklische OrdnungA4720 R0 ist endlichA4721 (��R) = (��R0 )G4722 R = R0T4723 A(R) = F(��R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4704, 4717, 4718T4724 A(R0) = F(��R0 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4704, 4719, 4720T4725 A(R) = A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4721, 4723, 4724A4726 A(R) 6= ;T4727 A(R0) 6= ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4726, 4725VT4728 w 2 R � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus . . . . . . . 4656, 4717, 4718, 4726T4729� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4728T4730 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4728VT4731 w ist ein (��R0 ) -Zyklus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4728, 4721T4732 R = (rotw)[fwg] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4672, 4717, 4728T4733 R0 = (rotw)[fwg] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4672, 4719, 4730, 4731G4734 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4732, 4733A4735 A(R) = ;T4736 A(R0) = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4735, 4725T4737 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4717T4738 R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4719T4739 R = f[]g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2242, 4737, 4735T4740 R0 = f[]g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2242, 4738, 4736G4741 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4739, 47406.13 Einschr�ankung der Wortl�angeF�ur azyklische Ordnungen R haben wir festgestellt, da� sie allein durch ihre W�orter bis zur L�angezwei (Rj2) eindeutig bestimmt sind, was schlie�lich zu dem Begri� der azyklischen Ordnungsbasenf�uhrte. Bei totalen, zyklischen Ordnungen ist dies nicht der Fall. Es gilt sogar nahezu das Gegenteil:Zwei totale, zyklische Ordnungen mit gleichem Alphabet unterscheiden sich in den W�ortern (Rj2)�uberhaupt nicht.S4742VA4743� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)A4744 R ist eine totale, zyklische OrdnungA4745 R0 ist eine totale, zyklische OrdnungT4746 A(R) = A(R0) ) (Rj2) = (R0j2)A4747 A(R) = A(R0)G4748 (Rj2) = (R0j2)T4749 R ist einfach ^ R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4744, 4745T4750 R ist (w) -abgeschlossen ^ R0 ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . 3681, 4744, 4745T4751 R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R0 ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . 3681, 4744, 4745T4752 R ist vollst�andig ^ R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4744, 4745T4753 R 6= ; ^ R0 6= ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2228, 4752T4754 R ist total ^ R0 ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 4744, 4745



6.14. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGSBASEN 195T4755 (co R) = (co R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2042, 4754T4756 (co R) = (co R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 4755, 4747T4757 (li R) = (li R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2002, 4749, 4747, 4756G4758 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1768, 4753, 4750, 4751, 4747, 4757Wie schon aufgrund des Axiomsystems der Tripelstrukturen zu vermuten war, wird die volle All-gemeinheit unseres (verallgemeinerten) Relationenbegri�s zur eindeutigen Beschreibung von totalen,zyklischen Ordnungen trotzdem nicht ben�otigt. Relationen von W�ortern bis zur L�ange drei reichenhierzu aus.Haben wir also zwei totale, zyklische Ordnungen die sich in ihren W�ortern mit h�ochstens drei Ele-menten nicht unterscheiden, so sind sie identisch. Eine totale, zyklische Ordnung R ist also eindeutigdurch ihre W�orter bis zur L�ange drei (Rj3) festgelegt.S4759T4760 8 R 2 R�(A), R0 2 R�(A) � R ist eine totale, zyklische Ordnung ^R0 ist eine totale, zyklische Ordnung ^ (Rj3) = (R0j3) ) R = R0Der Beweis dieses Theorems wird hier nicht ausgef�uhrt, da eine allgemeinere Version sp�ater f�ur zykli-sche Ordnungen in dem gleichnamigen Abschnitt ausf�uhrlich behandelt wird. Dieser Abschnitt verfolgtvielmehr die Absicht, den folgenden Begri� der totalen, zyklischen Ordnungsbasis zu motivieren.F�ur endliche, totale, zyklische Ordnungen ist Theorem 4760 direkt aus unseren bisherigen Resultatenableitbar: Eine endliche, totale, zyklische Ordnung R ist allein durch die unmittelbare Nachfolgerre-lation (��R) bestimmt. (��R) ist nach Theorem 4147 f�ur teilwortabgeschlossene Relationen aus (Rj3)und (li R) ableitbar. (li R) ergibt sich aus A(R) und (li R), die aus einstelligen W�ortern (Theorem1325) bzw. zweistelligen W�ortern (Theorem 1767) ableitbar sind. Damit ist R durch (Rj3) eindeutigbestimmt.6.14 Totale, zyklische OrdnungsbasenUnter einer totalen, zyklischen Ordnungsbasis einer totalen, zyklischen Ordnung R wollen wir eineTeilmenge der Relation R verstehen, die es uns erlaubt den Rest der Relation zu generieren. Derfolgende Basisbegri� wird dieses Kriterium erf�ullen.S4761VA4762� R 2 R�(A), n 2 NAus der Feststellung, da� die W�orter bis zur L�ange drei die wesentliche Information tragen, er-gibt sich die folgende De�nition. Man vergleiche sie mit der Charakterisierung 4063 von totalen,zyklischen Ordnungen. Modi�kationen erfolgten an zwei Stellen: Zum einen fordern wir, da� dieL�ange der W�orter drei nicht �ubersteigt. Zum anderen k�onnen wir gerade aus diesem Grund (f�urgr�o�ere Strukturen) nicht mehr die Vollst�andigkeit erreichen, so da� wir uns mit der schwachen 3-Vollst�andigkeit zufrieden geben m�ussen.D4763 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^



196 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENR ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitivT4764 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis ) (Rj3) = R . . . . . . . . . . 1269, 4763Wie wir in 4016 zeigten, impliziert die zyklische Transitivit�at zusammen mit den anderen Bedin-gungen auch die Konsistenz modulo Rotation.T4765 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis ) R ist konsistent modulo (rot�) 4763, 4016B4766Die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [0,1,3], [0,2,3], [1,2,3]g] ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlos-sen sowie total. R ist ferner konsistent modulo Rotation, da zwei W�orter h�ochstens zwei Elementegemeinsam haben (Theorem 1160). Au�erdem ist R zyklisch transitiv. Wir haben A(R) = f0,1,2,3g,(li R) -Kliquen = P(0,1,2,3) und (li R) -Kens = ff0,1,2,3gg. Weil die Klique f0,1,2,3g nicht alsAlphabet eines Wortes in R vorkommt, ist R nicht vollst�andig. R ist jedoch 3 -vollst�andig, da jededreielementige Klique als Wort in R repr�asentiert ist (Theorem 2300). Damit ist R keine totale,zyklische Ordnung aber eine totale, zyklische Ordnungsbasis.Da� wir statt von der Charakterisierung 4063 nicht von der De�nition 3681 der totalen, zyklischenOrdnungen ausgehen, hat folgenden Grund: Durch die Einschr�ankung der Wortl�ange ist es nicht mehrm�oglich, die zyklische Transitivit�at aus der Konsistenz (modulo Rotation) und den anderen Axiomenabzuleiten, wie dies in 4062 der Fall war (Wir erinnern uns: Der Weg f�uhrte in Theorem 3915 �ubervierstellige W�orter). Dies wird durch das folgende Beispiel demonstriert.B4767Wir w�ahlen R = (rotw)[f[0,1,2], [0,1,3], [3,2,1], [0,2,3]g]. O�enbar gilt Einfachheit, Teilwort- undRotationsabgeschlossenheit, 3 -Vollst�andigkeit und Totalit�at. Konsistenz modulo Rotation ist nichtverletzt, da zwei W�orter aus R h�ochstens zweistellige Teilw�orter gemeinsam haben (Theorem 1160).Zyklische Transitivit�at ist aber nicht erf�ullt, da mit [2,0,1] 2 R und [2,1,3] 2 R auch [2,0,3] 2 Rfolgt, was nicht der Fall ist.Die Axiome der totalen, zyklischen Ordnungsbasen nach De�nition 4763 sind nicht voneinander un-abh�angig. Die Teilwortabgeschlossenheit folgt aus L(R) � 3, Einfachheit, Rotationsabgeschlossenheitund 3 -Vollst�andigkeit nach Theorem 2500. Damit erhalten wir die folgende vereinfachte Charakteri-sierung.S4768VA4769� R 2 R�(A)T4770 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^R ist einfach ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 2500, 2216Die Bedingungen in 4770 sind nun voneineinder unabh�angig. Dies wird in den folgenden zum Teilschon bekannten Beispielen f�ur jede Bedingung separat gezeigt.B4771



6.14. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGSBASEN 197R = (rotw)[f[0,1,2,3]g] ist die vierelementige, totale, zyklische Ordnung aus Beispiel 3820 und damiteinfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen, total und konsistent modulo Rotation. R ist au�erdemvollst�andig also auch 3 -vollst�andig. Es gilt jedoch L(R) = 4.B4772Es sei R = f[0,0], [0], []g. Es gilt A(R) = f0g, (li R) -Kliquen = ff0g, ;g und L(R) = 2. R istteilwort- und rotationsabgeschlossen sowie total. R ist vollst�andig und damit auch 3 -vollst�andig.R ist zyklisch transitiv, da L(R) < 3 gilt (Theorem 3844). R ist jedoch nicht einfach.B4773Wir verwenden R = f[0,1], [0], [1], []g aus Beispiel 3693. Es gilt L(R) = 2. R ist einfach undteilwortabgeschlossen, total und konsistent modulo Rotation. R ist vollst�andig und damit auch 3-vollst�andig. R ist zyklisch transitiv, da L(R) < 3 gilt. R ist jedoch nicht rotationsabgeschlossen.B4774R = f[0], [1], []g in Beispiel 3694 ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen und konsistentmodulo Rotation. R ist vollst�andig also auch 3 -vollst�andig. Es gilt L(R) = 1 und R ist zyklischtransitiv. R ist jedoch nicht total.B4775Die Relation R = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,0]g] aus Beispiel 3695 ist einfach, teilwort- und rotationsabge-schlossen sowie total. R ist zyklisch transitiv, da L(R) = 2 gilt (Theorem 3844). R ist jedoch nicht3 -vollst�andig (und damit auch nicht vollst�andig), da die Klique f0,1,2g 2 (li R) nicht durch einWort der Relation abgedeckt wird.B4776Ebenso wie in 3696 w�ahlen wir R = (rotw)[f[0,1,2], [2,1,0]g]. Es gilt A(R) = f0,1,2g und (li R) -Kliquen= P(f0,1,2g). Wir stellten in 3696 schon fest: R ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossenund total. R ist vollst�andig, also auch 3 -vollst�andig. R ist jedoch nicht zyklisch transitiv: Aus[0,1,2] 2 R und [0,2,1] 2 R folgt mit zyklischer Transitivit�at [0,1,1] 2 R, was hier nicht der Fall ist.Damit Basen f�ur uns von Nutzen sind, erwarten wir, da� jede totale, zyklische Ordnung R eine Basisbesitzt. Schr�anken wir die Ordnung auf W�orter bis zur L�ange drei ein, d.h. bilden wir (Rj3), so erhaltenwir nach obiger De�nition auf jeden Fall eine Basis: Zus�atzlich zu den schon in 3575 gezeigten Lemmata,die sicherstellen, da� Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit sowie Alphabet und Abh�angigkeitsrelationunter der Operation der Einschr�ankung (Rj3) erhalten bleiben, liefern uns die folgenden Theoreme dienoch die entsprechenden Resultate f�ur die Rotationsabgeschlossenheit, die 3 -Vollst�andigkeit und diezyklische Transitivit�at.S4777VA4778� R 2 R�(A), n 2 N, m 2 NRotationsabgeschlossenheit kann durch Einschr�ankung niemals zerst�ort werden.T4779 R ist (rot�) -abgeschlossen ) (Rjn) ist (rot�) -abgeschlossenA4780 R ist (rot�) -abgeschlossenG4781 (Rjn) ist (rot� ) -abgeschlossenG4782 8 u,v � u 2 (Rjn) ^ u rot� v ) v 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343VA4783 u,v � u 2 (Rjn)A4784 u rot� v



198 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENG4785 v 2 (Rjn)T4786� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4784T4787 L(Rjn) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268T4788 L(u) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1262, 4787, 4783T4789 L(u) = L(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0520, 4784T4790 L(v) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4789, 4788T4791 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267, 4783T4792 v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4780, 4791, 4784G4793 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 4792, 4790F�ur einfache, teilwortabgeschlossene Relationen gilt: Die Einschr�ankung ist n -vollst�andig (f�ur 2� n), wenn die Relation schon vorher n -vollst�andig war.T4794 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ 2 � n ^R ist n -vollst�andig ) (Rjn) ist n -vollst�andigA4795 R ist einfachA4796 R ist (w) -abgeschlossenA4797 2 � nA4798 R ist n -vollst�andigG4799 (Rjn) ist n -vollst�andigG4800 8 C 2 (li (Rjn)) -Kliquen � jCj � n ) 9 w 2 (Rjn) � A(w) = C . . . . . . . . . . 2210VA4801 C 2 (li (Rjn)) -KliquenA4802 jCj � nG4803 9 w 2 (Rjn) � A(w) = CT4804 (li (Rjn)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3621, 4796, 4797T4805 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4801, 4804VT4806 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2210, 4798, 4805, 4802T4807� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4806T4808 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4795, 4806T4809 jA(w)j = L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 4808T4810 L(w) � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4809, 4806, 4802T4811 w 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 4806, 4810G4812 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4811, 4806Zyklische Transitivit�at bleibt ohne Nebenbedingung unter Einschr�ankung erhalten.T4813 R ist zyklisch transitiv ) (Rjn) ist zyklisch transitivA4814 R ist zyklisch transitivG4815 (Rjn) ist zyklisch transitivA4816 n < 3T4817 L(Rjn) < 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268, 4816G4818 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3844, 4817A4819 3 � nT4820 8 x,y,z � [x,y,z] 2 R , [x,y,z] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1276, 4819G4821 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4814, 4820Bei teilwortabgeschlossenen Relationen ergibt sich die unmittelbare Nachfolgerrelation schon ausW�ortern bis zur L�ange drei.T4822 3 � n ^ R ist (w) -abgeschlossen ) (��R) = (��(Rjn))A4823 3 � nA4824 R ist (w) -abgeschlossenG4825 (��R) = (��(Rjn))T4826 (li R) = (li (Rjn)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3621, 4824, 4823T4827 8 x,y � [x,y] 2 R , [x,y] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275, 4823



6.14. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGSBASEN 199T4828 8 x,y,z � [x,y,z] 2 R , [x,y,z] 2 (Rjn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1276, 4823G4829 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4147, 4824, 4826, 4827, 4828Kombinieren wir diese Lemmata mit den Aussagen in 3575, so erhalten wir das angek�undigte Resultat:Die Einschr�ankung (Rj3) einer totalen, zyklischen Ordnung R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasismit unver�anderten Alphabet und Abh�angigkeitsrelationen. Auch die unmittelbare Nachfolgerrelationbleibt unver�andert.S4830VA4831� R 2 R�(A)A4832 R ist eine totale, zyklische OrdnungT4833 A(Rj3) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3592, 4063, 4832T4834 (li (Rj3)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3605, 4063, 4832T4835 (li (Rj3)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3621, 4063, 4832T4836 (Rj3) ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisT4837 L(Rj3) � 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268T4838 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4839 (Rj3) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3577, 4838T4840 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4841 (Rj3) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3578, 4840T4842 R ist (rot�)-abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4843 (Rj3) ist (rot� ) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4779, 4842T4844 R ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4845 (Rj3) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3622, 4840, 4844T4846 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4847 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 4846T4848 (Rj3) ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4794, 4838, 4840, 4847T4849 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4063, 4832T4850 (Rj3) ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4813G4851 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 4837, 4839, 4841, 4843, 4845, 4848, 4850T4852 (��R) = (��(Rj3)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4822, 4063, 4832B4853Wir betrachten die vierelementige, zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3]g] aus Beispiel 3820.Hieraus erhalten wir (Rj3) = (rotw)[f[0,1,2], [0,1,3], [0,2,3], [1,2,3]g]. Dies ist die totale, Ordnungsbasisaus dem Beispiel 4766.Aufgrund von Theorem 4760 ist die totale, zyklische Ordnung R durch ihre Basis (Rj3) eindeutigbestimmt. Da� sogar jede totale, zyklische Basis, also nicht nur eine aus einer totalen, zyklischenOrdnung gewonnene, eine eindeutige totale, zyklische Ordnung de�niert, wird in einem sp�ateren Ab-schnitt noch gezeigt, nachdem wir die Operation der konsistenten, totalen Vervollst�andigung (derBasis) kennengelernt haben.Die meisten Eigenschaften, die wir bereits bei totalen, zyklischen Ordnungen kennengelernt haben,sind auch f�ur die Basen g�ultig, wenn von der (starken) Vollst�andigkeit in den entsprechenden Beweisenkein Gebrauch gemacht wurde.S4854VA4855� R 2 R�(A), X 2 P(A)Das folgende Theorem zeigt analog zu 3838, da� auch die Basis-Eigenschaft unter Projektion er-halten bleibt.



200 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4856 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis )(R . X) ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 1714, 2850, 2860, 3823, 2920, 2879, 3867Wir werden nicht von allen Theoremen, die wir schon f�ur totale, zyklische Ordnungen gezeigt haben,entsprechende Versionen f�ur Ordnungsbasen neu ausarbeiten. Die wird auch nicht n�otig sein, da wiram Ende dieses Kapitels gezeigt haben werden, da� totale, zyklische Ordnungsbasen nur eine andereRepr�asentation von totalen, zyklischen Ordnungen sind. Mit diesem Resultat k�onnen alle f�ur totale,zyklische Ordnungen abgeleiteten Theoreme ohne gro�en Aufwand auf Ordnungsbasen �ubertragenwerden. Die verbleibenden Abschnitte dieses Kapitels sind im wesentlichen Vorbereitungen f�ur diesesResultat und m�ogen daher etwas technisch und unvollst�andig erscheinen. Entsprechendes gilt auchf�ur die Vorgehensweise im nachfolgenden Kapitel �uber (allgemeine) zyklische Ordnungen und derenOrdnungsbasen.6.15 Kens und Zyklen von BasenIn Theorem 4263 haben wir f�ur totale, zyklische Ordnungen gezeigt, da� jeder endliche Ken durcheinen Zyklus geordnet wird, der sogar als Wort in der Relation enthalten ist. Dazu war insbesondere die(starke) Vollst�andigkeit n�otig, so da� das Theorem in dieser Form f�ur totale, zyklische Ordnungsbasenunbrauchbar ist. Im folgenden werden wir deshalb unter schw�acheren Bedingungen (n�amlich der 3-Vollst�andigkeit) ein �ahnliches Theorem zeigen, jedoch mit der schw�acheren Aussage, da� eine demendlichen Ken entsprechende Kette existiert, nicht jedoch in der Relation liegen mu�. Vorher ben�otigenwir noch einige Lemmata.S4857VA4858� R 2 R�(A)Theorem 4156 liefert uns zwischen zwei abh�angigen aber nicht unmittelbar aufeinanderfolgendenElementen die Existenz eines dazwischenliegenden weiteren Elements. Dies war eine triviale Fol-gerung aus der De�nition der unmittelbaren Nachfolgerrelation. Das nun folgende Theorem gehtunter geeigneten Annahmen noch einen Schritt weiter: Wir w�ahlen einen beliebigen Ken und zweiverschiedene nicht aufeinanderfolgende Elemente darin. Dann existiert wie in 4156 ein dazwischen-liegendes Element, hier jedoch mit der zus�atzlichen Eigenschaft, auch auf dem Ken zu liegen.T4859 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv )8 L 2 (li R) -Kens, x 2 L, y 2 L � x 6= y ^ : x ��R y ) 9 z 2 L � [x,z,y] 2 RA4860 R ist einfachA4861 R ist (w) -abgeschlossenA4862 R ist (rot�) -abgeschlossenA4863 R ist 3 -vollst�andigA4864 R ist zyklisch transitivVA4865 L 2 (li R) -KensVA4866 x 2 L, y 2 L � x 6= yA4867 : x ��R yG4868 9 z 2 L � [x,z,y] 2 RA4869 :9 z 2 L � [x,z,y] 2 RT4870� L 2 P(A) ^ x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 4865, 4866T4871 :9 z 2 L � z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4861, 4869T4872 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 4865VT4873 z � [x,z,y] 2 RT4874 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 4872, 4866



6.15. KENS UND ZYKLEN VON BASEN 201T4875 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 4866, 4874G4876 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4156, 4860, 4861, 4875, 4867T4877� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4873T4878 z 2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 4861, 4873T4879 z =2 L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4871, 4878T4880 L � fx,yg [ (y � � � x)RG4881 8 z' 2 L � z' 2 fx,yg _ z' 2 (y � � � x)RG4882 8 z' 2 L � fx,yg � z' 2 (y � � � x)RVA4883 z' 2 L � fx,ygG4884 z' 2 (y � � � x)RT4885� z' 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4883T4886 z' =2 (x � � � y)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4871, 4883G4887 T . . . . . . . . . . . . . . . . 4105, 4860, 4861, 4862, 4863, 4872, 4866, 4883, 4886T4888 (z,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1903, 4873T4889 8 z' 2 L � (z',z) 2 (li R)VA4890 z' 2 LG4891 (z',z) 2 (li R)T4892� z' 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4890T4893 z' 2 fx,yg [ (y � � � x)R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4880, 4890A4894 z' 2 fx,ygT4895 z' = x _ z' = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4894T4896 (x,z) 2 (li R) ^ (y,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1903, 4873G4897 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4895, 4896A4898 z' 2 (y � � � x)RT4899 L � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 4872T4900 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4899, 4866T4901 (z,z') 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . 4122, 4861, 4862, 4864, 4900, 4878, 4898T4902 (z,z') 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 4901G4903 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0076, 1825, 4902T4904 (L [ fzg) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0119, 1825, 4872, 4888, 4889T4905 L � L [ fzg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4879T4906 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 4865, 4904, 4905Betrachten wir die Struktur von endlichen Kens bzgl. der unmittelbaren Nachfolgerrelation, sostellen wir fest: Jedes Element des Kens besitzt einen unmittelbaren Nachfolger, der ebenfalls indem Ken liegt. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des vorigen Lemmas.T4907 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv )8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich ^ y 2 L ) 9 x 2 L � x ��R yA4908 R ist einfachA4909 R ist (w) -abgeschlossenA4910 R ist (rot�) -abgeschlossenA4911 R ist 3 -vollst�andigA4912 R ist zyklisch transitivVA4913 L 2 (li R) -KensA4914 L ist endlichA4915 y 2 LG4916 9 x 2 L � x ��R yA4917 :9 x 2 L � x ��R yT4918 8 x 2 L � : x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4917T4919� L 2 P(A), y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 4913, 4915T4920� #(jLj) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4914T4921 2 � jLjA4922 : 2 � jLj



202 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT4923 1 � jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4915T4924 1 = jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4922, 4923T4925 L = fyg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4915, 4924T4926 fyg 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4925, 4913T4927 y ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4220, 4908, 4909, 4926T4928 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4917, 4915, 4927T4929 8 n 2 N � 2 � n )9 w 2 L� � L(w) = n ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 RT4930 2 � 0 ) 9 w 2 L� � L(w) = n ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 RT4931 8 n 2 N �( 2 � n ) 9 w 2 L� � L(w) = n ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 R ) )( 2 � n + 1 ) 9 w 2 L� � L(w) = n + 1 ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi, wj]2 R )VA4932� n 2 NA4933 2 � n )9 w 2 L� � L(w) = n ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 RA4934 2 � n + 1G4935 9 w 2 L� � L(w) = n + 1 ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 RT4936 1 � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4934A4937 1 = nVT4938 x 2 L � x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4921, 4915T4939� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4938T4940 : x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4918, 4938VT4941 z 2 L � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 4859, 4908, 4909, 4910, 4911, 4912, 4913, 4938, 4915, 4938, 4940T4942� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4941T4943 [x,z,y] rot� [y,x,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T4944 [y,x,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4910, 4941, 4943D4945 w0 := [x,z]T4946� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4945T4947 w0 2 L� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0268, 4938, 4941T4948 L(w0) = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4945, 4937, 0308T4949 8 i 2 I(w0), j 2 I(w0) � i < j ) [y,w0i,w0j] 2 RT4950 I(w0) = f0,1g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4945, 0315T4951 w00 = x ^ w01 = z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4945, 0345, 0346T4952 [y,w00,w01] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4944, 4951G4953 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4950, 4952G4954 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4947, 4948, 4949A4955 2 � nVT4956 w 2 L� � L(w) = n ^ 8 i 2 I(w), j 2 I(w) �i < j ) [y,wi,wj] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4933, 4955T4957� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0233, 4956T4958 A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 4956T4959 L(w) = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4956T4960 2 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4955, 4959T4961� L(w) � 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4960T4962 wL(w) � 1 2 LT4963 wL(w) � 1 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0351, 4960G4964 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4958, 4963T4965 wL(w) � 1 6= yT4966� 0 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4960T4967 0 < L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4960T4968 [y,w0,wL(w) � 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4956, 4966, 4961, 4967T4969 [y,w0,wL(w) � 1] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4908, 4968G4970 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 4969T4971 : wL(w) � 1 ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4918, 4962



6.15. KENS UND ZYKLEN VON BASEN 203VT4972 z 2 L � [wL(w) � 1,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 4859, 4908, 4909, 4910, 4911, 4912, 4913, 4962, 4915, 4965, 4971T4973� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4972T4974 [y,wL(w) � 1,z] 2 RT4975 [wL(w) � 1,z,y] rot� [y,wL(w) � 1,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501G4976 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 4910, 4972, 4975D4977 w0 := w � [z]T4978� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4977T4979 w0 2 L�G4980 A(w0) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320T4981 A(w0) = A(w) [ A([z]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4977, 0414T4982 A(w0) = A(w) [ fzg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4981, 0327G4983 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4982, 4958, 4972T4984 L(w0) = L(w) + 1T4985 L(w0) = L(w) + L([z]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4977, 0413G4986 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4985, 0307T4987 L(w0) = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4959, 4984T4988 8 i 2 I(w0), j 2 I(w0) � i < j ) [y,w0i,w0j] 2 RVA4989� i 2 I(w0)VA4990� j 2 I(w0)A4991 i < jG4992 [y,w0i,w0j] 2 RT4993 8 k 2 N � k < L(w) ) w0k = wk . . . . . . . . . . . . . . . . . 4977, 0415T4994 j < L(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4990T4995 j < L(w0) � 1 _ j = L(w0) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4994A4996 j < L(w0) � 1T4997 j < L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4996, 4984T4998 i < L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4991, 4997T4999� i 2 I(w) ^ j 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 4997, 0298, 4998T5000 [y,wi,wj] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4956, 4999, 4991T5001 w0i = wi ^ w0j = wj . . . . . . . . . . . . . . . . 4993, 4998, 4993, 4997G5002 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5001, 5000A5003 j = L(w0) � 1T5004 j = L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5003, 4984T5005 i < L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4991, 5004T5006� i 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 5005T5007 w0j = z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4977, 5004, 0418T5008 wi = w0i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4993, 5005T5009 i < L(w) � 1 _ i = L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5005A5010 i < L(w) � 1T5011 [y,wi,wL(w) � 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . 4956, 5006, 4961, 5010T5012 [y,wi,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 4912, 5011, 4974G5013 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5012, 5008, 5007A5014 i = L(w) � 1T5015 [y,wi,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5014, 4974G5016 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5015, 5008, 5007G5017 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4979, 4987, 4988G5018 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4930, 4931VT5019 w 2 L� � L(w) = jLj + 1 ^8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i < j ) [y,wi,wj] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4929, 4921T5020 w ist einfachG5021 8 i 2 I(w), j 2 I(w) � i 6= j ) wi 6= wj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372VA5022� i 2 I(w), j 2 I(w)A5023 i 6= jG5024 wi 6= wjT5025 i < j _ j < i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5023



204 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENA5026 i < jT5027 [y,wi,wj] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5019, 5022, 5026T5028 [y,wi,wj] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4908, 5027G5029 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 5028A5030 j < iT5031 [y,wj,wi] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5019, 5022, 5030T5032 [y,wj,wi] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 4908, 5031G5033 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 5032T5034 jA(w)j = L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 5020T5035 jA(w)j = jLj + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5019, 5034T5036 A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 5019T5037 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5035, 5036Mit Hilfe der Spiegelung der Relation k�onnen wir eine zu dem vorigen Theorem �aquivalente Aussageauch f�ur die unmittelbaren Vorg�anger auf Kens ableiten.T5038 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv ->8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich ^ x 2 L ) 9 y 2 L � x ��R yA5039 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andig^ R ist zyklisch transitivG5040 8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich ^ x 2 L ) 9 y 2 L � x ��R yD5041 R0 := (REV R)T5042� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5041T5043 R0 ist einfach ^ R0 ist (w) -abgeschlossen ^ R0 ist (rot�) -abgeschlossen ^R0 ist 3 -vollst�andig ^ R0 ist zyklisch transitiv 5041, 5039, 2576, 2641, 2648, 2682, 3891G5044 8 L 2 (li R0) -Kens � L ist endlich ^ x 2 L ) 9 y 2 L � y ��R0 x . . 5041, 2680, 4148G5045 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4907, 5043Nun sind wir vorbereitet, das folgende Theorem abzuleiten, das zu 4365 schon eine recht starke�Ahnlichkeit aufweist: Jeder endliche Ken entspricht danach einer einfachen Kette der unmittelbarenNachfolgerrelation.T5046 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv ) (8 L 2 (li R) -Kens � L ist endlich )9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) = L)A5047 R ist einfachA5048 R ist (w) -abgeschlossenA5049 R ist (rot�) -abgeschlossenA5050 R ist 3 -vollst�andigA5051 R ist zyklisch transitivVA5052 L 2 (li R) -KensA5053 L ist endlichG5054 9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) = LT5055� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 5052T5056� #(jLj) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5053T5057 8 n 2 N � n � jLj )9 w 2 A� � jA(w)j = n ^ w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � LT5058 0 � jLj )9 w 2 A� � jA(w)j = 0 ^ w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � LT5059 jA([])j = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0323T5060 [] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0376T5061 [] ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1227T5062 A([]) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0323



6.15. KENS UND ZYKLEN VON BASEN 205G5063 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5059, 5060, 5061, 5062T5064 8 n 2 N �(n � jLj ) 9 w 2 A� � jA(w)j = n ^w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � L) )(n + 1 � jLj ) 9 w 2 A� � jA(w)j = n + 1 ^w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � L)VA5065� n 2 NA5066 n � jLj ) 9 w 2 A� � jA(w)j = n ^w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � LA5067 n + 1 � jLjG5068 9 w 2 A� � jA(w)j = n + 1 ^w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � LT5069 1 � jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5067T5070 0 = n _ 1 � nA5071 0 = nVT5072 x 2 L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5069D5073 w0 := [x]T5074� x 2 A, w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5072, 5073T5075 A(w0) = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5073, 0327T5076 jA(w0)j = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5075, 5071T5077 w0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5073, 0377T5078 w0 ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5073, 1228T5079 A(w0) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5075, 5072G5080 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5076, 5077, 5078, 5079A5081 1 � nT5082 n < jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5067VT5083 w 2 A� � jA(w)j = n ^w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) � L . . . . . . . . 5066, 5082T5084� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5083T5085 jA(w)j = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5083T5086 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5083T5087 L(w) = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 5086, 5085T5088 w ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5083T5089 A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5083T5090 1 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5087, 5081T5091 L(w) � 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 5090VT5092 x 2 L � wL(w) � 1 ��R xT5093 wL(w) � 1 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0351, 5091T5094 wL(w) � 1 2 L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5089, 5093G5095 T . . . . . . . . . . 5038, 5047, 5048, 5049, 5050, 5051, 5052, 5053, 5094T5096� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5092T5097 x =2 A(w)A5098 x 2 A(w)T5099 i 2 I(w) � wi = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 5098T5100� i 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5099T5101 wL(w) � 1 ��R wi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5092, 5099T5102 i < L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 5099T5103 i � L(w) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5102T5104 (w / [i. . .L(w) � 1]) ist ein (��R) -Zyklus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1235, 5099, 5091, 5103, 5088, 5101T5105 A(w / [i. . .L(w) � 1]) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0625T5106 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 5052T5107 A(w / [i. . .L(w) � 1]) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5105, 5089T5108 A(w / [i. . .L(w) � 1]) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . 0117, 5106, 5107T5109 (w / [i. . .L(w) � 1]) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0626, 5086



206 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT5110 A(w / [i. . .L(w)]) 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 4548, 5047, 5048, 5049, 5050, 5051, 5109, 5104, 5108T5111 jA(w)j < jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5085, 5082T5112 A(w) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5089, 5111T5113 A(w / [i. . .L(w) � 1]) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5107, 5112T5114 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0126, 5110, 5106, 5113D5115 w0 := w � [x]T5116� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5115T5117 w0 ist einfachT5118 [x] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0377T5119 A(w) \ A([x]) = ;G5120 A(w) \ fxg = ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327G5121 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5097G5122 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5115, 0419, 5086, 5118, 5119T5123 jA(w0)j = n + 1G5124 jA(w) [ A([x])j = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5115, 0414G5125 jA(w) [ fxgj = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327G5126 jA(w)j + 1 = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5097G5127 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5085T5128 w0 ist eine (��R) -KetteG5129 (w � [x]) ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5115T5130 [x] ist eine (��R) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1228T5131 1 � L([x]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0307T5132 wL(w) � 1 ��R [x]0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0344, 5092G5133 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1230, 5088, 5130, 5090, 5131, 5132T5134 A(w0) � LG5135 A(w) [ A([x]) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5115, 0414G5136 A(w) [ fxg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0327G5137 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5089, 5092G5138 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5123, 5117, 5128, 5134G5139 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5058, 5064T5140 w 2 A� � jA(w)j = jLj ^ w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Kette ^ A(w) � L . . . 5057T5141 A(w) = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5140G5142 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5140, 5141Mit etwas M�uhe k�onnten wir (wie in Theorem 4365) ableiten, da� es sich bei der Kette im vori-gen Theorem sogar um einen Zyklus handelt. Wir werden darauf jedoch aus dem schon genanntenGrund, da� unser Ziel der Nachweis der �Aquivalenz von totalen, zyklischen Ordnungen und Ord-nungsbasen, verzichten. Ist diese �Aquivalenz einmal gezeigt, dann k�onnen wir ohnehin Theorem4365 direkt verwenden.Da in endlichen, totalen Basen nur ein Ken existiert, der nat�urlich endlich ist, k�onnen wir Theorem5046 anwenden, um eine einfache Kette von unmittelbaren Nachfolgern zu �nden, die das gesamteAlphabet abdeckt.S5143VA5144� R 2 R�(A)T5145 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis ^ R ist endlich )9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) = A(R)A5146 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisA5147 R ist endlichG5148 9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ^ A(w) = A(R)T5149 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^ R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5146T5150 R ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5146



6.16. KONSISTENZ MIT KETTEN 207T5151 A(R) 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024, 5150T5152 A(R) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293, 5147G5153 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5046, 5149, 5151, 51526.16 Konsistenz mit KettenAls Vorbereitung auf dem n�achsten Abschnitt, wo die einer Basis entsprechende totale, zyklischeOrdnung als konsistente, totale Vervollst�andigung angegeben wird, zeigen wir, da� die W�orter einerBasis konsistent modulo Rotation mit jeder Kette der unmittelbaren Nachfolgerrelation sind.S5154VA5155� R 2 R�(A)A5156 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisWir beginnen wieder mit einigen Lemmata und wiederholen zun�achst Theorem 4272 im Kontextvon Basen.T5157 8 x 2 A(R), y 2 A(R) � x ��R y ) 8 z 2 A(R) � fx,yg � [z,x,y] 2 R 4763, 5156, 4272Nach Theorem 1229 ist klar, da� die Elemente von Ketten der unmittelbaren Nachfolgerrelationmit mindestens zwei Elementen im Alphabet enthalten sind.T5158 8 R 2 R�(A), w 2 A� � w ist eine (��R) -Kette ^ 2 � L(w) ) A(w) � A(R)VA5159� R 2 R�(A), w 2 A�A5160 w ist eine (��R) -KetteA5161 2 � L(w)G5162 A(w) � A(R)T5163 F(��R) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4143T5164 A(w) � F(��R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1229, 5160, 5161G5165 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5163, 5164Ein wichtiges Lemma zeigt, da� alle dreistelligen Teilw�orter von einfachen Ketten schon in derBasis enthalten sind.T5166 8 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette )(8 u 2 A� � L(u) = 3 ^ u v w ) u 2 R)VA5167� w 2 A�A5168 w ist einfachA5169 w ist eine (��R) -KetteVA5170� u 2 A�A5171 L(u) = 3A5172 u v wG5173 u 2 RVT5174 i 2 I(w), j 2 I(w), k 2 I(w) � i < j ^ j < k ^ u = [wi, wj, wk] . . . 0589, 5171, 5172T5175 i 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5176 j 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5177 k 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5178� i 2 N ^ j 2 N ^ k 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5175, 5176, 5177T5179 i < j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5180 j < k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5181 u = [wi, wj, wk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5174T5182 8 m 2 N � j � m ^ m < k ) [wi, wm, wm + 1] 2 RVA5183� m 2 NA5184 j � m



208 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENA5185 m < kG5186 [wi, wm, wm + 1] 2 RT5187 A(w) � A(R)T5188 L(u) � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0570, 5172T5189 3 � L(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5171, 5188G5190 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5158, 5169, 5189T5191 m 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0300, 5177, 5185T5192 wm 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 5191, 5187T5193 m + 1 2 I(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0300, 5177, 5185T5194 wm + 1 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 5193, 5187T5195 wm ��R wm + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1226, 5169, 5191, 5193T5196 wi 2 A(R) � fwm, wm + 1gT5197 wi 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 5175, 5187T5198 i < m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5179, 5184T5199 wi 6= wm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 5168, 5175, 5191, 5198T5200 i < m + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5198T5201 wi 6= wm + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0372, 5168, 5175, 5193, 5200G5202 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5197, 5199, 5201G5203 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5157, 5192, 5194, 5195, 5196T5204 [wi, wj, wk] 2 RG5205 8 m 2 N � m = k ) [wi, wj, wm] 2 RG5206 8 m 2 N � j < m ^ m � k ) [wi, wj, wm] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5180T5207 j < 0 ^ 0 � k ) [wi, wj, w0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5178T5208 8 m 2 N �( j < m ^ m � k ) [wi, wj, wm] 2 R ) )( j < m + 1 ^ m + 1 � k ) [wi, wj, wm + 1] 2 R )VA5209� m 2 NA5210 j < m ^ m � k ) [wi, wj, wm] 2 RA5211 j < m + 1A5212 m + 1 � kG5213 [wi, wj, wm + 1] 2 RT5214 j � m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5211A5215 j = mT5216 [wi, wj, wj + 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5182, 5180G5217 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5216, 5215A5218 j < mT5219 m < k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5212T5220 [wi, wj, wm] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5210, 5218, 5219T5221 [wi, wm, wm + 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5182, 5218, 5219T5222 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5156G5223 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 5222, 5220, 5221G5224 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5207, 5208G5225 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5181, 5204Wir erinnern uns, da� nach Theorem 1039 die Konsistenz modulo Rotation allein anhand dreistelli-ger Teilw�orter nachgewiesen werden kann. Zusammen mit dem vorigen Lemma erhalten wir damitdas gew�unschte Resultat: Jede einfache Kette ist konsistent modulo Rotation mit allen W�orternder Relation.T5226 8 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R) -Kette ) 8 u 2 R � u rot� wVA5227� w 2 A�A5228 w ist einfachA5229 w ist eine (��R) -KetteVA5230 u 2 RG5231 u rot� wT5232� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5230



6.17. KONSISTENTE, TOTALE VERVOLLST�ANDIGUNG 209A5233 : u rot� wD5234 D := A(u) \ A(w)T5235� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5234T5236 D � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5234T5237 D � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5234T5238 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5156T5239 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 5238, 5230VT5240 C � C � D ^ jCj = 3 ^ : (u . C) rot� (w . C) ) . . . . . . 1039, 5239, 5228, 5234, 5233T5241 C � D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5240T5242� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5241T5243 jCj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5240T5244 : (u . C) rot� (w . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5240T5245 A(w . C) = CT5246 C � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5241, 5237T5247 A(w . C) = A(w) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657G5248 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5246, 5247T5249 A(u . C) = CT5250 C � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5241, 5236T5251 A(u . C) = A(u) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657G5252 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5250, 5251T5253 (w . C) 2 RT5254 8 v 2 A� � L(v) = 3 ^ v v w ) v 2 R ) . . . . . . . . . . . . . . . 5166, 5228, 5229T5255 L(w . C) = 3T5256 (w . C) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0656, 5228T5257 jA(w . C)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5245, 5243G5258 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0373, 5256, 5257T5259 (w . C) v w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655G5260 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5254, 5255, 5259T5261 (u . C) 2 RT5262 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5156T5263 (u . C) v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655G5264 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 5262, 5230, 5263T5265 (u . C) rot� (w . C)T5266 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4765, 5156T5267 (w . C) rot� (u . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 5266, 5253, 5261T5268 A(w . C) = A(u . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5245, 5249G5269 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 5267, 5268T5270 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5244, 52656.17 Konsistente, totale Vervollst�andigungWir haben schon gesehen, da� wir von einer totalen, zyklischen Ordnung zu einer Basis mit gleichemAlphabet und gleicher Abh�angigkeitsrelation gelangen, indem wir W�orter, die l�anger sind als dreiElemente, aus der Relation entfernen. Wir wissen auch, da� diese Basis die urspr�ungliche Ordnungeindeutig bestimmt. Zwei Fragen sind in diesem Kontext jedoch noch zu kl�aren:� Wie k�onnen wir die Ordnung aus der Basis generieren ? Wir fragen uns also, wie wir die Mengeder generierten W�orter explizit angeben k�onnen. Hierzu werden wir unten die Operation derkonsistenten, totalen Vervollst�andigung (einer Basis) einf�uhren.� Generiert jede Basis eine totale, zyklische Ordnung ? Bisher sind wir immer von einer totalen,zyklischen Ordnung R ausgegangen und haben ihre Basis (Rj3) untersucht. K�onnen wir aberauch aus jeder beliebigen Basis eine totale, zyklische Ordnung R generieren, so da� sich die Basis



210 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENals (Rj3) schreiben l�a�t ? Auch diese Frage werden wir positiv mit Hilfe der konsistenten, totalenVervollst�andigung beantworten.In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns also auf die konsistente, totale Vervollst�andigung einer Ba-sis. Als Hauptresultat wird sich herausstellen, da� diese Operation eine totale, zyklische Ordnungsbasisimmer zu einer totalen, zyklischen Ordnung erg�anzt.S5271VA5272� R 2 R�(A)A5273 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisGegeben sei eine beliebige Basis R. Die konsistente, totale Vervollst�andigung (KTV R) umfa�tgenau die W�orter �uber dem Alphabet, die konsistent modulo Rotation mit allen W�ortern der Basissind.D5274 KTV R := fw 2 A(R)� � 8 v 2 R � v rot� wgT5275� (KTV R) 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5274B5276Wir wenden diese Operation auf die Basis der vierelementigen, totalen, zyklischen Ordnung ausBeispiel 4853 an. Die Basis war gegeben durch die Menge R0 = (rotw) [f[0,1,2], [0,1,3], [0,2,3], [1,2,3]g].Wir pr�ufen z.B. ob [3,2,1,0] in der Vervollst�andigung (KTV R0) ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, da[0,1,2] nicht mit diesem Wort konsistent modulo Rotation ist. Das Wort [3,0,1,2] ist dagegen in derVervollst�andigung enthalten, da es mit allen W�ortern der Menge (und damit auch mit allen rotiertenTeilw�ortern) konsistent modulo Rotation ist. Insgesamt enth�alt (KTV R0) das Wort [0,1,2,3] sowiealle rotierten Teilw�orter von diesem. Es ergibt sich also wieder die totale, zyklische Ordnung R= (KTV R0) = (rotw)[f[0,1,2,3]g] von der R0 gem�a� R0 = (Rj3) eine Basis ist.Nun behandeln wir die Eigenschaften der Vervollst�andigung im Detail, insbesondere ihre Invarianten.S5277VA5278� R 2 R�(A)A5279 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisDa jedes Wort der Basis mit sich selbst und allen anderen konsistent modulo Rotation ist, ist dieBasis R auf jeden Fall in der Vervollst�andigung (KTV R) enthalten.T5280 R � (KTV R)G5281 8 w 2 R � w 2 (KTV R)VA5282 w 2 RG5283 w 2 (KTV R)T5284� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5282G5285 w 2 A(R)� ^ 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5274T5286 w 2 A(R)�G5287 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320G5288 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 5282T5289 8 v 2 R � v rot� wT5290 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4765, 5279T5291 8 v 2 R, w 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 5290G5292 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5291, 5282G5293 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5286, 5289Da die Vervollst�andigung nur aus W�ortern �uber dem Alphabet der Basis gebildet wird, ergibt sichmit dem vorigen Theorem, da� sich das Alphabet bei Vervollst�andigung nicht ver�andert.



6.17. KONSISTENTE, TOTALE VERVOLLST�ANDIGUNG 211T5294 A(R) = A(KTV R)T5295 A(R) � A(KTV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 5280T5296 A(KTV R) � A(R)G5297 8 x 2 A(KTV R) � x 2 A(R)VA5298 x 2 A(KTV R)G5299 x 2 A(R)T5300 x 2 A(fw 2 A(R)� � 8 v 2 R � v rot� wg) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5298, 5274VT5301 w 2 fw 2 A(R)� � 8 v 2 R � v rot� wg � x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . 5300, 1243T5302 w 2 A(R)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5301T5303 x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5301T5304 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 5302G5305 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5303, 5304G5306 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5295, 5296Die Einfachheit der Basis �ubertr�agt sich ebenfalls auf ihre Vervollst�andigung.T5307 (KTV R) ist einfachG5308 8 w 2 (KTV R) � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA5309 w 2 (KTV R)G5310 w ist einfachT5311� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5309T5312 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5309, 5274T5313 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5279G5314 8 x 2 A(w) � (OCC x w) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0386VA5315 x 2 A(w)G5316 (OCC x w) = 1T5317 x 2 A(KTV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 5309, 5315T5318 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5317, 5294VT5319 w0 2 R � x 2 A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 5318T5320� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5319T5321 w0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 5313, 5319T5322 8 x 2 A(w0) � (OCC x w0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0386, 5321T5323 (OCC x w0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5322, 5319T5324 w0 rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5312, 5319T5325 8 x 2 A(w0) \ A(w) � (OCC x w0) = (OCC x w) . . . . . . . . . . . . . . . 1216, 5324T5326 x 2 A(w) \ A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5315, 5319T5327 (OCC x w0) = (OCC x w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5325, 5326G5328 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5327, 5323Entsprechendes gilt auch f�ur die Teilwortabgeschlossenheit.T5329 (KTV R) ist (w) -abgeschlossenG5330 8 u,w � w 2 (KTV R) ^ u v w ) u 2 (KTV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA5331 u,w � w 2 (KTV R)A5332 u v wG5333 u 2 (KTV R)T5334� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5332T5335 w 2 A(R)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5331, 5274T5336 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5331, 5274G5337 u 2 A(R)� ^ 8 v 2 R � v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5274T5338 u 2 A(R)�G5339 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320T5340 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 5335T5341 A(u) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 5332G5342 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5341, 5340



212 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENT5343 8 v 2 R � v rot� uVA5344 v 2 RG5345 v rot� uT5346� v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5344T5347 v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5336, 5344T5348 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 5307, 5331G5349 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 5348, 5347, 5332G5350 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5338, 5343Auch die Rotationsabgeschlossenheit bleibt bestehen.T5351 (KTV R) ist (rot�) -abgeschlossenG5352 8 u,v � u 2 (KTV R) ^ u rot� v ) v 2 (KTV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343VA5353 u 2 (KTV R), vA5354 u rot� vG5355 v 2 (KTV R)T5356� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5354T5357 u 2 A(R)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5353, 5274T5358 8 v 2 R � v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5353, 5274G5359 v 2 A(R)� ^ 8 w 2 R � w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5274T5360 v 2 A(R)�G5361 A(v) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320T5362 A(u) = A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0519, 5354T5363 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 5357G5364 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5363, 5362T5365 8 w 2 R � w rot� vVA5366 w 2 RG5367 w rot� vT5368 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5358, 5366G5369 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0999, 5368, 5354G5370 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5360, 5365Totalit�at und Vollst�andigkeit lassen sich gemeinsam als Eigenschaften der Vervollst�andigung ab-leiten. Hierbei (insbesondere f�ur die Vollst�andigkeit) spielen unsere fr�uheren �Uberlegungen bzgl.Konsistenz und Ketten eine wesentliche Rolle.T5371 (KTV R) ist total ^ (KTV R) ist vollst�andigG5372 8 C � C � A(KTV R) ^ C ist endlich ) 9 w 2 (KTV R) � A(w) = C . . . . . . 2290VA5373 C � C � A(KTV R)A5374 C ist endlichG5375 9 w 2 (KTV R) � A(w) = CT5376� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5373G5377 9 w � w 2 A(R)� ^ ( 8 v 2 R � v rot� w ) ^ A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . 5274D5378 R0 := R . CT5379� R0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5378T5380 R0 ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . . . . 5378, 4856, 5279T5381 R0 ist endlichT5382 A(R0) � C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5378, 1709T5383 A(R0) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5374, 5382T5384 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5279T5385 R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5378, 2850, 5384G5386 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1300, 5383, 5385T5387 A(R0) = CT5388 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5294, 5373T5389 A(R0) = A(R) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5378, 1710



6.17. KONSISTENTE, TOTALE VERVOLLST�ANDIGUNG 213G5390 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5388, 5389VT5391 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist eine (��R0 ) -Kette ^ A(w) = A(R0) . 5145, 5380, 5381T5392� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5391T5393 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5391T5394 w ist eine (��R0 ) -Kette . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5391T5395 A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5391, 5387T5396 w 2 A(R)�G5397 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0320T5398 A(w) = A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5395, 5387T5399 A(R0) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5378, 1708G5400 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5398, 5399T5401 8 u 2 R0 � u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5226, 5380, 5393, 5394T5402 8 u 2 (R . C) � u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5401, 5378T5403 8 u 2 R � (u . C) rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5402, 1703T5404 8 u 2 R � u rot� (w . C) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5403, 1013T5405 8 u 2 R � u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5404, 0647, 5395G5406 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5396, 5405, 5395Schlie�lich bleibt auch die Konsistenz modulo Rotation bei Vervollst�andigung erhalten.T5407 (KTV R) ist konsistent modulo (rot�)G5408 8 u 2 (KTV R), v 2 (KTV R) � u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547VA5409 u 2 (KTV R), v 2 (KTV R)G5410 u rot� vT5411� u 2 A�, v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5409T5412 8 w 2 R � w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5409, 5274T5413 8 w 2 R � w rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5409, 5274A5414 : u rot� vD5415 D := A(u) \ A(v)T5416� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5415T5417 D � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5415T5418 D � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5415T5419 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5307, 1279, 5409T5420 v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5307, 1279, 5409VT5421 C � C � D ^ jCj = 3 ^ : (u . C) rot� (v . C) . . . . . . . . . . . 1039, 5419, 5420, 5415T5422 C � D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5421T5423� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5422T5424 C � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5417, 5422T5425 C � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5418, 5422T5426 jCj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5421D5427 u0 := (u . C)D5428 v0 := (v . C)T5429� u0 2 A� ^ v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5427, 5428T5430 : u0 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5427, 5428, 5421T5431 A(u0) = CT5432 A(u0) = A(u) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5427, 0657G5433 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5424, 5432T5434 A(v0) = CT5435 A(v0) = A(v) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5428, 0657G5436 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5425, 5435T5437 C � A(R)T5438 A(u) � A(KTV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 5409T5439 A(u) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5294, 5438G5440 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5424, 5439VT5441 w0 2 R � A(w0) = CT5442 R ist total ^ R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 5279



214 KAPITEL 6. TOTALE, ZYKLISCHE ORDNUNGENG5443 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2245, 5437, 5426T5444 w0 rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5412, 5441T5445 w0 rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5413, 5441T5446 u0 rot� w0T5447 u0 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5427, 0655T5448 w0 rot� u0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 5419, 5444, 5447G5449 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0989, 0076, 5448T5450 w0 rot� v0T5451 v0 v v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5428, 0655G5452 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 5420, 5445, 5451T5453 u0 rot� w0T5454 A(u0) = A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5431, 5441G5455 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 5454, 5446T5456 w0 rot� v0T5457 A(w0) = A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5434, 5441G5458 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 5457, 5450T5459 u0 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0515, 5453, 5456T5460 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5459, 5430Die Zusammenfassung dieser Lemmata liefert uns nun das angek�undigte Resultat: Die Ver-vollst�andigung einer totalen, zyklischen Ordnungsbasis ergibt immer eine totale, zyklische Ordnung.T5461 (KTV R) ist eine totale, zyklische Ordnung . . 3681, 5307, 5329, 5351, 5371, 5407Jetzt bleibt noch festzustellen, da� die konsistente, totale Vervollst�andigung die Menge der W�orter biszur L�ange drei nicht ver�andert. Hierzu verwenden wir ein Lemma, da� sp�ater in allgemeinerer Formf�ur zyklische Ordnungsbasen gezeigt wird. Aus diesem Grund verzichten wir hier auf den Beweis.S5462VA5463� R 2 R�(A)A5464 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisT5465 8 R0 2 R�(A) � R0 ist einfach ^ R0 ist konsistent modulo (rot�) ^A(R) = A(R0) ^ R � R0 ) (R0j3) = RT5466 ((KTV R)j3) = (Rj3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5464, 5307, 5407, 5294, 5280Sind unsere am Anfang dieses Abschnitts gestellten Fragen damit beantwortet ?� Zum einen haben wir die Menge der von einer Basis generierten W�orter explizit als konsistente,totale Vervollst�andigung angegeben. Wir gehen von einer totalen, zyklischen Ordnung R ausund bilden die Basis (Rj3). Die konsistente, Vervollst�andigung von (Rj3) liefert dann wieder einetotale, zyklische Ordnung R0 . Zu zeigen ist, da� es sich dabei um die urspr�ungliche Ordnung Rhandelt. Mit Hilfe des letzten Theorems 5466 stellen wir fest, da� sich R und R0 in den W�orternbis zur L�ange drei nicht unterscheiden. Theorem 4760 liefert uns dann R = R0 .� Zum anderen haben wir uns gefragt, ob jede beliebige Basis R0 eine totale, zyklische Ordnung Rgeneriert, so da� R0 eine Basis von R ist, also R0 = (Rj3) gilt. Dies ist tats�achlich der Fall: Bildenwir R als konsistente, totale Vervollst�andigung von R0 so brauchen wir nur noch Theorem 5466,also (Rj3) = (R0j3), anzuwenden sowie die Eigenschaft 4764, also (R0j3) = R0, einer Basis.



6.18. EINDEUTIGKEIT 2156.18 EindeutigkeitWir haben im vorigen Abschnitt scheinbar recht willk�urlich eine Operation angegeben, die uns voneiner Basis zu einer totalen, zyklischen Ordnung f�uhrt. Mit Hilfe dieser Operation haben wir gesehen,da� jede beliebige Basis mindestens eine totale, zyklische Ordnung generiert. Es stellt sich nun dieFrage, ob eine Basis die totale, zyklische Ordnung sogar eindeutig bestimmt. Da� dies der Fall ist,wird in diesem Abschnitt festgestellt. Wiederum handelt es sich hier um ein Ergebnis, das sp�ater f�urzyklische Ordnungen und deren Basen ausf�uhrlich bewiesen wird, so da� wir hier auf den spezielleren(mit den vorigen Resultaten recht einfachen) Beweis verzichten.Wir gehen von einer beliebigen Basis aus. Wir interessieren uns f�ur solche totalen, zyklischen Ordnun-gen, die die Basis erweitern, aber das gleiche Alphabet besitzen. Von diesen Ordnungen gibt es genaueine, n�amlich die konsistente, totale Vervollst�andigung.S5467VA5468� R 2 R�(A)A5469 R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisT5470 9! R0 2 R�(A) � A(R) = A(R0) ^ R � R0 ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungZusammenfassend ergibt sich aus diesen Untersuchungen, da� die beiden Axiomensysteme, also dieAxiome f�ur totale, zyklische Ordnungen und die Axiome f�ur totale, zyklische Ordnungsbasen aus-tauschbar sind. Von Ordnungen zu Basen gelangen wir durch Einschr�ankung. Der umgekehrte Wegf�uhrt �uber die totale, konsistente Vervollst�andigung, die im Sinne von Theorem 5469 die einzige Ope-ration ist. Totale, zyklische Ordnungen haben den Vorteil alle charakteristischen Beobachtungen zurepr�asentieren und somit direkt aus unserer Interpretation zu folgen. Totale, zyklische Ordnungsbasenerlauben eine e�zientere Darstellung, da es die L�ange der W�orter auf drei Elemente beschr�ankt ist.Eine weitere Verringerung der Redundanz ist in beiden Repr�asentationen leicht m�oglich, wenn wirnoch Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit ausnutzen.
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Kapitel 7Zyklische OrdnungenTotale, zyklische Ordnungen, besonders die endlichen, haben eine recht einfache Struktur. Aus verschie-denen Gr�unden haben wir sie dennoch im Detail behandelt: Zum einen lieferten sie uns den wichtigenBegri� der zyklischen Transitivit�at, den wir in diesem Kapitel zur Axiomatisierung verwenden werden.Zu anderen sind viele Resultate direkt auf zyklische Ordnungen �ubertragbar, da wir die Grundaxiomenicht ver�andern werden. Schlie�lich hatten das Kapitel �uber totale, zyklische Ordnungen ebenfalls wiedas davorliegende Kapitel �uber azyklische Ordnungen, einen vorbereitenden Charakter: Die Argumen-tation im vorliegenden Kapitel wird abgesehen von einigen Erweiterungen v�ollig analog verlaufen. Wirbeginnen also wieder mit der informalen Motivation der Axiome anhand einer Interpretation.7.1 Zyklische SystemeWir verwenden den Systembegri� aus dem vorigen Kapitel 6, jedoch mit der Verallgemeinerung, da�wir auf die Forderung nach Sequentialit�at verzichten und somit Nebenl�au�gkeit zulassen: Zwei Er-eignisse m�ussen nicht mehr streng alternierend aufeinanderfolgen, sondern k�onnen mehr oder wenigerunabh�angig voneinander sein und nebenl�au�g statt�nden.B5471Wir betrachten das Netzsystem in Abb. 7.1. Dort haben wir Transitionen, die mit den Ereignis-sen f0,1,2,3,4,5,6,7g beschriftet sind, sowie eine unsichtbare Transition. Das Statt�nden der unbe-schrifteten Transition ist nicht beobachtbar. Ferner gibt es verschiedene Transitionen mit gleicherBeschriftung. Diese Transitionen sind f�ur einen Beobachter ununterscheidbar. In jeder erreichba-ren Markierung kann jedes Ereignis vorw�arts und r�uckw�arts wieder statt�nden. Damit handeltes sich um ein zyklisches System. Alle m�oglichen Abl�aufe (die per De�nition maximal sind) sindalso r�uckw�arts und vorw�arts unendlich ausgedehnt. Betrachten wir jedes einzelne Ereignis ausf0,1,2,3,4,6,7g, so wiederholt es sich in jedem Ablauf permanent. F�ur Ereignis 5 gilt dies nicht, daes einen Ablauf gibt, in dem statt dem Ereignis 5 immer die unbeschriftete Transition (unsichtbar)schaltet. Das System ist nicht sequentiell, da beispielsweise die voneinander unabh�angigen Transi-tionen 3 und 4 nicht alternierend statt�nden m�ussen: Es kann beispielsweise nach dem Ereignis 4zweimal das Ereignis 3 statt�nden. Auch die Ereignisse 1 und 4 m�ussen nicht alternierend statt-�nden. Entsprechendes gilt f�ur Ereignisse 1 und 2, obwohl die entsprechenden Transitionen nichtunabh�angig sind. Ferner ist das Ereignis 6 v�ollig unabh�angig von allen anderen Ereignissen. Trotzdieser Unabh�angigkeit besitzen die Ereignisse des Systems eine gewisse Ordnung: Betrachten wirz.B. nur die Ereignisse f0,1,2,3g, so stellen wir fest, da� nach dem Ereignis 0 immer die Ereignisse217
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4Abbildung 7.1: Ein zyklisches System1 und 2 in beliebiger Reihenfolge statt�nden. Danach �ndet Ereignis 3 statt, so da� wieder Ereignis0 aktiviert werden kann und der Vorgang von neuem beginnt.Da wir die De�nitionen der Kausalzyklen, der verl�a�lichen Ereignisse, der Kausalrelation sowie derKausalkliquen im vorigen Kapitel von der dort geforderten Sequentialit�at unabh�angig formuliert ha-ben, k�onnen wir diese Begri�e weiterhin verwenden. Die Menge der Kausalzyklen bezeichnen wir alszyklische Ordnung R der Ereignisse des Systems.B5472Die Kausalzyklen des Netzsystems in Abb. 7.1 sind R = (rotv)[f[0,1,3], [0,2,3], [0,2,4,7], [6] g]. [0,1,3]ist ein Kausalzyklus, weil nach dem Ereignis 0 die Ereignisse 2 und 3 in einer eindeutigen Reihenfolgestatt�nden. [0,2] ist ein Kausalzyklus, da 0 und 2 immer streng alternierend, d.h. in der zyklischenReihenfolge [0,2], statt�nden. [0,2] ist in dem gr�o�eren Kausalzyklus [0,2,3] enthalten. [6] ist einKausalzyklus, da sich das Ereignis 6 in jedem Ablauf (der nach De�nition maximal sein mu�)permanent wiederholt. [5] ist kein Kausalzyklus, da es einen Ablauf gibt, in dem das Ereignis 5�uberhaupt nicht statt�ndet. [3,4] und [1,4] sind keine Kausalzyklen, da die Ereignisse nicht strengalternieren. [0,1,4] ist kein Kausalzyklus, da nach dem Ereignis 0 die Reihenfolge der Ereignisse 1und 4 nicht eindeutig ist. Die verl�a�lichen Ereignisse f0,1,2,3,4,6,7g stimmen mit A(R) �uberein.Bis auf eine Ausnahme lassen sich die Eigenschaften der Relation R auf die gleiche Weise �uberpr�ufen:Die Relation R ist einfach, teilwortabgeschlossen, rotationsabgeschlossen, vollst�andig und konsistent



7.2. DARSTELLUNG 219modulo Rotation. Im allgemeinen nicht g�ultig ist die Totalit�at der Relation, da sie aus der zyklischenSequentialit�at abgeleitet wurde. Leider reichen, wie wir sp�ater noch sehen werden, diese Eigenschaftennicht zur Axiomatisierung von zyklischen Ordnungen aus. Eine weitere Eigenschaft, die wir nochben�otigen ist die zyklische Transitivit�at, die nat�urlich auch f�ur die sequentiellen, zyklischen Systemeableitbar ist.Die Relation R ist zyklisch transitiv, d.h. haben wir Kausalzyklen [a,b,c] und [a,c,d] so ist auch [a,b,d]ein Kausalzyklus. Um dies zu veri�zieren, verwenden wir die zeitliche Transitivit�at: Wir nehmenKausalzyklen [a,b,c] und [a,c,d] an. F�ur jeden Ablauf gilt also: Zwischen zwei (aufeinanderfolgenden)Vorkommen von a �nden die Ereignisse b und c sowie c und d in der Reihenfolge (b,c) und (c,d)statt. Mit Hilfe der zeitlichen Transitivit�at schlie�en wir, da� zwischen zwei Vorkommen von a dieEreignisse b und d in der Reihenfolge (b,d) statt�nden, was gerade die Existenz eines Kausalzyklus[a,b,d] impliziert.B5473Die Relation R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3], [0,2,4,7], [5], [6]g] aus dem vorigen Beispiel 5472 istklarerweise einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen. Die verl�a�lichen Ereignisse sind A(R)= f0,1,2,3,4,6,7g. Die Relation ist nicht total, da beispielsweise die Ereignisse 3 und 4 nicht ge-meinsam in einem Wort der Relation vorkommen. Die Relation ist konsistent modulo Rotation,da alle oben genannten W�orter einfach und paarweise miteinander konsistent modulo Rotationsind (Theorem 1627). Als Kausalrelation erhalten wir (li R) = lf(0,1), (1,3), (0,3), (0,2), (2,3),(0,3), (0,4), (0,7), (2,4), (2,7), (4,7)g. Die Kausalkliquen sind damit (li R) -Kliquen = P(f0,2,3g)[ P(f0,2,4,7g) [ ff5g, f6g, ;g. Jede dieser Kausalkliquen wird durch ein Wort der Relation re-pr�asentiert: f0,2,4,7g durch [0,2,4,7], f0,2,3g durch [0,2,3], f0,4g durch [0,4], f5g durch [5], ; durch[], usw. Damit ist R vollst�andig. Wir k�onnen zum Nachweis der Konsistenz modulo Rotation auch�uber die Kens (li R) -Kens = ff0,2,4,7g, f0,2,3g, f5g, f6gg argumentieren, indem wir Theorem2325 anwenden. Schlie�lich ist R auch zyklisch transitiv: Mit [0,2,4] 2 R und [0,4,7] 2 R gilt auch[0,2,7] 2 R, aus [7,0,2] 2 R und [7,2,4] 2 R folgt [7,0,4] 2 R, usw.Damit haben wir alle Axiome f�ur die zyklischen Ordnungen motiviert: Einfachheit, Teilwort- undRotationsabgeschlossenheit, Vollst�andigkeit und zyklische Transitivit�at.7.2 DarstellungAufgrund der Einfachheit, Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit der zyklischen Ordnungen k�onnenwir auf die Darstellung mit Kreisen, also geschlossenen Kanten, im vorigen Kapitel zur�uckgreifen. Wieschon erw�ahnt, gilt die Vollst�andigkeit bei Darstellungen dieser Art nicht im allgemeinen. Auch diezyklische Transitivit�at ist nicht immer erf�ullt.B5474Abb. 7.2 ist eine Darstellung, die drei Kreise zeigt. Auf jedem Kreis liegen vier Elemente. Aus demdurchgezogenen Kreis lesen wir das Wort [0,1,2,3] und alle rotierten Teilw�orter ab, also die Menge(rotw)[f[0,1,2,3]g]. Aus dem gestrichelten Kreis lesen wir die W�orter (rotw)[f[0,4,5,1]g] ab. Der gepunk-tete Kreis liefert schlie�lich (rotw)[f[2,3,4,5]g]. Insgesamt ist also die Relation R = (rotw)[f[0,1,2,3],[0,4,5,1], [2,3,4,5]g] dargestellt. Es gilt A(R) = f0,1,2,3,4,5g. R ist o�ensichtlich einfach, teilwort-und rotationsabgeschlossen. R ist jedoch nicht vollst�andig: Wir haben f(1,2),(1,5),(2,5)g � (li R).Damit ist f1,2,5g 2 (li R) -Kliquen. Es gibt jedoch kein Wort w 2 R mit A(w) = f1,2,5g, das dieseKlique repr�asentiert. R ist auch nicht zyklisch transitiv: Wir haben [1,2,0] 2 R und [1,0,4] 2 R,aber [1,2,4] =2 R.
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Abbildung 7.2: Drei unverzweigte KreiseIm allgemeinen kann unsere Darstellung viele verschiedene Kreise enthalten. Um ihre Zahl m�oglichstgering zu halten, wollen wir auch verzweigte Kreise zulassen, wobei wir sie so interpretieren, da� einverzweigter Kreis als Abk�urzung f�ur die Menge aller Kreise steht, die man beim Durchlaufen erh�alt,wenn man alle Verzweigungsm�oglichkeiten ber�ucksichtigt.
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7Abbildung 7.3: Ein verzweigter und ein unverzweigter KreisB5475Die Abb. 7.3 stellt eine Relation mit Hilfe von zwei Kreisen dar. Der durchgezogene Kreis istverzweigt. Der gestrichelte Kreis ist unverzweigt. Beide Kreise sollen im Uhrzeigersinn orientiertsein. Aus dem gestrichelten Kreis lesen wir die W�orter (rotw)[f[1,7,3,5]g] ab. Der durchgezogeneKreis steht als Abk�urzung f�ur vier Kreise (rotw)[f[0,1,2,3]g], (rotw)[f[0,6,2,4]g], (rotw)[f[0,1,2,4]g] und



7.2. DARSTELLUNG 221(rotw)[f[0,6,2,3]g]. Damit erhalten wir die Relation R = (rotw)[f[1,7,3,5], [0,1,2,3], [0,6,2,4], [0,1,2,4],[0,6,2,3]g], die klarerweise einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen ist.
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Abbildung 7.4: Die zyklische Ordnung des Systems in Abb. 7.1B5476Die zyklische Ordnung des Netzsystems aus Beispiel 5472 ist in Abb. 7.4 in zwei �aquivalentenDarstellungen zu sehen. In beiden Darstellungen sind alle Kreise im Uhrzeigersinn orientiert. Linksben�otigen wir nur drei Kreise, von denen einer mehrfach verzweigt ist. Rechts haben wir f�unf unver-zweigte Kreise. Der verzweigte Kreis ist also nichts anderes als eine Abk�urzung f�ur drei unverzweigteKreise.Sp�ater werden wir sehen, das jede endliche zyklische Ordnung eine solche Darstellung besitzt, wennwir nur gen�ugend verschiedene (unverzweigte) Kreise benutzen. Leider ist diese Darstellung jedoch f�urviele interessante zyklische Ordnungen noch nicht ausreichend kompakt. Dies ist beispielsweise dannnicht der Fall, wenn aus der Kombination von Kreisen neue verzweigte Kreise entstehen, die wir nichtals W�orter in die Relation aufnehmen wollen. Um dies zu vermeiden m�u�ten wir die Kreise explizitvoneinander unterscheiden. Das bedeutet aber, da� wir teilweise auf verzweigte Kreise verzichtenm�ussen, womit sich die Gesamtzahl der Kreise eventuell betr�achtlich erh�oht.Aus diesem Grund erweitern wir die Darstellungsm�oglichkeiten um sogenannte Barrieren. Eine Bar-riere liegt auf einem Kreis entweder genau in einem Element oder zwischen zwei Elementen. DieseBarriere hat eine sehr einfache Bedeutung: Beim Durchlaufen des Kreises darf h�ochstens eine Barriere�uberschritten werden. Damit ist es in vielen F�allen m�oglich, die Wirkung von unerw�unschten Kreisenzu eliminieren.Die Einfachheit der abgelesenen Relation bleibt g�ultig, da wir beim Durchlaufen eines Kreises sp�ate-stens vor dem wiederholten Auftreten eines Elements abbrechen. Die Teilwortabgeschlossenheit bleibtebenfalls g�ultig. Da ein Kreis mehrere Barrieren besitzen kann, erhalten wir nicht aus jeder Darstellungeine rotationsabgeschlossene Relation. Die Vollst�andigkeit und die zyklische Transitivit�at gelten wievorher auch nicht allgemein.
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4Abbildung 7.6: Ein verzweigter Kreis mit Barrieren und eine �aquivalente Darstellung ohne BarrierenB5477In Abb. 7.5 und Abb. 7.6 (links) ist zweimal der gleiche mehrfach verzweigte Kreis dargestellt. InAbb. 7.6 wurden jedoch in den Elementen 1 und 4 Barrieren eingef�ugt, die dazu f�uhren, da� es sichgrundlegend verschiedene Relationen ergeben.Aus Abb. 7.5 erhalten wir die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [0,4,2], [1,5,0], [2,3,1], [0,4,2,3,1,5]g].Die Relation ist nicht konsistent modulo Rotation, da [0,1,2] und [0,4,2,3,1,5] nicht miteinanderkonsistent modulo Rotation sind. R ist auch nicht zyklisch transitiv, da [0,2,1] 2 R und [0,1,2] 2 Raber [0,2,2] =2 R gilt. Es handelt sich also auf keinen Fall um eine zyklische Ordnung.Links in Abb. 7.6 k�onnen wir das Wort [0,4,2,3,1,5] nicht ablesen, da beim Durchlaufen derKante wiederholt Barrieren �uberschritten werden m�ussen. Wir haben also nur die RelationR0 = (rotw)[f[0,1,2], [0,4,2], [1,5,0], [2,3,1]g], bei der es sich um eine zyklische Ordnung handelt,wie wir sp�ater noch �uberpr�ufen werden.Eine �aquivalente Darstellung der Relation R0 ohne Barrieren ist rechts in Abb. 7.6 angegeben.Hierzu ben�otigen wir jedoch vier unverzweigte Kreise, was die Darstellungskomplexit�at schon in



7.3. DEFINITION 223diesem kleinen Beispiel betr�achtlich erh�oht.Die hier aufgef�uhrten Beispiele sollen nur die M�oglichkeiten der Darstellung von Relationen verdeut-lichen. Beispiele zyklischer Ordnungen werden wir uns noch im Detail anschauen.7.3 De�nitionDie Axiome f�ur zyklische Ordnungen sind auch ohne die angegebene Interpretation sehr naheliegend,wenn wir die totalen, zyklischen Ordnungen (in der gew�ahlten Axiomatisierung) schon kennen: Wir for-dern Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit, Rotationsabgeschlossenheit und zyklische Transitivit�at.Vergleichen wir diese Axiome mit der Charakterisierung von totalen, zyklischen Ordnungen in Theo-rem 4063, so stellen wir nur einen einzigen, naheliegenden Unterschied fest: Die Totalit�at wird f�urzyklische Ordnungen nicht gefordert.S5478VA5479� R 2 R�(A)D5480 R ist eine zyklische Ordnung :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist zyklisch transitivSomit sind zyklische Ordnungen tats�achlich eine Verallgemeinerung von totalen, zyklischen Ord-nungen.T5481 R ist eine totale, zyklische Ordnung ) R ist eine zyklische Ordnung 3681, 4062, 5480Bei azyklischen Ordnungen konnten wir die Konsistenz mit Hilfe der Transitivit�at ableiten (siehe2760). Ganz analog ist bei totalen, zyklischen Ordnungen die Konsistenz modulo Rotation mit Hilfeder zyklischen Transitivit�at nach 4016 ableitbar.T5482 R ist eine zyklische Ordnung ) R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . 5480, 4016Eine zyklische Ordnung mit einer totalen Relation ist eine totale, zyklische Ordnung.T5483 R ist eine zyklische Ordnung ^ R ist total ,R ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5482, 3681, 4062Wie bei totalen, zyklischen Ordnungen sind auch die Axiome der zyklischen Ordnungen invariantunter Spiegelung der Relation, d.h. Umkehrung der Orientierung. Auch Alphabet, Abh�angigkeitund Unabh�angigkeit bleiben erhalten (Theoreme 2588, 2679 und 2697).T5484 R ist eine zyklische Ordnung )(REV R) ist eine zyklische Ordnung . . . . . . . 5480, 2576, 2641, 2648, 2696, 3891Nat�urlich gilt auch Theorem 3700 f�ur zyklische Ordnungen, nachdem sich die zyklische Ordnunggenau dann von ihrer Spiegelung unterscheidet, wenn sie W�orter mit mindestens drei Elementenenth�alt.Zu Veranschaulichung der De�nition behandeln wir nun zun�achst einige kleine Beispiele f�ur nichttotale,zyklische Ordnungen.B5485



224 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENDas vierelementige Beispiel in Abb. 1.2 liefert die Relation R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3]g]. Einfach-heit, Teilwortabgeschlossenheit und Rotationsabgeschlossenheit sind o�ensichtlich. Wir haben A(R)= f0,1,2,3g und, da die Elemente 1 und 2 nicht gemeinsam in einem Wort vorkommen, ist R nichttotal. Die Menge der Abh�angigkeitskliquen ist (li R) -Kliquen = P(f0,1,3g) [ P(f0,2,3g) und dieKens sind (li R) -Kens = ff0,1,3g, f0,2,3gg. Jeder dieser Kens ist durch ein Wort in R repr�asentiert.Die Relation ist also nach Theorem 2325 vollst�andig. Es bleibt noch die zyklische Transitivit�at zu�uberpr�ufen. Die dreistelligen W�orter von R sind f[0,1,3], [1,3,0], [3,0,1], [0,2,3], [2,3,0], [3,0,2]g. ZurErf�ullung der Pr�amisse von De�nition 3841 ben�otigen wir zwei dreistellige W�orter der Form [a,b,c]und [a,c,d]. Da kein solches Paar existiert, ist die zyklische Transitivit�at erf�ullt. Damit ist R einenichttotale, zyklische Ordnung.
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3Abbildung 7.7: Eine zyklische Ordnung mit zwei KensB5486Wir lesen die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [0,3] g] aus Abb. 7.7 ab. Einfachheit, Teilwortabgeschlos-senheit und Rotationsabgeschlossenheit sind o�enbar erf�ullt. Es gilt A(R) = f0,1,2,3g. R ist nichttotal, da die Elemente 2 und 3 nicht gemeinsam in einem Wort vorkommen. Die Abh�angigkeitskli-quen sind (li R) -Kliquen = P(f0,1,2g) [ P(f0,3g). Jede dieser Kliquen ist durch ein Wort in Rrepr�asentiert. Die Relation ist also vollst�andig. Die dreistelligen W�orter von R sind gerade f[0,1,2],[1,2,0], [2,0,1]g. Kein Paar aus dieser Menge erf�ullt die Pr�amisse von De�nition 3841. Das Axiom derzyklischen Transitivit�at ist somit ebenfalls erf�ullt. R ist also eine nichttotale, zyklische Ordnung.
0 1 2 3Abbildung 7.8: Eine zyklische Ordnung mit drei KensB5487Aus Abb. 7.8 ergibt sich die Relation R = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,3]g] mit dem Alphabet A(R)= f0,1,2,3g. Die Abh�angigkeitskliquen sind (li R) -Kliquen = ff0,1g, f1,2g, f2,3g, f0g, f1g, f2g,f3g, ;g. Wir haben die Kens (li R) -Kens = ff0,1g, f1,2g, f2,3gg. Die Vollst�andigkeit l�a�t sich leicht�uberpr�ufen. Die zyklische Transitivit�at gilt, da keine dreistelligen W�orter in der Relation enthaltensind (Theorem 3844). R ist demnach eine zyklische Ordnung, die nicht total ist, da sie mehrere



7.3. DEFINITION 225Kens besitzt (Theorem 2024). Man beachte, da� sich die zyklische Ordnung nicht ver�andert, wennman in der Darstellung bei einzelnen oder bei allen Kreisen die Orientierung umkehrt.
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7Abbildung 7.9: Eine zyklischen Ordnung mit f�unf KensB5488In Abb. 7.9 ist die Relation R = (rotw)[f[0,1,2,3], [3,4,1,6], [4,5,6,7], [3,4,5,6], [1,6,7,4], [1,2,3,4],[1,6,3,0]g] zu sehen. Wir haben das Alphabet A(R) = f0,1,2,3,4,5,6,7g und die Kens (li R) -Kens= ff0,1,2,3g, f1,3,4,6g, f4,5,6,7g, f3,4,5,6g, f1,6,7,4g, f1,2,3,4g, f1,6,3,0gg. R ist klarerweise ein-fach, teilwort- und rotationsabgeschlossen. R ist vollst�andig, da jeder Ken durch ein Wort derRelation repr�asentiert wird (Theorem 2325). Etwas m�uhsam zu �uberpr�ufen ist die zyklische Tran-sitivit�at. Insgesamt ist R eine zyklische Ordnung. Sie ist nicht total, da sie mehrere Kens besitzt(Theorem 2024).Die Axiome der zyklischen Ordnungen nach De�nition 5480 sind voneinander unabh�angig. Da wir ent-sprechendes schon bei totalen, zyklischen Ordnungen und Ordnungsbasen untersucht hatten, k�onnenwir auf die dort konstruierten Beispiele zur�uckgreifen: Wir haben die Unabh�angigkeit der Einfachheit(Beispiel 4772), der Rotationsabgeschlossenheit (Beispiel 3693), der Vollst�andigkeit (Beispiel 3695)und der zyklischen Transitivit�at (Beispiel 4776). Es fehlt nur noch der Nachweis der Unabh�angigkeitder Teilwortabgeschlossenheit, der durch das folgende Beispiel gegeben wird.B5489Wir setzen R0 = (rot�)[f[3,2,1,0]g], R00 = (rotw)[f[0,1,2], [0,1,3], [0,2,3], [1,2,3]g] und R = R0 [ R00 .Wir haben A(R) = f0,1,2,3g. Die Einfachheit von R ist o�ensichtlich. Als Vereinigung (rot�) -abgeschlossener Mengen R0 und R00 ist R nat�urlich auch (rot�) -abgeschlossen. Alle Teilmengen desAlphabets sind Abh�angigkeitskliquen , also (li R) -Kliquen = P(f0,1,2,3g) und es gibt nur einenKen (li R) -Kens = ff0,1,2,3gg. Abh�angigkeitskliquen bis zu drei Elementen werden von W�orternaus R00 abgedeckt. Die vierelementige Klique f0,1,2,3g wird durch [3,2,1,0] repr�asentiert. R ist alsovollst�andig. R00 ist die totale, zyklische Ordnungsbasis aus Beispiel 4766 und damit zyklisch tran-sitiv. Da durch R00 nur vierstellige W�orter zu R0 hinzugef�ugt werden, ist auch R zyklisch transitiv.R ist jedoch nicht (w) -abgeschlossen, da [3,2,1,0] 2 R aber nicht [3,2,1] 2 R gilt.Schlie�lich stellt sich noch die Frage, ob statt der zyklischen Transitivit�at in De�nition 5480 nicht



226 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENschon die Konsistenz modulo Rotation ausgereicht h�atte, wie es in De�nition 3681 der totalen, zykli-schen Ordnungen der Fall war. Aus dem folgenden Beispiel ist jedoch ersichtlich, da� die zyklischeTransitivit�at in diesem Fall nicht ableitbar w�are.B5490Die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [0,2,3]g] ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen, vollst�andigund konsistent modulo Rotation aber nicht zyklisch transitiv, da [2,3,0] 2 R und [2,0,1] 2 R aber[2,3,1] =2 R gilt.7.4 ProjektionAus unseren Untersuchungen bei totalen, zyklischen Ordnungen ergibt sich auch die Invarianz allerAxiome unter Projektion. Insbesondere liefert Projektion einer zyklischen Ordnung auf eine Abh�angig-keitsklique sogar eine totale, zyklische Ordnung.F�ur unsere Interpretation der zyklischen Ordnung auf Ereignissen bedeutet dies folgendes: Beobachtenwir nur eine bestimmte Ereignismenge eines zyklischen Systems, so hat diese wieder die Form einerzyklischen Ordnung. Die Detailliertheit der Beobachtung hat also auf die Tatsache, da� es sich umeine zyklische Ordnung handelt, keinen Einu�.B5491Wir gehen von der zyklischen Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3], [3,4,1,6], [4,5,6,7], [3,4,5,6], [1,6,7,4],[1,2,3,4], [1,6,3,4]g] in Beispiel 5488 aus.Zun�achst berechnen wir die Projektion R0 = (R . f1,2,3,4,5g) = (rotw)[f[3,4,5], [1,2,3,4]g]. Wirhaben A(R0) = f1,2,3,4,5g und (li R0) -Kens = ff3,4,5g, f1,2,3,4gg. R0 ist einfach, teilwort- undrotationsabgeschlossen, vollst�andig und zyklisch transitiv. Es handelt sich bei R0 also wieder umeine zyklische Ordnung. R0 ist nicht total, da mehrere Kens existieren (Theorem 2024). R ist eineErweiterung von R0, d.h. R0 � R.Eine andere Projektion ist R00 = (R . f1,2,3g). Dies ist eine Projektion auf die Abh�angigkeitskliquef1,2,3g 2 (li R) -Kliquen. Wir erhalten R00 = (rotw)[f[1,2,3]g], also eine totale, zyklische Ordnung.S5492VA5493� R 2 R�(A), X 2 P(A)A5494 R ist eine zyklische OrdnungT5495 (R . X) ist eine zyklische Ordnung . . . . . 5494, 5480, 2850, 2860, 3823, 2896, 3867T5496 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist eine totale, zyklische OrdnungVA5497 C 2 (li R) -KliquenG5498 (R . C) ist eine totale, zyklische OrdnungT5499� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 5497T5500 (R . C) ist eine zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5495T5501 (R . C) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2195, 5497G5502 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5483, 5500, 5501Das letzte Theorem ist einfach, aber sehr n�utzlich, da es uns erlaubt alle Ergebnisse f�ur totale, zyklischeOrdnungen aus dem vorigen Kapitel auf zyklische Ordnungen anzuwenden.Als n�achstes interessieren wir uns f�ur die Charakterisierung einer zyklischen Ordnung mit Hilfe vonProjektionen auf Kens. Projektionen auf Kens sind f�ur totale Relationen trivial (das gesamte Alphabetbildet nach Theorem 2024 den einzigen Ken), weshalb sie im vorigen Kapitel nicht behandelt wurden.



7.4. PROJEKTION 227Nach Theorem 2968 und 2982 �ubertragen sich Einfachheit und Vollst�andigkeit, wenn sie f�ur alleProjektionen auf Kens gelten, auf die Relation selbst.Unter der Nebenbedingung der Teilwortabgeschlossenheit, vererbt sich auch die Rotationsabgeschlos-senheit von den Kens auf die Relation.S5503VA5504� R 2 R�(A)T5505 R ist (w) -abgeschlossen ^ ( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist (rot�) -abgeschlossen ) )R ist (rot�) -abgeschlossenA5506 R ist (w) -abgeschlossenA5507 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist (rot�) -abgeschlossenG5508 R ist (rot�) -abgeschlossenG5509 8 u,v � u 2 R ^ u rot� v ) v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343VA5510 u,v � u 2 RA5511 u rot� vG5512 v 2 RT5513� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5511T5514 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 5510VT5515 L 2 (li R) -Kens � A(u) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 5514T5516� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 5515T5517 (R . L) ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5507, 5515T5518 u = (u . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 5515T5519 u 2 (R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5518, 1703, 5510T5520 v 2 (R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 5517, 5519, 5511T5521 (R . L) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 5506G5522 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5520, 5521A5523 v =2 RVT5524 w 2 R � v = (w . L)T5525 v v wT5526 v 6= wT5527 : A(w) � LT5528 A(v) � A(w)T5529 A(w) 2 (li R) -KliquenDa� wir die Nebenbedingung der Teilwortabgeschlossenheit im vorigen Theorem ben�otigen, wird durchfolgendes Beispiel demonstriert. Es ist auch ersichtlich, da� die in 2982 schon abgeleitete Vollst�andigkeitals Nebenbedingung nicht ausreicht.B5530Es sei R = (rot�)[f[0,1,2], [1,2,3]g] [ f[2,1]g. Wir berechnen A(R) = f0,1,2,3g, (li R) -Kliquen= P(f0,1,2g)[ P(f1,2,3g). Wir haben also zwei Kens (li R) -Kens = ff0,1,2g, f1,2,3gg. Die beidenProjektionen auf Kens (R . f0,1,2g) = (rot�)[f[0,1,2],[1,2]g] und (R . f1,2,3g) = (rot�)[f[1,2],[1,2,3]g]sind klarerweise rotationsabgeschlossen. F�ur die Relation R selbst gilt dies jedoch nicht, da [2,1]2 R aber [1,2] =2 R. Im �ubrigen gilt f�ur R sogar die Vollst�andigkeit.Die Vererbung der Konsistenz modulo E von den Kenprojektionen auf die Relation haben wir schonin Theorem 3021 gezeigt. F�ur die konkrete Konsistenz modulo Rotation erhalten wir damit sofort diefolgenden Resultate.S5531VA5532� R 2 R�(A)



228 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT5533 ( 8 L 2 (li R) -Kliquen � (R . L) ist konsistent modulo (rot�) ) )R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2997T5534 ( 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist konsistent modulo (rot�) ) )R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3021, 0680V�ollig analog zur Situation bei azyklischen Ordnungen ist es auch hier nicht m�oglich, entsprechendeTheoreme f�ur die Teilwortabgeschlossenheit und die zyklische Transitivit�at abzuleiten. Dies ist auchdann nicht m�oglich, wenn die �ubrigen Axiome f�ur die Relation erf�ullt sind und es sich bei allenKenprojektionen um totale, zyklische Ordnungen handelt. Diese Tatsache wird durch die n�achstenBeispiele belegt.B5535Die Relation R = (rot�)[f[0,1], [0,2], [1], [2]g] erhalten wir als Rotationsabschlu� aus der Relationin Beispiel 3037. Sie besitzt die Kens (li R) -Kens = ff0,1g, f0,2gg. Sie ist einfach, rotationsab-geschlossen, vollst�andig und zyklisch transitiv, aber nicht teilwortabgeschlossen. Die Projektionenauf die Kens sind (R . f0,1g) = (rot�)[f[0,1], [0], [1], []g]. (R . f0,2g) = (rot�)[f[0], [0,2], [], [2] g]. BeideProjektionen sind teilwortabgeschlossen und sogar totale, zyklische Ordnungen.B5536Wir verwenden die Relation R = (rotw)[f[0,1,2], [0,2,3]g] aus Beispiel 5490. Sie ist einfach, teilwort-und rotationsabgeschlossen, vollst�andig aber nicht zyklisch transitiv. Die Relation besitzt genaudie beiden Kens (li R) -Kens = ff0,1,2g, f0,2,3gg. Die Projektionen (R . f0,1,2g) = (rotw)[f[0,1,2]g]und (R . f0,2,3g) = (rotw)[f[0,2,3]g] sind klarerweise zyklisch transitiv und sogar totale, zyklischeOrdnungen.In Analogie zu Theorem 3041 f�ur azyklische Ordnungen k�onnen wir nun eine Charakterisierung der zy-klischen Ordnungen angeben. Diese Charakterisierung entspricht unserer Intuition, da� eine zyklischeOrdnung aus totalen, zyklischen Ordnungen (den Kens) zusammengesetzt ist.S5537VA5538� R 2 R�(A)T5539 R ist eine zyklische Ordnung ,R ist (w) -abgeschlossen ^R ist zyklisch transitiv ^8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, zyklische OrdnungA5540 R ist eine zyklische OrdnungT5541 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5540T5542 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5540T5543 (li R) -Kens � (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125T5544 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . 5496, 5543A5545 R ist (w) -abgeschlossenA5546 R ist zyklisch transitivA5547 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist eine totale, zyklische OrdnungT5548 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5547, 3681T5549 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2968, 5548T5550 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . 5547, 3681T5551 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5505, 5545, 5550T5552 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . 5547, 3681T5553 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2982, 5552T5554 R ist eine zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . 5480, 5549, 5545, 5551, 5553, 5546



7.5. ZYKLISCHE TRANSITIVIT�AT 229G5555 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5541, 5542, 5544, 5554Analog zur Vorgehensweise bei azyklischen Ordnungen, k�onnen wir wieder aufgrund der Teilwortab-geschlossenheit den Zerlegungssatz 2066 anwenden: Jede zyklische Ordnung l�a�t sich als Vereinigungvon totalen, zyklischen Ordnungen (den Projektionen auf Kens) beschreiben. Den Beweis der Cha-rakterisierung 5539 h�atten wir auch �uber diese Zerlegung f�uhren k�onnen: Die Nebenbedingung derTeilwortabgeschlossenheit in 5505 spielt die gleiche Rolle wie die Teilwortabgeschlossenheit in 2066.S5556VA5557� R 2 R�(A)A5558 R ist eine zyklische OrdnungT5559 R = S fR0 � L 2 (li R) -Kens � R0 = (R . L)g . . . . . . . . . . . . . 5480, 5558, 2066Die Begri�e der (vollst�andigen und unvollst�andigen) Gerichtetheit, die wir f�ur azyklische Ordnungenkennenlernten, lassen sich nun auch auf zyklische Ordnungen anwenden. Eine zyklische Ordnung Rist gerichtet (R 6= (REV R)) oder nichtgerichtet (R = (REV R)). Nach Theorem 3077 ist jede zykli-sche Ordnung durch die Vereinigung ihrer Projektionen auf Kens, also totalen, zyklischen Ordnungengegeben. R ist vollst�andig gerichtet gdw. alle diese Projektionen gerichtet sind. Eine gerichtete, zykli-sche Ordnung, die eine nichtgerichtete Ken-Projektion enth�alt, ist unvollst�andig gerichtet. Besitzen alleKens einer nichtleeren, zyklischen Ordnung mindestens drei Elemente, dann ist sie o�enbar vollst�andiggerichtet.B5560Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3]g] aus Beispiel 5485 ist gerichtet, da [0,1,3] 2 Raber (REV [3,1,0]) =2 R und damit R 6= (REV R) gilt. Sie ist sogar vollst�andig gerichtet, da dieden Kens entsprechenden beiden totalen, zyklischen Ordnungen (rotw)[f[0,1,3]g] und (rotw)[f[0,2,3]g]dreielementig und damit gerichtet sind.Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,3]g] aus Beispiel 5487 ist nichtgerichtet, da kei-ne der totalen, zyklischen Ordnungen (rotw)[f[0,1]g], (rotw)[f[1,2]g] und (rotw)[f[2,3]g] gerichtet ist. DieNichtgerichtetheit folgt aber auch schon aus (REV R) = R.Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2], [0,3] g] aus Beispiel 5486 ist gerichtet, da [0,1,2] 2 R aber(REV [0,1,2]) =2 R und damit R 6= (REV R) gilt. R ist jedoch unvollst�andig gerichtet, da die demKen f0,3g entsprechende totale, zyklische Relation (rotw)[f[0,3]g] nichtgerichtet ist.Nicht- oder unvollst�andig gerichtete, zyklische Ordnungen f�uhren in De�nitionen und Beweisen gele-gentlich zur Sonderbehandlungen. Diese etwas unangenehme Tatsache ist uns schon bei De�nition derunmittelbaren Nachfolgerrelation aufgefallen. Der Ausschlu� dieser Strukturen mit teilweise zu klei-nen Kens (wie bei Tripelstrukturen oder Trennungsstrukturen geschehen) k�onnte einiges vereinfachen,w�urde jedoch von dem Prinzip abweichen, sich m�oglichst wenig von den Axiomen der azyklischenOrdnungen zu entfernen, die nicht- oder unvollst�andig gerichtete Strukturen zulassen.7.5 Zyklische Transitivit�atNach den Resultaten aus dem vorigen Abschnitt l�a�t sich jede zyklische Ordnung aus totalen, zy-klischen Ordnungen zusammensetzen. Da die zyklische Transitivit�at die zul�assigen Formen der Zu-sammensetzung wesentlich bestimmt, wollen wir uns in diesem Abschnitt ihre Wirkung anhand einerReihe von Beispielen veranschaulichen.



230 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGEN10 573 62 4
Abbildung 7.10: Eine zyklische Ordnung, die aus vier totalen, zyklischen Ordnungen bestehtB5561Wir beginnen mit den totalen, zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,1,2,3]g], R2 = (rotw)[f[0,1,4,5]g],R3 = (rotw)[f[2,3,6,7]g], R4 = (rotw)[f[4,5,6,7]g]. Wir bilden nun die Vereinigung R= R1 [ R2 [ R3 [ R4, bei der es sich um eine zyklische Ordnung handelt, die nicht total ist(siehe Abb. 7.10). Die resultierende Relation hat vier Kens (li R) -Ken = ff0,1,2,3g, f0,1,4,5g,f2,3,6,7g, f4,5,6,7gg. Als Projektionen auf diese Kens ergeben sich wieder die urspr�unglichen, to-talen, zyklischen Ordnungen R1 = (R . f0,1,2,3g), R2 = (R . f0,1,4,5g), usw.Da� nicht jede Kombination von totalen, zyklischen Ordnungen eine zyklische Ordnung liefert, zeigendie folgenden Beispiele.B5562Wir w�ahlen die totalen, zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,2,3,4]g], R2 = (rotw)[f[1,2,5,4]g] undR3 = (rotw)[f[0,1,3,5]g]. Die Komposition R = R1 [ R2 [ R3 ist in Abb. 7.11 dargestellt. Es ist keinezyklische Ordnung. R ist zwar einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen und konsistent moduloRotation, aber nicht zyklisch transitiv, da [1,2,5] 2 R und [1,5,0] 2 R, aber nicht [1,2,0] 2 R gilt.B5563In Beispiel 5474 (Abb. 7.2 hatten wir schon festgestellt, da� die Relation R = (rotw)[f[0,1,2,3], [0,4,5,1],[2,3,4,5]g] nicht zyklisch transitiv und damit keine zyklische Ordnung ist. Auch diese Relation er-gibt sich als Vereinigung von drei totalen, zyklischen Ordnungen (rotw)[f[0,1,2,3]g], (rotw)[f[0,4,5,1]g],(rotw)[f[2,3,4,5]g]. Diese Relation unterscheidet sich von dem vorigen Beispiel nicht nur durch Umbe-nennung der Elemente.B5564Wir setzen die totalen, zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,1,2,3,4]g], R2 = (rotw)[f[1,2,6,7,9]g],R3 = (rotw)[f[3,4,5,6,7,8]g] zu einer Relation R = R1 [ R2 [ R3 zusammen, die in Abb. 7.12 zu sehenist. Die Elemente f0,9,5,8g sollen sicherzustellen, da� sich genau drei verschiedene Kens ergeben.
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0 1 234 5Abbildung 7.11: Drei totale, zyklische Ordnungen, die keine zyklische Ordnung ergebenW�urden wir beispielsweise auf Element 0 verzichten, so w�are f1,2,3,4g kein Ken. R ist zwar einfach,teilwort- und rotationsabgeschlossen sowie zyklisch transitiv, jedoch nicht vollst�andig. FolgendeKliquen werden nicht durch W�orter der Relation repr�asentiert: f6,3,1g, f6,3,2g, f6,4,1g, f6,4,2g,f7,3,1g, f7,3,2g, f7,4,1g, f7,4,2g.Die Unvollst�andigkeit im letzten Beispiel ist o�enbar auf eine zu enge Koppelung der einzelnen tota-
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Abbildung 7.12: Drei totale, zyklische Ordnungen, die keine zyklische Ordnung ergeben



232 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENlen, zyklischen Ordnungen zur�uckzuf�uhren. Es entstehen hier unerw�unschte, dreielementige Kliquen.Wir k�onnen dies vermeiden, wenn wir eine gr�o�ere Zahl von totalen, zyklischen Ordnungen geeig-net zusammensetzen, wie wir es schon in Beispiel 5561 mit vier Komponenten durchgef�uhrt haben.Es folgen nun noch zwei Beispiele in denen f�unf totale, zyklische Ordnungen auf verschiedene Weisezusammengesetzt werden.
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6Abbildung 7.13: Keine zyklische OrdnungB5565In Abb. 7.13 wurden f�unf vierelementige, totale, zyklische Ordnungen (auf eine zu Beispiel 5563analoge Weise) zu einer Relation R = (rotw)[f[2,3,0,1], [0,1,4,5], [4,5,6,7], [6,7,8,9], [8,9,3,2]g] zu-sammengesetzt. R ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen und vollst�andig. R ist auchkonsistent modulo Rotation, da sich zwei Linien in h�ochstens zwei Elementen schneiden. Bei Rhandelt es sich aber nicht um eine zyklische Ordnung, da die zyklische Transitivit�at verletzt ist:Wir haben [2,9,3] 2 R und [2,3,0] 2 R aber [2,9,0] =2 R.B5566Die Relation R = (rotw)[f[2,3,0,1], [0,1,4,5], [4,5,6,7], [6,7,8,9], [8,9,2,3]g] in Abb. 7.14 ist eine zyklischeOrdnung.Es ist o�enbar die zyklische Transitivit�at, die eine korrekte Art der Zusammensetzung von totalen,zyklischen Ordnungen lokal sichergestellt. Die zyklische Transitivit�at �ubertr�agt die Orientierung voneinem Ken auf einen anderen, wenn sich die beiden Kens in mindestens zwei Elementen schneiden.Um die Wirkung der zyklischen Transitivit�at zu verdeutlichen, betrachten wir die in Abb. 7.15 undAbb. 7.16 dargestellten Strukturen. Sie unterscheiden sich in der relativen Orientierung der beidenKreise.B5567
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Abbildung 7.14: Eine zyklische Ordnung aus f�unf totalen, zyklischen Ordnungen
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3Abbildung 7.15: Gegensinnig orientierte KreiseDie zyklische Ordnung in Abb. 7.15 ist durch R = (rotw)[f[0,1,2], [3,1,2]g] gegeben. Diese Ordnungbesitzt die zwei Kens (li R) -Kens = ff0,1,2g, f1,2,3g g. Die zyklische Transitivit�at gilt, da es keinezwei W�orter gibt, die die Pr�amisse der De�nition 3841 erf�ullen. Die anderen Axiome sind ebenfallsleicht zu veri�zieren.B5568Wir versuchen die linke Seite von Abb. 7.16 als zyklische Ordnung zu interpretieren: Aus derDarstellung lesen wir [1,3,2] 2 R und [1,2,0] 2 R ab. Um die zyklische Transitivit�at zu erf�ullen,mu� auch [1,3,0] 2 R gelten. Hieraus ergibt sich, da� je zwei verschiedene Elemente abh�angig sind.Es folgt (li R) -Kens = ff0,1,2,3gg. Es gibt also genau einen Ken. Dies widerspricht jedoch derAbbildung, die zwei Kreise zeigt. Es handelt sich also bei der dargestellten Struktur nicht um einezyklische Ordnung. Wohl aber, l�a�t sie sich zu einer zyklischen Ordnung (in diesem Fall sogar einertotalen) erg�anzen (siehe rechts).Im ersten Beispiel sind die beiden Kreise der Ordnung so orientiert, da� sie im Schnittbereich in diegleiche Richtung weisen. Aus diesem Grund war die zyklische Transitivit�at nicht verletzt. Im zwei-
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0Abbildung 7.16: Gleichsinnig orientierte Kreiseten Beispiel kommt es im Schnittbereich der beiden Kreise zu einem lokalen Orientierungskonikt.Dieser Konikt wird durch die zyklische Transitivit�at aufgel�ost, indem sie die beiden Kreise zu ei-nem Kreis vereinigt. Dieser Sachverhalt l�a�t sich etwas ungenau auch so ausdr�ucken: Kommen sichzwei gleichsinnig orientierte Kreise in mehreren Elementen zu nahe, so verschmelzen sie zu einemKreis. Zwei gegensinnig orientierte Kreise bleiben strikt getrennt, synchronisieren sich aber in ihrenSchnittelementen.B5569Indem wir in Beispiel 5565 die beiden gleichsinnig orientierten, totalen, zyklischen Ord-nungen (rotw)[f[8,9,3,2]g] und (rotw)[f[2,3,0,1]g], wie in Abb. 7.16 angedeutet, zu einer tota-len zyklischen Ordnung (rotw)[f[8,9,3,0,1,2]g] verschmelzen erhalten wir eine zyklische OrdnungR0 = (rotw)[f(rotw)[f[8,9,3,0,1,2]g] [0,1,4,5], [4,5,6,7], [6,7,8,9]g] als Vereinigung von vier totalen, zy-klischen Ordnungen. Diese Relation ist eine echte Erweiterung, d.h. R � R0, der Relation ausBeispiel 5565.In Beispiel 5567 liegen zwei gegensinnig orientierte Kreise vor. Die zyklische Transitivit�at gilt hiertrivialerweise. Dies �andert sich, wenn wir zwischen den Elementen 1 und 2 weitere Elemente einf�ugen,wie dies links in Abb. 7.17 zu sehen ist. Wir k�onnen nun sowohl eine Darstellung mit gegensinnigorientierten Kreisen (oben), also auch eine Darstellung mit gleichsinnig orientierten Kreisen (unten)angeben, so da� beide Beispiele 5567 und 5568 in der Relation wiederzu�nden sind.B5570Die beiden Darstellungen links in Abb. 7.17 zeigen die gleiche Relation R = (rotw)[f[0,1,5,2],[1,4,2,3]g]. Die Relation ist nicht zyklisch transitiv, da [1,4,2] 2 R und [1,2,0] 2 R aber nicht[1,4,0] 2 R gilt. Die Relation kann jedoch zu der rechts in Abb. 7.17 in zwei verschiedenen Dar-stellungen gegebenen Relation R0 = (rotw)[f[0,1,5,2], [1,4,2,3], [0,1,4,2], [1,5,2,3]g] erweitert werden.Diese Relation ist zyklisch transitiv. Es handelt sich sogar um eine zyklische Ordnung. Die Dar-stellungen dieser Relation ben�otigen nur eine verzweigte Kante. Man erkennt also, da� sich dieDarstellungsweise in diesem Fall gut mit der zyklischen Transitivit�at vertr�agt.7.6 VereinigungIn den vorigen Abschnitten haben eine zyklische Ordnung als Vereinigung von totalen, zyklischen Ord-nungen aufgefa�t. Nun wollen wir allgemeiner untersuchen, unter welchen Bedingungen wir zyklische



7.6. VEREINIGUNG 235
0

2

3

1

54

0

1

2

3 45

0 3

0 43 5

2

1

4 5

2

1

Abbildung 7.17: Gleichsinnige und gegensinnige Darstellungen einer RelationOrdnungen durch Vereinigung bereits konstruierter zyklischer Ordnungen erzeugen k�onnen.Die Vereinigung von zyklischen Ordnungen mu� nicht notwendigerweise wieder eine zyklische Ordnungliefern. Dies gilt selbst dann nicht, wenn wir totale, zyklische Ordnungen w�ahlen. Es gibt zwei Gr�unde,warum dies nicht immer der Fall sein mu�: Zum einen kann es passieren, da� die Vereinigung nichtvollst�andig ist, d.h. durch die Vereinigung entstehen neue Kliquen, die durch kein Wort der vereinigtenKomponenten abgedeckt wird. Die andere M�oglichkeit ist, da� die Vereinigung die zyklische Transi-tivit�at verletzt. Den letzten Fall hatten wir im vorigen Abschnitt �uber zyklische Transitivit�at bereitsausf�uhrlich diskutiert. Beide F�alle werden im folgenden an kleinen Beispielen demonstriert.B5571Wir w�ahlen totale, zyklische Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,1]g], R2 = (rotw)[f[1,2]g], R3 = (rotw)[f[0,2]g].Die Vereinigung R = R1 [ R2 [ R3 ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen, zyklischtransitiv, aber nicht vollst�andig, da die Klique f0,1,2g 2 (li R) -Kliquen nicht als Wort in Rvorkommt. R ist also keine zyklische Ordnung.B5572Wir w�ahlen die totalen, zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[1,3,2]g] und R2 = (rotw)[f[1,2,0]g]. AlsVereinigung ergibt sich die Relation R = R1 [ R2 = (rotw)[f[1,3,2], [1,2,0]g] aus Beispiel 5568,die einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen und vollst�andig und konsistent modulo Rotation,jedoch nicht zyklisch transitiv ist, da [1,3,2] 2 R und [1,2,0] 2 R aber [1,3,0] =2 R gilt.Die Verletzung der zyklischen Transitivit�at kann auch anders als im vorigen Beispiel durch eine Ver-letzung der Konsistenz modulo Rotation bedingt sein (siehe Theorem 4016). Dies ist im folgenden



236 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENBeispiel der Fall.B5573Es sei R1 = (rotw)[f[0,1,2]g] und R2 = (rotw)[f[2,1,0]g].Als Vereinigung dieser beiden totalen, zyklischenOrdnungen erhalten wir R = R1 [ R2 = (rotw)[f[0,1,2], [2,1,0]g]. R ist nicht konsistent, da [0,1,2] und[2,1,0] nicht miteinander konsistent sind. Damit ist R auch nicht zyklisch transitiv: Es gilt [0,1,2]2 R und [0,2,1] 2 R aber [0,1,1] =2 R.Nichtsdestotrotz eignet sich die einfache mengentheoretische Operation der Vereinigung zur Konstruk-tion interessanter zyklischer Ordnungen, wie wir schon in Beispiel 5561 bemerkten. Aus diesem Grundist es n�utzlich die Eigenschaften dieser Operation im Detail zu untersuchen.S5574VA5575� S 2 P(R�(A))T5576� (S S) 2 R�(A)Wir kn�upfen an die Resultate 3061 an. Alphabet und Abh�angigkeitsrelation sind mit der Ver-einigung vertauschbar. Abgesehen von Einfachheit und Teilwortabgeschlossenheit bleibt auch dieRotationsabgeschlossenheit unter Vereinigung erhalten.T5577 (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) ) (S S) ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . 3141Damit ist eine Vereinigung von zyklischen Ordnungen wieder eine zyklische Ordnung, wenn dasResultat zyklisch transitiv und vollst�andig ist.T5578 (8 R 2 S � R ist eine zyklische Ordnung) ^ (S S) ist zyklisch transitiv ^(S S) ist vollst�andig ) (S S) ist eine zyklische Ordnung . . 5480, 3128, 3154, 5577In einigen speziellen F�allen l�a�t sich die Konsistenz modulo Rotation der Vereinigung besonders leichtleicht sicherstellen.S5579VA5580� S 2 P(R�(A)), R 2 R�(A)T5581� (S S) 2 R�(A)Gewinnen wir die Komponenten S als Teilmengen aus einer einzigen, totalen, zyklischen Ordnung(tats�achlich reicht eine beliebige konsistente Relation), so ist die Vereinigung als Teilmenge einerkonsistenten Relation konsistent.T5582 R ist konsistent modulo (rot�) ^ (8 R0 2 S � R0 � R) ) (S S) ist konsistent modulo (rot�)A5583 R ist konsistent modulo (rot�)A5584 8 R0 2 S � R0 � RG5585 (S S) ist konsistent modulo (rot�)T5586 (S S) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5584G5587 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1553, 5583, 5586Die Konsistenz der Vereinigung setzt sich aus der inneren Konsistenz jeder Komponente sowie ihrerKonsistenz miteinander zusammen. Das Theorem zeigt auch, da� die Konsistenz der zu vereini-genden Relationen miteinander nat�urlich eine notwendige Bedingung ist, um als Vereinigung einekonsistente Relation und insbesondere eine zyklische Ordnung zu erhalten.



7.6. VEREINIGUNG 237T5588 8 E 2 BR(A�) � (8 R 2 S � R ist konsistent modulo E) ^(8 R 2 S, R0 2 S � R 6= R0 ) R und R0 sind miteinander konsistent modulo E) ,(S S) ist konsistent modulo EVA5589� E 2 BR(A�)A5590 8 R 2 S � R ist konsistent modulo EA5591 8 R 2 S, R0 2 S � R 6= R0 ) R und R0 sind miteinander konsistent modulo EG5592 8 u 2 (S S), v 2 (S S) � u E� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545VA5593 u 2 (S S), v 2 (S S)G5594 u E� vVT5595 R 2 S, R0 2 S � u 2 R ^ v 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5593A5596 R = R0T5597 u 2 R ^ v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5595, 5596T5598 R ist konsistent modulo E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5590, 5595G5599 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545, 5598, 5597A5600 R 6= R0T5601 R uns R0 sind miteinander konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . 5591, 5595, 5600G5602 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1548, 5601, 5595Damit ist die Vereinigung von zyklischen Ordnungen insbesondere konsistent modulo Rotation,wenn die Relationen paarweise h�ochstens zwei Elemente gemeinsam haben.T5603 (8 R 2 S � R ist einfach) ^ (8 R 2 S � R ist konsistent modulo (rot�)) ^(8 R 2 S, R0 2 S � R 6= R0 ) jA(R) \ A(R0)j � 2) )(S S) ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5588, 1583Die im Verglich zur Konsistenz modulo Rotation st�arkere Forderung der zyklischen Transitivit�at derVereinigung l�a�t sich besonders leicht veri�zieren, wenn sich die zyklischen Ordnungen paarweise inh�ochstens einem Element schneiden. Man beachte die formale �Ahnlichkeit zum vorigen Theorem.S5604VA5605� S 2 P(R�(A)), R 2 R�(A)T5606� (S S) 2 R�(A)T5607 (8 R 2 S � R ist einfach) ^ (8 R 2 S � R ist zyklisch transitiv) ^(8 R 2 S, R0 2 S � R 6= R0 ) jA(R) \ A(R0)j � 1) ) (S S) ist zyklisch transitivA5608 8 R 2 S � R ist einfachA5609 8 R 2 S � R ist zyklisch transitivA5610 8 R in S, R0 2 S � R 6= R0 ) jA(R) \ A(R0)j � 1G5611 (S S) ist zyklisch transitivG5612 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (S S) ^ [a,c,d] 2 (S S) ) [a,b,d] 2 (S S) . . . . . . . . . . . 3841VA5613 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (S S) ^ [a,c,d] 2 (S S)G5614 [a,b,d] 2 (S S)T5615� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5613VT5616 R 2 S, R0 2 S � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5613G5617 9 R 2 S � [a,b,d] 2 RA5618 R = R0T5619 [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5618, 5616T5620 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5609, 5616T5621 [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 5620, 5619G5622 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5616, 5621A5623 R 6= R0T5624 jA(R) \ A(R0)j � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5610, 5616, 5623T5625 A([a,b,c]) � A(R) ^ A([a,c,d]) � A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 5616T5626 fa,b,cg � A(R) ^ fa,c,dg � A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329, 5625T5627 fa,b,cg \ fa,c,dg � A(R) \ A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5626T5628 jfa,b,cg \ fa,c,dgj � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5624, 5627



238 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT5629 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5608, 5616T5630 [a,b,c] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 5629, 5616T5631 a 6= c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0379, 5630T5632 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5631, 5628Wenn wir sicherstellen, da� jede Klique der Vereinigung schon Klique in einer der Komponenten ist,d.h. durch die Vereinigung keine neuen Kliquen entstehen, so k�onnen wir von der Vollst�andigkeit allerKomponenten auf die Vollst�andigkeit ihrer Vereinigung schlie�en.S5633VA5634� S 2 P(R�(A))T5635� (S S) 2 R�(A)Wir setzen voraus: Jeder Ken der Vereinigung soll als Klique in einer Komponente existieren.A56368 K 2 (li (S S)) -Kens � 9 R 2 S � K 2 (li R) -KliquenDiese Annahme ist nat�urlich �aquivalent zu der Forderung, da� durch die Vereinigung keine neuenKliquen entstehen, die nicht schon in einer der Komponenten vorkommen.T5637 8 C 2 (li (S S)) -Kliquen � 9 R 2 S � C 2 (li R) -KliquenVA5638 C 2 (li (S S)) -KliquenG5639 9 R 2 S � C 2 (li R) -KliquenVT5640 K 2 (li (S S)) -Kens � C � K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 5638T5641 R 2 S � K 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5636, 5640T5642 C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 5641, 5640G5643 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5641, 5642Damit sind Kliquenbildung und Vereinigung als Operationen vertauschbar.T5644 (li (S S)) -Kliquen = S f(li R) -Kliquen � R 2 SgT5645 (li (S S)) -Kliquen � S f(li R) -Kliquen � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5637T5646 S f(li R) -Kliquen � R 2 Sg � (li (S S)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3068G5647 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5645, 5646Vollst�andigkeit �ubertr�agt sich von allen Komponenten auf ihre Vereinigung.T5648 (8 R 2 S � R ist vollst�andig) ) (S S) ist vollst�andigA5649 8 R 2 S � R ist vollst�andigG5650 8 C 2 (li (S S) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 (S S) � A(w) = C . . . . . . . 2209VA5651 C 2 (li (S S)) -KliquenA5652 C ist endlichG5653 9 w 2 (S S) � A(w) = CVT5654 R 2 S � C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5637, 5651T5655� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5654T5656 R � (S S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5654T5657 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5649, 5654VT5658 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 5657, 5654, 5652G5659 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5656, 5658Die in diesem Abschnitt (und in den vorigen Abschnitten) genannten Theoreme k�onnen hilfreich sein,wenn wir eine Relation als Vereinigung ihrer Komponenten au�assen, und anhand der Komponentenund ihrer Zusammensetzung �uberpr�ufen wollen, ob es sich bei der Vereinigung um eine zyklischeOrdnung handelt.



7.7. DURCHSCHNITT 2390 12 34 567Abbildung 7.18: Vier in maximal einem Element gekoppelte totale, zyklische OrdnungenB5660In Abb. 7.18 ist die Vereinigung R = R1 [ R2 [ R3 [ R4 aus totalen, zyklischen OrdnungenR1 = (rotw)[f[0,1,2]g], R2 = (rotw)[f[1,4,3]g], R3 = (rotw)[f[4,5,6]g] und R4 = (rotw)[f[2,6,7]g]. Mit Hilfeder Theoreme 5607 und 5648 k�onnen wir sofort veri�zieren, da� es sich um eine zyklische Ordnunghandelt.7.7 DurchschnittAufgrund seiner Einfachheit ist abgesehen von den Operationen der Projektion und der Vereinigungauch die Bildung der Schnittmenge ein Kandidat f�ur eine Operation, die uns aus gegebenen, zykli-schen Ordnungen neue konstruiert. Ebenso wie die Vereinigung liefert der Schnitt zweier zyklischerOrdnungen nicht notwendigerweise wieder eine zyklische Ordnung. Das folgende Beispiel zeigt diessogar f�ur den Schnitt von zwei endlichen, totalen, zyklischen Ordnungen.B5661Wir w�ahlen die totalen, zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,1,2]g] und R2 = (rotw)[f[2,1,0]g]. AlsSchnitt erhalten wir die Relation R = R1 \ R2 = (rotw)[f[0,1], [1,2], [0,2]g], die einfach, teilwort- undrotationsabgeschlossen, konsistent modulo Rotation, zyklisch transitiv, aber nicht vollst�andig undinsbesondere nicht 3 -vollst�andig ist.Da� der Schnitt von zyklischen Ordnungen nicht immer eine zyklische Ordnung liefert, wie diesesBeispiel demonstriert, ist ein fundamentaler Unterschied zur Situation bei azyklischen Ordnungen, woder Schnitt von azyklischen Ordnungen immer zu einer azyklischen Ordnung f�uhrt (siehe Theorem3321).S5662VA5663� S 2 P(R�(A))A5664 S 6= ;T5665� (T S) 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5664Wir kn�upfen an die in 3160 abgeleiteten Theoreme an.



240 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENF�ur teilwort- und rotationsabgeschlossene Relationen sind die Operationen A(R) (siehe Theorem3169) sowie (li R) und (li R) mit der Schnittbildung vertr�aglich.T5666 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ^ (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) )(li (T S)) = T f(li R) � R 2 SgA5667 8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossenA5668 8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossenT5669 (li (T S)) � T f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3166, 5664T5670 T f(li R) � R 2 Sg � (li (T S))G5671 8 x,y � (x,y) 2 T f(li R) � R 2 Sg ) (x,y) 2 (li (T S))VA5672 x,y � (x,y) 2 T f(li R) � R 2 SgG5673 (x,y) 2 (li (T S))T5674 8 R 2 S � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5672T5675 8 R 2 S � [x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1767, 5667, 5668, 5674T5676 [x,y] 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5675G5677 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1761, 5676G5678 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5669, 5670T5679 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ^ (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) )(li (T S)) = T f(li R) � R 2 SgA5680 8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossenA5681 8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossenT5682 (li (T S)) � T f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3167, 5664T5683 T f(li R) � R 2 Sg � (li (T S))G5684 8 x,y � (x,y) 2 T f(li R) � R 2 Sg � (x,y) 2 (li (T S))VA5685 x,y � (x,y) 2 T f(li R) � R 2 SgG5686 (x,y) 2 (li (T S))T5687 8 R 2 S � (x,y) 2 (li R)T5688 8 R 2 S � (x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 5687G5689 (x,y) 2 (li (T S)) _ (x,y) 2 ID(A(T S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819A5690 x = yT5691 8 R 2 S � (x,y) 2 ID(A(R))VA5692 R 2 SG5693 (x,y) 2 ID(A(R))T5694� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5692T5695 (x,y) 2 (li R) _ (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5688, 5692A5696 (x,y) 2 (li R)T5697 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1718, 5696T5698 (x,y) 2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5690, 5697G5699 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5695, 5698T5700 (x,y) 2 T fID(A(R)) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5664, 5691T5701 (x,y) 2 ID(T fA(R) � R 2 Sg) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5700T5702 (x,y) 2 ID(A(T S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5701, 3169, 5664, 5680G5703 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5702A5704 x 6= yT5705 8 R 2 S � (x,y) =2 ID(A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5704T5706 8 R 2 S � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5688, 5705T5707 (x,y) 2 T f(li R) � R 2 Sg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5664, 5706T5708 (x,y) 2 (li (T S)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5707, 5666, 5680, 5681G5709 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5708G5710 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5682, 5683Ebenso wie die Einfachheit (Theorem 3183) und die Teilwortabgeschlossenheit (Theorem 3215)�ubertr�agt sich auch die Rotationsabgeschlossenheit und die zyklische Transitivit�at auf den Schnitt.T5711 (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) ) (T S) ist (rot�) -abgeschlossen . . 3200, 5664



7.7. DURCHSCHNITT 241T5712 (8 R 2 S � R ist zyklisch transitiv) ) (T S) ist zyklisch transitivA5713 8 R 2 S � R ist zyklisch transitivG5714 (T S) ist zyklisch transitivG5715 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (T S) ^ [a,c,d] 2 (T S) ) [a,b,d] 2 (T S) . . . . . . . . . . . 3841VA5716 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (T S)A5717 [a,c,d] 2 (T S)G5718 [a,b,d] 2 (T S)T5719� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5716, 5717T5720 8 R0 2 S � [a,b,c] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5716T5721 8 R0 2 S � [a,c,d] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5717G5722 8 R0 2 S � [a,c,d] 2 R0VA5723 R0 2 SG5724 [a,c,d] 2 R0T5725� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5723T5726 [a,b,c] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5720, 5723T5727 [a,c,d] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5721, 5723T5728 R0 ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5713, 5723G5729 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 5728, 5726, 5727Entsprechendes gilt auch f�ur die Konsistenz modulo Rotation.T5730 (8 R 2 S � R ist konsistent modulo (rot�)) ) (T S) ist konsistent modulo (rot�) . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3191, 5664Der Grund, warum Beispiel 5661 keine vollst�andige Relation lieferte, ist, da� die W�orter [0,1,2]und [2,1,0] nicht miteinander konsistent modulo Rotation sind. Sind alle beteiligten Relationenpaarweise miteinander konsistent modulo Rotation und sind die zu schneidenden Relationen ro-tationsabgeschlossen und vollst�andig, so �ubertr�agt sich die Vollst�andigkeit auf das Resultat. ImBeweis dieses Theorems wird explizit das Auswahlaxiom in Form von Theorem 3230 verwendet.T5731 (8 R 2 S, R0 2 S � R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)) ^(8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) ^ (8 R 2 S � R ist vollst�andig) )(T S) ist vollst�andigA5732 8 R 2 S, R0 2 S � R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)A5733 8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossenA5734 8 R 2 S � R ist vollst�andigG5735 (T S) ist vollst�andigG5736 8 C 2 (li (T S)) -Kliquen � C ist endlich ) 9 w 2 (T S) � A(w) = C . . . . . . . 2209VA5737 C 2 (li (T S)) -KliquenA5738 C ist endlichG5739 9 w 2 (T S) � A(w) = CT5740� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 5737T5741 8 R 2 S � C 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3168, 5664, 5737T5742 8 R 2 S � 9 w 2 R � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 5734, 5741, 5738VT5743 f 2 (S ! A�) � 8 R 2 S � (f R) 2 R ^ A(f R) = C . . . . . . . . . . . 3230, 5664, 5742T5744� f 2 (S ) A�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5743VT5745 R 2 S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5664T5746� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5745T5747 (f R) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5743T5748� (f R) 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5747T5749 8 R0 2 S � (f R) 2 R0VA5750 R0 2 SG5751 (f R) 2 R0T5752� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5750T5753 (f R0) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5743, 5750



242 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT5754� (f R0) 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5753T5755 R0 ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5733, 5750G5756 (f R0) rot� (f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 5755, 5753T5757 R0 und R sind miteinander konsistent modulo (rot� ) . . . . . . . . . 5732, 5750, 5745T5758 (f R0) rot� (f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1548, 5757, 5753, 5747T5759 A(f R0) = A(f R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5743, 5750, 5745G5760 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 5759, 5758T5761 (f R) 2 (T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5749T5762 A(f R) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5743, 5745G5763 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5761, 5762Zusammenfassend ist jeder Schnitt von zyklischen Ordnungen wieder eine zyklische Ordnung, wennalle beteiligten Relationen paarweise miteinander konsistent modulo Rotation sind. Man beachte,da� auch unendliche Schnitte zul�assig sind.T5764 (8 R 2 S, R0 2 S � R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)) ^(8 R 2 S � R ist eine zyklische Ordnung) )(T S) ist eine zyklische Ordnung . . . . . . 5480, 5664, 3183, 3215, 5711, 5731, 5712Abgesehen von der Pr�amisse im vorigen Theorem, die eine recht strenge Forderung darstellt, ergibtsich noch ein weiteres h�ochst unerw�unschtes Resultat: Die Totalit�at vererbt sich auf den Durch-schnitt, wenn alle geschnittenen Relationen total, teilwort- und rotationsabgeschlossen sind.T5765 (8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ^ (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) ^(8 R 2 S � R ist total) ) (T S) ist totalA5766 8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossenA5767 8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossenA5768 8 R 2 S � R ist totalG5769 (T S) ist totalT5770 8 R 2 S � (li R) = A(R)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2020, 5768G5771 (li (T S)) = A(T S)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2020G5772 T f(li R) � R 2 Sg = T fA(R) � R 2 Sg2 . . 5679, 5664, 5766, 5767, 3169, 5664, 5766G5773 T f(li R) � R 2 Sg = T fA(R)2 � R 2 SgG5774 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5770Damit ist der Schnitt einer Menge von miteinander konsistenten, totalen, zyklischen Ordnungenwieder eine totale, zyklische Ordnung.T5775 (8 R 2 S, R0 2 S � R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)) ^(8 R 2 S � R ist eine totale, zyklische Ordnung) )(T S) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . 5483, 3681, 5764, 5765Die Pr�amisse der Konsistenz in Theorem 5764 ist schon dann unverzichtbar, wenn der Schnitt vontotalen, zyklischen Ordnungen mit gleichem Alphabet �uberhaupt eine zyklische Ordnung liefern soll,wie das �ubern�achste Theorem zeigt. Die Aussage gilt sogar unter den schw�acheren Bedingungen imfolgenden Theorem.T5776 (8 R 2 S � A(R) = A(T S)) ^ (T S) ist vollst�andig ^ (8 R 2 S � R ist einfach) ^(8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossen) ^ (8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossen) ^(8 R 2 S � R ist konsistent modulo (rot�)) ^ (8 R 2 S � R ist total) )(S S) ist konsistent modulo (rot�)A5777 8 R 2 S � A(R) = A(T S)A5778 (T S) ist vollst�andig



7.7. DURCHSCHNITT 243A5779 8 R 2 S � R ist einfachA5780 8 R 2 S � R ist (w) -abgeschlossenA5781 8 R 2 S � R ist (rot�) -abgeschlossenA5782 8 R 2 S � R ist konsistent modulo (rot�)A5783 8 R 2 S � R ist totalA5784 : (S S) ist konsistent modulo (rot�)T5785 (S S) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3128, 5779T5786 (S S) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3154, 5780VT5787 w 2 (S S), w0 2 (S S) �L(w) = 3 ^ L(w0) = 3 ^ A(w) = A(w0) ^ : w rot� w0 . . . . . . 1663, 5785, 5786, 5784T5788 A(w) = A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5787VT5789 R 2 S, R0 2 S � w 2 R ^ w0 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5787T5790� R 2 R�(A) ^ R0 2 R�(A) ^ w 2 A� ^ w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5789T5791 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 5789T5792 A(w) � A(T S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5777, 5789, 5791T5793 A(w) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240T5794 (T S) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5765, 5780, 5781, 5783T5795 u 2 (T S) � A(u) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2281, 5794, 5778, 5792, 5793T5796� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5795T5797 u 2 R ^ u 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5795, 5789T5798 R ist konsistent modulo (rot�) ^ R0 ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . 5782, 5789T5799 w rot� u ^ u rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 5798, 5789, 5797T5800 A(u) = A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5795, 5788T5801 w rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0998, 5795, 5800, 5799T5802 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0996, 5787, 5801, 5787Es folgt hieraus sofort:T5803 (8 R 2 S � A(R) = A(T S)) ^ (T S) ist eine zyklische Ordnung ^(8 R 2 S � R ist eine totale, zyklische Ordnung) )(8 R 2 S, R0 2 S � R und R0 sind miteinander konsistent modulo (rot�)) . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 3681, 5776, 1553, 1556Die Pr�amisse der Konsistenz in Theorem 3200 schr�ankt die Verwendung des Schnittoperators starkein. Die Konsistenz der Relationen untereinander ist jedoch nicht immer notwendig, um als Schnitteine zyklische Ordnung zu erhalten, wie das folgende Beispiel zeigt. Allerdings wirken F�alle dieserArt recht k�unstlich, da Kliquen, die zu Unvollst�andigkeit f�uhren k�onnten, durch Schnittbildung mitweiteren Relationen eliminiert werden.B5804Wir erweitern Beispiel 5661: Es sei R1 = (rotw)[f[0,1,2],[2,3]g], R2 = (rotw)[f[2,1,0], [3] g],R3 = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,3]g]. R1, R2 und R2 sind zyklische Ordnungen. R1 und R2 sind nichtmiteinander konsistent modulo Rotation. T fR1, R2, R3g = (rotw)[f[0,1], [1,2], [3]g] ist wieder einezyklische Ordnung.Wir hatten schon in Beispiel 5661 gesehen, da� der Schnittoperator insbesondere nicht geeignet ist, umaus einer nichtkonsistenten Menge von zyklischen Ordnungen eine gemeinsame, konsistente Teilrelationzu extrahieren, wie dies bei azyklischen Ordnungen �ublich ist.Theorem 5765 hat zus�atzlich zur Konsequenz, da� wir niemals nichttotale, zyklische Ordnungen durchSchnittbildung von totalen, zyklischen Ordnungen erzeugen k�onnen. Dieses negative Resultat, das beieiner Axiomatisierung auf Basis von Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit und Vollst�andigkeit un-vermeidlich ist, zeigt, da� die Schnittoperation zur Konstruktion interessanter, zyklischer Ordnungen



244 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENauf diese Weise unbrauchbar ist. Tats�achlich ist die Lage noch unangenehmer, als sie auf den erstenBlick erscheint: Ein Schnitt zweier verschiedener totaler, zyklischer Ordnungen mit gleichem Alphabetliefert niemals eine zyklische Ordnung, wie Theorem 3756 in Kombination mit Theorem 5776 zeigt.Abschlie�end folgt noch ein einfaches Beispiel, in dem ein Schnitt einer Menge von miteinander kon-sistenten, nichttotalen, zyklischen Ordnungen nach Theorem 3200 tats�achlich eine zyklische Ordnungliefert.B5805Wir w�ahlen die zyklischen Ordnungen R1 = (rotw)[f[0,1,2], [1,2,3,4,5]g] und R2 = (rotw)[f[0,1,2,6],[1,2,4,5], [5,6]g]. R1 und R2 sind miteinander konsistent modulo Rotation. Es ergibt sich die zykli-sche Ordnung (R1 \ R2) = (rotw)[f[0,1,2], [1,2,4,5]g].Die Abgeschlossenheit der zyklischen Ordnungen unter Schnittbildung gilt also im allgemeinen nicht.Dies ist ein fundamentaler Unterschied zur Klasse der azyklischen Ordnungen, die unter Schnittbil-dung abgeschlossen sind. Man k�onnte diese Eigenschaft erzwingen, wenn wir auf die Abgeschlossenheitunter Projektion verzichten w�urden (z.B. verallgemeinerte Tripelsysteme, die nicht nur totale, zykli-sche Ordnungen beschreiben). Die letztere Eigenschaft scheint jedoch elementarer zu sein, so da�wir die Nichtabgeschlossenheit unter (der einfachen mengentheoretischen) Schnittbildung sogar alswesentliches Merkmal der Klasse aller zyklischen Ordnungen au�assen sollten.7.8 IntervalleWir behandeln in diesem Abschnitt Intervalle in zyklischen Ordnungen und untersuchen ihr Verh�altniszu anderen Elementen der Ordnung bzgl. Abh�angigkeit und Unabh�angigkeit. Interessant ist vor allemder Vergleich mit der Situation bei azyklischen Ordnungen.Da wir Intervalle bisher nur bei totalen, zyklischen Ordnungen kennengelernt haben, folgt zun�achstein Beispiel f�ur Intervalle einer nichttotalen, zyklischen Ordnung.B5806F�ur die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3], [3,4,1,6], [4,5,6,7], [3,4,5,6], [1,6,7,4], [1,2,3,4],[1,6,3,0]g] aus Beispiel 5488 (Abb. 7.9) berechnen wir einige Intervalle: Es gilt (0 � � � 2)R = f1g,(2 � � � 0)R = f3g, (0 � � � 3)R = f1,2,6g, (3 � � � 0)R = ;, (5 � � � 4)R = f3,6,7g, (4 � � � 5)R = ;, (4 � � � 4)R= ; .Zur Vorbereitung ben�otigen wir einige Lemmata, die aber auch unabh�angig von unserem eigentlichenZiel interessant sind, da sie wesentliche Eigenschaften von zyklischen Ordnungen beschreiben undbesonders anschaulich sind. Die folgenden beiden Lemmata sind dual zueinander bzgl. der Relationen(li R) und (co R). Zyklische Ordnungen in denen die Aussagen der Theoreme nachvollziehbar ist, sindin Abb. 7.19 und Abb. 7.20 dargestellt.B5807x,y,a,b,b0 seien paarweise verschiedene Elemente. Die zyklische Ordnung in Abb. 7.19 ist durchR = (rotw) [f[x,b,y,b0], [x,a,y,b0]g] gegeben. Damit haben wir die Kens (li R) -Kens = ffx,b,y,b0g,fx,a,y,b0gg und die Relation der Unabh�angigkeit (co R) = lf(a,b), (a,b0)g. Man k�onnte sich dieRelation R nat�urlich auch als Teil einer gr�o�eren Relation vorstellen.S5808VA5809� R 2 R�(A)
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x

y

b’ b aAbbildung 7.19: Quadrupel-Eigenschaften bzgl. liA5810 R ist eine zyklische OrdnungWir betrachten Abb. 7.19. Wir haben einen Ken, der [x,b,y,b0] enth�alt. Steht nun ein Element a zuzwei sich gegen�uberliegenden Elementen, hier x und y in der Abh�angigkeitsrelation, so mu� einesder x und y trennenden Elemente b oder b0 ebenfalls abh�angig von a sein. Mit anderen Worten: DieAbh�angigkeit mu� �uber ein zwischen x und y liegendes Element von x nach y vermittelt werden.Oder noch anders formuliert: Wird ein Kreis durch x und y in zwei Seiten b und b0 geteilt und liegta auf einem anderen Kreis mit x und y, so mu� eine Seite (hier b) dem Element a abgewandt, d.h.abh�angig sein.T5811 8 x,y,b,b0,a � [x,b,y,b0] 2 R )(a,x) 2 (li R) ^ (a,y) 2 (li R) ) (a,b) 2 (li R) _ (a,b0) 2 (li R)VA5812 x,y,b,b0,a � [x,b,y,b0] 2 RA5813 (a,x) 2 (li R)A5814 (a,y) 2 (li R)G5815 (a,b) 2 (li R) _ (a,b0) 2 (li R)T5816� fx,y,b,b0,ag � A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5812, 5813T5817 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1901, 5812T5818 fx,a,yg 2 (li R) -KliquenT5819 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 5817G5820 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0113, 1824, 1825, 5813, 5819, 5814T5821 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5810T5822 jfx,a,ygj = 3T5823 a 6= x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 5813T5824 a 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0073, 1906, 5814T5825 x 6= y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1906, 5821, 0073, 5817G5826 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5823, 5824, 5825T5827 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5810T5828 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5810T5829 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5810T5830 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5810T5831 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 5830T5832 [x,a,y] 2 R _ [y,a,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . 2346, 5821, 5828, 5831, 5818, 5822A5833 [x,a,y] 2 RT5834 [x,y,b0] v [x,b,y,b0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0558T5835 [x,y,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 5827, 5812, 5834T5836 [x,a,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 5829, 5833, 5835T5837 (a,b0) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 5836G5838 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5837A5839 [y,a,x] 2 R



246 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT5840 [x,b,y,b0] rot� [y,b0,x,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0503T5841 [y,b0,x,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 5828, 5812, 5840T5842 [y,x,b] v [y,b0,x,b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0558T5843 [y,x,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 5827, 5841, 5842T5844 [y,a,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 5829, 5839, 5843T5845 (a,b) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1900, 5844G5846 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5845Eine dem vorigen Theorem �ahnliche Eigenschaft wird in Petri 1991 als Axiom f�ur Trennungsstrukturengefordert. Hier konnten wir diese Eigenschaft mit Hilfe der scheinbar noch grundlegenderen Forderungnach zyklischer Transitivit�at ableiten. Dies ist bemerkenswert, da es sich bei den zyklischen Ordnungenum einen gerichteten Ansatz handelt, w�ahrend Trennungsstrukturen prinzipiell nicht gerichtet sind.
b’ b a

x

yAbbildung 7.20: Quadrupel-Eigenschaften bzgl. coB5847x,y,a,b,b0 seien paarweise verschieden. Abb. 7.20 stellt die zyklische Ordnung R = (rotw) [f[x,b,y,b0],[a,b0]g] dar, die wiederum Teil einer gr�o�eren Relation sein k�onnte. Insbesondere gilt (li R) -Kens= ffx,b,y,b0g, fa,b0gg und (co R) = lf(a,x), (a,b), (a,y)g.Es folgt nun das zu 5811 duale Lemma:S5848VA5849� R 2 R�(A)A5850 R ist eine zyklische OrdnungIn Abb. 7.20 sehen wir einen Ken der [x,b,y,b0] enth�alt. Ist ein Element a von x und y unabh�angig,so mu� auch eines der beiden x und y trennenden Elemente b und b0 unabh�angig von a sein. Mitanderen Worten: Unabh�angigkeit breitet sich entlang der einen Seite b oder der anderen Seite b0 vonx nach y aus.T5851 [x,b,y,b0] 2 R )(a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R) ) (a,b) 2 (co R) _ (a,b0) 2 (co R)A5852 [x,b,y,b0] 2 RG5853 (a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R) ) (a,b) 2 (co R) _ (a,b0) 2 (co R)G5854 (a,b) =2 (co R) ^ (a,b0) =2 (co R) ) (a,x) =2 (co R) _ (a,y) =2 (co R)A5855 (a,b) =2 (co R)A5856 (a,b0) =2 (co R)G5857 (a,x) =2 (co R) _ (a,y) =2 (co R)G5858 (a,x) 2 (li R) _ (a,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985A5859 a =2 A(R)T5860 (a,x) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926, 5859G5861 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5860A5862 a 2 A(R)



7.8. INTERVALLE 247T5863 b 2 A(R) ^ b0 2 A(R)T5864 A([x,b,y,b0]) 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 5852G5865 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0330, 5864A5866 a = bT5867 [x,a,y,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5866, 5852T5868 (a,x) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1901, 5867G5869 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5868A5870 a = b0T5871 [x,b,y,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5870, 5852T5872 (a,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1901, 5871G5873 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5872A5874 a 6= b ^ a 6= b0T5875 [x,b,y,b0] rot� [b,y,b0,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0502T5876 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5850T5877 [b,y,b0,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 5876, 5852, 5875T5878 (a,b) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 5862, 5863, 5855T5879 (a,b0) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 5862, 5863, 5856T5880 (a,b) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 5874, 5878T5881 (a,b0) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 5874, 5879G5882 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5811, 5850, 5877, 5880, 5881Obwohl dies anhand der Abbildungen nicht so o�ensichtlich ist, erh�alt man Lemma 5851 im we-sentlichen durch Umkehrung der zweiten Implikation aus 5811 sowie Ausnutzung der Rotationsab-geschlossenheit.Die f�ur die Anwendung der obigen Lemmata notwendigen vierstelligen W�orter, liefert uns ein weiteresLemma:S5883VA5884� R 2 R�(A)VA5885 R ist eine zyklische OrdnungWir betrachten eine beliebige, zyklische Ordnung. Liegt b zwischen x und y und liegt b0 zwischeny und x, so ist das Wort [x,b,y,b0] in der Relation enthalten.T5886 b 2 (x � � � y)R ^ b0 2 (y � � � x)R ) [x,b,y,b0] 2 RA5887 b 2 (x � � � y)RA5888 b0 2 (y � � � x)RG5889 [x,b,y,b0] 2 RT5890 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5885T5891 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5885T5892 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5885T5893 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5885T5894 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5482, 5885T5895 R ist schwach zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5885, 3914T5896 [x,b,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 5891, 5887T5897 [y,b0,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3407, 5891, 5888T5898� x 2 A ^ y 2 A ^ b 2 A ^ b0 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5896, 5897T5899 [y,b0,x] rot� [x,y,b0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T5900 [x,y,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 5892, 5897, 5899G5901 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3915, 5890, 5892, 5893, 5894, 5895, 5896, 5900Das Theorem 3493, welches wir f�ur azyklische Ordnungen ableiten konnten, gilt f�ur zyklische Ordnun-gen R nicht. Wir werden jedoch eine Abschw�achung �nden, die (co R) und sogar (li R) symmetrisch



248 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENbehandelt und damit die Dualit�at zwischen (co R) und (li R) herstellt, die bei azyklischen Ordnungenverletzt wurde.S5902VA5903� R 2 R�(A)A5904 R ist eine zyklische OrdnungWir betrachten nun zwei Intervalle (x � � � y)R und (y � � �x)R mit den gleichen Randelementen x undy. Besteht nun eine Abh�angigkeitsrelation zwischen einem Element a und diesen Randpunkten, sol�a�t sich die Abh�angigkeitsbeziehung auf eines der Intervalle ausdehnen.T5905 (a,x) 2 (li R) ^ (a,y) 2 (li R) )(8 b 2 (x � � � y)R � (a,b) 2 (li R)) _ (8 b 2 (y � � � x)R � (a,b) 2 (li R))A5906 (a,x) 2 (li R)A5907 (a,y) 2 (li R)A5908 : ( (8 b 2 (x � � � y)R � (a,b) 2 (li R)) _ (8 b 2 (y � � � x)R � (a,b) 2 (li R)))VT5909 b 2 (x � � � y)R � (a,b) =2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5908VT5910 b0 2 (y � � � x)R � (a,b0) =2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5908T5911 [x,b,y,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5886, 5904, 5909, 5910T5912 : ((a,b) 2 (li R) _ (a,b0) 2 (li R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5909, 5910T5913 : ((a,x) 2 (li R) ^ (a,y) 2 (li R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5811, 5904, 5911, 5912T5914 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5913, 5906, 5907V�ollig dual zu dem vorigen Theorem ist nun das Verh�altnis zwischen Intervallen und der Un-abh�angigkeitsrelation: Wir betrachten wieder die beiden Intervalle (x � � � y)R und (y � � � x)R mitRandpunkten x und y. Ist nun ein Element a von den Randpunkten unabh�angig, so ist es auch voneinem der Intervalle vollst�andig unabh�angig. Man vergleiche dies mit Theorem 3493 f�ur azyklischeOrdnungen.T5915 (a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R) )(8 b 2 (x � � � y)R � (a,b) 2 (co R)) _ (8 b 2 (y � � � x)R � (a,b) 2 (co R))A5916 (a,x) 2 (co R)A5917 (a,y) 2 (co R)A5918 : ( (8 b 2 (x � � � y)R � (a,b) 2 (co R)) _ (8 b 2 (y � � � x)R � (a,b) 2 (co R)))VT5919 b 2 (x � � � y)R � (a,b) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5918VT5920 b0 2 (y � � � x)R � (a,b0) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5918T5921 [x,b,y,b0] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5886, 5904, 5919, 5920T5922 : ((a,b) 2 (co R) _ (a,b0) 2 (co R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5919, 5920T5923 : ((a,x) 2 (co R) ^ (a,y) 2 (co R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . 5851, 5904, 5921, 5922T5924 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5923, 5916, 5917Wir bemerken, da� diese beiden Theoreme trivialerweise auch gelten, wenn R eine azyklische Ord-nung ist, aber nur weil in diesem Fall eines der Intervalle (x � � � y)R und (y � � �x)R leer ist (Theorem3479).Zusammenfassend stellen wir als interessantes Ergebnis fest: Die durch die beiden Theoreme 5905 und5915 verk�orperte Dualit�at von Abh�angigkeit und Unabh�angigkeit wird erst in zyklischen Ordnungen innichttrivialer Weise deutlich. Der Grund: In zyklischen Ordnungen R ist mit jedem Intervall (x � � � y)Rein inverses Intervall (y � � � x)R assoziiert, so da� auch beide Intervalle nichtleer sein k�onnen.



7.9. KENS UND ZYKLEN 2497.9 Kens und ZyklenDieser Abschnitt kann recht kurz ausfallen, da nahezu alle Ergebnisse aus dem gleichnamigen Ab-schnitt im vorigen Kapitel auch f�ur zyklische Ordnungen g�ultig bleiben. Wir hatten es dort absichtlichvermieden die Totalit�at in Beweisen auszunutzen. Zwei Punkte wollen wir jedoch anhand einiger Bei-spiele noch etwas genauer beleuchten: Zu einen wird demonstriert, da� das Verh�altnis zwischen Zyklender Nachfolgerrelation und endlichen Kens keineswegs so direkt ist, wie dies bei totalen, zyklische Ord-nungen der Fall war. Zum anderen stellen wir uns die Frage, inwieweit eine zyklische Ordnung alleindurch ihre unmittelbare Nachfolgerrelation eindeutig bestimmt ist.Nach Theorem 4365 gibt es in zyklischen Ordnungen f�ur jeden nichtleeren, endlichen Ken einen Zy-klus der unmittelbaren Nachfolgerrelation, der jedes Element des Kens genau einmal enth�alt. F�urunendliche Kens kann dies nat�urlich nicht gelten, da Zyklen immer endlich sind.Bei totalen, zyklischen Ordnungen haben wir festgestellt, da� auch umgekehrt jeder Zyklus der un-mittelbaren Nachfolgerrelation einem Ken entspricht. Dies war eine direkte Folgerung aus Theorem4548. Bei zyklischen Ordnungen gilt diese direkte Korrespondenz zwischen Zyklen und Kens nicht,wie schon das Beispiel 4443 und auch das folgende Beispiel zeigt.B5925Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3] g] aus Beispiel 5485 besitzt zwei Kens (li R) -Kens= ff0,1,3g, f0,2,3gg. Wir berechnen die unmittelbare Nachfolgerrelation ��R = f(0,1), (1,3), (3,0),(0,2), (2,3) g. Der (��R) -Zyklus [1,3,0] entspricht der Ken f0,1,3g. Es gibt jedoch einen (��R) -Zyklus[0,1,3,0,2,3] der durch keinen Ken abgedeckt wird. Es handelt sich hierbei allerdings nicht um eineneinfachen Zyklus.Anhand dieses Beispiels k�onnte man vermuten, da� wenigstens alle einfachen Zyklen endlichen Kensentsprechen. Selbst dies ist jedoch im allgemeinen nicht der Fall, wie eine zyklische Ordnung zeigt, diewir schon in Beispiel 5477 kennengelernt haben.B5926Wir betrachten Abb. 7.6. Die Darstellungen rechts und unten zeigen die gleiche Relation R= (rotw)[f[0,1,2], [0,4,2], [1,5,0], [2,3,1]g]. Einfachheit, Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit sindo�ensichtlich. Es gilt A(R) = f0,1,2,3,4,5g und (li R) -Kens = ff0,1,2g, f0,4,2g, f1,5,0g, f2,3,1gg.Die Vollst�andigkeit ist direkt mit Hilfe von Theorem 2325 �uberpr�ufbar. Die zyklische Transitivit�atgilt, da die Pr�amisse aus De�nition 3841 niemals erf�ullt ist. R ist also eine zyklische Ordnung.Jedem Ken entspricht ein einfacher (��R) -Zyklus: Dem Ken f1,2,3g entspricht das Wort [1,2,3],usw. Es gibt jedoch einen einfachen (��R) -Zyklus [0,4,2,3,1,5] der von keinem Ken abgedeckt wird.Wir erinnern uns (Beispiel 5477), da� dieses Wort in Abb. 7.5 dargestellten Relation, die keinezyklische Ordnung ist, vorkommt. Um diesen unerw�unschten Zyklus als Wort der Relation R aus-zuschlie�en, hatten wir die Barrieren eingef�uhrt.Im vorigen Kapitel haben wir f�ur endliche, totale, zyklische Ordnungen festgestellt, da� sie aus einembeliebigen (��R) -Zyklus durch (rotw) -Abschlu� generiert werden. Damit ist eine totale, zyklische Ordnungallein durch Angabe der unmittelbaren Nachbarschaftsrelation (��R) eindeutig bestimmt. Da� dies f�urendliche, zyklische Ordnungen im allgemeinen nicht zutri�t, wollen wir uns anhand des folgendenBeispiels �uberlegen. Es werden zwei verschiedene, endliche, zyklische Ordnungen angegeben, die diegleiche unmittelbare Nachfolgerrelation besitzen.
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Abbildung 7.21: Eine zyklische Ordnung mit drei KensB5927In Abb. 7.21 ist die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3,8], [4,5,9,6,7], [0,1,2,3,6,7,4,5] g] dargestellt.Die Relation besitzt drei Kens, die gerade den dargestellten unverzweigten Kreisen entsprechen.In Abb. 7.22 sehen wir eine andere zyklische Ordnung R0 = (rotw)[f[0,1,2,3,8], [4,5,9,6,7], [2,3,6,7,10],
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Abbildung 7.22: Eine zyklische Ordnung mit vier Kens
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Abbildung 7.23: Eine zyklische Ordnung mit f�unf Kens[0,1,11,4,5]g]. Diese Relation hat vier Kens, die wieder den unverzweigten Kreisen entsprechen.Wir bilden nun die Vereinigung R00 = R [ R0 = (rotw)[f[0,1,2,3,8], [4,5,9,6,7], [2,3,6,7,10], [0,1,11,4,5],[0,1,2,3,6,7,4,5]g]. Es handelt sich dabei wieder um eine zyklische Ordnung, die in Abb. 7.23 zusehen ist.Berechnen wir nun die unmittelbaren Nachfolgerrelationen (��R0 ) und (��R00 ), so stellen wir fest,
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Abbildung 7.24: Die unmittelbare Nachfolgerrelation der Ordnungen in Abb. 7.22 und Abb. 7.23



252 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENda� sich in beiden F�allen die in Abb. 7.24 gezeigte bin�are Relation (��R0 ) = (��R00 ) = f(0,1), (1,2),(2,3), (3,8), (8,0), (1,11), (11,4), (4,5), (5,0), (5,9), (9,6), (6,7), (7,4), (3,6), (7,10), (10,2)g ergibt.Aus der Tatsache, da� jeder endliche Ken einem einfachen Zyklus der unmittelbaren Nachfolgerrelationentspricht, k�onnen wir sofort die folgenden Theoreme ableiten.S5928VA5929� R 2 R�(A)A5930 R ist eine zyklische OrdnungA5931 R ist endlichSind zwei Elemente abh�angig oder identisch, so �nden wir einen Ken, der sie enth�alt und damitauch einen einfachen Zyklus in dem beide Elemente vorkommen. Man beachte, da� wir aus denoben erl�auterten Gr�unden keine �Aquivalenz sondern nur eine Implikation haben.T5932 (x,y) 2 (li R) )9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ x 2 A(w) ^ y 2 A(w)A5933 (x,y) 2 (li R)G5934 9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ x 2 A(w) ^ y 2 A(w)T5935 fx,yg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0112, 1824, 1825, 5933T5936 L 2 (li R) -Kens � fx,yg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 5935T5937 A(R) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1293, 5931T5938 L � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 1820, 5936T5939 L ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5938, 5937T5940 1 � jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5936, 5939VT5941 w 2 R � w ist ein (��R) -Zyklus ^ A(w) = L . . . 4365, 5480, 5930, 5936, 5939, 5940T5942� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5941T5943 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5930T5944 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 5943, 5941T5945 x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5936, 5941G5946 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5944, 5941, 5945Die Umkehrung des Theorems ist n�utzlich, um aus der Nichtexistenz einfacher Zyklen auf dieUnabh�angigkeit von Elementen zu schlie�en.T5947 8 x 2 A(R), y 2 A(R) �( :9 w 2 A� � w ist einfach ^ w ist ein (��R) -Zyklus ^ x 2 A(w) ^ y 2 A(w) ) )(x,y) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 5932Aus dem vorigen Beispiel 5927 ergibt sich, da� die endlichen, zyklischen Ordnungen, die eindeutigdurch ihre unmittelbare Nachfolgerrelation bestimmt sind, eine echte Teilklasse innerhalb aller end-lichen, zyklischen Ordnungen bilden. Diese Teilklasse ist nicht leer, da, wie wir uns �uberlegten, alleendlichen, totalen, zyklischen Ordnungen darin enthalten sind. Abgesehen von diesen, enth�alt dieTeilklasse jedoch auch nichttotale, zyklische Ordnungen wir die folgende �Uberlegung zeigt.B5948Wir greifen auf die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3]g] aus Beispiel 5485 zur�uck, die schonin Abb. 1.2 zu sehen war. Wir wollen versuchen R aus dem Alphabet A(R) = f0,1,2,3g und derin Abb. 1.4 dargestellten Nachfolgerrelation (��R) = f(0,1), (1,3), (3,0), (0,2), (2,3)g abzuleiten.Nach Theorem 4142 gilt (��R) � (li R). Da R reexiv und symmetrisch ist, haben wir lf(0,1),(1,3), (3,0), (0,2), (2,3), (0,0), (1,1), (2,2), (3,3)g � (li R). Da (li R) � A(R) � A(R) gilt, stelltsich nur noch die Frage ob (1,2) 2 (li R) gilt. Dies ist jedoch nicht der Fall, da 1 und 2 in keineneinfacheren Zyklus enthalten sind (Theorem 5932). Damit ist (li R) = lf(0,1), (1,3), (3,0), (0,2),



7.10. REPR�ASENTATION DURCH BIN�ARE RELATIONEN 253(2,3), (0,0), (1,1), (2,2), (3,3)g eindeutig bestimmt und wir haben die Kens (li R) -Kens = ff0,1,3g,f0,2,3gg. Nach Theorem 4446 ist jeder einfache Zyklus, der einer Klique entspricht, in der Relationenthalten, also [0,1,3] 2 R und [0,2,3] 2 R. Aus Rotations- und Teilwortabgeschlossenheit folgt(rotw)[f[0,1,3], [0,2,3]g] � R. (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3]g] enth�alt alle einfachen W�orter auf A(R), die mit[0,1,3] und [0,2,3] konsistent (modulo Rotation) und in denen 1 und 2 nicht gemeinsam vorkommen.Da wir (1,2) =2 (li R) feststellten, sind dies alle W�orter der Relation, also erhalten wir wieder dieurspr�ungliche Relation R = (rotw)[f[0,1,3], [0,2,3] g].Insgesamt zeigen die Beispiele dieses Abschnitts einen fundamentalen Unterschied gegen�uber der Si-tuation bei azyklischen Ordnungen, wo wir die Relation (mindestens) im endlichen Fall allein aus derunmittelbaren Nachfolgerrelation rekonstruieren k�onnen. Selbst endliche, zyklische Ordnungen k�onnenalso nicht allein graphentheoretisch, durch Untersuchung der Zyklen im Graphen der unmittelbarenNachfolger behandelt werden. W�urden wir dies trotzdem versuchen (indem wir eine andere De�nitionvon zyklischen Ordnungen w�ahlen), so k�onnten wir wesentliche Eigenschaften der Ordnung nicht re-pr�asentieren und damit hinsichtlich dieser Eigenschaften verschiedene Ordnungen nicht unterscheiden.Gerade diese �uber eine rein graphentheoretische Beschreibung hinausgehenden Eigenschaften einer zy-klischen Ordnung f�uhren einerseits zu einer etwas ungewohnten Darstellung, andererseits jedoch zueiner nichttrivialen und damit interessanten Theorie.7.10 Repr�asentation durch bin�are RelationenEndliche totale, zyklische Ordnungen sind nach Theorem 4715 allein durch ihre unmittelbare Nach-folgerrelation eindeutig festgelegt. Dies la�t sich f�ur zyklische Ordnungen wie folgt verallgemeinern:Eine Ken-endliche zyklische Ordnung ist durch Angabe der unmittelbaren Nachfolgerrelation und der(reexiven) Abh�angigkeitsrelation eindeutig bestimmt. Statt der Abh�angigkeitsrelation k�onnen wirnat�urlich auch die Unabh�angigkeitsrelation verwenden. Auf jeden Fall k�onnen wir Ken-endliche undsomit auch endliche zyklische Ordnungen durch nur zwei bin�are Relationen vollst�andig (und anschau-lich) beschreiben. Statt der Abh�angigkeitsrelation k�onnen wir nat�urlich auch alle Kens angeben. ZumBeweis der Aussage folgen zun�achst einige Vorbereitungen.S5949VA5950� R 2 R�(A)Erweitern wir eine Relation von R auf R0, so verh�alt sich die unmittelbare Nachfolgerrelationumgekehrt monoton, wenn wir sie auf die Abh�angigkeitsrelation (li R) beschr�anken.T5951 R � R0 ) (��R0 ) \ (li R) � (��R)A5952 R � R0G5953 8 (x,y) 2 (li R) � x ��R0 y ) x ��R yVA5954 x,y � (x,y) 2 (li R)A5955 x ��R0 yG5956 x ��R yT5957 (w)[R] � (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 5952A5958 x = yT5959 :9 z � [x,z] 2 (w)[R0] _ [z,x] 2 (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 5955, 5958T5960 :9 z � [x,z] 2 (w)[R] _ [x,z] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5959, 5957G5961 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 5954, 5958, 5960A5962 x 6= yT5963 :9 z � [x,z,y] 2 (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 5955, 5962T5964 :9 z � [x,z,y] 2 (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5963, 5957



254 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENG5965 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4140, 5954, 5962, 5964Diese Feststellung liefert die eine Inklusion f�ur das folgende Lemma, das uns erlaubt bei Berech-nung der unmittelbaren Nachfolgerrelation Projektionen auf Kens mit Restriktion auf Kens zuvertauschen, sofern wir von einer zyklischen Ordnung ausgehen.T5966 R ist eine zyklische Ordnung )8 L 2 (li R) -Kens � (��(R . L)) = ((��R)jL)A5967 R ist eine zyklische OrdnungVA5968 L 2 (li R) -KensG5969 (��(R . L)) = ((��R)jL)T5970� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 5968T5971 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5967T5972 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5967T5973 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5967T5974 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5967, 2215T5975 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 5967T5976 A(R . L) = LG5977 A(R) \ L = L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1710T5978 L � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1820, 0124, 5968G5979 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5978T5980 (��(R . L)) � ((��R)jL)G5981 8 x,y � x ��(R . L) y ) x ��R y ^ x 2 L ^ y 2 LVA5982 x,y � x ��(R . L) yG5983 x ��R y ^ x 2 L ^ y 2 LT5984� x 2 A ^ y 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5982T5985 x 2 A(R . L) ^ y 2 A(R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4143, 5982T5986 x 2 L ^ y 2 L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5976, 5985T5987 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 5968G5988 x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5986A5989 x = yT5990 x ��(R . L) x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5982, 5989T5991 (R . L) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2860, 5972T5992 (R . L) ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3823, 5973T5993 fxg 2 (li (R . L)) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4194, 5991, 5992, 5990T5994 (R . L) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2195, 5987T5995 (li (R . L)) -Kens = fA(R . L)g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2024, 5994T5996 A(R . L) = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5993, 5995T5997 L = fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5976, 5996T5998 fxg 2 (li R) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5997, 5968T5999 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4220, 5971, 5972, 5998G6000 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5989, 5999A6001 x 6= yA6002 : x ��R yT6003 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 5987, 5986VT6004 z 2 L � [x,z,y] 2 R 4859, 5971, 5972, 5973, 5974, 5975, 5968, 5986, 6001, 6002T6005� z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6004T6006 ([x,z,y] . L) 2 (R . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 6004T6007 [x,z,y] 2 (R . L)T6008 fx,z,yg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5986, 6004T6009 A([x,z,y]) = fx,z,yg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0329T6010 A([x,z,y]) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6009, 6008T6011 ([x,z,y] . L) = [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 6010G6012 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6006, 6011T6013 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4155, 6001, 5982, 6007



7.10. REPR�ASENTATION DURCH BIN�ARE RELATIONEN 255T6014 ((��R)jL) � (��(R . L))T6015 (R . L) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 5972T6016 (��R) \ (li (R . L)) � (��(R . L)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5951, 6015T6017 (R . L) ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2195, 5987T6018 (li (R . L)) = A(R . L)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2020, 6017T6019 (li (R . L)) = L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5976, 6018T6020 (��R) \ L2 � (��(R . L)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6019, 6016G6021 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6020G6022 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5980, 6014Das angek�undigte Haupttheorem zeigt die Eindeutigkeit von Ken-endlichen zyklischen Ordnungenbei �xierter Nachfolger- und Abh�angigkeitsrelation. Der Beweis erfolgt durch Zerlegung in endli-che totale, zyklische Ordnungen nach Theorem 2066 und �Ubertragung der Nachfolgerrelation mitHilfe des vorigen Lemmas. Auf jede einzelne totale, zyklische Ordnung k�onnen wir Theorem 4715anwenden.T6023 8 R 2 R�(A), R0 2 R�(A) �R ist eine zyklische Ordnung ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^R ist Ken-endlich ^(��R) = (��R0 ) ^ (li R) = (li R0) ) R = R0VA6024� R 2 R�(A), R0 2 R�(A)A6025 R ist eine zyklische OrdnungA6026 R0 ist eine zyklische OrdnungA6027 R ist Ken-endlichA6028 (��R) = (��R0 )A6029 (li R) = (li R0)G6030 R = R0T6031 (li R) -Kens = (li R0) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6029T6032 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6025T6033 R = S fR00 � L 2 (li R) -Kens � R00 = (R . L)g . . . . . . . . . . . . . . . . 2066, 6032T6034 R0 ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6026T6035 R0 = S fR00 � L 2 (li R0) -Kens � R00 = (R0 . L)g . . . . . . . . . . . . . . . 2066, 6034G6036 S fR00 � L 2 (li R) -Kens � R00 = (R . L)g = S fR00 � L 2 (li R0) -Kens � R00 = (R0 . L)g. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6033, 6035G6037 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) = (R0 . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6031VA6038 L 2 (li R) -KensG6039 (R . L) = (R0 . L)T6040� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 6038T6041 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 6038T6042 (R . L) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . 5496, 6025, 6041T6043 (R0 . L) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . 5496, 6026, 6041T6044 L ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2054, 6027, 6038T6045 A(R . L) � L ^ A(R0 . L) � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709T6046 A(R . L) ist endlich ^ A(R0 . L) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6044, 6045T6047 (R . L) ist einfach ^ (R0 . L) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 6042, 6043T6048 (R . L) ist endlich ^ (R0 . L) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . 1300, 6046, 6047G6049 (��(R . L)) = (��(R0 . L)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4715, 6042, 6043, 6048T6050 (��(R . L)) = ((��R)jL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5966, 6025, 6038T6051 L 2 (li R0) -Kens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6038, 6031T6052 (��(R0 . L)) = ((��R0 )jL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5966, 6026, 6051G6053 ((��R)jL) = ((��R0 )jL) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6050, 6052



256 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENG6054 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6028Das vorige Theorem liefert uns als Nebenprodukt eine erste Absch�atzung f�ur die Anzahl der zyklischenOrdnungen auf einer endlichen Menge X. Sei n := jXj. Da zwei bin�are Relationen zur eindeutigenBeschreibung ausreichen erhalten wir jfR 2 R�(X) � R ist eine zyklische Ordnunggj � n2. Dies la�tsich noch geringf�ugig verbessern, indem wir Eigenschaften der reexiven Abh�angigkeitsrelation, wieReexivit�at und Symmetrie ausnutzen. Wir werden jedoch sp�ater noch auf einem v�ollig anderen Wegzu einer genaueren Absch�atzung gelangen.7.11 Unabh�angigkeit in der NachbarschaftIn diesem Abschnitt werden wir untersuchen, wie die Relation der Unabh�angigkeit (co R) innerhalbder unmittelbaren Nachbarschaft eines Elements, also zwischen unmittelbaren Vorg�angern und Nach-folgern, aussieht.Wir �uberlegen uns dies zun�achst f�ur eine azyklische Ordnung R 2 R�(A). Die unmittelbare Nach-folgerrelation ist durch <�R gegeben. Haben wir ein Element x und zwei verschiedene, unmittelbareNachfolger y und z, so sind y und z unabh�angig. W�aren sie abh�angig, z.B. y <R z, so h�atten wir x <Ry <R z, also einen Widerspruch zu unserer Annahme, da� z ein unmittelbarer Nachfolger von x ist.Haben wir eine zyklische Ordnung vorliegen, so erh�alt man eine entsprechende Eigenschaft: W�ahlenwir ein Element x und zwei unmittelbare Nachfolger y und z, so sind diese entweder identisch oderunabh�angig. Der Beweis l�auft ganz analog ab.S6055VA6056� R 2 R�(A)A6057 R ist einfachA6058 R ist (w) -abgeschlossenA6059 R ist (rot�) -abgeschlossenA6060 R ist vollst�andigT6061 x ��R y ^ x ��R z ) (y,z) 2 (co R)A6062 x ��R yA6063 x ��R zG6064 (y,z) 2 (co R)T6065 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) ^ z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . 4143, 6062, 4143, 6063A6066 y = zG6067 (y,y) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6066G6068 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1945, 6065A6069 y 6= zT6070 x 6= yA6071 x = yT6072 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6071, 6062T6073 x = z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4193, 6058, 6059, 6072, 6063T6074 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6071, 6073, 6069T6075 x 6= zA6076 x < zT6077 x ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6076, 6063T6078 x = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4182, 6058, 6059, 6077, 6062T6079 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6076, 6078, 6069G6080 (y,z) 2 (co R)A6081 (y,z) =2 (co R)T6082 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen



7.11. UNABH�ANGIGKEIT IN DER NACHBARSCHAFT 257T6083 (y,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1960, 6065, 6081T6084 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 6062T6085 (y,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1821, 6083T6086 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 6063G6087 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0113, 1824, 1825, 6084, 6085, 6086T6088 jfx,y,zgj = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6069, 6070, 6075T6089 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 6060T6090 [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . 2346, 6057, 6059, 6089, 6082, 6088A6091 [x,y,z] 2 RT6092 :9 y � [x,y,z] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4166, 6057, 6063, 6091T6093 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6091, 6092A6094 [z,y,x] 2 RT6095 [z,y,x] rot� [x,z,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T6096 [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 6059, 6094, 6095T6097 :9 z � [x,z,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4166, 6057, 6062T6098 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6096, 6097Selbstverst�andlich gilt eine entsprechende Aussage auch f�ur die Vorg�anger y und z eines Elementsx. Dies ergibt sich aus der gespiegelten Relation (REV R).T6099 y ��R x ^ z ��R x ) (y,z) 2 (co R)A6100 y ��R xA6101 z ��R xG6102 (y,z) 2 (co R)D6103 R0 := (REV R)T6104� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103T6105 R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 2576, 6057T6106 R0 ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 2641, 6058T6107 R0 ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 2648, 6059T6108 R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 2696, 6060T6109 x ��R0 y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 4148, 6100T6110 x ��R0 z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 4148, 6101T6111 (y,z) 2 (co R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6061, 6105, 6106, 6107, 6108, 6109, 6110T6112 (co R) = (co R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6103, 2712G6113 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6112, 6111Hit Hilfe des letzten Theorems k�onnen als Nebenprodukt zeigen, da� zwei Schritte der unmittel-baren Nachfolgerrelation zwischen verschiedenen Elementen niemals durch einen Schritt abgedecktwerden k�onnen.T6114 x 6= y ^ x ��R y ^ y ��R z ) : x ��R zA6115 x 6= yA6116 x ��R yA6117 y ��R zA6118 x ��R zT6119 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4142, 6116T6120 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1827, 6115, 6119T6121 (x,y) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1994, 6057, 6120T6122 (x,y) 2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6099, 6118, 6117



258 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6123 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6121, 6122In der Concurrency-Theorie ist die unmittelbare Nachfolgerrelation mit der Flu�relation F � livergleichbar, die zur Bildung der mit einer Concurrency-Struktur (X,li,co) assoziierten Petri-Netz-Struktur verwendet wird. W�ahrend sich die obigen Resultate bzgl. der Flu�relation in der Concurrency-Theorie auch ergeben, d.h. F � F�1 � co und F�1 � F � co, gilt dort zus�atzlich noch F � F � liund F \ F�1 = ; (dies sind Eigenschaften, die Petri von einer konsistenten Orientierung fordert).Die letzten beiden Eigenschaften gelten dagegen bei zyklischen Ordnungen (bzgl. der unmittelbarenNachfolgerrelation) nicht, wie man aus Beispiel 5487 entnehmen kann. Bei der unmittelbaren Nach-folgerrelation handelt es sich also im allgemeinen nicht um eine konsistente Orientierung im SinnePetris. Der Grund ist einfach, da� die Allgemeinheit der zyklischen Ordnungen nicht bei der f�ur dieConcurrency-Theorie zugeschnittenen speziellen De�nition ber�ucksichtigt wurde. In speziellen F�allenin denen Abh�angigkeits- und Nachfolgerrelation der zyklischen Ordnung R mit Kausal- und Flu�re-lation einer Concurrency-Struktur �ubereinstimmen, ist (��R) nat�urlich eine konsistente Orientierung.Das folgende Beispiel haben wir schon in der Einleitung als Concurrency-Struktur kennengelernt.
1

3

5

7

8

911

10

4

20

6Abbildung 7.25: Die Concurrency-Struktur aus Abb. 1.7 als zyklische OrdnungB6124In Abb. 7.25 ist die Concurrency-Struktur aus Abb. 1.7 als eine im Uhrzeigersinn orientierte zy-klische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3,4,5,6,7], [0,1,2,3,10,7], [1,2,3,4,5,11], [3,4,5,6,7,8], [5,6,7,0,1,9],[1,9,5,11], [3,10,7,8]g] dargestellt. Es gilt A(R) = f0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11g und aus (li R) erhaltenwir die (li R) -Kens = ff0,1,2,3,4,5,6,7g, f0,1,2,3,10,7g, f1,2,3,4,5,11g, f3,4,5,6,7,8g, f5,6,7,8,1,9g,f1,9,5,11g, f3,10,7,8gg. Die Relation (co R) = lf(0,1), (0,2), (9,2), (9,3), (9,4), (10,4), (10,5), (10,6),(11,6), (11,7), (11,0), (8,0), (8,9), (9,10), (10,11), (11,8)g ist in Abb. 7.26 gestrichelt dargestellt.Die Relation (li R) ist das irreexive Komplement von (co R). (co R) und (li R) stimmen mit denRelationen co und li der Concurrency-Struktur �uberein. Berechnen wir (��R) so erhalten wir die inAbb. 7.26 durch Pfeile dargestellte bin�are Relation (��R) = f(0,1), (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6),(6,7), (7,0), (7,8), (8,3), (3,10), (10,7), (1,9), (9,5), (5,11), (11,1)g. Dies ist gerade die Flu�relationF eines mit der Concurrency-Struktur assoziierten Netzes. Man erkennt an diesem Beispiel auch,da� jedem einfachen (��R) -Zyklus ein Ken entspricht. Deshalb ben�otigen wir keine Barrieren in derDarstellung.
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6Abbildung 7.26: Die Relation der unmittelbaren Nachfolger und der Unabh�angigkeit der zyklischenOrdnung aus Abb. 7.257.12 Lokale Regeln f�ur Abh�angigkeit und Unabh�angigkeitWir werden jetzt studieren, inwieweit in der globalen Abh�angigkeitsstruktur einer zyklischen Ordnunglokale Gesetzm�a�igkeiten zu erkennen ist. Solche Gesetzm�a�igkeiten sind in einer Interpretation alsBeobachtungen an Systemen zu erwarten, da sich ein System durch lokale Wechselwirkungen seinerZust�ande in der Zeit entwickelt. Gesetzm�a�igkeiten sind au�erdem w�unschenswert, da sie Redundanzenin der Struktur o�enlegen und somit m�oglicherweise Hinweise zu einer kompakteren Darstellung vonzyklischen Ordnungen geben.Unter lokalen Gesetzm�a�igkeiten wollen wir solche verstehen, die sich bzgl. der unmittelbaren Nach-barschaft eines Elements formulieren lassen. Die unmittelbare Nachbarschaft umfa�t die unmittelbarenVorg�anger und Nachfolger des Elements. Hierzu werden wir jetzt zwei aus der Netztheorie stammendeAbk�urzungen einf�uhren.S6125VA6126� R 2 R�(A), x 2 A, y 2 ADie Menge der unmittelbaren Vorg�anger eines Elements x bezeichnen wir als Vormenge �xR von x.Die Menge der unmittelbaren Nachfolger von x nennen wir die Nachmenge x�R von x.D6127 �xR := fy 2 A(R) � y ��R xgD6128 x�R := fy 2 A(R) � x ��R ygT6129� �xR � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6127T6130� x�R � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6128T6131 y 2 �xR , y ��R x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6127, 4143T6132 y 2 x�R , x ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6128, 4143T6133 y 2 �xR , x 2 y�R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6131, 6132Damit �uberhaupt Gesetzm�a�igkeiten innerhalb der Nachbarschaft feststellbar sind, werden wir imfolgenden zyklische Ordnungen mit endlichen Kens betrachten, da wir in diesem Fall die Existenz vonunmittelbaren Vorg�angern und Nachfolgern garantieren k�onnen. Man sollte sich dabei bewu�t sein,da� eine Reihe interessanter Strukturen durch diese Forderung ausgeschlossen werden.
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Abbildung 7.27: Ausbreitungsregel f�ur liDie erste lokale Gesetzm�a�igkeit, die wir erkennen, wollen wir als Ausbreitungsregel f�ur (li R) bezeich-nen. Wir gehen von einer Abh�angigkeitsbeziehung zwischen zwei Elementen x und y aus und stellenfest, da� sich die Abh�angigkeit aus der Sicht von x auf einen Vorg�anger und einen Nachfolger von yausbreitet. Dieser Sachverhalt ist beispielhaft in Abb. 7.27 dargestellt.S6134VA6135� R 2 R�(A)A6136 R ist eine zyklische OrdnungA6137 R ist Ken-endlichT6138 (x,y) 2 (li R) ) (9 z 2 �yR � (x,z) 2 (li R)) ^ (9 z 2 y�R � (x,z) 2 (li R))A6139 (x,y) 2 (li R)G6140 (9 z 2 �yR � (x,z) 2 (li R)) ^ (9 z 2 y�R � (x,z) 2 (li R))T6141 fx,yg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0112, 1824, 1825, 6139VT6142 L 2 (li R) -Kens � fx,yg � L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0134, 6141T6143 L ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2054, 6137, 6142T6144 1 � jLj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6142T6145 R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^ R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6136T6146 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6136, 2215VT6147 z 2 L � z ��R y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4907, 6145, 6146, 6142, 6143, 6142T6148 z 2 �yR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6131, 6147VT6149 z' 2 L � y ��R z' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5038, 6145, 6146, 6142, 6143, 6142T6150 z' 2 y�R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6132, 6147T6151 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 6142T6152 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 6151, 6142, 6147T6153 (x,z') 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 6151, 6142, 6149G6154 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6148, 6152, 6150, 6153Zwei auf den ersten Blick ganz andere lokale Gesetzm�a�igkeiten sind in Abb. 7.28 gezeigt: Wir gehenvon zwei Elementen x und y aus. Nun sei x unabh�angig von allen Vorg�angern von y. Dann l�a�tsich, wieder aus der Sicht von x, die Unabh�angigkeit von den Vorg�angern auf y �ubertragen. Eineentsprechende Regel gilt f�ur die �Ubertragung der Unabh�angigkeit von allen Nachfolgern von y auf yselbst. Fassen wir diese beiden Regeln zu einem Theorem zusammen, so stellen wir fest, da� es sichnur um die logische Umkehrung des vorigen Theorems handelt.
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xAbbildung 7.28: Ausbreitungsregel f�ur coS6155VA6156� R 2 R�(A)A6157 R ist eine zyklische OrdnungA6158 R ist Ken-endlichT6159 8 x 2 A(R), y 2 A(R) �(8 z 2 �yR � (x,z) 2 (co R)) _ (8 z 2 y�R � (x,z) 2 (co R)) ) (x,y) 2 (co R)VA6160 x 2 A(R), y 2 A(R)G6161 (x,y) =2 (co R) ) (9 z 2 �yR � (x,z) =2 (co R)) ^ (9 z 2 y�R � (x,z) =2 (co R))G6162 (x,y) 2 (li R) ) (9 z 2 �yR � (x,z) 2 (li R)) ^ (9 z 2 y�R � (x,z) 2 (li R)) . . . . . 1997G6163 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6138, 6157, 6158
y

xAbbildung 7.29: Eine weitere Ausbreitungsregel f�ur co�Uberdenken wir die letzte Regel so stellt sich sofort die Frage, ob nicht auch eine entsprechende Regelmit umgekehrter Ausbreitungsrichtung existiert, wie sie z.B. in Abb. 7.29 angedeutet ist. Unter einergeeigneten Forderung an die Nachbarschaft k�onnen wir eine solche Regel in der Tat ableiten. Es werdenhier getrennte Theoreme f�ur Vorg�anger und Nachfolger angegeben.S6164VA6165� R 2 R�(A)



262 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENA6166 R ist eine zyklische OrdnungA6167 R ist Ken-endlichWir gehen wieder von zwei unabh�angigen Elementen x und y aus. Als Nebenbedingung fordern wir,da� alle Nachfolger von y nur einen Vorg�anger haben (n�amlich y selbst). In diesem Fall k�onnen wirdie Unabh�angigkeit wieder aus Sicht von x auf alle Nachfolger ausdehnen.T6168 (x,y) 2 (co R) ^ (8 z 2 y�R � j�zRj = 1) ) 8 z 2 y�R � (x,z) 2 (co R)A6169 (x,y) 2 (co R)A6170 8 z 2 y�R � j�zRj = 1A6171 : 8 z 2 y�R � (x,z) 2 (co R)VT6172 z 2 y�R � (x,z) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6171T6173 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926, 6169T6174 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6130, 6172T6175 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 6173, 6174, 6172T6176 j�zRj = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6170, 6172T6177 y 2 �zR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6133, 6172T6178 �zR = fyg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6176, 6177VT6179 y0 2 �zR � (x,y0) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6138, 6166, 6167, 6175T6180 y0 = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6178, 6179T6181 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6180, 6179T6182 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1992, 6181, 6169Ganz analog gilt dieses Theorem auch f�ur die Vorg�anger, wenn alle nur einen Nachfolger besitzen.T6183 (x,y) 2 (co R) ^ (8 z 2 �yR � jz�Rj = 1) ) 8 z 2 �yR � (x,z) 2 (co R)A6184 (x,y) 2 (co R)A6185 8 z 2 �yR � jz�Rj = 1A6186 : 8 z 2 �yR � (x,z) 2 (co R)VT6187 z 2 �yR � (x,z) =2 (co R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6186T6188 x 2 A(R) ^ y 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1926, 6184T6189 z 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6129, 6187T6190 (x,z) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982, 6188, 6189, 6187T6191 jz�Rj = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6185, 6187T6192 y 2 z�R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6133, 6187T6193 z�R = fyg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6191, 6192VT6194 y0 2 z�R � (x,y0) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6138, 6166, 6167, 6190T6195 y0 = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6193, 6194T6196 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6195, 6194T6197 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1992, 6196, 6184Alle diese Regeln lassen sich an der zyklischen Ordnung in Beispiel 6124 nachvollziehen. Man betrachtehierzu die Abb. 7.25, in der sowohl die zyklische Ordnung R als auch die unmittelbare Nachfolgerre-lation ��R und die Unabh�angigkeitsrelation (co R) dargestellt sind.Ausbreitungss�atze dieser Gestalt gelten nicht nur bei zyklischen Ordnungen. Die gleichen Aussagen(allerdings mit der azyklischen, unmittelbaren Nachfolgerrelation) sind auch f�ur azyklische Ordnungenableitbar. Ferner wurden �ahnliche Regeln schon im Rahmen der Concurrency-Theorie (siehe Stehr1993) bewiesen. Dort wurde auch der o�ensichtliche Zusammenhang zum Markenspiel in Netzsystemenerl�autert. Insgesamt ist dies ein Indiz daf�ur, da� diese lokalen Regeln ein wichtiges Merkmal vonOrdnungsstrukturen verk�orpern.Abschlie�end ist noch zu erw�ahnen, da� unsere Annahme der Endlichkeit aller Kens sehr stark ist undsicherlich noch abgeschw�acht werden kann. Man k�onnte dies z.B. nur f�ur die durch y laufenden Kens



7.13. EINSCHR�ANKUNG DER WORTL�ANGE 263fordern oder gar noch schw�achere lokale Anforderungen stellen. Diese M�oglichkeiten werden wir hierjedoch nicht weiter verfolgen.Eine andere Form von Ausbreitungsregeln, die ohne R�uckgri� auf die unmittelbare Nachfolgerrelationformulierbar ist und damit keinerlei Endlichkeitsannahmen ben�otigt, hatten wir schon in Theorem5811 (f�ur (li R)) und in Theorem 5851 (f�ur (co R)) kennengelernt.7.13 Einschr�ankung der Wortl�angeAzyklische Ordnungen sind nach Theorem 3568 schon durch W�orter bis zur L�ange zwei eindeutigbestimmt. Entsprechendes gilt f�ur totale, zyklische Ordnungen nach 4760, wobei wir allerdings W�orterbis zur L�ange drei ben�otigen. Den Beweis f�ur diese Tatsache haben wir noch nicht ausgef�uhrt. DieserAbschnitt wird diese wichtige Feststellung auf zyklische Ordnungen ausdehnen und gleichzeitig einendetaillierten Beweis liefern.Um zu diesem Resultat zu gelangen, ben�otigen wir eine Reihe von technischen Lemmata f�ur zyklischeOrdnungen.S6198VA6199� R 2 R�(A)A6200 R ist eine zyklische OrdnungWir w�ahlen ein mindestens dreistelliges Wort u aus der Relation sowie ein Element x aus demAlphabet, das in dem Wort nicht vorkommt. Bildet das Wort u zusammen mit dem Element x eineAbh�angigkeitsklique, und ist das dreistellige Wort aus dem ersten und letzten Element von u unddem Element x in der Relation, so k�onnen wir u um x verl�angern und erhalten wieder ein Wortder Relation. Diese Lemma gestattet es uns, von dreielementigen W�ortern ausgehend sukzessiveauf die Existenz von l�angeren W�ortern zu schlie�en.T6201 8 u 2 A�, x 2 A � u 2 R ^ 3 � L(u) ^ x =2 A(u) ^ A(u) [ fxg 2 (li R) -Kliquen ^[u0, uL(u) � 1, x] 2 R ) u � [x] 2 RVA6202� u 2 A�, x 2 AA6203 u 2 RA6204 3 � L(u)A6205 x =2 A(u)A6206 A(u) [ fxg 2 (li R) -KliquenA6207 [u0, uL(u) � 1, x] 2 RG6208 u � [x] 2 RVT6209 v0 2 R, u0 2 A�, u00 2 A� � v0 = u0 � [x] � u00 ^ u = u0 � u00 ^ 0 < L(u0)VT6210 v 2 R � A(v) = A(u) [ fxgT6211 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6200T6212 A(u) [ fxg ist endlichG6213 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2209, 6211, 6206, 6212T6214 A(u) � A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6210, 6205T6215 u rot� vT6216 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5482, 6200G6217 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 6216, 6203, 6210T6218 u rotv v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 6214, 6215VT6219 v0 � u v v0 ^ v0 rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0696, 6218T6220� v0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6219T6221 3 � L(v0)T6222 L(u) � L(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0570, 6219G6223 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6204, 6222



264 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6224 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6200T6225 v rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 6219T6226 A(v) = A(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0519, 6225T6227 v0 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 6224, 6210, 6225VT6228 u0 2 A�, u00 2 A� � v0 = u0 � [x] � u00 ^ u = u0 � u00T6229 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6200T6230 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 6229, 6203T6231 v0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 6229, 6227T6232 A(v0) = A(u) [ fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6226, 6210G6233 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0592, 6230, 6231, 6219, 6205, 6232T6234� u0 2 A� ^ u00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228A6235 0 < L(u0)G6236 v0 2 R ^ v0 = u0 � [x] � u00 ^ u = u0 � u00 ^ 0 < L(u0)G6237 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6227, 6228, 6235A6238 L(u0) = 0T6239 u0 = [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0258, 6238T6240 v0 = [] � [x] � u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228, 6239T6241 v0 = [x] � u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6240, 0405T6242 u = [] � u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228, 6239T6243 u = u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6242, 0405D6244 v00 := (v0 � (� 1))T6245� v00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6244T6246 v00 2 RT6247 v00 rot� v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6244, 0491T6248 v0 rot� v00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 6247G6249 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6224, 1343, 6227, 6248T6250 v00 = ROL v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6244, 0475, 0218T6251 v00 = u00 � [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6250, 6241, 0470T6252 v00 = u00 � [x] � [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6251, 0411T6253 0 < L(u00)T6254 L(u) = L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6243G6255 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6254, 6204G6256 v00 2 R ^ v00 = u00 � [x] � [] ^ u = [] � u00 ^ 0 < L(u00)G6257 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6246, 6252, 6242, 6253T6258� v0 2 A� ^ u0 2 A� ^ u00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6209T6259 v0 = u0 � [x] � u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6209T6260 u = u0 � u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6209T6261 0 < L(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6209D6262 i := L(u0)T6263� i 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6262T6264 L(v0) = L(u0) + L(u00) + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6259, 0413, 0307T6265 L(u) = L(u0) + L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6260, 0413T6266 i < L(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6262, 6264T6267 i 2 I(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6266T6268 v0i = xG6269 (u0 � [x] � u00)L(u0) = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6259, 6262T6270 L(u0) 2 I(u0 � [x] � u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6259, 0215, 6267G6271 ([x] � u00)0 = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0416, 6270G6272 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0417A6273 0 < i ^ i < L(v0) � 1T6274 0 < L(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6262, 6273T6275 0 < L(u00)T6276 L(u0) < L(u0) + L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6273, 6262, 6264G6277 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6276T6278 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6200T6279 [v00, v0i, v0L(v0) � 1] v v0



7.13. EINSCHR�ANKUNG DER WORTL�ANGE 265T6280 0 2 I(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6221T6281 L(v0) � 1 2 I(v0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6221G6282 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0585, 6280, 6267, 6281, 6273T6283 [v00, v0i, v0L(v0) � 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 6278, 6227, 6279T6284 [v00, x, v0L(v0) � 1] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6268, 6283T6285 v00 = u0G6286 (u0 � [x] � u00)0 = (u0 � u00)0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228T6287 (u0 � [x] � u00)0 = u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0415, 6274T6288 (u0 � u00)0 = u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0415, 6274G6289 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6287, 6288T6290 v0L(v0) � 1 = uL(u) � 1G6291 (u0 � [x] � u00)L(v0) � 1 = (u0 � u00)L(u) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228T6292 L(v0) � 1 2 I(u0 � [x] � u00)T6293 0 � L(v0) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6264T6294 L(v0) � 1 < L([u0 � [x] � u00]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6259G6295 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6293, 6294T6296 L(u0 � [x]) � L(v0) � 1G6297 L(u0) + L([x]) � L(v0) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0413G6298 L(u0) + 1 � L(u0) + L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0301, 6264G6299 1 � L(u00)G6300 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6275T6301 L(u) � 1 2 I(u0 � u00)T6302 0 � L(u) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6265, 6261T6303 L(u) � 1 < L(u0 � u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6260G6304 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6302, 6303T6305 L(u0) � L(u) � 1G6306 L(u0) � L(u0) + L(u00) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6228, 0413G6307 0 � L(u00) � 1G6308 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6275G6309 u00L(v0) � 1 � L(u0 � [x]) = u00L(u) � 1 � L(u0) 0416, 6292, 6296, 0416, 6301, 6305G6310 u00L(v0) � L(u0) � 2 = u00L(u) � L(u0) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 0413, 0307G6311 u00L(u00) � 1 = u00L(u00) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6264, 6265G6312 L(u00) � 1 2 I(u00)T6313 0 � L(u00) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6275T6314 L(u00) � 1 < L(u00)G6315 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6313, 6314T6316 [v00, v0L(v0) � 1, x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6207, 6285, 6290T6317 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5482, 6200T6318 [v00, x, v0L(v0) � 1] rot� [v00, v0L(v0) � 1, x] . . . . . . . . . . . 1547, 6317, 6284, 6316T6319 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6318, 1223A6320 i = L(v0) � 1G6321 v0 = u � [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6209T6322 u00 = []G6323 L(u00) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0258T6324 L(v0) = L(u0) + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6320, 6262T6325 L(u0) + 1 = L(u0) + L(u00) + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6264, 6324G6326 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6325T6327 v0 = u0 � [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6259, 6322, 0411T6328 u0 = u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6260, 6322, 0411G6329 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6327, 6328A6330 i = 0T6331 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6330, 6262, 6261Sind alle zweistelligen Teilw�orter eines Wortes in der Relation und damit einfach, so ist das Wortselbst einfach.



266 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6332 8 u 2 A� � (8 u0 2 A� � L(u0) � 2 ^ u0 v u ) u0 2 R) )u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0577, 1279, 5480, 6166�Ahnliches gilt f�ur die Eigenschaft eines Wortes Abh�angigkeitsklique zu sein: Sind alle zweistelligenTeilw�orter in der Relation, so ist das Alphabet eines Wortes eine Abh�angigkeitsklique, da dieAbh�angigkeitsrelation schon durch die zweistelligen W�orter gegeben ist.T6333 8 u 2 A� � (8 u0 2 A� � L(u0) � 2 ^ u0 v u ) u0 2 R) ) A(u) 2 (li R) -KliquenVA6334� u 2 A�A6335 8 u0 2 A� � L(u0) � 2 ^ u0 v u ) u0 2 RG6336 A(u) 2 (li R) -KliquenG6337 8 x 2 A(u), y 2 A(u) � (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106VA6338 x 2 A(u), y 2 A(u)G6339 (x,y) 2 (li R)G6340 9 w 2 R � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1834VT6341 i 2 I(u) � ui = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 6338VT6342 j 2 I(u) � uj = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 6338D6343 u0 := (u / fi,jg)T6344� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6343T6345 u0 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6343, 0624T6346 fi,jg � I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6341, 6342T6347 L(u0) = jfi,jgj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6343, 0621, 6346T6348 jfi,jgj � 2T6349 L(u0) � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6347, 6348T6350 u0 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6335, 6349, 6345T6351 x 2 A(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6343, 6341, 0620, 6341T6352 y 2 A(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6343, 6342, 0620, 6342G6353 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6350, 6351, 6352Nun folgt ein letztes Lemma, das sich im wesentlichen durch Induktion aus Lemma 6201 ergibt.Wir schlie�en von dreistelligen W�ortern der Relation auf die Existenz l�angerer W�orter. Wir w�ahlenein beliebiges Wort, von dem wir nur annehmen, da� alle h�ochstens dreistelligen Teilw�orter schonin der Relation sind. Dann ist auch das gew�ahlte Wort in der Relation enthalten.T6354 8 u 2 A� � ( 8 u0 2 A� � L(u0) � 3 ^ u0 v u ) u0 2 R ) ) u 2 RVA6355� u 2 A�A6356 8 u0 2 A� � L(u0) � 3 ^ u0 v u ) u0 2 RG6357 u 2 RA6358 L(u) � 3T6359 u v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0561T6360 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6356, 6358, 6359G6361 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6360A6362 3 < L(u)T6363 u ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6332, 6356T6364 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6333, 6356T6365 8 n 2 N � 3 � n ^ n � L(u) ) u / [0. . . n) 2 RT6366 3 � 0 ^ 0 � L(u) ) u / [0. . . n) 2 RG6367 TT6368 8 n 2 N �( 3 � n ^ n � L(u) ) u / [0. . . n) 2 R ) )( 3 � n + 1 ^ n + 1 � L(u) ) u / [0. . . n + 1) 2 R )VA6369� n 2 ND6370 u0 := u / [0. . . n)T6371� u0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6370A6372 3 � n ^ n � L(u) ) u0 2 R



7.13. EINSCHR�ANKUNG DER WORTL�ANGE 267A6373 3 � n + 1 ^ n + 1 � L(u)D6374 u00 := u / [0. . . n + 1)T6375� u00 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374G6376 u00 2 RT6377 u00 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374, 0624A6378 n = 2T6379 u00 = u / f0,1,2g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374, 6378T6380 f0,1,2g � I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299, 6358T6381 L(u00) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6379, 0621, 6380G6382 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6356, 6381, 6377A6383 n 6= 2T6384 3 � n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6373, 6383T6385 n + 1 � L(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6373T6386 n � L(u) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6385T6387 u0 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6372, 6384, 6386T6388 4 � L(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6384, 6385T6389 I(u) = [0. . .L(u)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299T6390 [0. . . n + 1) � I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6389, 6385T6391 [0. . . n) � [0. . . n + 1)T6392 [0. . . n) � I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6391, 6390T6393 [0. . . 4) � I(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6389, 6388T6394 A(u0) � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6370, 0625T6395 L(u0) = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6370, 0621, 6392T6396 3 � L(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6395, 6384T6397 I(u0) = [0. . .L(u0)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299T6398 I(u0) = [0. . . n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6397, 6395T6399 [0. . . 3) � I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6397, 6396T6400 L(u0) � 1 2 I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, ?3255T6401 A(u00) � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374, 0625T6402 L(u00) = n + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374, 0621, 6390T6403 4 � L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6402, 6384T6404 I(u00) = [0. . .L(u00)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0299T6405 I(u00) = [0. . . n + 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6404, 6402T6406 I(u0) � I(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6398, 6405, 6391T6407 [0. . . 4) � I(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6404, 6403T6408 0 2 I(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6407T6409 L(u0) + 1 = L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6395, 6402T6410 L(u0) < L(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6409T6411 L(u00) � 1 2 I(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0298, 6403T6412 L(u0) � 1 2 I(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6400, 6406D6413 x := u00L(u00) � 1T6414� x 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6413, 6411T6415 [x] = u00 / [L(u00) � 1. . .L(u00)) . . . . . . . . . . . . . . . 6413, 0631, 6411T6416 u0 = u00 / [0. . . n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6370, 6374, 0632T6417 [x] = u00 / [n. . .L(u00)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6415, 6402T6418 u00 = u0 � [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0630, 6416, 6417T6419 x =2 A(u0)T6420 u00 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0576, 6363, 6377T6421 8 j 2 I(u00) � j 6= L(u00) � 1 ) u00j 6= x . . . . . . . . 0372, 6420, 6411T6422 8 j 2 I(u00) � j < L(u00) � 1 ) u00j 6= x . . . . . . . . . . . 6421, 0298T6423 8 j 2 [0. . . n + 1) � j < n ) u00j 6= x . . . . . . . . . . 6405, 6402, 6422T6424 8 j 2 [0. . . n) � u00j 6= x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6423T6425 8 j 2 I(u00) � j < n ) u0j = u00j . . . . . . . . . . . . . . . . 6416, 0629T6426 8 j 2 [0. . . n + 1) � j < n ) u0j = u00j . . . . . . . . . . . . 6405, 6425T6427 8 j 2 [0. . . n) � u0j = u00j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6426T6428 8 j 2 [0. . . n) � u0j 6= x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6424, 6427



268 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6429 8 j 2 I(u0) � u0j 6= x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6428, 6398G6430 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6429, 0356T6431 A(u0) [ fxg 2 (li R) -KliquenT6432 u00L(u00) � 1 2 A(u00) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0350, 6411T6433 x 2 A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6413, 6432, 6401T6434 A(u0) [ fxg � A(u) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6394, 6433G6435 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 6364, 6434T6436 0 2 I(u0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6399D6437 w := [u00, u0L(u0) � 1, x]T6438� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6437, 0269, 6436, 6400T6439 L(w) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6437, 0309, 6436, 6400T6440 w = [u000, u00L(u0) � 1, u00L(u00) � 1]T6441 0 < n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6384T6442 u000 = u00 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6416, 0629, 6408, 6441T6443 L(u0) � 1 < n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6395T6444 u00L(u0) � 1 = u0L(u0) � 1 . . . . . . . . . . . . . 6416, 0629, 6412, 6443G6445 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6437, 6442, 6444, 6413T6446 w v u00T6447 0 < L(u0) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6396T6448 L(u0) � 1 < L(u00) � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6410G6449 T . . . . . . . . . . . . . . . . 0585, 6440, 6408, 6412, 6411, 6447, 6448T6450 u00 v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6374, 0624T6451 w v u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0564, 6446, 6450T6452 w 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6356, 6439, 6451T6453 u0 � [x] 2 R . . . . . . . . . . . . 6201, 6387, 6396, 6419, 6431, 6437, 6452G6454 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6453, 6418G6455 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6366, 6368T6456 u / [0. . .L(u)) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6365, 6362T6457 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6456, 0617G6458 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6457Sind f�ur zwei beliebige zyklische Ordnungen die Einschr�ankungen auf h�ochstens dreistellige W�orterdurch Inklusion geordnet, so �ubertr�agt sich diese Ordnung monoton auf die Relationen selbst. Dieseist eine unmittelbare Folgerung aus dem vorigen Lemma.T6459 8 R, R0 � R ist eine zyklische Ordnung ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^(Rj3) � (R0j3) ) R � R0VA6460� R � R ist eine zyklische OrdnungVA6461� R0 � R0 ist eine zyklische OrdnungA6462 (Rj3) � (R0j3)G6463 R � R0G6464 8 u 2 R � u 2 R0VA6465 u 2 RG6466 u 2 R0A6467 L(u) � 3T6468 u 2 (Rj3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 6465T6469 u 2 (R0j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6468, 6462T6470 u 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267, 6469G6471 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6470A6472 3 < L(u)T6473 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6460, 5480T6474 8 u0 � u0 v u ) u0 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315, 6473, 6465T6475 8 u0 � u0 v u ^ L(u0) � 3 ) u0 2 (Rj3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6474, 1265T6476 8 u0 � u0 v u ^ L(u0) � 3 ) u0 2 (R0j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6475, 6462T6477 8 u0 � u0 v u ^ L(u0) � 3 ) u0 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6476, 1267T6478 u 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6354, 6461, 6477



7.14. ZYKLISCHE ORDNUNGSBASEN 269G6479 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6478Hieraus folgt das eingangs erw�ahnte Resultat direkt: Zwei zyklische Ordnungen, die sich nicht inihren W�ortern bis zur L�ange drei, unterscheiden, sind identisch.T6480 8 R, R0 � R ist eine zyklische Ordnung ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^(Rj3) = (R0j3) ) R = R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6459Eine zyklische Ordnung R ist also schon durch (Rj3) eindeutig bestimmt. Wie wir R aus (Rj3) kon-struieren, ist damit allerdings noch nicht klar. Auf diesen Punkt werden wir eingehen, wenn wir diekonsistente Vervollst�andigung der im folgenden Abschnitt einzuf�uhrenden Basen diskutieren. Man ver-gleiche diese Vorgehensweise immer wieder mit den vorigen Kapiteln �uber azyklische Ordnungen undtotale, zyklische Ordnungen.7.14 Zyklische OrdnungsbasenDie im vorigen Abschnitt festgestellte Redundanz k�onnen wir beseitigen, wenn wir anstatt einer zykli-schen Ordnung R nur die Relation (Rj3) betrachten. Wir werden in diesem Abschnitt die Eigenschaftendieser Relation axiomatisieren und die Axiome zu dem Begri� der zyklischen Ordnungsbasis zusam-menfassen.Die meisten Axiome �ubertragen sich von zyklischen Ordnungen direkt auf die Basen. Dies sind Einfach-heit, Teilwort- und Rotationsabgeschlossenheit sowie zyklische Transitivit�at, die allein �uber dreistelligeW�orter formuliert wurde. Als zus�atzliche Forderung haben wir L(R) � 3 zur Begrenzung der Red-undanz. Da Vollst�andigkeit durch die Einschr�ankung der Wortl�ange nun nicht mehr erreichbar ist,versuchen wir mit der schw�acheren 3 -Vollst�andigkeit auszukommen. Damit ergibt sich die folgendeDe�nition, die ganz analog zur De�nition 3571 f�ur azyklische Ordnungsbasen ist.S6481VA6482� R 2 R�(A)D6483 R ist eine zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitivB6484Wir de�nieren R = (rotw)[f[3,4,5], [1,2,3], [1,2,4], [1,3,4], [2,3,4]g]. R ist einfach, teilwort- und rotati-onsabgeschlossen. Es gilt L(R) = 3, A(R) = f1,2,3,4,5g und (li R) -Kens = ff3,4,5g, f1,2,3,4g g. Rist 3 -vollst�andig (Theorem 2300) und zyklisch transitiv. Damit ist R eine zyklische Ordnungsbasis.Die Axiome von zyklischen Ordnungsbasen nach De�nition 6483 sind wie bei totalen, zyklischen Ord-nungsbasen nicht voneinander unabh�angig. Die (w) -Abgeschlossenheit ist mit Theorem 2500 aus denanderen Axiomen ableitbar. Damit erhalten wir die folgende Charakterisierung.S6485VA6486� R 2 R�(A)T6487 R ist eine zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^



270 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENR ist einfach ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 2500Die Bedingungen in Theorem 6487 sind nun voneinander unabh�angig. Dies folgt direkt aus der Un-abh�angigkeit der Bedingungen in der entsprechenden Charakterisierung von totalen, zyklischen Ord-nungsbasen (Theorem 4770).Im folgenden wird gezeigt, da� die Einschr�ankung (Rj3) einer zyklischen Ordnung R tats�achlich diesenAxiomen unterliegt. Zus�atzlich stellen wir noch fest, da� weder Alphabet noch Abh�angigkeitsstrukturdurch eine solche Einschr�ankung tangiert werden.S6488VA6489� R 2 R�(A)A6490 R ist eine zyklische OrdnungT6491 A(Rj3) = A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3592, 5480, 6490T6492 (li (Rj3)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3605, 5480, 6490T6493 (li (Rj3)) = (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3621, 5480, 6490T6494 (Rj3) ist eine zyklische OrdnungsbasisT6495 L(Rj3) � 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1268T6496 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6490T6497 (Rj3) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3577, 6496T6498 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6490T6499 (Rj3) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3578, 6498T6500 R ist (rot�)-abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6490T6501 (Rj3) ist (rot� ) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4779, 6500T6502 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6490T6503 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2215, 6502T6504 (Rj3) ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4794, 6496, 6498, 6503T6505 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6490T6506 (Rj3) ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4813, 6505G6507 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 6495, 6497, 6499, 6501, 6504, 6506B6508Die zyklische Ordnungsbasis R = (rotw)[f[3,4,5], [1,2,3], [1,2,4], [1,3,4], [2,3,4]g] des vorigen Beispiels6484 erhalten wir aus der zyklischen Ordnung R0 = (rotw)[f[3,4,5], [1,2,3,4]g] in Beispiel 5491 indemwir R = (R0j3) bilden. Mann erkennt auch, da� in der Schreibweise als (rotw) -Abschlu� einer endli-chen Wortmenge eine zyklische Ordnung R0 mit weniger W�ortern als die entsprechende zyklischeOrdnungsbasis R auskommt, sofern 3 < L(R) gilt. Andererseits gilt R � R0, die Ordnungsbasis istalso eine Teilmenge der Ordnung.Hier folgt noch eine Reihe von Theoremen, die die Verbindung zu totalen, zyklischen Ordnungenbasenkl�aren. Ferner �ubertragen sich viele Eigenschaften, wie z.B. die Konsistenz modulo Rotation, vonzyklischen Ordnungen auf die Basen, sofern von der (starken) Vollst�andigkeit kein Gebrauch gemachtwurde.S6509VA6510� R 2 R�(A)A6511 R ist eine zyklische OrdnungsbasisT6512 (Rj3) = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1269, 6483, 6511



7.15. KONSISTENTE VERVOLLST�ANDIGUNG 271Vergleichen wir die Axiome, so erkennen wir Basen zyklischer Ordnungen als Verallgemeinerung derim vorigen Kapitel eingef�uhrten Basen totaler, zyklischer Ordnungen. Viele der dort aufgestelltenTheoreme waren allgemein gehalten und nutzten insbesondere die Totalit�at nicht aus, so da� wirsie ohne weiteres �ubertragen k�onnen.T6513 8 R � R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis )R ist eine zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 6483T6514 R ist total ) R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . 6483, 6511, 4763Wie auch schon bei zyklischen Ordnungen bleiben die Axiome invariant unter Projektion.T6515 8 X 2 P(A) � (R . X) ist eine zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 6511, 1714, 2850, 2860, 3823, 2879, 3867Eine Projektion auf eine Abh�angigkeitsklique erf�ullt die Totalit�at und ist somit sogar eine totaleBasis.T6516 8 C 2 (li R) -Kliquen � (R . C) ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6515, 2195, 6514Die Konsistenz ist wieder mit Hilfe der zyklischen Transitivit�at ableitbar und �ubertr�agt sich somitauch auf die Basen.T6517 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4016, 6483, 6511Es stellt sich nun die Frage, ob die Axiome nicht vielleicht zu schwach gew�ahlt sind, um umgekehrtjede zyklische Ordnungsbasis zu einer zyklischen Ordnung zu erweitern. Da� dies nicht der Fall ist,wird in dem nachfolgenden Abschnitt gezeigt.7.15 Konsistente Vervollst�andigungDie Axiome f�ur Basen haben wir aus den Eigenschaften der einer zyklischen Ordnung R zugeordnetennat�urlichen Basis (Rj3) gewonnen. Damit ist keineswegs klar, ob die Axiome hinreichend sind, umsicherzustellen, da� jede dieser Basen R von einer zyklischen Ordnung R0 stammt, so da� R = (R0j3)sowie A(R0) = A(R) und (li R0) = (li R) gilt. Diese Nebenbedingungen fordern, da� mindestens zweiwesentliche Eigenschaften der Ordnung R0 durch die Basis R verk�orpert werden, das Alphabet unddie Abh�angigkeitsrelation.Ein mit diese Fragestellung eng verkn�upftes Problem ist die Berechnung einer zyklischen Ordnung beigegebener endlicher Basis. Wir w�unschen uns einen expliziten Ausdruck, der uns die gesuchte Relationals Menge von W�ortern angibt.Wir beginnen hier mit dem zuletzt genannten Problem: Wir de�nieren eine einfache Operation, diesogenannte konsistente Vervollst�andigung, die uns zu jeder Basis eine zyklische Ordnung liefert, diedie oben genannten Anforderungen erf�ullt und somit auch das erste Problem l�ost.S6518VA6519� R 2 R�(A)A6520 R ist eine zyklische OrdnungsbasisWie der Name schon sagt, wird eine Basis durch die folgende Operation um mit allen W�orternder Basis konsistente (modulo Rotation) W�orter erg�anzt. Um Alphabet und Abh�angigkeitsrelati-on dabei nicht zu ver�andern, kommen nur solche W�orter als Kandidaten in betracht, die schonAbh�angigkeitskliquen der Basis sind.



272 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGEND6521 KV R := fw 2 A� � A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� wgT6522� (KV R) 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6521Weil die Basis selbst konsistent (modulo Rotation) ist, handelt es sich um eine Operation, die dieBasis h�ochstens erweitern kann.T6523 R � (KV R)G6524 8 w 2 R � w 2 (KV R)VA6525 w 2 RG6526 w 2 (KV R)T6527� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6525G6528 A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6521G6529 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 6525T6530 R ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6517, 6520G6531 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 6530, 6525Wie gew�unscht bleibt das Alphabet erhalten, da Abh�angigkeitskliquen Teilmengen des Alphabetssind.T6532 A(R) = A(KV R)T6533 A(R) � A(KV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 6523T6534 A(KV R) � A(R)G6535 8 x 2 A(KV R) � x 2 A(R)VA6536 x 2 A(KV R)G6537 x 2 A(R)T6538 x 2 A(fw 2 A� � A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� wg) . . . . 6536, 6521VT6539 w 2 A� � A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ ( 8 v 2 R � v rot� w ) ^ x 2 A(w) . 6538, 1243T6540 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 6539G6541 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6539, 6540G6542 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6533, 6534Die Eigenschaft der Einfachheit vererbt sich von der Basis auf die Vervollst�andigung.T6543 (KV R) ist einfachG6544 8 w 2 (KV R) � w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279VA6545 w 2 (KV R)G6546 w ist einfachT6547� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6545T6548 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6545, 6521T6549 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483G6550 8 x 2 A(w) � (OCC x w) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0386VA6551 x 2 A(w)G6552 (OCC x w) = 1T6553 x 2 A(KV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 6545, 6551T6554 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6532, 6553VT6555 w0 2 R � x 2 A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 6554T6556� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6555T6557 w0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 6549, 6555T6558 8 x 2 A(w0) � (OCC x w0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0386, 6557T6559 (OCC x w0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6558, 6555T6560 w0 rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6548, 6555T6561 8 x 2 A(w) \ A(w) � (OCC x w0) = (OCC x w) . . . . . . . . . . . . . . . 1216, 6560T6562 x 2 A(w) \ A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6551, 6555T6563 (OCC x w0) = (OCC x w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6561, 6562



7.15. KONSISTENTE VERVOLLST�ANDIGUNG 273G6564 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6563, 6559Auch die Menge der Abh�angigkeitskliquen bleibt erhalten, da nur W�orter hinzugef�ugt werden, dievorher schon Abh�angigkeitskliquen bildeten.T6565 (li R) = (li (KV R))T6566 (li R) � (li (KV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1810, 6523T6567 (li (KV R)) � (li R)G6568 8 x,y � (x,y) 2 (li (KV R)) ) (x,y) 2 (li R)VA6569 x,y � (x,y) 2 (li (KV R))G6570 (x,y) 2 (li R)T6571 x 6= y ^ (x,y) 2 (li (KV R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1916, 6543, 6569VT6572 w 2 (KV R) � x 2 A(w) ^ y 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1803, 6571T6573� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6572T6574 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 6520T6575 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6572, 6521T6576 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0106, 6575, 6572G6577 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1916, 6574, 6571, 6576G6578 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6566, 6567Angewandt auf Basen von totalen, zyklischen Ordnungen entspricht unsere Operation der totalen,konsistenten Vervollst�andigung. Es handelt sich also um eine Verallgemeinerung. Die nachfolgen-de Beziehung zwischen konsistenter Vervollst�andigung und totaler, konsistenter Vervollst�andigungben�otigen wir, um Theoreme aus dem vorigen Kapitel wiederzuverwenden.T6579 8 R � R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis ) (KV R) = (KTV R)VA6580 R � R ist eine totale, zyklische OrdnungsbasisG6581 KV R = KTV RT6582� R 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 6580G6583 fw 2 A� � A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� wg =fw 2 A(R)� � 8 v 2 R � v rot� wg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6521, 5274G6584 8 w � ( w 2 A� ^ A(w) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� w ) ,( w 2 A(R)� ^ 8 v 2 R � v rot� w )G6585 8 w � ( w 2 A� ^ A(w) 2 (li R) -Kliquen ) , w 2 A(R)�T6586 8 w � w 2 A� ^ A(w) 2 (li R) -Kliquen ) w 2 A(R)�VA6587� w 2 A�A6588 A(w) 2 (li R) -KliquenG6589 w 2 A(R)�T6590 w 2 A(w)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0318T6591 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 6588T6592 A(w)� � A(R)� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0233, 6591G6593 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6590, 6592T6594 8 w � w 2 A(R)� ) w 2 A� ^ A(w) 2 (li R) -KliquenVA6595 w 2 A(R)�G6596 w 2 A� ^ A(w) 2 (li R) -KliquenT6597� w 2 A�T6598 A(R) � AT6599 A(R)� � A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0233, 6598G6600 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6599, 6595G6601 A(w) 2 (li R) -KliquenT6602 R ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4763, 6580T6603 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0319, 6595T6604 A(R) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2017, 6602G6605 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 6604, 6603



274 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENG6606 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6586, 6594Projektion auf eine Menge X l�a�t sich mit konsistenter Vervollst�andigung vertauschen, wie dasfolgende Lemma zeigt. Die Reihenfolge der Anwendung dieser beiden Operationen ist also nichtwesentlich. Ist X eine Abh�angigkeitsklique, so k�onnen wir mit Hilfe des vorigen Lemmas, konsistenteVervollst�andigung auf totale, konsistente Vervollst�andigung zur�uckf�uhren.T6607 8 X 2 P(A) � ((KV R) . X) = (KV (R . X))VA6608� X 2 P(A)T6609 8 w � w 2 ((KV R) . X) ) w 2 (KV (R . X))VA6610 w 2 ((KV R) . X)G6611 w 2 (KV (R . X))T6612� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6610VT6613 u 2 (KV R) � w = (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703, 6610T6614� u 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6613T6615 A(u) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6613, 6521T6616 8 v 2 R � v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6613, 6521G6617 A(w) 2 (li (R . X)) -Kliquen ^ 8 v 2 (R . X) � v rot� w . . . . . . . . . . . . . 6521T6618 A(w) 2 (li (R . X)) -KliquenG6619 (A(u) \ X) 2 (li (R . X)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6613, 0657G6620 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2192, 6615T6621 8 v 2 (R . X) � v rot� wVA6622 v 2 (R . X)G6623 v rot� wT6624� v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6622T6625 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 6520T6626 (R . X) � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2839, 6625T6627 v 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6626, 6622T6628 v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6616, 6627T6629 v rot� (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1014, 6628G6630 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6613, 6629G6631 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6618, 6621T6632 8 w � w 2 (KV (R . X)) ) w 2 ((KV R) . X)VA6633 w 2 (KV (R . X))G6634 w 2 ((KV R) . X)T6635� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6633T6636 (R . X) ist eine zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6515, 6520T6637 A(w) 2 (li (R . X)) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6633, 6521T6638 8 v 2 (R . X) � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6633, 6521G6639 9 u 2 (KV R) � w = (u . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703G6640 9 u 2 A� � A(u) 2 (li R) -Kliquen ^ ( 8 v 2 R � v rot� u ) ^ w = (u . X) . . . 6521T6641 A(w) � XT6642 A(w) � A(R . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2014, 6637T6643 A(R . X) � X . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1709G6644 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6642, 6643T6645 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2117, 6637T6646 8 v 2 R � (v . X) rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6638, 1703T6647 8 v 2 R � v rot� (w . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6646, 1013T6648 w = (w . X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 6641T6649 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6647, 6648G6650 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6645, 6649, 6648G6651 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6609, 6632Einfachheit der Vervollst�andigung haben wir schon gezeigt. Es folgen nun weitere Eigenschaftender zyklischen Ordnungen.



7.15. KONSISTENTE VERVOLLST�ANDIGUNG 275Die Teilwortabgeschlossenheit ergibt sich aus der entsprechenden Eigenschaft 1015 der Konsistenz-relation.T6652 (KV R) ist (w) -abgeschlossenG6653 8 u,w � w 2 (KV R) ^ u v w ) u 2 (KV R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315VA6654 u,w � w 2 (KV R)A6655 u v wG6656 u 2 (KV R)T6657� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6655T6658 A(w) 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6654, 6521T6659 8 v 2 R � v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6654, 6521G6660 A(u) 2 (li R) -Kliquen ^ 8 v 2 R � v rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6521T6661 A(u) 2 (li R) -KliquenT6662 A(u) � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0569, 6655G6663 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0117, 6658, 6662T6664 8 v 2 R � v rot� uVA6665 v 2 RG6666 v rot� uT6667� v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6665T6668 v rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6659, 6665T6669 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 6543, 6654G6670 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1015, 6669, 6668, 6655G6671 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6661, 6664Rotationsabgeschlossenheit �ubertr�agt sich nach 5505 von allen Kens auf die Relation. Zum Beweisder Rotationsabgeschlossenheit kann deshalb mit Hilfe von 6607 das entsprechende Theorem 5351f�ur totale, zyklische Ordnungsbasen wiederverwendet werden.T6672 (KV R) ist (rot�) -abgeschlossenG6673 8 L 2 (li R) -Kens � ((KV R) . L) ist (rot� ) -abgeschlossen . . . . . . . . . . 5505, 6652VA6674 L 2 (li R) -KensG6675 ((KV R) . L) ist (rot�) -abgeschlossenT6676� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 6674G6677 (KV (R . L)) ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6607T6678 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 6674T6679 (R . L) ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . 6516, 6520, 6678G6680 (KTV (R . L)) ist (rot� ) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6579, 6679G6681 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5351, 6679Ein Beweis der Konsistenz modulo Rotation ist auf ganz analoge Weise m�oglich.T6682 (KV R) ist konsistent modulo (rot�)G6683 8 C 2 (li R) -Kliquen � ((KV R) . C) ist konsistent modulo (rot� ) . . . . . . . . . 5533VA6684 C 2 (li R) -KliquenG6685 ((KV R) . C) ist konsistent modulo (rot�)T6686� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0105, 6684G6687 (KV (R . C)) ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6607T6688 (R . C) ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . 6516, 6520, 6684G6689 (KTV (R . C)) ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6579, 6688G6690 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5407, 6688Auch der Beweis der Vollst�andigkeit verwendet das entsprechende Resultat f�ur totale, zyklischeOrdnungsbasen.



276 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6691 (KV R) ist vollst�andigG6692 8 L 2 (li R) -Kens � ((KV R) . L) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2982VA6693 L 2 (li R) -KensG6694 ((KV R) . L) ist vollst�andigT6695� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 6693G6696 (KV (R . L)) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6607T6697 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 6693T6698 (R . L) ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis . . . . . . . . . . . . . 6516, 6520, 6697G6699 (KTV (R . L)) ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6579, 6698G6700 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5371, 6698Nun folgt ein wichtiges Lemma, das unabh�angig von der konsistenten, Vervollst�andigung zu bewei-sen ist. Wir ben�otigen nur die Einfachheit und die Konsistenz (modulo Rotation) einer RelationR0, die eine Erweiterung der Basis R darstellt, wobei die besprochenen Nebenbedingungen nocherf�ullt sind, d.h. Erhaltung von Alphabet und Abh�angigkeitsstruktur. Schr�anken wir die Erweite-rung R0 dann wieder auf (R0j3) ein, dann erhalten wir die urspr�ungliche Relation, n�amlich die BasisR.T6701 8 R0 2 R�(A) � R0 ist einfach ^ R0 ist konsistent modulo (rot�) ^A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^ R � R0 ) (R0j3) = RVA6702� R0 2 R�(A)A6703 R0 ist einfachA6704 R0 ist konsistent modulo (rot�)A6705 A(R) = A(R0)A6706 (li R) = (li R0)A6707 R � R0G6708 (R0j3) = RT6709 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483T6710 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483T6711 R � (R0j3)G6712 (Rj3) � (R0j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6512, 6520G6713 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1271, 6707T6714 (R0j3) � RG6715 8 w 2 (R0j3) � w 2 RVA6716 w 2 (R0j3)G6717 w 2 RT6718� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6716T6719 w 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1267, 6716T6720 L(w) � 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6716, 1265A6721 L(w) = 0T6722 w = [] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0362, 6721G6723 [] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6722G6724 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2219, 6483, 6520A6725 L(w) = 1VT6726 x 2 A � w = [x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0366, 6725T6727 x 2 A(R0)T6728 x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6726, 0327G6729 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1243, 6719, 6728T6730 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6705T6731 [x] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1325, 6709, 6730G6732 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6731, 6726A6733 L(w) = 2VT6734 x 2 A, y 2 A � w = [x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0367T6735 [x,y] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6734, 6719T6736 (x,y) 2 (li R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1761, 6735



7.15. KONSISTENTE VERVOLLST�ANDIGUNG 277T6737 (x,y) 2 (li R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6706, 6736T6738 [x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1767, 6709, 6710, 6737G6739 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6738, 6734A6740 L(w) = 3VT6741 x 2 A, y 2 A, z 2 A � w = [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0368T6742� x 2 A ^ y 2 A ^ z 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6741T6743 A(w) = fx,y,zg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6741, 0329T6744 A(w) 2 (li R0) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2006, 6719T6745 (li R) = (li R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1819, 6705, 6706T6746 fx,y,zg 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6744, 6743, 6745T6747 jfx,y,zgj = 3T6748 L(w) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6741, 0309T6749 w ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 6703, 6719T6750 jA(w)j = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6748, 0373, 6749G6751 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6750, 6743T6752 R ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483T6753 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483T6754 R ist 3 -vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6520, 6483T6755 [x,y,z] 2 R _ [z,y,x] 2 R . . . . . . . . . . . . 2346, 6752, 6753, 6754, 6746, 6747A6756 [x,y,z] 2 RG6757 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6756, 6741A6758 [z,y,x] 2 RT6759 [z,y,x] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6707, 6758T6760 [x,y,z] 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6741, 6719T6761 [x,y,z] rot� [z,y,x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 6704, 6760, 6759T6762 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6761, 1222, 6747G6763 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6711, 6714Aus der Tatsache, da� es sich bei der Vervollst�andigung um eine Erweiterung im Sinne des vorigenLemmas handelt, folgt nun unser gew�unschtes Resultat: Wir gehen von einer beliebigen Basis Raus. Die Einschr�ankung ((KV R)j3) der konsistenten Vervollst�andigung von R ist dann wieder dieurspr�ungliche Basis R. Damit ist zus�atzlich zur Erhaltung von Alphabet und Abh�angigkeitsstruktureine weitere Bedingung der zu Beginn dieses Abschnitts gestellten Anforderungen erf�ullt. Es bleibtnur noch zu zeigen, da� die Vervollst�andigung wirklich eine zyklische Ordnung ist.T6764 ((KV R)j3) = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6701, 6543, 6682, 6532, 6565, 6523Hierzu fehlt nur noch die zyklische Transitivit�at, die wie alle anderen Axiome unter Vervollst�andi-gung erhalten bleibt.T6765 (KV R) ist zyklisch transitivG6766 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (KV R) ^ [a,c,d] 2 (KV R) ) [a,b,d] 2 (KV R) . . . . . . . 3841VA6767 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (KV R)A6768 [a,c,d] 2 (KV R)G6769 [a,b,d] 2 (KV R)T6770� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6767, 6768T6771 L([a,b,c]) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0309T6772 L([a,c,d]) = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0309T6773 [a,b,c] 2 ((KV R)j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 6767, 6771T6774 [a,c,d] 2 ((KV R)j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1265, 6768, 6772T6775 [a,b,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6773, 6764T6776 [a,c,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6774, 6764G6777 [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6523T6778 R ist zyklisch transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6483, 6520



278 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENG6779 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3841, 6778, 6775, 6776Fassen wir die Teilergebnisse f�ur die einzelnen Axiome zusammen, dann stellen wir fest: Die Ver-vollst�andigung jeder beliebigen Basis ist eine zyklische Ordnung.T6780 (KV R) ist eine zyklische Ordnung . . . . . . . . 5480, 6543, 6652, 6672, 6691, 6765Zus�atzlich zu Alphabet und Abh�angigkeitsrelation wird auch die unmittelbare Nachfolgerrelationdurch die konsistente Vervollst�andigung nicht ver�andert.T6781 (��(KV R)) = (��R)G6782 (��(KV R)) = (��((KV R)j3)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6764G6783 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4822, 6652Die konsistente Vervollst�andigung (KV R) ist also gerade ein Beweis f�ur die Existenz der zu Beginndieses Abschnitts geforderten zyklischen Ordnung R bei gegebener Basis R0 . Dies folgt aus 6780, 6764,6532 und 6565Es ist leicht einzusehen, da� sich die De�nition 6521 der konsistenten Vervollst�andigung sofort alsAlgorithmus implementieren l�a�t. Die Eingabe ist eine endliche Basis R. Damit ist auch das Alpha-bet endlich. Aus 6543 folgt, da� in (KV R) nur einfache W�orter vorkommen. Aus 6532 folgt, da�das Alphabet sind nicht ver�andert. Die Menge der einfachen W�ortern �uber dem endlichen Alphabetist nach 1300 endlich. Aus dieser Menge werden alle W�orter in die Relation aufgenommen, die dieKliquenbedingung und die Konsistenzbedingung aus De�nition 6521 erf�ullen. Dieser Algorithmus istnat�urlich nicht besonders e�zient.7.16 EindeutigkeitDer vorige Abschnitt behandelte die Existenz einer zyklischen Ordnung als Erweiterung einer belie-bigen Basis. Die konsistente Vervollst�andigung lieferte gerade eine solche. Uns besch�aftigt nun dieFrage, ob diese zyklische Ordnung bei beliebig gew�ahlter Basis eindeutig ist und damit die konsistenteVervollst�andigung genau diese zyklische Ordnung liefert.F�ur den Fall, da� die Basis R aus einer zyklischen Ordnung R0 durch Einschr�ankung R = (R0j3)gewonnen wurde, k�onnen wir wie folgt argumentieren: (KV R) liefert eine zyklische Ordnung mit((KV R)j3) = R. Die zyklischen Ordnungen R0 und (KV R) stimmen also auf W�ortern bis zur L�angedrei �uberein und sind daher identisch nach Theorem 6480. Jede zyklische Ordnung, aus der R gewonnenwurde, ist also mit (KV R) identisch. Damit ist die Eindeutigkeit f�ur diesen Fall gezeigt. Da wir imvorigen Abschnitt zeigten, da� jede Basis aus einer zyklischen Ordnung gewonnen werden kann, giltdie Eindeutigkeit ganz allgemein.Dieser Sachverhalt wird durch das folgende Theorem genauer beschrieben: Gegeben ist eine beliebige,zyklische Ordnungsbasis R. Dann existiert eine eindeutige zyklische Ordnung (n�amlich genau (KV R))mit gleichem Alphabet und gleicher Abh�angigkeitsstruktur, die eine Erweiterung der Basis darstellt.S6784VA6785� R 2 R�(A)A6786 R ist eine zyklische OrdnungsbasisT6787 9! R0 2 R�(A) � A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^R � R0 ^ R0 ist eine zyklische OrdnungT6788 9 R0 2 R�(A) � A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^R � R0 ^ R0 ist eine zyklische Ordnung



7.16. EINDEUTIGKEIT 279G6789 A(R) = A(KV R) ^ (li R) = (li (KV R)) ^R � (KV R) ^ (KV R) ist eine zyklische OrdnungG6790 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6786, 6532, 6565, 6523, 6780T6791 8 R0 2 R�(A), R00 2 R�(A) �A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^ R � R0 ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^A(R) = A(R00) ^ (li R) = (li R00) ^ R � R00 ^ R00 ist eine zyklische Ordnung) R0 = R00VA6792� R0 2 R�(A), R00 2 R�(A)A6793 A(R) = A(R0) ^ (li R) = (li R0) ^ R � R0 ^ R0 ist eine zyklische OrdnungA6794 A(R) = A(R00) ^ (li R) = (li R00) ^ R � R00 ^ R00 ist eine zyklische OrdnungG6795 R0 = R00T6796 R0 ist einfach ^ R0 ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . 5480, 6793, 5482, 6793T6797 (R0j3) = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6701, 6786, 6796, 6793T6798 R00 ist einfach ^ R00 ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . 5480, 6794, 5482, 6794T6799 (R00j3) = R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6701, 6786, 6798, 6794T6800 (R0j3) = (R00j3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6797, 6799G6801 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6480, 6793, 6794, 6800G6802 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6788, 6791Zusammenfassend haben wir somit zwei gleichwertige Repr�asentationen f�ur zyklische Ordnungen: Dieintuitive Darstellung als Menge aller charakteristischen Beobachtungen sowie die kompaktere Darstel-lung als Basis mit beschr�ankter Wortl�ange. Durch die Operationen der Einschr�ankung (Rj3) sowieder konsistenten Vervollst�andigung (KV R) k�onnen wir zwischen diesen Darstellungen wechseln undje nach Intention und Anwendung die eine oder andere bevorzugen.Die erste Darstellung hat beispielsweise den Vorteil, da� sich eine endliche, zyklische Ordnung durchden (rotw) -Abschlu� einer Menge von W�ortern bilden l�a�t, die jeweils einem Ken entsprechen. Wirm�ussen also f�ur jeden Ken nur ein Wort angeben. Endliche, totale, zyklische Ordnungen werden durchnur ein Wort generiert. Bei zyklischen Ordnungen haben wir es allerdings meist mit sehr vielen Kenszu tun.Der Vorteil der Darstellung als Basis ist die auf drei beschr�ankte Wortl�ange sowie eine geringereKardinalit�at der Relation. Dies kann z.B. die Implementation von Algorithmen erleichtern. Auch hierkann die in der (rotw) -Abgeschlossenheit steckende Redundanz noch ausgenutzt werden. Falls wir unsnur f�ur zyklische Ordnungen interessieren, in denen jeder Ken mindestens drei Elemente besitzt (alsovollst�andig gerichtete, zyklische Ordnungen), so k�onnen wir die Axiome leicht so modi�zieren, da�nur noch die dreistelligen W�orter in der Relation enthalten sind. Hierzu fordern wir ausgehend vonden Axiomen f�ur zyklische Ordnungsbasen (exakt) dreistellige Relationen, verzichten auf das Axiomder Teilwortabgeschlossenheit und schw�achen die 3 -Vollst�andigkeit geeignet ab. Die letzte Form derDarstellung wurde beispielsweise verwendet, um einige unserer Modelle zyklischer Ordnungen mitRechnerhilfe zu �uberpr�ufen.Da die zuletzt genannte Axiomatisierung so einfach ist und alle wesentlichen Merkmale zyklischerOrdnungen enth�alt, wollen wir sie genauer betrachten. F�ur R 2 R3(A) haben wir also folgende Axiome:[a,b,c] 2 R ) jfa,b,cgj = 3 (Einfachheit), [a,b,c] 2 R ) [b,c,a] 2 R (Rotationsabgeschlossenheit),f(a,b),(b,c),(a,c)g � (li R)) 9 w 2 R � A(w) = fa,b,cg (abgeschw�achte 3 -Vollst�andigkeit) und [a,b,c]2 R ^ [a,c,d] 2 R) [a,b,d] 2 R (zyklische Transitivit�at). Aus Einfachheit und zyklischer Transitivit�atergibt sich die Konsistenz modulo Rotation: [a,b,c] 2 R) [c,b,a] =2 R. F�ur totale, zyklische Ordnungenersetzen wir das Axiom der 3 -Vollst�andigkeit durch das st�arkere Axiom fa,b,cg � A(R) ^ jfa,b,cgj= 3 ) [a,b,c] 2 R _ [c,b,a] 2 R (Totalit�at und abgeschw�achte 3 -Vollst�andigkeit). Vergleichen wirdies mit den in der Einleitung diskutierten Tripelstrukturen, so bemerken wir: Identi�zieren wir dasAlphabet mit der Grundmenge und beschr�anken wir uns auf die Tripel aus verschiedenen Elementen(nur diese Tripel hatten eine Bedeutung), dann sind die beiden Axiomsysteme �aquivalent.



280 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENEin weiteres Nebenprodukt der Darstellung von zyklischen Ordnungen durch Basen ist die einfacheAbsch�atzung der Zahl der zyklischen Ordnungen R mit maximal n Elementen aus einer endlichenMenge X. Sei n := jXj. Die Zahl der k -stelligen Relationen auf X ist jRk(X)j = nk. Fordern wirEinfachheit, so bleiben davon jfR 2 Rk(X) � R ist einfachgj = n! / (n � k)! �ubrig, falls k � n gilt.Nutzen wir Rotationsabgeschlossenheit aus, so k�onnen wir dies weiter verringern zu jfR 2 R�(X)k � Rist einfach ^ R ist (rot�) -abgeschlossengj = n! / ( (n � k)! k ). Beschr�anken wir uns nun auf die obengenannten durch Tripel darstellbaren zyklischen Ordnungen, so erhalten wir die grobe Absch�atzungjfR 2 R�(X) � R ist eine zyklische Ordnung ^ 8 L 2 (li R) -Kens � 3 � jLjgj � (n (n � 1) (n � 2)) /3 f�ur 3 � n. F�ur die Zahl aller zyklischen Ordnungen auf X erhalten wir jfR 2 R�(X) � R ist eine zy-klische Ordnunggj � (n (n � 2) (n � 1)) / 3 + (n (n � 1)) / 2 + n + 1. Weitere Verbesserungen sinddurch Ausnutzung der Teilwortabgeschlossenheit und der anderen Axiome m�oglich. Ferner w�are esauch von Interesse, die Gr�o�e bestimmter Teilklassen zyklischer Ordnungen abzusch�atzen. F�ur totale,zyklische Ordnungen ist dies aufgrund der Theoreme 3783 und 3819 leicht durchf�uhrbar. Problema-tischer scheint dies dagegen f�ur die im folgenden Abschnitt de�nierte Klasse der global orientiertenzyklischen Ordnungen zu sein.7.17 Globale OrientiertheitGlobale Orientiertheit hatten wir schon in der Einleitung als w�unschenswerte Eigenschaft zyklischerOrdnungen angesprochen. Grunds�atzlich wollen wir darunter die M�oglichkeit verstehen, eine (zykli-sche) Ordnung zu einer totalen (zyklischen) Ordnung zu erweitern.S6803VA6804� R 2 R�(A)D6805 R ist zyklisch global orientiert :,9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungDie globale Orientiertheit ist eine Eigenschaft, die sich von einer Relation auf alle ihre Teilrelationenvererbt.T6806 R ist zyklisch global orientiert )8 R0 2 R�(A) � R0 � R ) R0 ist zyklisch global orientiert . . . . . . . . . . . . . 6805F�ur die in der vorigen De�nition genannte Erweiterung R0 k�onnen wir nat�urlich fordern, da� siedas Alphabet erh�alt.T6807 R ist zyklisch global orientiert ,9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungG6808 R ist zyklisch global orientiert )9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung 6805A6809 R ist zyklisch global orientiertG6810 9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungVT6811 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . 6805, 6809T6812� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6811T6813 R � (R0 . A(R))G6814 8 w 2 R � w 2 (R0 . A(R))VA6815 w 2 RG6816 w 2 (R0 . A(R))T6817� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6815G6818 9 w0 2 R0 � w = (w0 . A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1703T6819 w 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6811, 6815G6820 w = (w . A(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6819



7.17. GLOBALE ORIENTIERTHEIT 281T6821 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 6815G6822 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0647, 6821T6823 A(R) = A(R0 . A(R))T6824 A(R0 . A(R)) = A(R0) \ A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1710T6825 A(R) � A(R0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 6811G6826 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6824, 6825T6827 (R0 . A(R)) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . 3838, 6811G6828 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6813, 6823, 6827Eine zyklisch global orientierte, zyklische Ordnung R l�a�t sich als Vereinigung von Komponentenschreiben, die alle Projektionen einer totalen, zyklischen Ordnung R0 (die durch das vorige Theoremgeliefert wurde) sind. Die Projektion erfolgt dabei auf alle Kens der zyklischen Ordnung R.S6829VA6830� R 2 R�(A)A6831 R ist eine zyklische OrdnungT6832 R ist zyklisch global orientiert ,9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung ^R = S f(R0 . L) � L 2 (li R) -KensgG6833 R ist zyklisch global orientiert )9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung ^R = S f(R0 . L) � L 2 (li R) -Kensg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6805A6834 R ist zyklisch global orientiertG6835 9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung ^R = S f(R0 . L) � L 2 (li R) -KensgVT6836 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ A(R) = A(R0) ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6807, 6834G6837 R = S f(R0 . L) � L 2 (li R) -Kensg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6836T6838 R ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 6831T6839 R = S fR0 � L 2 (li R) -Kens � R0 = (R . L)g . . . . . . . . . . . . . . . . . 2066, 6838G6840 8 L 2 (li R) -Kens � (R . L) = (R0 . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6839VA6841 L 2 (li R) -KensG6842 (R . L) = (R0 . L)T6843� L 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0124, 6841T6844 L 2 (li R) -Kliquen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0125, 6841T6845 (R . L) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . 5496, 6831, 6844T6846 (R0 . L) ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3838, 6836T6847 (R . L) � (R0 . L) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1713, 6836T6848 A(R . L) = A(R0 . L)G6849 A(R) \ L = A(R0) \ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1710G6850 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6836G6851 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3757, 6848, 3681, 6845, 6846, 6847Die De�nition der globalen Orientiertheit wird sehr anschaulich, wenn wir noch den (hier) informalenBegri� der Uhrzyklendarstellung einf�uhren. In einer Uhrzyklendarstellung sind alle Kreise im Uhrzei-gersinn um ein gemeinsames Zentrum orientiert. Beispiele f�ur Uhrzyklendarstellungen sind Abb. 6.1,6.2, 6.3 aber auch Abb. 1.2, 7.6, 7.25. Die Darstellungen in Abb. 7.7, 7.15, 7.10 sind dagegen keineUhrzyklendarstellungen.Die Bedingung der zyklischen globalen Orientiertheit ist o�enbar �aquivalent zur (und damit einegeeignete Formalisierung der) Existenz einer Uhrzyklendarstellung der Relation. Eine totale, zyklischeOrdnung ist trivialerweise zyklisch global orientiert und besitzt eine Uhrzyklendarstellung.



282 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGEN� Haben wir eine zyklisch global orientierte Relation R, so k�onnen wir nach Theorem 6807 eineUhrzyklendarstellung einer totalen, zyklischen Ordnung R0 mit Alphabet A(R0) = A(R) �nden.Die Elemente aus A(R) liegen also alle auf einem im Uhrzeigersinn orientierten Kreis. Diese Dar-stellung k�onnen wir nun modi�zieren, indem wir den Kreis l�oschen, ohne die Lage der Elementezu ver�andern. Die Relation R l�a�t sich nach Theorem 6832 als Vereinigung von totalen, zykli-schen Ordnungen au�assen, die alle Projektionen von R0 sind. Wir zeichnen jede dieser totalen,zyklischen Ordnungen als orientierten Kreis ein. Da es sich um Projektionen von R0 handelt,k�onnen wir sie alle im Uhrzeigersinn um das urspr�ungliche Zentrum orientieren.� Haben wir eine Uhrzyklendarstellung eine Relation R, so k�onnen wir einen Strahl einzeichnen, dervom Zentrum ausgeht. Wenn wir den Strahl um 360� im Uhrzeigersinn drehen, w�ahrend wir ihn imZentrum festhalten, �uberstreicht er alle Elemente der zyklischen Ordnung. Die (sequentialisierte)Reihenfolge in der die Elemente vom Strahl erfa�t werden, k�onnen wir z.B. nach Theorem 3819 alstotale, zyklische Ordnung au�assen. O�enbar ist diese totale, zyklische Ordnung eine Erweiterungvon R. Damit ist R global orientiert.F�ur eine genauere Untersuchung der Zusammenh�ange w�are eine aufwendige Formalisierung des Dar-stellungsbegri�s und insbesondere der Uhrzyklendarstellung n�otig. Wir belassen es jedoch bei diesemintuitiven Zusammenhang, da der Begri� der globalen Orientiertheit nach De�nition 6805 f�ur forma-le Betrachtungen wesentlich besser geeignet erscheint. Dies gilt erst recht in Hinblick auf unendlicheStrukturen. 0 1
23 45 7 0 1

23 45 76 6
Abbildung 7.30: UhrzyklendarstellungenB6852Wir w�ahlen die nichttotale, zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1,2,3], [0,1,4,5], [2,3,6,7], [4,5,6,7]g]aus Beispiel 5561 in Abb. 7.10. Zun�achst stellen wir fest, da� es eine totale, zyklische OrdnungR0 = (rot�) [f[0,6,1,7,2,4,3,5]g] gibt, mit R � R0 und A(R0) = A(R). R ist also zyklisch globalorientiert. Wir haben (li R) -Kens = ff0,1,2,3g, f0,1,4,5g, f2,3,6,7g, f4,5,6,7g g. Die ProjektionenR1 = (R0 . f0,1,2,3g), R2 = (R0 . f0,1,4,5g), R3 = (R0 . f2,3,6,7g) und R4 = (R0 . f4,5,6,7g) sindtotale, zyklische Ordnungen deren Vereinigung wieder R = R1 [ R2 [ R3 [ R4 liefert. Aus derUhrzyklendarstellung von R0 in (siehe Abb. 7.30 links) erhalten wir durch die oben besprocheneModi�kation eine Uhrzyklendarstellung von R (siehe Abb. 7.30 rechts). Umgekehrt l�a�t sich aus



7.17. GLOBALE ORIENTIERTHEIT 283der Uhrzyklendarstellung von R auch die totale, zyklische Ordnung R0 auf die oben erkl�arte Weisegewinnen.
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Abbildung 7.31: Verletzung der Vollst�andigkeit und der globalen OrientiertheitDas folgende Beispiel f�ur eine nicht global orientierte zyklische Ordnung basiert auf einer Struktur dieGenrich schon in Genrich 1971 angegeben hat.B6853Wir betrachten das Beispiel in Abb. 7.31 und lesen die Relation R = (rotw)[f[0,1,2,3], [3,6,5,4],[2,8,7,6], [1,10,9,8], [0,4,11,10], [5,7,9,11]g]. R ist einfach, teilwort- und rotationsabgeschlossen, kon-sistent modulo Rotation und zyklisch transitiv. R ist nicht total und nicht vollst�andig, da z.B. dieKlique f4,11,5g 2 (li R) -Kliquen nicht als Wort in R vorkommt. Au�erdem ist R nicht globalorientiert. Der formale Nachweis mit Hilfe von De�nition 6805 ist selbst unter Ausnutzung derSymmetrie sehr m�uhsam. Anschaulich l�a�t sich die Nichtorientiertheit durch die Nichtexistenz ei-ner Uhrzyklendarstellung begr�unden: Wir k�onnen die sechs Kreise nicht im Uhrzeigersinn um eingemeinsames Zentrum orientieren.Durch Umkehrung der Orientierung der vier gestrichelten und gepunkteten Kreise erhalten wir dieRelation R0 = (rotw)[f[0,1,2,3], [4,5,6,3], [6,7,8,2], [8,9,10,1], [10,11,4,0], [5,7,9,11]g]. Diese Relationist ebenfalls nicht vollst�andig. R0 ist jedoch zyklisch global orientiert, da es beispielsweise zu dertotalen, zyklischen Ordnung R00 = (rotw)[f[0,9,10,1,8,11,2,6,3,4,5,7]g] erweitert werden kann. DerGrund f�ur die Nichtorientierbarkeit von R ist also die unterschiedliche, relative Orientierung derKreise.Das vorige Beispiel k�onnen wir durch nat�urliche Vervollst�andigung zu einer zyklische Ordnung erwei-tern, die auch nicht zyklisch global orientiert ist.
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2Abbildung 7.32: Eine nicht globale orientierte, zyklische OrdnungB6854Wir erweitern das vorige Beispiel um acht dreielementige Kreise und erhalten R = (rotw)[f[0,1,2,3],[3,6,5,4], [2,8,7,6], [1,10,9,8], [0,4,11,10], [5,7,9,11], [4,3,0], [10,0,1], [8,1,2], [6,2,3], [4,11,5], [10,9,11],[8,7,9], [6,5,7]g], wie in Abb. 7.32 dargestellt. Die Vollst�andigkeit ist jetzt zus�atzlich erf�ullt. ZyklischeTransitivit�at bleibt g�ultig. Es handelt sich also um eine zyklische Ordnung, die als Erweiterung einernicht global orientierten Relation ebenfalls nicht zyklisch global orientiert ist (Theorem 6806).Durch eine andere, leichte Modi�kation erhalten wir aus dem Beispiel 6853 eine zyklisch global orien-tierte, zyklische Ordnung.B6855Wir modi�zieren die Relation R aus dem vorigen Beispiel, indem wir auf die Elemente f4,6,8,10gverzichten. Wir erhalten die Relation R0 = (R . f0,1,2,3,5,7,9,11g) = (rotw)[f[0,1,2,3], [3,5], [2,7],[1,9], [0,11], [5,7,9,11]g] in Abb. 7.33. R0 ist eine zyklische Ordnung und es gilt R0 � R0 . R0 ist auchzyklisch global orientiert, denn es gilt R0 � R00 mit R00 = (rotw)[f[0,1,2,3,5,7,9,11]g], einer totalen,zyklischen Ordnung. Damit k�onnen wir auch ohne M�uhe eine Uhrzyklendarstellung �nden.Die De�nition der globalen Orientiertheit ist recht intuitiv. Ein Nachteil der De�nition ist jedoch diedirekte Bezugnahme auf totale, zyklische Ordnungen. Deshalb ist es oft g�unstiger, den folgenden allge-meineren Begri� der globalen Konsistenz zu verwenden, der sowohl f�ur zyklische wie auch azyklischeOrdnungen sinnvoll ist.
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0123

5 7 9 11Abbildung 7.33: Eine zyklisch global orientierte, zyklische OrdnungS6856VA6857� R 2 R�(A)D6858 R ist global konsistent modulo E :, 9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist einfach ^R0 ist total ^ R0 ist konsistent modulo E ^ R0 ist vollst�andigD6859� R ist global konsistent :, R ist global konsistent modulo ID(A�)W�ahlen wir f�ur die bin�are Relation E die Rotations�aquivalenz, so erhalten wir gerade den Begri�der globalen Orientiertheit, wie die folgenden beiden Implikationen zeigen.T6860 R ist zyklisch global orientiert ) R ist global konsistent modulo (rot�) . 6805, 3681T6861 R ist global konsistent modulo (rot�) ) R ist zyklisch global orientiertA6862 R ist global konsistent modulo (rot�)G6863 R ist zyklisch global orientiertVT6864 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist einfach ^ R0 ist total ^R0 ist konsistent modulo (rot�) ^ R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . 6858, 6862T6865� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6864G6866 9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . 6805T6867 R0 � (rotw)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1414T6868 R � (rotw)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6864, 6867T6869 (rotw )[R0] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1524, 6864T6870 (rotw )[R0] ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1446T6871 (rotw )[R0] ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1445T6872 (rotw )[R0] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1538, 6864T6873 (rotw )[R0] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2542, 6864T6874 (rotw )[R0] ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1627, 6864T6875 (rotw )[R0] ist eine totale, zyklische Ordnung . 3681, 6869, 6870, 6871, 6872, 6873, 6874



286 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENG6876 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6868, 6875Zusammenfassend erhalten wir die �Aquivalenz der Begri�e der globalen Konsistenz modulo Rota-tion und der (zyklischen) globalen Orientiertheit.T6877 R ist global konsistent modulo (rot�) , R ist zyklisch global orientiert . 6860, 6861Setzen wir in De�nition 6858 f�ur E die Identit�at ID(A�) ein, so erhalten wir ein entsprechendesTheorem f�ur die (azyklische) globale Orientiertheit, die wir bei azyklischen Ordnungen kennenlern-ten. Der Beweis erfolgt analog.T6878 R ist global konsistent , R ist global orientiert7.18 Rotationsabschlu� von azyklischen OrdnungenZyklische Ordnungen stellen eine Abstraktion azyklischer Ordnungen dar. Abstrahiert wird vom An-fang und Ende der azyklischen Ordnung. Genauer gesagt: Wir abstrahieren vom Anfang und Endeder einzelnen W�orter, indem wir die Rotationsabgeschlossenheit als ein Axiom zyklischer Ordnungenfordern. Da mit jedem Wort alle seine Rotationen in der Relation stehen, ist kein Anfang oder Endemehr feststellbar.Im folgenden wollen wir diesem Abstraktionsproze� explizit durchf�uhren, indem wir die Operation dasRotationsabschlusses auf azyklische Ordnungen anwenden. Wie nicht anders zu erwarten, ergibt sichin jedem Fall eine zyklische Ordnung.S6879VA6880� R 2 R�(A)Wir betrachten die einzelnen Axiome zyklischer Ordnungen nach De�nition 5480. Einfachheit, Teil-wortabgeschlossenheit bleiben unter Rotationsabschlu� erhalten. Rotationsabgeschlossenheit wirdnat�urlich durch diese Operation hergestellt. Vollst�andigkeit bleibt ebenfalls erhalten. Die noch feh-lende Eigenschaft ist die zyklische Transitivit�at. Wir werden sie im folgenden ableiten.Dazu ist das folgende einfache Lemma n�utzlich.T6881 [x,y,z] 2 (rot�)[R] , [x,y,z] 2 R _ [y,z,x] 2 R _ [z,x,y] 2 RA6882 [x,y,z] 2 (rot� )[R]VT6883 w 2 R � w rot� [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6882T6884� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6883T6885 w = [x,y,z] _ w = [y,z,x] _ w = [z,x,y] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0538, 6883T6886 [x,y,z] 2 R _ [y,z,x] 2 R _ [z,x,y] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6883, 6885A6887 [x,y,z] 2 R _ [y,z,x] 2 R _ [z,x,y] 2 RT6888 [x,y,z] rot� [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0509T6889 [y,z,x] rot� [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0501T6890 [z,x,y] rot� [x,y,z] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0500T6891 [x,y,z] 2 (rot� )[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6887, 6888, 6889, 6890G6892 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6886, 6891Die zyklische Transitivit�at des Rotationsabschlusses einer Relation R folgt aus der Transitivit�atvon R, sofern wir als Nebenbedingungen noch Einfachheit, Teilwortabgeschlossenheit und 3 -Vollst�andigkeit von R voraussetzen.



7.18. ROTATIONSABSCHLUSS VON AZYKLISCHEN ORDNUNGEN 287T6893 R ist einfach ^ R ist (w)-abgeschlossen ^ R ist 3 -vollst�andig ^R ist transitiv ) (rot�)[R] ist zyklisch transitivA6894 R ist einfachA6895 R ist (w) -abgeschlossenA6896 R ist 3 -vollst�andigA6897 R ist transitivG6898 (rot� )[R] ist zyklisch transitivG6899 8 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (rot� )[R] ^ [a,c,d] 2 (rot�)[R] ) [a,b,d] 2 (rot�)[R] . . . . . . . . . 3841VA6900 a,b,c,d � [a,b,c] 2 (rot�)[R]A6901 [a,c,d] 2 (rot�)[R]G6902 [a,b,d] 2 (rot� )[R]T6903� a 2 A ^ b 2 A ^ c 2 A ^ d 2 A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6900, 6901T6904 [a,b,c] 2 R _ [b,c,a] 2 R _ [c,a,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6881, 6900T6905 [a,c,d] 2 R _ [c,d,a] 2 R _ [d,a,c] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6881, 6901G6906 [a,b,d] 2 R _ [b,d,a] 2 R _ [d,a,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6881T6907 (<R) ist eine strenge Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3398, 6894, 6895, 6897T6908 (<R) ist transitiv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0093, 6907T6909 (<R) ist asymmetrisch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0093, 6907T6910 8 x,y,z � x <R y ^ y <R z ) [x,y,z] 2 R . . . . . . . . . 3357, 6894, 6895, 6896, 6897A6911 [a,b,c] 2 RT6912 a <R b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6911T6913 b <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6911T6914 a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6911A6915 [a,c,d] 2 RT6916 c <R d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6915T6917 b <R d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 6908, 6913, 6916T6918 [a,b,d] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6910, 6912, 6917A6919 [c,d,a] 2 RT6920 c <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6919T6921 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 6909, 6914, 6920A6922 [d,a,c] 2 RT6923 d <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6922T6924 [d,a,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6910, 6923, 6912A6925 [b,c,a] 2 RT6926 b <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6925T6927 c <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6925A6928 [a,c,d] 2 RT6929 a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6928T6930 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 6909, 6929, 6927A6931 [c,d,a] 2 RT6932 c <R d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6931T6933 b <R d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0085, 6908, 6926, 6932T6934 d <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6931T6935 [b,d,a] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6910, 6933, 6934A6936 [d,a,c] 2 RT6937 a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6936T6938 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 6909, 6937, 6927A6939 [c,a,b] 2 RT6940 c <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6939T6941 a <R b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6939A6942 [a,c,d] 2 RT6943 a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6942T6944 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 6909, 6943, 6940A6945 [c,d,a] 2 RT6946 d <R a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6945



288 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6947 [d,a,b] 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6910, 6946, 6941A6948 [d,a,c] 2 RT6949 a <R c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3350, 6948T6950 F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0082, 6909, 6949, 6940G6951 T . . . . . . . . . . . 6904, 6905, 6918, 6921, 6924, 6930, 6935, 6938, 6944, 6947, 6950Die Bedingungen des vorigen Theorems sind f�ur azyklische Ordnungen erf�ullt. Als Zusammenfas-sung erhalten wir das gew�unschte Resultat.T6952 R ist eine azyklische Ordnung ) (rot�)[R] ist eine zyklische Ordnung . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2726, 5480, 1535, 1457, 1443, 2540, 6893, 2215Da auch die Totalit�at eine Eigenschaft ist, die unter Rotationsabschlu� bestehen bleibt, stellt ins-besondere der Rotationsabschlu� einer totalen, azyklischen Ordnung eine totale, zyklische Ordnungdar.T6953 R ist eine totale, azyklische Ordnung ) (rot�)[R] ist eine totale, zyklische Ordnung . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2727, 5483, 6952, 1536Nach Theorem 1491 und 1882 werden Alphabet und Abh�angigkeitsrelation durch Rotationsabschlu�nicht ver�andert. Die Kliquen und Kens der resultierenden zyklischen Ordnung sind also genau dieder azyklischen Ordnung.Mit Hilfe des Rotationsabschlusses k�onnen wir eine �Aquivalenzrelation auf azyklischen Ordnungende�nieren: Zwei azyklische Ordnungen sind �aquivalent gdw. ihre Rotationsabschl�usse gleich sind. Deroben angesprochene Abstraktionsproze� identi�ziert �aquivalente azyklische Ordnungen. Die �Aquiva-lenzklassen werden durch zyklische Ordnungen repr�asentiert. Dies ist nur deshalb m�oglich, weil die�Aquivalenz auf der Ebene der Relationen auf Rotations�aquivalenz von W�ortern zur�uckgef�uhrt wurde.Wir haben einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen azyklischen Ordnungen und zyklischen Ord-nungen hergestellt: Jede azyklische Ordnung l�a�t sich durch Rotationsabschlu� zu einer zyklischenOrdnung schlie�en. Umgekehrt enthalten also bestimmte zyklische Ordnungen eine azyklische Ord-nung als Teilrelation und werden durch diese als Rotationsabschlu� generiert. Bei diesen zyklischenOrdnungen handelt sich also um Erweiterungen von azyklischen Ordnungen.Insgesamt lassen sich Theoreme 6952 und 6953 als weitere Motivation der Axiome von (totalen)zyklischen Ordnungen interpretieren. Ferner zeigt sich, wie die Axiome von azyklischen Ordnungenmit denen von zyklischen Ordnungen zusammenspielen.B6954Die totale, azyklische Ordnung R = (w)[f[0,1,2]g] generiert die totale, zyklische Ordnung (rot�)[R]= (rotw)[f[0,1,2]g].B6955Die nichttotale, azyklische Ordnung R = (w)[f[0,2,3], [1,2,3]g] liefert die nichttotale, zyklischeOrdnung (rot�)[R] = (rotw)[f[0,2,3], [1,2,3]g].B6956R = f[0], [1], []g ist sowohl eine azyklische wie auch eine zyklische Ordnung. Die Relation ist nichttotal. Es gilt R = (rot�)[R].B6957



7.18. ROTATIONSABSCHLUSS VON AZYKLISCHEN ORDNUNGEN 289Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,2,3], [1,2,4], [0,2,4], [1,2,3]g] wird durch die azyklische OrdnungR0 = (w)[f[0,2,3], [1,2,4], [0,2,4], [1,2,3]g] generiert, d.h. R = (rotw)[R0]. Wir k�onnen jedoch auch dieazyklische Ordnung R00 = (w)[f[2,3,0], [2,4,1], [2,4,0], [2,3,1]g] verwenden, denn R = (rot�)[R00]. R isteine Erweiterung von beiden azyklischen Ordnungen, d.h. R0 � R und R00 � R.Die zyklische Ordnung R wird auch von der Relation R000 = (w)[f[0,2,3], [1,2,4], [0,2,4], [3,2,1]g]generiert, also R = (rot�)[R000]. Allerdings ist R000 nicht konsistent also auch nicht transitiv und damitkeine azyklische Ordnung.B6958Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,2,3], [1,2,4] g] ist eine Teilrelation der zyklischen Ordnung ausdem vorigen Beispiel. Sie wird beispielsweise durch die Relationen R0 = (w)[f[0,2,3], [1,2,4]g] undR00 = (w)[f[2,3,0], [2,4,1]g] generiert, also R = (rot�)[R0] = (rot�)[R00]. R0 ist nicht transitiv, also keineazyklische Ordnung. R00 ist eine azyklische Ordnung.B6959Die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1], [1,2], [2,3]g] aus Beispiel 5487, Abb. 7.8 wird durch dieazyklische Ordnung R0 = (w)[f[0,1], [2,1], [2,3] g] generiert, also R = (rot�)[R0].Intuitiv erhalten wir aus bestimmten zyklischen Ordnungen azyklische Ordnungen, indem wir sie angeeigneter Stelle aufscheiden. Diese azyklischen Ordnungen lassen sich durch Rotationsabschlu� wiederzur urspr�unglichen zyklischen Ordnung schlie�en. Besonders deutlich wird dieser Sachverhalt, wennwir die Uhrzyklendarstellung verwenden. Allerdings eignet sich nicht jede Stelle zum Aufschneiden, wiedie Beispiele zeigen. Bei Wahl einer ungeeigneten Stelle erhalten wir eine Relation, die keine azyklischeOrdnung ist.Sofort stellt sich die Frage, ob alle zyklischen Ordnungen als Rotationsabschlu� von azyklischen Ord-nungen darstellbar sind. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt. ZyklischeOrdnungen sind also nicht nur zyklisch geschlossene, azyklische Ordnungen. Dies ist auch der Grundf�ur die h�ohere Komplexit�at und Interessantheit . . . . der Theorie zyklischer Ordnungen.B6960Wir w�ahlen die zyklische Ordnung R = (rotw)[f[0,1], [1,4,2,5], [2,3]g] (siehe Abb. 7.34). Diese Relationerhalten wir aus der zyklischen Ordnung im vorigen Beispiel durch Hinzuf�ugen der Elemente 4und 5. Wir wollen nun versuchen, R als Rotationsabschlu� einer azyklischen Ordnung R0, also R= (rot�)[R0], zu schreiben. Wir f�uhren die Annahme, es g�abe eine solche azyklische Ordnung R0, zumWiderspruch.Jedes der drei oben genannten W�orter mu� o�enbar in Form einer rotations�aquivalenten Version inR0 pr�asent sein: ([1,4,2,5] 2 R0 _ [4,2,5,1] 2 R0 _ [2,5,1,4] 2 R0 _ [5,1,4,2] 2 R0) ^ ([0,1] 2 R0 _ [1,0]2 R0) ^ ([2,3] 2 R0 _ [3,2] 2 R0).Damit k�onnen wir zwei F�alle unterscheiden:� [1,4,2,5] 2 R0 _ [4,2,5,1] 2 R0 . Aus der Teilwortabgeschlossenheit von R0 folgt [4,2] 2 R0 und[2,5] 2 R0 . Wir f�uhren eine weitere Fallunterscheidung anhand von [2,3] 2 R _ [3,2] 2 Rdurch: In beiden F�allen nutzen wir die Transitivit�at von R0 aus. [2,3] 2 R0 liefert [4,3] 2 R0,also (4,3) 2 (li R0). [3,2] 2 R0 liefert [3,5] 2 R0, also (3,5) 2 (li R0).� [2,5,1,4] 2 R0 _ [5,1,4,2] 2 R0 . Aus der Teilwortabgeschlossenheit von R0 folgt [5,1] 2 R0 und[1,4] 2 R0 . Wir f�uhren eine weitere Fallunterscheidung anhand von [0,1] 2 R0 _ [1,0]
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Abbildung 7.34: Verschiedene Darstellungen einer zyklischen Ordnung, die nicht aus einer azyklischenOrdnung gewonnen werden kann.2 R0 durch: In beiden F�allen nutzen wir die Transitivit�at von R0 aus. [0,1] 2 R0 liefert [0,4]2 R0, also (0,4) 2 (li R0). [1,0] 2 R0 liefert [5,0] 2 R0, also (5,0) 2 (li R0).Da (li R0) = (li R) gilt, erhalten wir in allen F�allen einen Widerspruch zur der Abh�angigkeitsrelationder zyklischen Ordnung R. Die zyklische Ordnung R ist also nicht als Rotationsabschlu� einerazyklischen Ordnung darstellbar.Das letzte Beispiel zeigt, da� es zyklische Ordnungen gibt, bei denen keine Stelle (z.B. in der Uhr-zyklendarstellung) zum Aufschneiden geeignet ist, eine azyklische Ordnung zu liefern. Tats�achlich istdies f�ur die meisten interessanten zyklischen Ordnungen der Fall.Im folgenden wird gezeigt: Alle totalen, zyklischen Ordnungen k�onnen an einem beliebigem Elementaufgeschnitten werden und sind als Rotationsabschlu� der resultierenden totalen, azyklischen Ordnungdarstellbar.S6961VA6962� R 2 R�(A)Die folgende Operation, die wir sp�ater nur auf totale, zyklische Ordnungen und damit auf rotations-und teilwortabgeschlossene Relationen anwenden werden, erlaubt es uns eine Relation R in einemElement x aufzuschneiden: Die resultierende Relation (Rkx) enth�alt alle W�orter von R mit x als



7.18. ROTATIONSABSCHLUSS VON AZYKLISCHEN ORDNUNGEN 291erstem Element und deren Teilw�orter. Wir bezeichnen (Rkx) auch als Schnitt von R in x.D6963 Rkx := (w)[fw 2 R � w0 = xg]T6964� (Rkx) 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6963Der Schnitt von R in x ist im Teilwortabschlu� von R enthalten und f�ur teilwortabgeschlosseneRelationen somit eine Teilmenge von R.T6965 (Rkx) � (w)[R]T6966 fw 2 R � w0 = xg � RT6967 (w)[ fw 2 R � w0 = xg ] � (w)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 6966G6968 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6963, 6967Jedes Element des Schnittes (Rkx) stammt aus R.T6969 A(Rkx) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1246, 6965, 1496Einfachheit �ubertr�agt sich von R auf alle Schnitte (Rkx).T6970 R ist einfach ) (Rkx) ist einfachA6971 R ist einfachG6972 (Rkx) ist einfachT6973 (w)[R] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1534, 6971G6974 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 6973, 6965Teilwortabgeschlossenheit der Schnitte gilt per De�nition.T6975 (Rkx) ist (w) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6963, 1444Unter der Nebenbedingung der Rotationsabgeschlossenheit �ubertr�agt sich Totalit�at undVollst�andigkeit von R auf alle Schnitte.T6976 (rot�) -abgeschlossen ^ R ist total ^ R ist vollst�andig )8 x 2 A(R) � (Rkx) ist total ^ (Rkx) ist vollst�andigA6977 R ist (rot�) -abgeschlossenA6978 R ist total ^ R ist vollst�andigVA6979 x 2 A(R)G6980 (Rkx) ist total ^ (Rkx) ist vollst�andigG6981 8 C � C � A(Rkx) ^ C ist endlich ) 9 w 2 (Rkx) � A(w) = C . . . . . . . . . . 2290VA6982 C � C � A(Rkx)A6983 C ist endlichG6984 9 w 2 (Rkx) � A(w) = CT6985� C 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6982T6986 C � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6982, 6969T6987 C [ fxg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6986, 6979T6988 (C [ fxg) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6983VT6989 w 2 R � A(w) = C [ fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2281, 6978, 6987, 6988T6990� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6989D6991 R0 := fw 2 R � w0 = xgT6992� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6991G6993 9 w 2 (w)[R0]) � A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6963, 6991T6994 x 2 A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6989VT6995 i 2 I(w) � wi = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 6994T6996 w rot� (w �� i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0512T6997 (w �� i) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 6977, 6989, 6996T6998 w �� i0 = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0483, 6995



292 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENT6999 (w �� i) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6991, 6997, 6998T7000 A(w �� i) = A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0486A7001 x 2 CT7002 (w �� i) 2 (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1413, 6999T7003 A(w) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6989, 7001T7004 A(w � � i) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7000, 7003G7005 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7002, 7004A7006 x =2 CT7007 ((w � � i) . C) v (w �� i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0655T7008 ((w � � i) . C) 2 (w)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6999, 7007T7009 A((w �� i) . C) = A(w � -i) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0657T7010 A((w �� i) . C) = A(w) \ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7000, 7009T7011 C � A(w) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6989T7012 A((w �� i) . C) = C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7010, 7011G7013 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7008, 7012F�ur eine einfache Relation R verst�arkt sich die Konsistenz modulo Rotation zur Konsistenz (moduloIdentit�at) der Schnitte.T7014 R ist einfach ^ R ist konsistent modulo (rot�) ) (Rkx) ist konsistentA7015 R ist einfachA7016 R ist konsistent modulo (rot�)G7017 (Rkx) ist konsistentD7018 R0 := fw 2 R � w0 = xgT7019� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7018G7020 (w)[R0] ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7018, 6963T7021 R0 � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7018T7022 R0 ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1280, 7015, 7021G7023 R0 ist konsistent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1645, 7022T7024 R0 ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1553, 7016, 7021G7025 8 u 2 R0, v 2 R0 � u � v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1544VA7026 u 2 R0, v 2 R0G7027 u � vT7028� u 2 A� ^ v 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7026D7029 D := A(u) \ A(v)T7030� D 2 P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7029G7031 (u . D) = (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0878, 7029T7032 u rot� v . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 7024, 7026T7033 (u . D) rot� (v . D) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0992, 7029, 7032T7034 u0 = x ^ v0 = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7018, 7026T7035 x 2 A(u) ^ x 2 A(v) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0349, 7034T7036 x 2 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7029, 7035T7037 u0 2 D ^ v0 2 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7035, 7034T7038 u . D0 = u0 ^ v . D0 = v0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0675, 7037T7039 u . D0 = v . D0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7038, 7034T7040 u ist einfach ^ v ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1279, 7022, 7026T7041 (u . D) ist einfach ^ (v . D) ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0656, 7040G7042 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0533, 7041, 7033, 7039Ist R rotations- und teilwortabgeschlossen, dann ist der Rotationsabschlu� jedes Schnittes (Rkx)in R enthalten.T7043 R ist (rotw) -abgeschlossen ) (rot�)[Rkx] � RA7044 R ist (rotw) -abgeschlossenG7045 (rot� )[Rkx] � R



7.18. ROTATIONSABSCHLUSS VON AZYKLISCHEN ORDNUNGEN 293D7046 R0 := fw 2 R � w0 = xgT7047� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7046G7048 (rot� )[(w)[R0]] � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7046, 6963G7049 (rotw )[R0] � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1382T7050 R = (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1417, 7044G7051 (rotw )[R0] � (rotw)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7050T7052 R0 � R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7046G7053 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 7052Die Umkehrung des vorigen Theorems gilt unter zus�atzlicher Annahme von Totalit�at, Vollst�andig-keit und Konsistenz modulo Rotation.T7054 R ist (rot�) -abgeschlossen ^ R ist total ^ R ist vollst�andig ^ R ist konsistent modulo(rot�) ) 8 x 2 A(R) � R � (rot�)[Rkx]A7055 R ist (rot�) -abgeschlossenA7056 R ist total ^ R ist vollst�andigA7057 R ist konsistent modulo (rot�)VA7058 x 2 A(R)G7059 R � (rot�)[Rkx]D7060 R0 := fw 2 R � w0 = xgT7061� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7060G7062 R � (rot�)[(w)[R0]] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7060, 6963G7063 8 w 2 R � w 2 (rot�)[(w)[R0]]VA7064 w 2 RG7065 w 2 (rot� )[(w)[R0]]T7066� w 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7064T7067 A(w) � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1245, 7064T7068 A(w) [ fxg � A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7067, 7058T7069 (A(w) [ fxg) ist endlich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0240VT7070 w0 2 R � A(w0) = A(w) [ fxg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2281, 7056, 7068, 7069T7071� w0 2 A� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7070T7072 w rot� w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1547, 7057, 7064, 7070T7073 A(w) � A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7070T7074 w rotv w0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1189, 7073, 7072T7075 x 2 A(w0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7070VT7076 i 2 I(w0) � w0i = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0356, 7075T7077 w0 rot� (w0 �� i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0512T7078 (w0 �� i) 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1343, 7055, 7070, 7077T7079 w0 � � i0 = x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0483, 7076T7080 (w0 �� i) 2 R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7060, 7078, 7079T7081 w0 rotv (w0 �� i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0695, 7077T7082 w rotv (w0 �� i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0084, 0704, 7074, 7081T7083 w 2 (rotw )[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7080, 7082G7084 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1382, 7083Als Zusammenfassung dieser Eigenschaften von Schnitten erhalten wir im folgenden das angek�undigteResultat.S7085VA7086� R 2 R�(A)A7087 R ist eine totale, zyklische Ordnung



294 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENEine totale, zyklische Ordnung, l�a�t sich als Rotationsabschlu� jedes ihrer Schnitte darstellen,sofern sie mindestens ein Element enth�alt.T7088 8 x 2 A(R) � R = (rot�)[Rkx] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 7087, 7043, 7054Dabei sind die Schnitte immer totale, azyklische Ordnungen.T7089 8 x 2 A(R) � (Rkx) ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 7087, 2836, 6970, 6975, 6976, 7014Insgesamt ist jede (auch die leere) totale, zyklische Ordnung als Rotationsabschlu� einer totalen,azyklischen Ordnung darstellbar.T7090 9 R0 2 R�(A) � R = (rot�)[R0] ^ R0 ist eine totale, azyklische OrdnungA7091 A(R) = ;T7092 R ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3681, 7087T7093 R = f[]g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2242, 7092, 7091T7094 R = (rot�)[f[]g] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7093, 1541T7095 f[]g ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2732G7096 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7094, 7095A7097 A(R) 6= ;VT7098 x 2 A(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7097T7099 R = (rot�)[Rkx] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7088, 7098T7100 (Rkx) ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7089, 7098G7101 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7098, 7099, 7100Den Begri� des Schnittes, den wir hier nur in sehr spezieller Weise f�ur totale, zyklische Ordnungen de�-niert haben, werden wir im n�achsten Abschnitt auf (allgemeine) zyklische Ordnungen verallgemeinern.Dabei werden wir inbesondere auf die restriktive Forderung nach der Existenz gewisser zum Aufschnei-den geeigneter Elemente verzichten. Nichtsdestotrotz wird das vorige, recht intuitive Theorem dorteine Schl�usselrolle spielen.Abschlie�end kommen wir noch einmal auf den im vorigen Abschnitt eingef�uhrten Begri� der zy-klischen, globalen Orientiertheit zur�uck. Alle zyklischen Ordnungen, die als Rotationsabschlu� ausazyklischen Ordnungen generiert werden k�onnen, besitzen n�amlich diese Eigenschaft. Die globale Ori-entiertheit der azyklischen Ordnungen verwandelt sich erwartungsgem�a� unter Rotationsabschlu� zurzyklischen, globalen Orientiertheit, wie die folgenden �Uberlegungen zeigen.S7102VA7103� R 2 R�(A)T7104 R ist global konsistent ) (rot�)[R] ist global konsistent modulo (rot�)A7105 R ist global konsistentG7106 (rot� )[R] ist global konsistent modulo (rot� )VT7107 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist einfach ^ R0 ist total ^R0 ist konsistent ^ R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6858, 7105, 1546T7108� R0 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7107G7109 9 R0 2 R�(A) � (rot�)[R] � R0 ^ R0 ist einfach ^ R0 ist total ^R0 ist konsistent modulo (rot�) ^ R0 ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6858T7110 (rot� )[R] � (rot�)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 7107T7111 (rot� )[R0] ist einfach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1535, 7107T7112 (rot� )[R0] ist total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536, 7107T7113 (rot� )[R0] ist konsistent modulo (rot�) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1700, 7107T7114 (rot� )[R0] ist vollst�andig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2540, 7107



7.19. SCHNITTE 295G7115 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7110, 7111, 7112, 7113, 7114T7116 R ist eine azyklische Ordnung ) (rot�)[R] ist global konsistent modulo (rot�) . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3672, 6878, 7104T7117 R ist eine azyklische Ordnung ) (rot�)[R] ist zyklisch global orientiert . . 7116, 6877Das vorige Theorem zeigt die globale Orientiertheit f�ur eine Teilklasse zyklischer Ordnungen. Einwichtiger Punkt f�ur zuk�unftige Untersuchungen w�are, diese Teilklasse zu vergr�o�ern, bzw. andereTeilklassen oder einfache, hinreichende Bedingungen zu �nden, die zur globalen Orientiertheit f�uhren.Ein weiterer Schritt k�onnte dann die Angabe von notwendigen Bedingungen sein, um insgesamt zu einereinfacheren Charakterisierung der globalen Orientiertheit zu gelangen. Eine sehr intuitive jedoch nichtbesonders einfache Charakterisierung der globalen Orientiertheit wird sich im folgenden Abschnitt aufnat�urliche Weise aus der De�nition von Schnitten ergeben.W�unschenswert w�are nat�urlich auch ein Algorithmus zur e�zienten Pr�ufung der globalen Orientiert-heit, der sich eventuell auf bestimmte Teilklassen zyklischer Ordnungen beschr�ankt. Hierbei k�onntenm�oglicherweise Zusammenh�ange zwischen endlichen, global orientierten, zyklischen Ordnungen undsicheren und lebendigen Synchronisationsgraphen bzw. Netzsystemen hilfreich sein, die wir in dieserArbeit nicht genauer untersucht haben.7.19 SchnitteVon einem Schnitt einer zyklischen Ordnung erwarten wir intuitiv, das er eine Stelle de�niert, an dersich die zyklische Ordnung so aufschneiden l�a�t, da� die Zyklizit�at verschwindet. Formal k�onnen wireinen Schnitt als Teilrelation R0 der zyklischen Ordnung R au�assen, der sich durch Rotationsabschlu�(rot�)[R0] wieder zur zyklischen Ordnung R schlie�t. Es stellt sich nur noch die Frage, wie wir dieNichtzyklizit�at des Schnittes R0 beschreiben.Im vorigen Abschnitt haben wir versucht, zyklische Ordnungen R so aufzuschneiden, da� der SchnittR0 eine azyklische Ordnung darstellt. F�ur eine Teilklasse von zyklischen Ordnungen war dies tats�achlichm�oglich. Es gab jedoch auch zyklische Ordnungen (sogar global-orientierte) bei denen ein Schnitt dieserArt nicht m�oglich war, wie durch Beispiel 6960 demonstriert wurde.Wir wollen deshalb den folgenden Weg beschreiten: Statt direkt zu fordern, da� es sich bei einemSchnitt um eine azyklische Ordnung handelt, verwenden wir die schw�achere Bedingung, da� ein Schnittzu einer azyklischen Ordnung erweiterbar sein soll. O�ensichtlich ist dies ebenfalls hinreichend f�ur dieFormalisierung der Nichtzyklizit�at, auf die es uns bei der Schnittde�nition ankommt.Damit erhalten wir die folgende De�nition. Da sich jede azyklische Ordnung zu einer totalen, azy-klischen Ordnunge erweitern l�a�t, ist es unwesentlich, ob wir hier azyklische oder totale, azyklischeOrdnungen verwenden.S7118VA7119� R 2 R�(A)D7120 R0 ist ein Schnitt von R :, R = (rot�)[R0] ^9 R00 2 R�(A) � R0 � R00 ^ R00 ist eine azyklische OrdnungT7121 R0 ist ein Schnitt von R :, R = (rot�)[R0] ^9 R00 2 R�(A) � R0 � R00 ^ R00 ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7120, 3671, 3672, 2727Intuitiv erwarten wir, da� eine global orientierte, zyklische Ordnung (man denke an die Uhrzyklendar-stellung) an einem so de�nierten Schnitt aufschneidbar ist. Da� dies tats�achlich der Fall ist, wird durch



296 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGENdas folgende Theorem best�atigt. Nebenbei zeigt dies auch, da� die Schnittde�nition im Gegensatz zurvorher genannten Alternative f�ur alle global orientierten, zyklischen Ordnungen geeignet ist.S7122VA7123� R 2 R�(A)A7124 R ist eine zyklische OrdnungJede global orientierte, zyklische Ordnung besitzt mindestens einen Schnitt. Zum Beweis greifen wirauf die durch die globale Orientiertheit postulierte totale, zyklische Ordnung zur�uck und schneidendiese mit Hilfe von Theorem 7090 auf.T7125 R ist zyklisch global orientiert ) 9 R0 2 R�(A) � R0 ist ein Schnitt von RA7126 R ist zyklisch global orientiertG7127 9 R0 2 R�(A) � R0 ist ein Schnitt von RVT7128 R00 2 R�(A) � R � R00 ^ R00 ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . 6805, 7126T7129� R00 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7128VT7130 R000 2 R�(A) � R00 = (rot�)[R000] ^ R000 ist eine totale, azyklische Ordnung . 7090, 7128T7131� R000 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7130T7132 R ist (rot�) -abgeschlossen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5480, 7124T7133 R = (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1448, 7132T7134 R � (rot�)[R \ R000]G7135 8 w 2 R � w 2 (rot�)[R \ R000]VA7136 w 2 RG7137 w 2 (rot� )[R \ R000]T7138 R � (rot�)[R000] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7128, 7130T7139 w 2 (rot� )[R000] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7138, 7136VT7140 u 2 R000 � u rot� w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7139T7141 w rot� u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0513, 7140T7142 u 2 (rot� )[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7136, 7141T7143 u 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7133, 7142T7144 u 2 R \ R000 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7143, 7140G7145 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7144, 7140T7146 (rot� )[R \ R000] � RT7147 R \ R000 � RT7148 (rot� )[R \ R000] � (rot�)[R] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 7147G7149 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7133, 7148T7150 R = (rot�)[R \ R000] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7134, 7146T7151 R \ R000 � R000T7152 (R \ R000) ist ein Schnitt von R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7121, 7150, 7151, 7130G7153 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7152Interessanterweise gilt auch die Umkehrung des vorigen Theorems: Besitzt eine zyklische Ordnungmindestens einen Schnitt, so ist sie global orientiert. Die zyklische globale Orientiertheit wird in die-sem Fall aus der globalen Orientiertheit des Schnittes, bzw. seiner Erweiterung zu einer azyklischenOrdnung, abgeleitet.T7154 9 R0 2 R�(A) � R0 ist ein Schnitt von R ) R ist zyklisch global orientiertVA7155� R0 2 R�(A)A7156 R0 ist ein Schnitt von RG7157 R ist zyklisch global orientiertT7158 R = (rot�)[R0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7121, 7156VT7159 R00 2 R�(A) � R0 � R00 ^ R00 ist eine totale, azyklische Ordnung . . . . . . 7121, 7156T7160� R00 2 R�(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7159G7161 9 R000 2 R�(A) � R � R000 ^ R000 ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . 6805



7.19. SCHNITTE 297T7162 (rot� )[R00] ist eine totale, zyklische Ordnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6953, 7159T7163 (rot� )[R0] � (rot�)[R00] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1403, 7159T7164 R � (rot�)[R00] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7163, 7158G7165 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7164, 7162Zusammenfassend ist also die Aufschneidbarkeit (bzgl. der genannten Schnittde�nition) sogar �aqui-valent zur globalen Orientiertheit.T7166 R ist zyklisch global orientiert , 9 R0 2 R�(A) � R0 ist ein Schnitt von R 7125, 7154Die hier gew�ahlte Schnittde�nition (Schnitte als Teilrelationen) unterscheidet sich erheblich von deraus der Concurrency-Theorie bekannten De�nition, in der Schnitte als Kens der Relation co aufgefa�twerden. Unsere De�nition ist zwar komplizierter, fordert daf�ur aber nicht, da� die die Stelle desSchnittes de�nierenden Elemente existieren, d.h. zur zyklischen Ordnung geh�oren m�ussen. In dieserHinsicht erinnert die De�nition also eher an Dedekind-Schnitte. Inwieweit eine Vervollst�andigungvon zyklischen Ordnungen entsprechend der Dedekindschen Methode zu De�nition der reellen Zahlenm�oglich ist, wollen wir hier allerdings nicht untersuchen.



298 KAPITEL 7. ZYKLISCHE ORDNUNGEN



Kapitel 8AusblickDiese Arbeit erhebt in keiner Weise den Anspruch die Theorie der zyklischen Ordnungen ersch�opfendzu behandeln. Vielmehr werden nur elementare Eigenschaften von zyklischen Ordnungen aufgezeigt.Sie bildet also eher einen ersten Ausgangspunkt f�ur weitere Untersuchungen und bietet einen formalenRahmen daf�ur an. Deshalb werden wir abschlie�end noch einige ungekl�arte Punkte diskutieren, ausdenen sich m�ogliche Richtungen f�ur zuk�unftige Studien ergeben k�onnten. Wir wollen diese Punktein Form einer Liste von provisorischen (!) De�nitionen festhalten, wobei Querbeziehungen teilweiseangedeutet, jedoch keinesfalls formal ausgearbeitet werden sollen. Insbesondere bleiben die Bez�uge zurNetztheorie informal, da formale Vorbereitungen den Rahmen dieser Arbeit sprengen w�urden.Es werden zun�achst f�ur einzelne, zyklische Ordnungen eine Reihe spezieller Eigenschaften benannt,die zum Teil rein mathematisch und zum Teil durch mit zyklischen Ordnungen verwandte Gebiete wieNetztheorie und Concurrency-Theorie motiviert sind. Jeder dieser Eigenschaften sowie deren Kombi-nation f�uhrt zu einer besonderen Klasse von zyklischen Ordnungen. Weiterhin werden einige einfacheBeziehungen zwischen zyklischen Ordnungen eingef�uhrt. Abschlie�end wird noch angedeutet, wie mandie schon in der Einleitung angesprochenen Trennungsstrukturen im Rahmen von verallgemeinertenRelationen axiomatisieren k�onnte.Vermutungen sind im folgenden mit Cmarkiert, w�ahrend o�ene Fragen mit Q gekennzeichnet werden.8.1 ZusammenhangEine zyklische Ordnung kann in mehr oder weniger strengem Sinne zusammenh�angend sein. Wichtigerscheint dabei insbesondere der Zusammenhang bzgl. der Relationen (li R) und (im R). Noch strengerist die Forderung nach Zusammenhang auf Kens, die in �ahnlicher Form in Stehr 1993 bzgl. (im R)als Axiom f�ur die Concurrency-Theorie gefordert wird. Diese und noch st�arkere Zusammenhangsfor-derungen werden in Kummer 1995 untersucht.S7167VA7168 R 2 R�(A), S 2 BR(A)A7169 R ist eine zyklische OrdnungD7170 R ist S -zusammenh�angend :, S�A(R) = A(R)2D7171 im R := (��R) [ (��R)�1T7172 R ist (��R) -zusammenh�angend ) R ist (im R) -zusammenh�angendT7173 R ist (im R) -zusammenh�angend ) R ist (li R) -zusammenh�angend299



300 KAPITEL 8. AUSBLICKT7174 R ist Ken-endlich )( R ist (li R) -zusammenh�angend , R ist (im R) -zusammenh�angend )S7175VA7176 R 2 R�(A), S 2 BR(A)A7177 R ist eine zyklische OrdnungT7178 R ist S -zusammenh�angend auf Kens :, 8 L 2 (li R) -Kens � (SjL)�L = L2T7179 R ist (li R) -zusammenh�angend auf KensT7180 R ist (��R) -zusammenh�angend auf Kens )R ist (im R) -zusammenh�angend auf KensT7181 R ist Ken-endlich , R ist (��R) -zusammenh�angend auf Kens8.2 EndlichkeitAbgesehen von den bereits verwendeten Formen der Endlichkeit zyklischer Ordnungen ist insbesonderedie Endlichkeit des Verzweigungsgrades bestimmter abgeleiteter, bin�arer Relationen wie (im R) und(co R) interessant. Die Querbeziehungen zwischen diesen und weiteren Endlichkeitsbegri�en werdenin Kummer 1995 eingehend untersucht.S7182VA7183 R 2 R�(A), S 2 BR(A)A7184 R ist eine zyklische OrdnungD7185 R ist S -endlich :, 8 x 2 A(R) � S[fxg] ist endlichT7186 R ist (li R) -endlich ) R ist Ken-endlichT7187 R ist (li R) -endlich ) R ist (im R) -endlichT7188 R ist Ken-endlich ^ ((li R) -Kens) ist endlich , R ist endlichT7189 R ist (co R) -endlich ) 8 C 2 (co R)-Kens � C ist endlich8.3 DichteEntsprechend der �ublichen Dichte f�ur (azyklischen) Ordnungen de�nieren wir die Dichte zyklischerOrdnungen. Die Forderung lautet: Zwischen zwei Elementen liegt immer ein weiteres Element. DieseEigenschaft impliziert nat�urlich die Unendlichkeit des Alphabets also auch der zyklischen Ordnung.S7190VA7191 R 2 R�(A)A7192 R ist eine zyklische OrdnungD7193 R ist dicht :, (��R) = ;T7194 R ist dicht ) : R ist endlichNat�urlich sind auch zyklische Ordnungen denkbar, die nur partiell dicht sind. Beispielsweise k�onntenbestimmte Kenprojektionen dicht sein, w�ahrend andere endlich sind.Abgesehen von den verschiedenen Begri�en der Dichte und Endlichkeit gibt es f�ur (azyklische) Ord-nungen eine Reihe weiterer Diskretheitseigenschaften, insbesondere solche, die im Rahmen der Theorienichtsequentieller Prozesse von Bedeutung sind (siehe hierzu Best und Fern�andez 1988). Eine �Uber-tragung dieser Begri�e auf zyklische Ordnungen wurde bisher nicht durchgef�uhrt.Im Gegensatz zur (konventionellen) Dichte de�nieren wir im folgenden einige aus der Concurrency-Theorie stammende Formen der Dichte, die nicht zwangl�au�g die Unendlichkeit der zyklischen Ord-nung implizieren.



8.3. DICHTE 301Die Elemente von Kens von (li R) nennen wir auch Linien. Die Elemente der Kens von (co R) werden(wie in der Concurrency-Theorie) als Schnitte bezeichnet. Dieser etwas mi�verst�andliche Begri� istklar von unserer Schnittde�nition (Schnitte als Teilrelationen) im vorigen Kapitel zu unterscheiden.S7195VA7196 R 2 R�(A)A7197 R ist eine zyklische OrdnungEine zyklische Ordnung nennen wir K-dicht gdw. jede Linie und jeder Schnitt sich in mindestens(und folglich auch in genau) einem Element schneiden.D7198 R ist K-dicht :, 8 L 2 (li R) -Kens, C 2 (co R) -Kens � L \ C 6= ;T7199 R ist K-dicht :, 8 L 2 (li R) -Kens, C 2 (co R) -Kens � jL \ Cj = 1Eine Linie bezeichnen wir als Referenzlinie gdw. sie jeden Schnitt schneidet. Analog de�nieren wireinen Referenzschnitt, der alle Linien schneidet.D7200 L ist eine Referenzlinie von R :,L 2 (li R) -Kens ^ 8 C 2 (co R) -Kens � L \ C 6= ;D7201 C ist ein Referenzschnitt von R :,C 2 (co R) -Kens ^ 8 L 2 (li R) -Kens � L \ C 6= ;K-Dichte bedeutet also, da� alle Linien Referenzlinien und/oder alle Schnitte Referenzschnitte sind.T7202 R ist K-dicht ,( 8 L 2 (li R) -Kens � L ist eine Referenzlinie von R ) _( 8 C 2 (co R) -Kens � C ist ein Referenzschnitt von R )T7203 R ist K-dicht ,( 8 L 2 (li R) -Kens � L ist eine Referenzlinie von R ) ^( 8 C 2 (co R) -Kens � C ist ein Referenzschnitt von R )T7204 R ist K-dicht )( 9 C � C ist ein Referenzschnitt von R ) ^ ( 9 L � L ist eine Referenzlinie von R )Die Existenz eines Referenzschnittes reicht nicht aus, die zyklische, globale Orientiertheit zu ga-rantieren. Die Umkehrung ist jedoch noch unklar:Q7205 R ist zyklisch global orientiert ) 9 C � C ist ein Referenzschnitt von RDa� selbst die K-Dichte nicht hinreichend f�ur die globale Orientiertheit ist, wird durch die folgenden�Uberlegungen nahegelegt. Die K-Dichte l�a�t sich n�amlich in vielen F�allen durch Einf�uhrung sogenann-ter Eigenelemente sicherstellen, die eine zyklische Ordnung nicht wesentlich (insbesondere in Hinblickauf globale Orientiertheit) ver�andern.S7206VA7207 R 2 R�(A), S 2 BR(A)A7208 R ist eine zyklische OrdnungD7209 x ist ein S -Eigenelement :, 9! K 2 S -Kens � x 2 KT7210 8 L 2 (li R) -Kens � ( 9 x 2 L � x ist ein (li R) -Eigenelement ) )L ist eine Referenzlinie von RT7211 ( 8 L 2 (li R) -Kens � 9 x 2 L � x ist ein (li R) -Eigenelement ) ) R ist K-dichtVervollst�andigen wir das Beispiel 6853 einer nicht global orientierten, zyklischen Ordnung um Eigenele-mente auf allen Linien, so erhalten wie eine K-dichte, zyklische Ordnung, die nicht global orientiert ist.K-Dichte ist also (selbst im endlichen Fall) nicht stark genug, um globale Orientiertheit sicherzustellen.



302 KAPITEL 8. AUSBLICKF�ur die Klasse den zyklischen Ordnungen mit endlichen Linien k�onnen wir statt der K-Dichte diest�arkere F-Dichte fordern, die schon in Stehr 1993 f�ur Concurrency-Strukturen eingef�uhrt wurde.S7212VA7213 R 2 R�(A)A7214 R ist eine zyklische OrdnungA7215 R ist Ken-endlichStatt Linien verwenden wir nun Zyklen der unmittelbaren Nachfolgerrelation. Ansonsten ist dieDe�nition analog zur K-Dichte.D7216 R ist F-dicht :,8 C 2 (co R) -Kens � 8 w 2 A� � w ist ein (��R) -Zyklus ) A(w) \ C 6= ;T7217 R ist F-dicht ) R ist K-dichtF�ur die De�nition der schwachen F-Dichte reicht es aus, da� es einen Schnitt gibt, der alle Zyklen(und somit auch alle Linien) schneidet.D7218 R ist schwach F-dicht :,9 C 2 (co R) -Kens � 8 w 2 A� � w ist ein (��R) -Zyklus ) A(w) \ C 6= ;Es bleibt noch zu �uberpr�ufen, ob die schwache F-Dichte zur Ableitung der globalen Orientiertheitausreicht.Q7219 R ist schwach F-dicht ) R ist zyklisch global orientiert8.4 Abschn�urungenEine zyklische Ordnung R, in der sich alle Kens mindestens in einem gemeinsamen Element x schnei-den, hei�t eine in x abgeschn�urte zyklische Ordnung. Die Bedingung, da� fxg ein Ken von (co R) oder(co R)[fxg] leer ist, ist nat�urlich dazu �aquivalent.S7220VA7221 R 2 R�(A)A7222 R ist ein zyklische OrdnungD7223 R ist abgeschn�urt in x :, x 2 (T (li R) -Kens)D7224 R ist abgeschn�urt :, (T (li R) -Kens) 6= ;T7225 R ist abgeschn�urt in x , fxg 2 (co R) -KensT7226 R ist abgeschn�urt in x , (co R)[fxg] = ;Mit Hilfe dieser De�nition ergibt sich noch eine besondere Sichtweise auf azyklische Ordnungen: Jedeazyklische Ordnung l�a�t sich unter Hinzuf�ugen eines Abschn�urelements 1 als eine in 1 abgeschn�urte,zyklische Ordnung (genauer: als Paar (R,1)) darstellen. Intuitiv wird die azyklische Ordnung durch einElement1 im Unendlichen geschlossen. Somit lassen sich zyklische Ordnungen auf nat�urliche Weise alsVerallgemeinerungen azyklischer Ordnungen au�assen. Diese Darstellung ist von der alleinigen Bildungdes Rotationsabschlusses azyklischer Ordnungen (einem Abstraktionsproze�) zu unterscheiden. Diezus�atzliche Angabe des Elements 1 ist wesentlich, da es gerade die Information erh�alt, die durch dieAbstraktion verloren geht.S7227VA7228 R 2 R�(A), x 2 AA7229 R ist ein azyklische OrdnungD7230 [x : R] := f[x : w] � w 2 Rg



8.5. KOMBINATORISCHE, ZYKLISCHE ORDNUNGEN 303D7231 Rx := (rotw)[ [x : R] ]T7232 R � (Rx)A7233 x =2 A(R)C7234 (Rx) ist eine zyklische OrdnungC7235 (Rx) ist abgeschn�urtC7236 R ist total ) (Rx) ist total8.5 Kombinatorische, zyklische OrdnungenEine Ordnung ist kombinatorisch gdw. sie mit dem transitiven Abschlu� ihrer unmittelbaren Nach-folgerrelation identisch ist. Das wesentliche Merkmal kombinatorischer Ordnungen ist, da� sie durchAngabe ihrer unmittelbaren Nachfolgerrelation eindeutig bestimmt sind. Eine m�ogliche De�nition vonkombinatorischen, zyklischen Ordnungen w�are daher die folgende.S7237VA7238 R 2 R�(A)A7239 R ist eine zyklische OrdnungD7242 R ist kombinatorisch :,fR0 2 R�(A) � R0 ist eine zyklische Ordnung ^ (��R0 ) = (��R)g = fRgD7240 R ist schwach kombinatorisch :,fR0 2 R�(A) � R0 ist eine zyklische Ordnung ^ (��R0 ) = (��R) ^ (li R0) = (li R)g = fRgT7243 R ist kombinatorisch ) R ist schwach kombinatorischT7241 R ist Ken-endlich ) R ist schwach kombinatorischT7244 R ist total ^ R ist endlich ) R ist kombinatorischQ7245 R ist endlich ^ R ist abgeschn�urt )R ist kombinatorischNat�urlich w�are es w�unschenswert, nicht nur �uber hinreichende Kriterien (wie die Ken-Endlichkeit)f�ur diese interessante Eigenschaft zu verf�ugen, sondern auch �uber notwendigende und �aquivalenteKriterien, die (innerhalb von Beweisen) leicht zu �uberpr�ufen sind.Eine mit der letzten De�nition von schwach kombinatorischen, zyklischen Ordnungen, eng verkn�upftesProblem w�are die Frage, wieviele endliche zyklische Ordnungen es bei gegebener Nachfolgerrelation�uberhaupt gibt.8.6 Eindeutige Erg�anzbarkeitDer transitive Abschlu� einer bin�aren Relation S ist die kleinste transitive Erweiterung von S. Sie istaufgrund der Abgeschlossenheit der bin�aren Relationen unter Schnittbildung immer eindeutig de�niert.Der Begri� des transitiven Abschlusses soll im folgenden in Form der eindeutigen Erg�anzung aufverallgemeinerte Relationen �ubertragen werden.Sei R eine (verallgemeinerte) Relation. Die eindeutige Erg�anzung von R zu einer azyklischen Ordnungist die kleinste Erweiterung von R, die eine azyklische Ordnung darstellt. Diese Erg�anzung existiertnicht immer. Wenn sie existiert, ist sie jedoch eindeutig.Die eindeutige Erg�anzung von R zu einer zyklischen Ordnung ist die kleinste Erweiterung von R, dieeine zyklische Ordnung ist. Die eindeutige Erg�anzung von wird in der folgenden De�nition als R+bezeichnet. Diese Erweiterung existiert nat�urlich nicht immer und wenn sie existiert, mu� sie nichteindeutig sein. R+ w�are in diesem Fall unde�niert. Man beachte diesen fundamentalen Unterschied



304 KAPITEL 8. AUSBLICKgegen�uber der oben genannten Erg�anzung zu einer azyklischen Ordnung, die immer eindeutig ist. EineUrsache f�ur diesen Unterschied ist o�ensichtlich die Nichtabgeschlossenheit zyklischer Ordnungen unterSchnittbildung.S7246VA7247 R 2 R�(A)D7248 R+ := � R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^8 R00 2 R�(A) � R � R00 ^ R00 ist eine zyklische Ordnung ) R0 � R00T7249 R ist eine zyklische Ordnung ) R+ = RC7250 R ist eine zyklische Ordnungsbasis ) R+ = (KV R)C7251 R ist eine zyklische Ordnung ) (Rj3)+ = R8.7 Zyklische Kausalordnungen�Ahnlich wie spezielle Ordnungen als Kausalordnungen bezeichnet werden (siehe Best und Fern�andez1988), k�onnen wir zyklische Kausalordungen einf�uhren. Das wesentliche Merkmal ist eine Partitionie-rung des Alphabets A(R) in zwei Mengen S und T, die wir als Stellen und Transitionen bezeichnenwollen. Insgesamt soll das Tripel (S,T,��R) ein stellenunverzweigtes Netz bilden, da sich die Theoriezyklischer Ordnungen in der Systeminterpretation nur mit (bestimmten) Synchronisationsaspekten,nicht jedoch mit Entscheidungen (an verzweigten Stellen) und der damit verbundenen Information-�usse besch�aftigt.S7252VA7253 R 2 R�(A)A7254 R ist eine zyklische OrdnungA7255 R ist zyklisch global orientiertA7256 R ist Ken-endlichD7257 R ist bipartit :, 9 S,T �S [ T = A(R) ^ S \ T = ; ^ ��R � (S � T) [ (T � S)D7258 R ist eine zyklische Kausalordnung :, 9 S,T �S [ T = A(R) ^ S \ T = ; ^ ��R � (S � T) [ (T � S) ^( 8 s 2 S � j�sRj = 1 ^ js�Rj = 1 )8.8 Kausal fundierte, zyklische OrdnungenIn der Concurrency-Theorie wird eine Nachbarschaftsrelation P [ P�1 aus der bin�aren Relation liabgeleitet. Nachbarschaft wird in zyklischen Ordnungen mit Hilfe der unmittelbaren Nachfolgerrelationdurch (��R) [ (��R)�1 ausgedr�uckt. Fallen diese beiden Nachbarschaftsbegri�e zusammen, so sprechenwir von kausal fundierten zyklischen Ordnungen. Ein Beispiel f�ur eine solche Ordnung ist in Beispiel6124 angegeben.S7259VA7260 R 2 R�(A)A7261 R ist eine zyklische OrdnungD7262 P(R) := f(x,y) 2 A(R)2 � (li R)[x] � (li R)[y]gD7263 R ist kausal fundiert :, (��R) [ (��R)�1 = P(R) [ P(R)�1Die Beziehungen zwischen Kausalordnungen, kausal fundierten zyklischen Ordnungen sowie die An-wendbarkeit der lokalen Richtungsfortpanzungsregel aus der Concurrency-Theorie sind noch zukl�aren.



8.9. NAT�URLICHE, ZYKLISCHE ORDNUNGEN 3058.9 Nat�urliche, zyklische OrdnungenNat�urliche (azyklische) Ordnungen sind aus Petri 1980 bekannt und in Pl�unnecke 1986 Gegenstandausf�uhrlicher Untersuchungen. Ihr charakteristisches Merkmal ist, da� sie genau zwei m�ogliche Ori-entierungen besitzen (sich selbst und ihre Spiegelung), die die gleiche reexive Abh�angigkeitsrelation(li R) liefern. Sie wurden von Petri als Grundlage f�ur die azyklische Concurrency-Theorie verwendet,um sicherzustellen, da� eine Concurrency-Struktur genau zwei m�ogliche Ablaufrichtungen besitzt.Die De�nition von nat�urlichen, zyklischen Ordnungen geschieht v�ollig analog. Im Gegensatz zu allge-meinen, zyklischen Ordnungen, die durch W�orter bis zur L�ange drei eindeutig bestimmt sind (sieheTheorem 6480) gilt f�ur die Klasse der nat�urlichen, zyklischen Ordnungen: Schon die W�orter bis zurL�ange zwei sind ausreichend, die Relation eindeutig bis auf Spiegelung festzulegen.S7264VA7265 R 2 R�(A)D7266 R ist eine nat�urliche, zyklische Ordnung :,jfR0 2 R�(A) � R0 ist eine zyklische Ordnung ^ (li R0) = (li R)gj = 2T7267 R ist eine nat�urliche, zyklische Ordnung ^R0 ist eine nat�urliche, zyklische Ordnung ^(Rj2) = (R0j2) ) R = R0 _ R = (REV R0)Bez�uglich unserer Interpretation als Systeme bedeutet dies, da� die nat�urlichen, zyklischen Ordnungder Ereignisse eines Systems schon durch charakteristische Beobachtungen bis zur L�ange zwei (d.h.Statt�nden und Alternieren von Ereignissen) bis auf seine Orientierung eindeutig bestimmt ist.Nat�urliche, kausal fundierte zyklische Ordnungen k�onnten eine geeignete Basis f�ur die Concurrency-Theorie zyklischer Strukturen darstellen. Dabei ist nat�urlich ein passendes Axiomsystem (z.B. ausKummer 1995) der Concurrency-Theorie zu verwenden. Damit stellt sich die Concurrency-Theoriein nat�urlicher Weise als Theorie zweistelliger charakteristischer Beobachtungen an Systemen dar. Diebisher in der Concurrency-Theorie nicht betrachtete Eigenschaft der globalen Orientiertheit (die nichtmit konsistenter Orientierbarkeit zu verwechseln ist) scheint ebenfalls ein notwendiges Axiom zu sein,um die Darstellbarkeit durch Netzsysteme sicherzustellen, die im folgenden Abschnitt de�niert wird.In Stehr 1993 wird statt der globalen Orientiertheit die Eigenschaft der F-Dichte gefordert.8.10 Netzsysteme und zyklische SystemordnungenWie schon durch unsere Systeminterpretation nahegelegt wurde, k�onnen wir bestimmte zyklische Ord-nungen als Netzsysteme darstellen. Wir wollen hier nur endliche, stellenunverzweigte, sichere und le-bendige Netzsysteme zulassen. Wir k�onnen mit einem solchen Netzsystem eine zyklische Ordnung Rassoziieren: Transitionen bilden das Alphabet A(R). Die W�orter der Relation R werden aufgrund derzyklischen Reihenfolge gebildet, in der Transitionen schalten k�onnen. Wollen wir auch die Stellen desNetzes in das Alphabet mit aufnehmen, dann k�onnen wir dies erreichen, indem wir uns im Netz jedeStelle mit Hilfe einer inneren Transition verfeinert denken. Ob wir nur Transitionen oder aber Tran-sitionen und Stellen ber�ucksichtigen ist also nur eine Frage der Detailliertheit: Durch Projektion derzyklischen Ordnung k�onnen wir wieder von den Stellen abstrahieren.Eine zyklische Ordnung, die auf die oben genannte Weise mit einem Netzsystem assoziiert ist undals Alphabet sowohl die Stellen als auch die Transitionen des Netzsystems enth�alt, wollen wir alszyklische Systemordnung bezeichnen. Beispielsweise handelt es sich in Beispiel 6124 um eine zyklischeSystemordnung.



306 KAPITEL 8. AUSBLICKZwischen dem Netzsystem und der assoziierten zyklischen Systemordnung R bestehen Zusam-menh�ange, die in dieser Arbeit nicht untersucht wurden (daf�ur jedoch in teilweise in Stehr 1993 imRahmen der Concurrency-Theorie). Beispielsweise lassen sich die bin�aren Relationen (li R) und (co R)direkt aus dem Netzsystem als Kausalit�at und Nebenl�au�gkeit gewinnen. Die Flu�relation entsprichtder unmittelbaren Nachfolgerrelation der zyklischen Ordnung. Ferner bildet jede erreichbare Markie-rung einen Schnitt (d.h. einen Ken von (co R)). Umgekehrt ist aber (aus verschiedenen Gr�unden)im allgemeinen nicht jeder Schnitt aus Stellen eine erreichbare Markierung. Die Zahl der Marken aufZyklen der Flu�relation bleibt erhalten. Jede Linie (d.h. Ken von (li R)) ist ein Zyklus der Flu�relationund enth�alt genau eine Marke. Jeder Zyklus mit genau einer Marke bildet eine Linie.Schlie�lich ist zu vermuten, da� eine zyklische Systemordnung immer global orientiert ist, womitdiese Ordnungen von besonderem Interesse sind. Umgekehrt stellt sich die Frage, ob es endliche,global orientierte Kausalordnungen gibt, die nicht mit einem Netzsystem assoziiert werden k�onnen,d.h. keine Systemordnungen sind. Endliche, nicht global orientierte zyklische Ordnungen, lassen sichm�oglicherweise mit Hilfe von verallgemeinerten Netzsystemen (mit mehreren disjunkten Fallklassen)kompakt repr�asentieren. Letzteres w�urde in vielen F�allen zu einer knapperen Darstellung f�uhren. Auchdieser Punkt wurde bisher nicht untersucht.Da verschiedene, zyklische Systemordnungen existieren, die die gleiche, unmittelbare Nachfolgerre-lation (also auch das gleiche Netz) besitzen, sind zyklische Ordnungen detaillierter als Netze (ohneMarkierung). Netzsysteme dagegen k�onnen wiederum detaillierter sein als zyklische Systemordnungen(verschiedene Netzsysteme k�onnen die gleiche zyklische Ordnung darstellen). Zyklische Ordnungensind also genauer als die Netzdarstellung, abstrahieren jedoch von Eigenschaften der Netzsysteme, dienicht die zyklische Reihenfolge von Ereignissen betre�en. Zyklische Systemordnungen liegen also bzgl.der Abstraktionsebene zwischen Netzen und Netzsystemen.Es gibt jedoch viele zyklische Ordnungen, die nicht als Netzsysteme darstellbar sind. Es ist beispiels-weise m�oglich, da� die (co R) -Relation nicht durch eine Fallklasse allein generiert werden kann.Ferner k�onnen (partiell) dichte zyklische Ordnungen nicht durch Netzsysteme dargestellt werden. In-sofern sind zyklische Ordnungen insgesamt allgemeiner als Netzsysteme. Auf jeden Fall bilden diezyklischen Systemordnungen eine praktisch interessante Teilklasse, die weiterer Untersuchung bedarf,insbesondere in Hinblick auf die �Ubertragung von bekannten Resultaten aus der Theorie der Syn-chronisationsgraphen (siehe hierzu Genrich und Lautenbach 1973). Eng mit Synchronisationsgraphenverbunden sind auch die von Genrich de�nierten zyklischen Halbordnungen in Genrich 1971. EineKl�arung der genauen Beziehungen zu dem hier vorgeschlagenen Ansatz steht noch aus.Aus dem Zusammenhang zwischen Systemordnungen und Netzsystemen ergibt sich auch eine M�oglich-keit zu (partiellen) Spezi�kation von Systemen mit Hilfe von (gewichteten und ungewichteten) Syn-chronieabst�anden, die hier nur kurz angedeutet werden soll. Synchronieabst�ande werden beispielsweisein Reisig 1982 und Petri 1996 de�niert. Mit Hilfe von Synchronieabst�anden ist es m�oglich die zyklicheReihenfolge zu spezi�zieren (bzw. zu messen) in der Ereignisse statt�nden. Dies ist in Abb. 8.1 f�urzwei, drei und vier Ereignisse dargestellt. Im Fall von zwei und vier Ereignissen ist ein ungewichteterSynchronieabst�and ausreichend. Um die zykliche Reihenfolge zwischen drei Ereignissen festzulegenben�otigen wir dagegen eine Kombination von drei gewichteten Synchonieabst�anden. Wir betrachtenmit Netzsystemen assoziierte zyklische Systemordnungen. Nat�urliche, zyklische Ordnungen erlaubeneine bis auf Spiegelung eindeutige Spezi�kation mit Hilfe von ungewichteten Synchronieabst�anden zwi-schen Paaren von Ereignissen. Zyklische Ordnungen k�onnen aus (geeignet) gewichteten Synchronie-abst�anden zwischen Tripeln von Ereignissen gewonnen werden. F�ur die zyklischen Trennungsstruktu-ren, die im folgenden eingef�uhrt werden, sind ungewichtete Synchronieabst�ande zwischen Quadrupelnvon Ereignissen relevant. Damit erm�oglichen zyklische Ordnungen und zyklische Trennungsrelationeninsgesamt die Darstellung der synchronischen Struktur von Systemen auf verschiedenen Abstraktions-



8.11. HOMOMORPHISMEN UND ISOMORPHISMEN 307ebenen. Zur Abk�urzung der f�ur zyklische Ordnungen relevanten Synchronieabst�ande lie�e sich eineForm von zyklischen Synchronieabst�anden einf�uhren.
2

22
� = 1

� = 1
� = 2 � = 2 � = 2

Abbildung 8.1: Synchronieabst�ande zwischen Paaren, Tripeln und Quadrupeln8.11 Homomorphismen und IsomorphismenIn Anlehnung an die Vorgehensweise bei anderen mathematischen Strukturen k�onnen wir f�ur zweizyklische Ordnungen zueinander in Beziehung setzen. Von besonderen Interesse sind dabei Homomor-phismen (d.h. in diesem Fall ordnungserhaltende Abbildungen) sowie, darauf aufbauend, Isomorphis-men.Wir erweitern eine Abbildung f zwischen den Alphabeten zweier Relationen zu einem Homomor-phismus auf W�ortern. Dieser wird auf die Ebene der Relationen �ubertragen, wobei resultierende,nichteinfache W�orter nicht ber�ucksichtigt werden.S7268



308 KAPITEL 8. AUSBLICKVA7269 R 2 R�(A), R0 2 R�(A), R00 2 R�(A),f 2 (A(R) ! A(R0)), f' 2 (A(R0) ! A(R00)), w 2 A�A7270 R ist einfach ^ R0 ist einfach ^ R00 ist einfachD7271 F := � w 2 R � FALLS (f � w) ist einfach DANN (f � w)D7272 f ist ein Homomorphismus von R nach R0 :, F[R] � R0C7273 f ist ein Homomorphismus von R nach R0 ^f' ist ein Homomorphismus von R0 nach R00 )(f' � f) ist ein Homomorphismus von R nach R00D7274 f ist ein Isomorphismus von R nach R0 :,f ist bijektiv von A(R) auf A(R0) ^f ist ein Homomorphismus von R nach R0 ^ f�1 ist ein Homomorphismus von R0 nachRT7275 f ist ein Isomorphismus von R nach R0 )f�1 ist ein Isomorphismus von R0 nach RD7276 f ist ein Automorphismus von R :,f ist ein Isomorphismus von R nach RD7277 f ist eine Einbettung von R in R0 :,f ist injektiv ^ f ist ein Homomorphismus von R nach R0D7278 f ist eine Vergr�oberung von R nach R0 :,f ist surjektiv auf A(R0) ^ f ist ein Homomorphismus von R nach R0Vergr�oberungen sind geeignet eine Quasiordnung auf der Klasse alle zyklischer Ordnungen zu de-�nieren. Vergr�oberungen, die auch Einbettungen sind, d.h. bijektive Homomorphismen, sind nichtnotwendigerweise Isomorphismen.8.12 QuotientenEng mit den eben eingef�uhrten Begri�en verkn�upft ist der Quotient einer zyklischen Ordnung bzgl.einer �Aquivalenzrelation, die Elemente des Alphabets miteinander identi�ziert. Wollen wir bestimmteElemente aus A(R) einer zyklischen Ordnung R nicht mehr unterscheiden, f�uhren wir eine Abstraktiondurch, die wir durch Quotientienbildung bzgl. dieser �Aquivalenzrelation auf Elementen formalisierenk�onnen. Man beachte, da� diese Abstraktion im Gegensatz zur Abstraktion bzgl. einer �Aquivalenzre-lation auf W�ortern (z.B. (rot�)) auf der Elementebene statt�ndet.S7279VA7280 A 2 P(A) � P(A) 2 P(A)VA7281 R 2 R�(A), S 2 BR(A), w 2 A�A7282 R ist eine zyklische OrdnungA7283 S ist eine �AquivalenzrelationD7284 w=S := � i 2 N � [w i]ST7285 w=S 2 P(A)�D7286 R=S := fw=S � w 2 R � (w=S) ist einfachg+T7287 #(R=S) ) R=S 2 R�(P(A))T7288 #(R=S) ) (R=S) ist eine zyklische OrdnungC7289 #(R=S) ) 9 f � f ist eine Vergr�oberung von R nach (R=S)Eine interessante Frage in diesem Zusammenhang ist, unter welchen Bedingungen der Quotient einerzyklischen Ordnung de�niert ist und damit wieder eine zyklische Ordnung darstellt. Man beach-te, da� bei der Quotientende�nition die eindeutige Erg�anzung R0+ einer verallgemeinerten RelationR0 verwendet wird, da sich sonst in vielen interessanten F�allen keine zyklische Ordnung ergeben w�urde.



8.13. EXTENSIONALIT�AT UND IRREDUZIBILIT�AT 309Jede Vergr�oberung induziert eine �Aquivalenzrelation, bzgl. der wir den Quotienten bilden k�onnen.S7290VA7291 A 2 P(A) � P(A) 2 P(A)VA7292 R 2 R�(A), R0 2 R�(A), f 2 (A(R) ! A(R0))A7293 R ist eine zyklische OrdnungA7294 R0 ist eine zyklische OrdnungA7295 f ist eine Vergr�oberung von R nach R0D7296 ( f�) := f(x,y) 2 A(R)2 � (f x) = (f y)gT7297 ( f�) 2 BR(A(R))T7298 ( f�) ist ein �AquivalenzrelationC7299 #(R=( f�)) ) 9 f � f ist ein Einbettung von (R=( f�)) in R08.13 Extensionalit�at und Irreduzibilit�atEine f�ur viele mathematische Strukturen wichtige, spezielle �Aquivalenzrelation ist die Ununterscheid-barkeit von Elementen aufgrund der Information, die allein durch die Struktur selbst gegeben ist.Um diese �Aquivalenzrelation zu de�nieren, verwenden wir die folgende Operation (w[x$y]) aufW�ortern, die alle Vorkommen von x und y in w miteinander vertauscht.S7300M7301� w[x$y] := (2 [2$2]) (w,x,y)D7302 F := � (2 [2$2]) 2 A� � A � A; A� �� (w,x,y) 2 A� � P(A) �FALLS w = [] � [] ;F�UR w = [z : u] �FALLS z = x DANN [y : u[x$y]] ;FALLS z = y DANN [x : u[x$y]] ;SONST [z : u[x$y]]D7303 (2 [2$2]) := der kleinste Fixpunkt von FT7304 (2 [2$2]) 2 A� � A � A! A�Zwei Elemente sind ununterscheidbar in einer einfachen Relation R gdw. es nicht m�oglich ist, sie alleinanhand der W�orter in R zu unterscheiden: Vertauschen wir in einem Wort der Relation x und y, soerhalten wir wieder ein Wort der Relation.S7305VA7306 R 2 R�(A)A7307 R ist einfachD7308 (ext�R) := f(x,y) 2 A(R)2 � 8 w 2 R �w[x$y] 2 R ^ w[y$x] 2 RgC7309 (ext�R) ist eine �AquivalenzrelationR nennen wir extensional gdw. die Identit�at der Elemente allein durch ihre Lage in der Relation Rbestimmt wird.D7310 R ist extensional :, (ext�R) = ID(A(R))Schlie�lich sind noch zwei aus der Concurrency-Theorie bekannte gr�obere und interessantere �Aquiva-lenzrelationen zu nennen. Es handelt sich dabei um den transitiven Kern von (li R) bzw. von (co R).



310 KAPITEL 8. AUSBLICKEine Relation R bezeichnen wir als irreduzibel gdw. sich zwei verschiedene Elemente durch ihre (li R)oder (co R) -Relationen zu anderen Elementen unterscheiden.S7311VA7312 R 2 R�(A), S 2 BR(A)A7313 R ist einfachD7314 eS := f(x,y) 2 F(S)2 � S[x] = S[y]gT7315 (eS) ist eine �AquivalenzrelationC7316 x ext�R y ) (x,y) 2 g(li R) ^ (x,y) 2 g(co R)D7317 R ist irreduzibel :, g(li R) = ID(A(R)) ^ g(co R) = ID(A(R))C7318 R ist irreduzibel ) R ist extensionalDie Abstraktion, d.h. Quotientienbildung, bzgl. dieser �Aquivalenzrelationen nennen wir (co R)� bzw.(li R)� Reduktion (sofern der Quotient de�niert ist). Diese Operationen k�onnten hilfreich sein, wennwir eine gegebene (m�oglicherweise unendliche, partiell dichte) zyklische Ordnung auf den wesentlichen(m�oglicherweise endlichen) Kern reduzieren wollen.8.14 Azyklische TrennungsrelationenAzyklische Ordnungen de�nieren auf bestimmten Teilmengen des Alphabets eine Reihenfolge. Wollenwir von dieser Reihenfolge der Elemente abstrahieren und interessieren wir uns nur noch f�ur dieTatsache, da� ein Element zwischen zwei anderen Elementen liegt und sie damit trennt, so gelangenwir zu azyklischen Trennungsstrukturen.Unser Ziel ist es, die Axiome so zu w�ahlen, da� m�oglichst viele Eigenschaften des Spiegelungsabschlus-ses azyklischer Ordnungen f�ur azyklische Trennungsrelationen gelten, ohne von azyklischen Ordnungenselbst Gebrauch zu machen.Wir versuchen zun�achst die Axiomatisierung von totalen, azyklischen Trennungsrelationen, wobeiwir uns an der Charakterisierung von totalen, azyklischen Ordnungen 2836 orientieren. Um von derReihenfolge zu abstrahieren, ohne die Trennungsinformation zu verlieren, fordern wir die Spiegelungs-abgeschlossenheit. Damit ist es unm�oglich ein Wort der Relation von seinem Spiegelbild zu trennenund damit zu unterscheiden. Da die Spiegelungsabgeschlossenheit in nichttrivialen F�allen im Wider-spruch zu Konsistenz (modulo Identit�at) steht, m�ussen wir diese gleichzeitig zur Konsistenz moduloSpiegelung abschw�achen.S7319VA7320 R 2 R�(A)D7321 R ist eine totale, azyklische Trennungsrelation :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rev�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rev�)Um (allgemeine) azyklische Trennungsstrukturen zu de�nieren gehen wir von azyklischen Ordnungennach De�nition 2726 aus. Wir fordern wieder die Spiegelungsabgeschlossenheit und m�ussen das Tran-sitivit�atsaxiom geeignet ersetzen. Wir ersetzen hierzu die 2 -Transitivit�at durch die 3 -Transitivit�at,die uns schon als zyklische Transitivit�at bekannt ist.



8.15. ZYKLISCHE TRENNUNGSRELATIONEN 311S7322VA7323 R 2 R�(A)D7324 R ist 2 -transitiv :,8 a 2 A, b 2 A, c 2 A � [b,c] 2 R ^ [c,d] 2 R ) [b,d] 2 RD7325 R ist 3 -transitiv :,8 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 A � [a,b,c] 2 R ^ [a,c,d] 2 R ) [a,b,d] 2 RDamit gelangen wir zu der folgenden De�nition, die weiterer Analyse bedarf. O�enbar k�onnen wir�ahnlich wie bei azyklischen und zyklischen Ordnungen die Konsistenz modulo Spiegelung ableiten.S7326VA7327 R 2 R�(A)D7328 R ist eine azyklische Trennungsrelation :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rev�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist 3 -transitivC7329 R ist einfach ^ R ist (rev�) -abgeschlossen ^ R ist 3 -transitiv )R ist konsistent modulo (rev�)C7330 R ist eine azyklische Trennungsrelation ) R ist konsistent modulo (rev�)Ferner k�onnen wir von einer azyklischen Ordnung durch Spiegelungsabschlu� zu einer azyklischenTrennungsrelation gelangen. Man beachte jedoch, da� die Umkehrung im allgemeinen nicht gilt.S7331VA7332 R 2 R�(A)C7333 R ist eine azyklische Ordnung ) (rev�)[R] ist eine azyklische TrennungsrelationC7334 R ist eine totale, azyklische Trennungsrelation ,9 R0 2 R�(A) � R = (rev�)[R0] ^ R0 ist eine totale, azyklische Ordnung8.15 Zyklische TrennungsrelationenDer Schritt von Ordnungen zu Trennungsstrukturen ist auch im zyklischen Fall denkbar. Er soll imfolgenden wieder nur angedeutet werden. Wir abstrahieren dabei nicht nur von einem Anfang undEnde durch den Rotationsabschlu�, sondern auch von der Orientierung, indem wir Spiegelungsabge-schlossenheit fordern.Insgesamt sollten die Axiome zyklischer Trennungsrelationen wieder so gew�ahlt werden, da� sichm�oglichst viele Eigenschaften des Spiegelungsabschlusses zyklischer Ordnungen ableiten lassen, oh-ne auf zyklische Ordnungen selbst zur�uckzugreifen.Es ist dabei g�unstig, die beiden �Aquivalenzrelationen (rev�) und (rot�) auf W�ortern zu einer Relation( rr�) zusammenzufassen, bei der es sich wie schon bei (rot�) und (rev�) wieder um eine konservative,projektive �Aquivalenzrelation handelt. Im Gegensatz zur Identit�at und zur Rotations�aquivalenz mitcharakteristischen Zahlen zwei bzw. drei haben wir es mit einer Relation zu tun, die gleichlange W�ortermit gleichem Alphabet mit geringerer L�ange als vier nicht unterscheidet, also die charakteristische Zahlvier besitzt.S7335D7336 ( rr�) := ((rev�) [ (rot�))�A�T7337 ( rr�) 2 BR(A�)



312 KAPITEL 8. AUSBLICKT7338 ( rr�) ist eine �AquivalenzrelationT7339 ( rr�) ist konservativT7340 ( rr�) ist projektivT7341 ( rr�) ist spiegelinvariantDie De�nition f�ur totale, zyklische Trennungrelationen ergibt sich damit fast zwangsl�au�g aus derDe�nition 3681 von totalen, zyklischen Ordnungen. Statt (rot�) -Abgeschlossenheit fordern wir ( rr�)-Abgeschlossenheit und die Konsistenz modulo Rotation wird entsprechend abgeschw�acht.S7342VA7343 R 2 R�(A)D7344 R ist eine totale, zyklische Trennungsrelation :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist ( rr�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo ( rr�)Bei der De�nition zyklischer Trennungsrelationen orientieren wir uns an der De�nition 5480 zyklischerOrdnungen. Entsprechend der 2- und 3-Transitivit�at de�nieren und fordern wir die 4-Transitivit�at.Um eine zu Theorem 5811 �ahnliche (ungerichtete) Eigenschaft zyklischer Ordnungen auch f�ur Tren-nungsrelationen ableiten zu k�onnen, ist ein Axiom geeignet, da� wir als Zweiseitigkeit bezeichnen.S7345VA7346 R 2 R�(A)D7347 R ist 4 -transitiv :, 8 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 A, e 2 A �[a,b,c,d] 2 R ^ [a,b,d,e] 2 R ) [a,b,c,e] 2 RD7348 R ist zweiseitig :, 8 a 2 A, b 2 A, c 2 A, d 2 A, e 2 A �[a,b,c,d] 2 R ^ [a,e,c] 2 R ) [a,e,c,d] 2 R _ [a,b,c,e] 2 RDamit erhalten wir die folgende (provisorische) De�nition azyklischer Trennungsrelationen, die wie-derum genauerer Untersuchung bedarf. Eine solche Untersuchung k�onnte beispielsweise analog zu derVorgehensweise bei zyklischen Ordnungen durchgef�uhrt werden, auch im Hinblick auf eine Beschreib-barkeit durch Trennungsbasen, die nur W�orter bis zu L�ange vier enthalten.S7349VA7350 R 2 R�(A)D7351 R ist eine zyklische Trennungsrelation :,R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist ( rr�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist 4 -transitiv ^R ist zweiseitigC7352 R ist einfach ^ R ist ( rr�) -abgeschlossen ^ R ist 4 -transitiv )R ist konsistent modulo ( rr�)C7353 R ist eine zyklische Trennungsrelation ) R ist konsistent modulo ( rr�)Die erw�unschte Eigenschaft, da� der Spiegelungsabschlu� jeder zyklischen Ordnung eine zyklischeTrennungsrelation ergibt, ist noch zu �uberpr�ufen. Sicherlich ist jedoch nicht jede zyklische Trennungs-relation als Spiegelungsabschlu� einer zyklischen Ordnung generierbar. Dies ist beispielsweise anhanddes Spiegelungsabschlusses der Relation aus Beispiel 5565 erkennbar.



8.16. KONSISTENTE UND GLOBALE ORIENTIERBARKEIT 313S7354VA7355 R 2 R�(A)C7356 R ist eine zyklische Ordnung ) (rev�)[R] ist eine zyklische TrennungsrelationC7357 R ist eine totale, zyklische Trennungsrelation ,9 R0 2 R�(A) � R = (rev�)[R0] ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungBei allen in dieser Arbeit vorgeschlagenen Axiomatisierungen haben wir immer darauf geachtet,m�oglichst mit lokalen Axiomen auszukommen. Wir haben es absichtlich vermieden, globale Axiomezu verwenden, die beispielsweise die Einbettbarkeit in eine gr�o�ere Relation forderten. Bei azyklischenOrdnungen war dies ohne weiteres m�oglich. Bei zyklischen Ordnungen konnten wir die w�unschenswer-te Eigenschaft der globalen Orientiertheit nicht lokal sicherstellen. Bei Trennungsrelationen k�onnenwir nicht einmal die Eigenschaft der konsistenten Orientierbarkeit, die im folgenden Abschnitt erkl�artwird, garantieren. Tats�achlich ist dies auf den (lokalen) Informationsverlust zur�uckzuf�uhren, der sichdurch den schrittweisen Abstraktionsproze� ergibt.8.16 Konsistente und globale OrientierbarkeitAnalog zu De�nition 6805 der globalen Orientiertheit zyklischer Ordnungen nennen wir eine zyklischeTrennungsrelation global getrennt gdw. wir sie zu einer totalen, zyklischen Trennungsrelation erweiternk�onnen.S7358VA7359� R 2 R�(A)D7360 R ist zyklisch global getrennt :,9 R0 2 R�(A) � R � R0 ^ R0 ist eine totale, zyklische TrennungsrelationC7361 R ist zyklisch global getrennt ,9 R0 2 R�(A) � R � (rev�)[R0] ^ R0 ist eine totale, zyklische OrdnungDa wir bei Trennungsrelationen von der Orientierung abstrahierten k�onnen wir nicht mehr von Orien-tiertheit (wie bei zyklischen Ordnungen) sondern h�ochstens noch von Orientierbarkeit sprechen. Mitdiesem Begri� meinen wir die oben schon angesprochene M�oglichkeit eine zyklische Trennungsstruk-tur als Spiegelungsabschlu� einer zyklischen Ordnung darzustellen. Dabei unterscheiden wir zwischenkonsistenter Orientierbarkeit und globaler Orientierbarkeit, bei der wir zus�atzlich noch die globaleOrientiertheit der generierenden, zyklischen Ordnung fordern. Beide Eigenschaften sind f�ur zyklischeTrennungsrelationen nicht im allgemeinen erf�ullt.S7362VA7363� R 2 R�(A)D7364 R ist zyklisch konsistent orientierbar :,9 R0 2 R�(A) � R = (rev�)[R0] ^ R0 ist eine zyklische OrdnungD7365 R ist zyklisch global orientierbar :,9 R0 2 R�(A) � R = (rev�)[R0] ^ R0 ist eine zyklische Ordnung ^R0 ist zyklisch global orientiertC7366 R ist zyklisch global orientierbar ) R ist global getrennt



314 KAPITEL 8. AUSBLICK



Kapitel 9ZusammenfassungAusgehend von existierenden Ans�atzen zur Behandlung zyklischer Strukturen wie Concurrency-Strukturen, Synchronisationsgraphen, Netzsysteme, projektive Geometrien, Trennungsstrukturen so-wie den Tripelstrukturen wurde ein Formalismus vorgestellt, der verschiedene Aspekte dieser Ans�atzevereinheitlicht und damit einen Rahmen zur Untersuchung unterschiedlicher Axiomensysteme zurVerf�ugung stellt. Die verschiedenen Repr�asentationen der einzelnen Ans�atze wie bin�are Relationen,Mengen von Tripeln, geordnete Quadrupel, Trennungsquadrupel werden durch den Begri� der verall-gemeinerten Relation als Menge von W�ortern abgedeckt.F�ur diese Relationen wurden zun�achst unabh�angig voneinander eine Reihe von Eigenschaften ein-gef�uhrt, die zu verschiedenen Axiomensystemen zur Beschreibung von Ordnungsstrukturen kombiniertwurden. Noch bevor dies geschah, haben wir als Vorbereitung diese Eigenschaften separat sowie derenQuerbeziehungen analysiert.Konkret haben wir sechs Axiomsysteme vorgestellt und miteinander in Beziehung gesetzt: AzyklischeOrdnungen, totale, zyklische Ordnungen und (allgemeine) zyklische Ordnungen sowie jeweils die ent-sprechenden Basen. Die bekannten azyklischen Ordnungen wurden zur Einf�uhrung in den Formalismusund die Vorgehensweise behandelt, spielten jedoch auch bei der Klassi�zierung zyklischer Ordnungeneine wichtige Rolle. Die totalen, zyklischen Ordnungen sind besonders anschaulich und leicht zu axio-matisieren. Sie verk�orpern viele Eigenschaften, die auch f�ur (allgemeine) zyklische Ordnungen vonBedeutung sind. Ferner lieferten sie uns den Schl�ussel zur Axiomatisierung der zyklischen Ordnungen,n�amlich gerade eine Form der zyklischen Transitivit�at.Es wurden zahlreiche einfache aber interessante Eigenschaften von zyklischen Ordnungen und Ope-rationen auf ihnen bewiesen. Insbesondere wurde die unmittelbare Nachfolgerrelation de�niert unduntersucht. Es zeigte sich, da� sie selbst in endlichen F�allen nicht gen�ugend Information lieferte, umeine zyklische Ordnung eindeutig zu bestimmen. Von besonderem Interesse war auch die Beziehungzwischen Zyklen dieser Relationen und den Kens. Jeder endliche Ken bildet einen Zyklus, w�ahrenddie Umkehrung nicht im allgemeinen gilt.Um eine weniger redundante Repr�asentation mit beschr�ankter Wortl�ange zu erhalten, f�uhrten wirBasen ein und zeigten, da� sie eine gleichwertige Axiomatisierung von zyklischen Ordnungen darstellen,jedoch nur die W�orter bis zur L�ange drei enthalten. Der Nachweis dieser Gleichwertigkeit bildet einenHauptteil dieser Arbeit, der ohne den Begri� der globalen Orientiertheit auskommt.Globale Orientiertheit einer zyklischen Ordnung ist die Erweiterbarkeit zu einer totalen, zyklischenOrdnung. Obwohl eine entsprechende Eigenschaft f�ur azyklische Ordnungen gilt, mu� sie f�ur zyklischeOrdnungen explizit gefordert werden, wie ein endliches Beispiel demonstrierte. Schlie�lich lernten315



316 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNGwir noch eine Schnittde�nition f�ur zyklische Ordnungen kennen, aus der wir ableiten konnten, da�Aufschneidbarkeit und globale Orientiertheit vollst�andig �aquivalent sind.Den Abschlu� der Arbeit bildete ein Kapitel, das Anla� zu weiteren Studien bzgl. zyklischer Ordnungengeben k�onnte, sowie anhand der De�nition von Trennungsrelationen die M�oglichkeiten des formalenAnsatzes der verallgemeinerten Relationen illustrierte.
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Anhang AHauptde�nitionen undCharakterisierungenD2726 R ist eine azyklische Ordnung :,R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist transitivD2727 R ist eine totale, azyklische Ordnung :,R ist eine azyklische Ordnung ^ R ist totalT2836 R ist eine totale, azyklische Ordnung ,R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistentD3571 R ist eine azyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist 2 -vollst�andig ^R ist transitivT3572 R ist eine azyklische Ordnungsbasis ,R 6= ; ^L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist transitivT3573 R ist eine azyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 2 ^R ist einfach ^R ist 1 -vollst�andig ^R ist transitiv 319



320 ANHANG A. HAUPTDEFINITIONEN UND CHARAKTERISIERUNGEND3681 R ist eine totale, zyklische Ordnung :,R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist konsistent modulo (rot�)T4063 R ist eine totale, zyklische Ordnung ,R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist vollst�andig ^R ist zyklisch transitivD4763 R ist eine totale, zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist total ^R ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitivD5480 R ist eine zyklische Ordnung :,R ist einfach ^ R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist vollst�andig ^R ist zyklisch transitivD6483 R ist eine zyklische Ordnungsbasis :,L(R) � 3 ^R ist einfach ^R ist (w) -abgeschlossen ^R ist (rot�) -abgeschlossen ^R ist 3 -vollst�andig ^R ist zyklisch transitiv



Anhang BDe�nitionsverzeichnisMengenM0001� A =2 BD0002� A � BM0004� A 6= BD0005� A � BM0006� 9! �1,...,�n � � (�1,...,�n)M0007� 9 �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n)M0008� 8 �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n)M0009� 9! �1 2 �1,...,�n 2 �n � � (�1,...,�n)M0010� �  (�1,...,�n) � �1,...,�n � � (�1,...,�n)M0013� �  (�1,...,�n) � � (�1,...,�n)M0016� SEI � =  (�1,...,�n) � � (�,�1,...,�n)M0017� FALLS � DANN  1 SONST  2M0018� FALLS � DANN  M0019�  1 ;  2M0022� F�UR  =  1 (�1,...,�n) �  2 (�1,...,�n)
D0024� ;D0026� S AD0028� P(A)M0031� f�2 � �1 2 � � � (�1,�2)gM0034� f 2 (�1,...,�n) �  1 (�1,...,�n) 2 �gM0035� f 2 �  1 2 �gM0036� f 1 2 � � �gD0037� 0 ; 1 ; BD0038� fA,BgD0039� A [ BD0040� A \ BD0041� T AD0042� A � BM0043� fxgM0044� fx,y, ...gGrundmengenVA0207 A, XBin�are RelationenD0045� (a,b)M0046� (a,b,c ...)D0047� A � BD0048� R ist eine bin�are RelationD0049� A2D0050� BR(A)D0051� ID(A)D0054� R�1D0055� F(R) D0056� D(R)D0057� R(R)D0058� R[A]D0060� RjXD0063� R � SD0064� R � SD0065 RXD0066 bRXD0067 lR321



322 ANHANG B. DEFINITIONSVERZEICHNISD0070 R ist reexivD0073 R ist irreexivD0076 R ist symmetrischD0082 R ist asymmetrischD0083 R ist antisymmetrischD0084 R ist transitivD0086 R ist schwach totalD0087 R ist totalD0088 R ist eine �AhnlichkeitsrelationD0089 R ist eine �AquivalenzrelationD0090 R ist eine QuasiordnungD0091 R ist eine OrdnungD0092 R ist eine strenge OrdnungD0094 R ist eine totale OrdnungD0095 R ist eine strenge, totale Ordnung
D0098 y ist maximal bzgl. (�)D0099 y ist minimal bzgl. (�)D0100 y ist ein gr�o�tes Element bzgl. (�)D0101 y ist ein kleinstes Element bzgl. (�)D0104 R -KliquenD0122 (�jX)D0123 R -KensD0137 [x]ED0138 Y=ED0139 S=EM0221� RnD0223 (22 )D0228 R+D0229 R�AFunktionenD0142� F ist eine FunktionD0143� F xD0150� F ist total auf AD0151� F ist surjektiv auf BD0152� F ist injektivD0155� F ist bijektiv von A auf BD0156� A ; BD0157� A ! B D0159� F ist eine Auswahlfunktion f�ur SD0162� � � 2 � �  (�)D0165 FIX (F)D0166 F ist monotonD0169 kleinster Fixpunkt von FM0213� fnD0215 (22 )Nat�urliche ZahlenD0171� succ xD0174� 2 ; 3 ...D0177� (�)D0178� n � mD0179� (<)D0180� n < mD0181� N+D0184 y ist minimal in YD0185 y ist maximal in YD0190� [a. . . b]D0191� (a. . . b)
D0192� (a. . . b]D0193� [a. . . b)M0198� x + yD0200� (+)D0201� x � yD0202� A j�j BD0203� A j=j BD0204� A j<j BD0205� jAjD0206� A ist abz�ahlbarW�orterD0232 X�D0236 I(w)D0238 A(w)D0241 [x : w] D0242 L(w)D0246 XnD0248� []D0249� [a]



323D0250� [a,b]D0251� [a,b,c]D0252� [a,b,c,d]M0332� wnD0334 (22 )D0372 u ist einfachD0383 OCC x uD0390 E ist konservativD0401 (�)D0422 REVD0443 E ist spiegelinvariantD0447 (rev�)D0449� u rev� vD0463 ROLD0465 RORD0475 (�)M0477� w � iD0491 (rot�)M0493� u rot� v
D0542 (v)D0544� (w)D0602 DEC IM0603� u / ID0605 (/)M0634� u . AD0636 (.)D0678 E ist projektivD0684 (rotv)M0686� u rotv vD0687� (rotw)M0717� u � vD0718 (�)M0720� u E� vD0721 ( E�)D0984� (rot�)D1226 w ist eine S -KetteD1231 w ist ein S -ZyklusVerallgemeinerte RelationenD1238� R�(X)D1239� Rn(X)D1243 A(R)D1251 RjXD1258 L(R)D1265 RjnD1279 R ist einfachD1283 R ist totalD1312 R ist E -abgeschlossenD1544 R ist konsistentD1545 R ist konsistent modulo E
D1548 R und R0 sind miteinander konsistentmodulo ED1703 R . XD1717 li RD1819 li RD1925 co RD1942 co RD2054 R ist Ken-endlichD2209 R ist vollst�andigD2210 R ist n -vollst�andigD2545 REV RAzyklische OrdnungenD2725 R ist transitivD2726 R ist eine azyklische OrdnungD2727 R ist eine totale, azyklische OrdnungD3324 (<R)M3326� x <R y D3402 (x � � � y)RD3521 (<�R)M3524� x <�R yD3571 R ist eine azyklische OrdnungsbasisD3671 R ist global orientiert



324 ANHANG B. DEFINITIONSVERZEICHNISTotale, zyklische OrdnungenD3681 R ist eine totale, zyklische OrdnungD3841 R ist zyklisch transitivD4066 R ist zyklisch transitiv auf KensD4140 (��R) D4141� x ��R yD4763 R ist eine totale, zyklische Ordnungs-basisD5274 KTV RZyklische OrdnungenD5480 R ist eine zyklische OrdnungD6127 �xRD6128 x�RD6483 R ist eine zyklische Ordnungsbasis D6521 KV RD6805 R ist zyklisch global orientiertD6858 R ist global konsistent modulo ED7120 R0 ist ein Schnitt von RAusblickD7170 R ist S -zusammenh�angendD7171 im RD7185 R ist S -endlichD7193 R ist dichtD7198 R ist K-dichtD7200 L ist eine Referenzlinie von RD7201 C ist ein Referenzschnitt von RD7209 x ist ein S -EigenelementD7216 R ist F-dichtD7218 R ist schwach F-dichtD7223 R ist abgeschn�urt in xD7224 R ist abgeschn�urtD7230 [x : R]D7231 RxD7242 R ist kombinatorischD7240 R ist schwach kombinatorischD7248 R+D7257 R ist bipartitD7258 R ist eine zyklische KausalordnungD7262 P(R)D7263 R ist kausal fundiertD7266 R ist eine nat�urliche, zyklische Ord-nungD7272 f ist ein Homomorphismus von R nachR0D7274 f ist ein Isomorphismus von R nach R0D7276 f ist ein Automorphismus von R

D7277 f ist eine Einbettung von R in R0D7278 f ist eine Vergr�oberung von R nach R0D7284 w=SD7286 R=SD7296 ( f�)M7301� w[x$y]D7303 (2 [2$2])D7308 (ext�R)D7310 R ist extensionalD7314 eSD7317 R ist irreduzibelD7321 R ist eine totale, azyklische Tren-nungsrelationD7324 R ist 2 -transitivD7325 R ist 3 -transitivD7328 R ist eine azyklische Trennungsrelati-onD7336 ( rr�)D7344 R ist eine totale, zyklische Trennungs-relationD7347 R ist 4 -transitivD7348 R ist zweiseitigD7351 R ist eine zyklische TrennungsrelationD7360 R ist zyklisch global getrenntD7364 R ist zyklisch konsistent orientierbarD7365 R ist zyklisch global orientierbar


