Analiza pasma tarczowego

Uktady tarczowe o znacznej dtugosci, okresowo obciazone 1
podparte — stan napr¢zenia oraz funkcja Airy - rozwinigcie, jako
nieskonczone szeregi trygonometryczne Fouriera.

Podstawy teorii szeregéw Fouriera: A (x)

Funkcja spetnia w danym r\_/!

przedziale warunek Dirichleta, 5 7 7 57 >
jesli przedziat ten mozna —2 SEENIE .

podzieli¢ na skonczona liczbg
podprzedzialéw, w ktérych funkcja jest monotoniczna i ograniczona.

Funkeje /spetniajaca w przedziale (—/,/) warunek Dirichleta, mozna
wykonac jej rozwinigcie w szereg trygonometryczny Fouriera:

f(x)~ %ao + Z(an cosm;—x +b, sin #j , w kazdym przedziale ciaglosci f

n=l1

/ /
zachodzi a, = If dx, a, :[If(x) cosmlz—xdx, b, :%J,f( s1n?dx

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 09 2016 ¢ KMB WILiS PG



Jezeli funkcja fjest parzysta zachodzi b, =0, przy funkcji f'nieparzyste]
zachodzi a, = a, = 0. Rozwinigcie funkcji w szereg Fouriera jest funkcja
okresowa, jak na rysunku.

Szeregi Fouriera moga by¢ stosowane do rozwinigcia funkcji nieciagtych, w
odroznieniu od szeregdw potegowych Taylora, ograniczonych do zakresu
funkcji o ciaglych pochodnych wszystkich rzgdow. W punktach nieciagtosci
funkcji f odpowiadajacy jej szereg Fouriera jest zbiezny do wartosci Sredniej
arytmetycznej jej obustronnych granic: 0.5[ f(x=0)+ f(x+ O)] .

2] :
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Przyklad: rozwinigcie w szereg Fouriera
obcigzenia ciagltego odcinkowego
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p = const
Model obcigzenia: X

p — funkcja ; ERITERRR
schodkowa, /H_

nieciagta, p=const _~]
spetniajaca warunki c
Dirichleta

w przedziale <—l,l>

L

p, = const

Warunek rownowagi: p, = pl_—c. Ze wzgledu na symetrig jest b, =0.
c

Rozwinigcie funkcji parzystej: p(x)= D13 cos%

n=l1

. /4 14 . . 1
z rOwnowagi rzutow na o§ pionowa wynika: a, = i I p(x)dx=0,
5

] /
ogllny wyraz: a, _[ cosde = %J.p( ) cos%dx
0

nTx [—c nwx
b I

Rozwinigcie: a, = cos—dx -p— cos—dx
[
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0

:%( | onr(l=c)  I-c .nﬂ(lc)j

—| p J. cos@dx—pl_—c I cos 2 iy | =
c 7. [

p—sin +p sin
nrw [ c nw /

=— sin
lpmz /

2 1. m(l_c)(Hl_Cj 2 11 . nz(l-c)
[ [

_2pl sin nr(l=c) _2pl sin(mz —@j
nrc / nrc /

Wzor trygonometryczny: sin(a -p ) =sina cos S —cosa sin 3,

2pl
nic

: nrc ._nrmc
stad: a, = sinnz cosT — COSNTT s1nT .

. . . n .
Poniewaz sin nz =0 oraz cos nz =(—1)" zachodzi a, = -

nre )
: 2pl& . nrce nIx
wigc p(x):—;Zsm cos—
n=l1
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. DL . 2 pl .
Rozwinigcie obciazenia odcinkowego: p( x) . Zsm nrc nzx

Pierwszy wyraz (n = 1) : p(l) (x) = 2pl sinZ< cos 2

e / /

/'_ m I max. rz¢dna obc. wynosi _Zp ! sinﬂ
Y ¥V ¥V e /
F Y F l 4

_W w -+ gdyc=5 rOwna —p;1.273p

T
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Przyklad: swobodna tarcza nieskonczona (pasmo tarczowe)
o grubosci g 1 szerokosci 2b (model tarczy ciaglej), obciazona
okresowo (okres rowny 2/) i symetrycznie wzgledem osix, .

Przy obciazeniu dowolnym p(x, ) jest to odpowiednik jego czesci

symetrycznej: p,,, (x,)= O.S[p(x1 )+ p(—x, )]

A L.
X

S P < & X g
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Obciazenie brzegu gornego
p 1dolnego p — funkcje
parzyste, okresowe, rozwi-

nigte w nastgpujace szeregi:

~

P(x) =%+ia~n cosa, X,

n=l1

r(x) =%+ian cosa, X,
n=1
/

Rownowaga na oS x,: j p(x1

-1

I | (B S A Y
N | . m f |
| | i |
bl I I I
¥ I | | :
'y i ] [ :
! I I I
b | |
: i i |
o Uw_/ plx, )\Hw :
..L
)dx, = I p(x,)dx,, wige a, =a,.

L.aczne obciazenie jest superpozycija stanow o odpowiadajacych
funkcjach naprezen F, 1 F,. Spelnienie rOwnania biharmonicznego

przez kazda z nich (warunki V*F, =0 i V*F, =0) jest rtowno-

znaczne ze spetnieniem rownania biharmonicznego przez ich sume

— operator V*(+) jest liniowy.
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Pierwsza skladowa obcigzenia — stata: p = p =0.5a, opisana jest

funkcja naprezen F, = Cx;, C — warto$¢ stata. Jedyne niezerowe

.. O°F, a,

naprezenia o, = ? =2C, z warunku brzegowego o,, |x . Py
X, B

otrzymuje si¢ stalag C = 4 , zatem [ = %xf .

Druga skladowa obcigzenia opisana jest funkch naprezen o

rozdzielonych zmiennych: F Z f cos o x,.

Podstawienie do réwnania biharmonicznego V*F, (x,,x,)=0 daje

0

Z[f (xz) _2f”(X2)0€ +fW (X2 ):|COSCK x, =0. Rozwinigcie

n=1
w szereg funkcji zerowe] wymaga wszystkich zerowych
wspoltczynnikow, zatem f, (x,)a, —2f(x,)a. + £, (x,)=0.
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Roéwnanie rozniczkowe zwyczajne, o statych wspotczynnikach:
£ () ey =2 f(x,)al + [ (x,) =0. Przewidywanie: f,(x,)=¢™
daje zapis "™ (aj —2ra’ + r4) =0, stad (@, —r) (a, +r) =0,

rezultat: dwa pierwiastki podwojne: 1, =«,, 1, =—«

.
Catka ogolna: f, (x,)=C,e™™ + C,x,e™™ + C,e ™" + C,x,e "™,
zuzyciem chax = O.S(e“" + e_‘”), shax = O.S(e“x — e_””‘)
przeksztatcona do postaci z nowymi staltymi catkowania:

1
fi(x,)= ?[An cha,x, +a,x, B, sha,x, +C, sha,x, +a,x, D, cha,x,],

n
gdzie mnoznik o dla utatwienia rozniczkowania. Sumarycznie:
F(xl,xz) =0.25a,x. +

1
+ Z?[An cha,x,+a,x, B, sha,x,+C, sha,x,+a,x,D,cha,x,|cosa,x,
n=l1 n
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Stan napr¢zen w tarczy:
ox;

O-ll

-y A +2B )cha x,+ax, B shax,+(C, +2D )shax,+a,x, D cha x, |cosa,x,
n n n’2 n>2 "n 7 n n 1 n n n n

n=1
_O'F
ox?

0, =0.5q,+

>[4, cha,x, +a,x, B, sha,x, +C, sha,x, +a,x, D, cha,x,|cosa,x,

n=1

o O’F
2 Ox,0x, -

- i [(4,+B,)sha,x, +a,x, B, cha,x, +(C,+D,)cha,x, +a,x, D, sha,x, |sina,x,
n=1
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Warunki brzegowe:

* brzeg gorny x, =b: 1) oy =p(x,), 2) 0,=0

* brzeg dolny x, =-b: 3) 0,, =p(x,),4) 0, =0, gdzie

[y(xl) = %+ Zdﬂ cosa, X, p(xl) = %4— Zan cosa, x,, o, = %

n=1 n=l

Rozwiazanie uktadu czterech réwnan algebraicznych liniowych:

>Bn:(&n+an) Sha"b

sh2a,b+2a,b sh2a,b+2a,b

C =—(a,—a )Cha”b+a”bSha”b,Dn—("n—an) cha,b
sh2a b-2a,b sh2a b—2a,b

4 =—(a )shanb+anbchanb

a, +an

Tym samym funkcja Airy F(x,,x,) jest w petni okre$lona. Jej

rozniczkowanie daje w rezultacie pole tensorowe naprezen. Dalsza
analiza dotyczy¢ bgdzie naprezen normalnych o, w kierunku

wymiaru x,, podobnie, jak w belkach, o duzym znaczeniu.
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Szereg o,, jest wolnozbiezny, szczegolnie na granicach, gdyx, - +b.
Napr¢zenia na krawedziach — przeksztatcone, szeregi o lepszej zbieznoSci:

o0
Tty = Z[dﬂ —(dn + an)cn +(c~zn —an)a’n}cosoznx1
p
o0
oul,_, = Z:‘[an —(&n +an)cn —(&n —(,zn)a’n}cosacnx1
p

2a.b J - 2a,b
sh2ab+2ab’ " sh2ab-2ab

gdzie nowe state ¢, =

Wiasno$ci: idn cosa,x, = p(x,)— c;) Za cosa, X, _P(xl)_%
n=l1 n=l1

W przypadku tarczy wysokiej — w granicznym przypadku b — oo state ¢, 1 d,

1 : ... Shx .
sa wyrazeniami postaci 11m— Poniewaz lim——=Ilimchx =0,
X0 ¢ X/)C + x—o  x X—0

zatem przy b — o zachodzi ¢, >0 1 d, - 0. Tym samym napr¢zenia na
dolnym brzegu tarczy oy,| _, = p(x,)—0.5a,. Przy obciazeniach samo-

rownowazacych si¢ moze by¢ a, =0, wtedy all‘x L, =p(x)=0y

Xy==b
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Przvklad numervezny: b=/, ¢ = % — ¢,=4q (g =const) [A:%J

&)/

4-A4 |B-B|
/ 0.088 0.088

X
oq

0.1561  {*lo.186

q /Z
[T227) ®

2221111111111111 a
/ FYYYY I_é' 4 A / 1.002 4. 002
4q 4q ~ ~ ~

poréwnanie z przypadkiem

=
[E%]
~
1

o
=

~l

-
.
o
-

Ll

b N 3 b,l — - dobre przyblizenie
| Ll - W

oy g

™~ Ll D >

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyktad 09 2016 ¢ KMB WILiS PG



Poréwnanie z WM — pasmo tarczowe analizowane jako belka.

Model WM: belka ciagla nieskonczona o jednakowych przg¢stach o
rozpietosci 2/, przekroju poprzecznym g x 2/, dziatanie g = const.

1 W tym modelu wskaz-
dililiidtilllddElillliiie o

2 x—— nik wytrzymatosci

, 2gh?
— 2 .2 . 2 przekroju W = 5 ,

. 2 p 2 3
2 _g? o) _ar .
24 6 2 3 momenty zginajace,

odpowiednio w przesle
i na podporze, podane na rysunku, wynosza ¢l /6 i ql* /3 .
Model belkowy - wykresy napre¢zen o, liniowe, ekstremalne:

2
1
- przgstowym (,A-A”) o, .., = 3! - = 4 (1/4 rezultatu tarczy)
“r " 12gl* 4g
3ql’ _lg

- podporowym (,,B-B”) o, ,,, = (1/8 rezultatu tarczy).

6gl2

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyklad 09 2016 ¢ KMB WILiS PG



Uwagi:
1) PrzyloZzenie obciazenia ¢ [ﬂ% J na gomym lub na dolnym brzegu (ewentualnie miedzy gornym, a dolnym

brzegiem tarczy) nie wplywa na rozklad naprezen oy, 1 o,,, a wplywa jedynie na naprezenia o,, .

Wymnika to z nastepujacego rozumowania:

a,, ]
! 1 |\__ g
i I ] / Aiiiiiaiaiiiiiiin]

I ] -
| xg | () |
L X, i
' - !
' " ! q
i o A
! !
I 1 )

Yy hAAAAAAAAAA M — / / -

q 22
L1 1511 0,=0 B L

Lf—>|<]—>| 01, =0 bo s3 to kier. glowne |<]—>|<]—>|

J. Gorski, M. Skowronek, K. Winkelmann e Teoria sprezystosci i plastycznosci o Wyktad 09 2016 ¢ KMB WILiS PG



2) Podobnie rozwiazuje sie tarcze zakrzywione w planie
— zbiorniki 1 silosy

Konstrukcja :

Rozwiniecie :

n podpor
(tutaj n=6)
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3) Przyklad , bezwladnosci” myslenia inzynierskiego:

/ : —sciana betonowai /
| i j i
! !
: : zbedna (bledna)
i i belka zelbetowa
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