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Über die eindeutige Primelementzerlegung. 
Von 

Friedrich Kasch in Göttirtgen. 

Es sei R n der Ring der ganzen Potenzreihen in den Un
bestimmten Zv z2, ••• , Zn mit Koeffizienten aus dem Körper R 
der komplexen Zahlen. In der Literatur (siehe z. B. C. L. 
Siegel, Analytic Functions of Several Complex Variables, Lee
tures delivered at the Jnst. for Advanced Study 1948; Bochner 
and Martin, Several Complex Variables, Princeton University 
Press 1948) gibt es mehrere Beweise dafür, dass in R n die ein
deutige Primelementzerlegung existiert. Diese Beweise benutzen 
neben dem Vorbereitungssatz von Weierstrass die Tatsache, dass 
sich die eindeutige Primelementzerlegung 'eines Integritätsbe
reiches I auf den Polynomring I [z] überträgt. 

Hier soll ein Beweis gegeben werden, der diese Tatsache 
nicht voraussetzt, sondern sogleich mitbeweist. Auch in diesem 
Fall scheint mir der folgende Beweis gegenüber den mir aus 
der Literatur bekannten den Vorteil zu besitzen, dass er nicht 
die Konstruktion des Quotientenkörpers benutzt und doch recht 
kurz ist. 

Die eindeutige Primelementzerlegung ist bekanntlich eine 
unmittelbare Folge des Euklidischen Lemmas. Auf Grund des 
Vorbereitungssatzes von Weierstrass genügt es, dies in der fol
genden Fassung zu beweisen 

Es seien a, bERn-1 [zn], cERn, (a, b) = 1 und ajbc . Dann ist a;c. 

Bemerkung: Kommt es nur auf den Beweis an, dass sich 
die eindeutige Primelementzerlegung von einem Integritätsbe
reich I auf den Polynomring I [z] überträgt, so setze man im 
fulgenden R n = I [z] und schliesse wie beim Induktionsschluss 
für n. 

11-

b .Der Beweis -erfolgt durch Induktion über die Zahl der Un
e~ti~mte~ n. Der Induktionsbeginn ist gültig denn in R 

existiert bis auf assoziierte nur da p · 1 ' 1 
d k . s nme ement z1. Der In-

u tw~sschluss für n wird durch Induktion über den Grad r 

von a m Bezug ~uf Zn geführt. Von R n-1 wird dabei nur be
nutzt, dass es . em Integritätsbereich mit eindeutiaer Primele-
mentzerlegung Ist. o 

I st r = 0 also aER · t d · B 
' , n -1, SO IS Ie ehauptung nichts ande-

res als der Gaus" sehe S t f.. p . 
b . ~ a z ur otenzreihen, der wörtlich ebenso 

ewiesen werden kann, wie für Polynome. Dabei wird die V -
aussetzung bcR [ ] · h or 

.. . . . n-1 zn mc t benutzt, was im folgenden zu b _ 
ruckswht1gen ISt. e 

Die Behauptung gelte für Grad 
em. a < r. a jbc besagt, dass es 

Element dcRn mit 

( l) 
ad = bc 

gibt. In R n-1 [zn] existiert der Euklidische Algorithmus 
dass es Elemente yER n-1 und eER [z ] O'I' bt f" d' n- 1 n 0 ' ur Je 

derart, 

(2 ) yb- ea = J 
mit Grad f < Grad a = r gilt. Es werde bezeichnet (a y) = ~~ 
a - a *ß 1 * J *b ' ' - ' Y=Y' /J, y · - ea* = f* Dann ' d bh 
( a*,f*) = l. Ein gemeinsamer Teil ~r g von a:~nd Je* au~tett: 

.. r h *b . " muss .e 
nam IC y tmlen ; es gäbe also ein h mit gh = y*b D b .. t 
y*ER und ( * ) · a ei IS 

n-1 y 'g = I. Also mt: ss a uf Grund der Induktions-
voraussetzung y*jh s · D R 1 . 

. . em. a " nu ltellerfrei ist folgt gjb 
Dies Ist aber wegen (a, b) = l nur möglich für g ,.._, ~. . 

Aus ( l) folgt unmittelbar 

a*d1 =f*c (mit d1 = rd- ec ), 

ferner ist Grad!* = Grad f < Grad a a*ER [z ] tJnd . 'lt 
(a* j*) _ 1 A . ' n-t n es gi 

' - · us der Induktwnsvoraussetzung erhält 1 
j*jd1 und folglich a*jc, d. h. a*k = c . Dies in (l) ~an a so 
ergibt: · emgesetzt 

ßd = bk. 

Wegen ßERn-t und (ß, b) = I folgt ß/k, also ist insgesamt 
a = a*ß/c wie im Satz behauptet. 

Zum Schluss sei bemerkt., dass man die eindeuti e Prim
elementzerlegung ebenso für Euklidische Integritätsbere!he, a lso 
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Integritätsbereiche in denen eine Euklidische Normfunktion N (a) 
existiert, beweisen kann. Der Beweis wird dann noch wesent
lich kürzer, nämlich so: Man hat ]etzt nur Induktion über 
N (a) zu führen, bei der einerseits der Induktionsbeginn für 
N (a) = I trivial ist; andererseits fällt im Induktionsschluss 
beim Euklidischen Algorithmus (2) der Faktor 'Y weg, sodass 
unmittelbar J/d1 und daraus wie behauptet afc folgt. 

Rettelse si~e 110 forrige ärgang av Norsk 
Matematisk Tidsskrift. 

Midt pa side uo- stär feilaktig, at polynomet k (t) skal 
velges av grad m- I. Det skal vrere m + l-1 , hvor l = max (h,k ). 
Derved blir antallet av ukjente koeffisienter i ligning (9) i alt 

4 m + h + k + l + 3, 

mens antallet av Iigninger mellom disse ukjente koeffisienter 
som mä oppfylles, for at (9) skal vrere en identitet i t blir 

m + 3 n + l- r- s. 

Den videre u~vikling blir som f0r. 
Th. S. 




