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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die Rolle mathematischer Methoden in der The-
oretischen Chemie

Die theoretische Chemie zielt auf die Berechenbarkeit molekularer Systeme auf der Grund-
lage hochentwickelter, quantenmechanischer Modelle. Angestrebt wird die Verwendung
von ab initio Verfahren, die keine experimentellen Parameter enthalten und prinzipiell
exakte Resultate liefern kénnen. Dabei gibt es einen inversen Zusammenhang zwischen
der Grofle des betrachteten chemischen Systems und dem Niveau theoretischer Beschrei-
bung, das anwendbar ist. Fiir grofle Systeme mufl man auf semiempirische Verfahren oder
klassische Modelle (Kraftfeldmethoden) zuriickgreifen.

Dabei werden numerisch sehr aufwendige Methoden verwendet, die massiven Compu-
tereinsatz erfordern. Quantenchemische und molekulardynamische Rechnungen gehoren
dabei oft zur Spitzengruppe bei der Inanspruchnahme von Computerresourcen. Zum Bei-
spiel waren am San Diego Supercomputer Center in einem Zeitraum von etwa acht Mona-
ten unter den 10 Programmen mit dem grofiten Rechenzeitanteil 6 Programme aus dem
Bereich der Quantenchemie oder Molekiildynamik mit insgesamt 24.8 % Anteil, darun-
ter auch die drei Spitzenreiter. [80, Tab. 1.1, S. 9] Daher setzt sich im angelséichsischen
Bereich die Bezeichnung Computational Chemistry ergénzend zu Theoretical Chemistry
immer mehr durch.

Durch den Einsatz immer leistungsfihigerer Computer, aber auch durch die Verwen-
dung verbesserter mathematischer Methoden und Algorithmen konnte in den vergangenen
30 Jahren die Grenze der Berechenbarkeit zu immer gréfleren Systemen verschoben wer-
den. Bei den Computern geht dabei der Trend zu verstirktem Einsatz von parallelen bis
hin zu massiv parallelen Systemen. In Bereich der mathematischen Verfahren wurden in
einer Untersuchung des amerikanischen National Research Council aus dem Jahre 1995
unter anderem die folgenden Methoden als erfolgreich bewertet [80]:

e Verfahren der Linearen Algebra bei der Diagonalisierung von groflen Matrizen und
Losung von linearen Gleichungssystemen,

1
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e statistische Methoden im Bereich von quantitativen Struktur-Wirkungs-Beziehungen
im Bereich der Bewertung der biologischen Aktivitat von Molekiilen,

e algebraische Methoden bei der Beschreibung von Symmetrien von Molekiilen, Kri-
stallen und Quasikristallen,

e topologische, graphentheoretische und kombinatorische Methoden bei der Beschrei-
bung der Topologie chemischer Systeme wie der von Polymeren, der Bestimmung
der Zahl chemischer Isomere, sowie der Beschreibung chemischer Reaktionen, die bei
dem Aufbau von Datenbanken im Bereich der Synthese sehr hilfreich sind.

Um groflere chemisch interessante Systeme berechnen zu kénnen, ist neben einem wei-
teren Ausbau der Rechenkapazitit ein Zusammenwirken von Chemie und Mathematik
unumgénglich. Die folgenden Arbeitsgebiete wurden in der besagten Untersuchung des
National Research Council beispielsweise als vielversprechend eingestuft [80]:

e Numerische Methoden in der Theorie der Elektronenstruktur, unter anderem die Be-
rechnung und Abspeicherung grofler Zahlen von Zweielektronenintegralen in einer
gewihlten Basis, die Diagonalisierung grofler Matrizen, die Bestimmung effizienter
Suchverfahren fiir Minima und Sattelpunkte der Energiehyperfliche, die Konstruk-
tion und Auswahl geeigneter Basisfunktionen, die schnelle Konvergenz beziiglich
Grofle der Basis garantieren sollen, sowie Verfahren zur Berechnung von Fehler-
schranken fiir die Energie und andere molekulare Eigenschaften [80, S. 48].

e Die Verschmelzung der Quantenmechanik mit einfacheren Modellen [80, S. 51].
e Molekulardynamische Algorithmen [80, S. 53].

e Theoretische Chemie in Rdumen mit nichtganzzahligen Dimensionen [80, S. 65].
e Minimierung von Funktionen mit vielen Variablen [80, S. 68].

e Quanten-Monte-Carlo-Verfahren fiir die Losung der Schrédinger-Gleichung [80, S.
94].

e Die Berechnung von hochdimensionalen Integralen mit oszillierenden Integranden.

e Schnelle algebraische Transformationsmethoden [80, S. 105] wie zum Beispiel die
Fast Fourier Transformation (FFT) oder die Fast Multipole Method (FFM) [142,
143, 144, 296].

In der Chemie sind fast beliebig grofle Systeme wie zum Beispiel Makromolekiile oder
Polymere von Interesse, deren Struktur und deren Eigenschaften man derzeit eben auf-
grund ihrer Grofle nur unzureichend auf hohem theoretischen Niveau berechnen kann.
Daher wird in der erwidhnten Untersuchung die folgende Empfehlung ausgesprochen [80,
S. 118]:
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Interdisciplinary Research. The committee recommends that mathematics
and chemistry departments encourage and value individual and collaborative
research that is at the interface of the two disciplines. Such work has the
potential for significant intellectual impact on computational chemistry, and
hence on the future evolution of chemical research and its applications to
problems of importance in our society.

Genau an dieser Schnittstelle zwischen Chemie und Mathematik liegt die vorliegende
Arbeit.

1.2 Ubersicht iiber die Arbeit und Abgrenzung des
Themas

Untersucht werden Extrapolationsmethoden und ihre Anwendungen in der Chemie. Die
Methoden und die Anwendungen sind dabei in je einem eigenen Teil zusammengefaf3t.

Extrapolationsverfahren bilden ein rasch expandierendes Gebiet der Numerischen Ma-
thematik, mit Anwendungen auf Systeme linearer oder nichtlinearer Gleichungen, die Be-
rechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren von Matrizen, die Losung von Integral- und
Differentialgleichungen, Interpolation und Approximation, Statistik sowie Integration und
Differentiation. Das derzeitige Standardwerk vom mathematischen Standpunkt ist das
Buch von Brezinski und Redivo Zaglia [59]. Ndherungsverfahren liefern hiufig eine Folge
von immer genaueren Approximationen fiir bestimmte Groflen, das gesuchte Ergebnis ist
dann der Grenzwert dieser Folge. Bei den Folgenelementen kann es sich um Zahlen handeln,
wie zum Beispiel bei den Partialsummen unendlicher Reihen, aber auch um komplizier-
tere Objekte wie (endlichdimensionale) Vektoren und Matrizen, wie zum Beispiel bei den
Dichtematrizen bei der iterativen Losung der Hartree-Fock-Roothaan-Gleichungen, oder
gar um Funktionen und Operatoren, wie zum Beispiel bei der iterativen Lésung von In-
tegralgleichungen. Die Extrapolation von Funktionen- und Operatorfolgen wird in dieser
Arbeit allerdings nicht behandelt werden.

Extrapolationsmethoden sind relativ gut untersucht fiir Zahlenfolgen von einem Kon-
vergenztyp, wie man sie bei der Berechnung von Potenzreihen erhilt. Trotzdem gibt es
auch in diesem Bereich noch Spielraum fiir neue Verfahren, insbesondere im Bereich der
iterativen Verfahren, die leicht zu programmieren sind, deren theoretisches Verstéindnis
aber oft unzureichend ist. Hierzu sind Beitrdge in der vorliegenden Arbeit zu finden. Als
eine Anwendung dieser Methoden wird die Berechnung der Linienform spektraler Locher
diskutiert.

Schwieriger und weitaus weniger verstanden ist die Extrapolation von Orthogonalent-
wicklungen, deren prominentestes Beispiel die Fourier-Reihen darstellen. Fiir diese und
fiir Entwicklungen nach Orthogonalpolynomen werden umfangreiche Untersuchungen und
zahlreiche neue Methoden vorgestellt, deren Anwendung auf Multipolentwicklungen dis-
kutiert wird. Weitere Anwendungen im Bereich der Inversion der Laplace-Transformation
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konnen aus Platzgriinden nicht diskutiert werden (Vergleiche aber den Artikel von Ho-
meier [162]).

Im Bereich der Vielteilchenstérungstheorie finden spezielle Extrapolationsverfahren fiir
Zahlenfolgen eine Anwendung, die direkt auf das Problem zugeschnitten sind. Dies wird
in der vorliegenden Arbeit diskutiert. Nicht eingehen werden wir auf die Summation von
divergenten Storungsreihen, wie sie insbesondere von Weniger [78, 79, 368, 369, 372, 375,
374, 373, 377, 378] fiir anharmonische Oszillatoren untersucht wurde.

Die Extrapolation von Iterationsfolgen ist eine wichtiges Gebiet und fiir Zahlenfol-
gen recht gut verstanden. Als Anwendung wird die iterative Losung der inversen Dyson-
Gleichung in diagonaler Naherung zur Berechnung von korrelierten Quasiteilchenenergien
behandelt.

Die Extrapolationverfahren fiir Vektor- und Zahlenfolgen werden zunehmend unter-
sucht. Einen Beitrag dazu wird in der vorliegenden Arbeit durch Einfiihrung neuer Ver-
fahren geliefert. Als Anwendung wird die Konvergenzbeschleunigung von Iterationsver-
fahren behandelt, wie sie zur Losung der Ornstein-Zernike-Gleichung mit verschiedenen
Abschlufirelationen verwendet wird. Nicht eingegangen werden kann auf die Verwendung
dieser Verfahren fiir die iterative Losung von linearen Gleichungssystemen. [59]

Zusammenfassend kann man als Ziel der Arbeit angeben, Extrapolationsmethoden
besser zu verstehen, wobei auch neue Verfahren eingefiihrt und charakterisiert werden,
sowie die Niitzlichkeit dieser Methoden im Bereich der Theoretischen und Physikalischen
Chemie anhand ausgewéhlter Anwendungen zu demonstrieren.



Teil 1
Methoden






Kapitel 2

Bekannte Verfahren fiir Zahlenfolgen

In diesem Kapitel werden bekannte Extrapolationsverfahren fiir Zahlenfolgen diskutiert.
Zunichst werden Grundlagen zusammengestellt, die immer wieder im Verlauf dieser Arbeit
benotigt werden. Dann werden einige wichtige, bekannte Algorithmen vorgestellt, insoweit
sie fiir die vorliegende Arbeit bedeutsam sind. Es wird kein Anspruch auf Vollstéandigkeit
erhoben. Fiir iiber das Folgende hinausgehende Informationen muf3 auf die Literatur ver-
wiesen werden, insbesondere auf die Biicher von Brezinski und Redivo Zaglia [59] und
Wimp [394] sowie die Arbeiten von Weniger [368, 372, 375, 374], aber auch auf die Biicher
von Baker [15], Baker und Graves-Morris [16, 17], Brezinski [50, 51, 53, 57, 56], Graves-
Morris [135, 136], Graves-Morris, Saff und Varga [141], Khovanskii [207], Lorentzen und
Waadeland [231], Nikishin und Sorokin [263], Petrushev und Popov [283], Ross [299], Saff
und Varga [306], Wall [361], Werner und Buenger [387] und Wuytack [398].

2.1 Grundlagen

Folgen {s,}, die nur langsam gegen einen Limes s konvergieren, findet man in der Ma-
thematik und ihren Anwendungen in Naturwissenschaften und Technik sehr hiufig. Es
besteht daher ein Bedarf an Methoden, diese Konvergenz zu beschleunigen. Solche Folgen
kénnen beispielsweise Partialsummen unendlicher Reihen sein oder auch Iterationsfolgen.
In anderen Féllen treten divergente Entwicklungen auf, die man zu einem sinnvollen Er-
gebnis summieren muf. Dieses Ergebnis s nennt man dann den Antilimes. Von Interesse
sind demnach Methoden zur Konvergenzbeschleunigung, zur Extrapolation und zur Sum-
mation.

Leider ist keine einzelne Methode in der Lage, alle Probleme von diesem Typ zu 16sen,
die in der Praxis auftreten. Es wurden daher eine ganze Reihe von Methoden entwickelt.
Gute allgemeine Einfiihrungen in diese Methoden findet man bei Wimp [394], bei Weniger
[368] und bei Brezinski und Redivo Zaglia [59].

7
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2.1.1 Klassifikation von Zahlenfolgen

Um den Einsatzbereich der Methoden zu umreiflen, ist es niitzlich, die Problemkreise
klassifizieren zu konnen. Eine sehr hilfreiche Klassifikation ist moglich fiir Zahlenfolgen
{sn}2°,, deren Elemente die Beziehung

. Spy1 — S
lim —— = 2.1
A == (2.1)
erfiillen. Dann heifit die Folge linear konvergent fiir 0 < |p| < 1. Fiir p = 1 heifit sie
logarithmisch konvergent und fiir p = 0 heifit sie hyperlinear konvergent. Fiir |p| > 1
divergiert die Folge.

2.1.2 Allgemeines zur Konstruktion von Extrapolationsverfah-
ren

Wir diskutieren einige allgemeine Fragen der Beschleunigung langsam konvergenter Folgen
{sn}. Bei vielen der folgenden allgemeinen Erwigungen ist es unerheblich, ob es sich bei
den Folgenelementen um Zahlen, Vektoren oder Matrizen handelt.

Das Grundprinzip ist die Ausnutzung struktureller Informationen, die in den Daten
verborgen ist. Hat man diese Informationen extrahiert, kann man sie benutzen, um den
Grenzwert der Folge rascher auszurechnen. Das Resultat ist iiblicherweise eine Folgen-
transformation der Gestalt

Sp = tp
{sn}52,: Urspriingliche Folge, (2.2)

{t,}5°,: Transformierte Folge.

Die transformierte Folge konvergiert schneller, falls die Folgentransformation erfolgreich
war. Schnellere Konvergenz ist dabei als
t, — S

lim
n—o0 Sn — S

=0 (2.3)

definiert.

Dabei mufl man einerseits einen Weg finden, um den Typ der strukturellen Information
zu identifizieren, und andererseits die Information nutzen, um eine Folgentransformation
zu konstruieren.

Ein wichtiges gedankliches Hilfsmittel zur Beschreibung solch struktureller Informa-
tionen ist die Zerlegung

5p =5+ R, (2.4)

eines Folgenelementes in (Anti-)Limes s und Rest R,. Extrapolationsverfahren benutzen
bestimmte Informationen iiber den Rest, um ihn ginzlich oder ndherungsweise zu elimi-
nieren.
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Sowohl Identifikation als auch Ausnutzung der strukturellen Information kann man
mit dem Verfahren der Modellfolgen gemeinsam behandeln. In diesem Verfahren benutzt
man Modelle fiir den Rest. Dann sucht man Transformationen, die — fiir die resultierende
Modellfolge — die exakte Berechnung des (Anti-)Limes erlauben.

Wir beschreiben das Prinzip dieses Verfahrens nun etwas formaler. Man betrachtet
dabei Modellfolgen {o,} der Form

T
On =0+ my(ci,p;) — o=Tu(0n,...,0nsk|Di) - (2.5)
exakt

Hierbei hingt das Modell m,, des Restes von einer endlichen Anzahl von Koeffizienten c;
sowie von weiteren Parametern p; ab. Die Transformation 7" eliminiert die Koeffizienten ¢;
und erlaubt die exakte Berechnung des Grenzwertes o der Modellfolge {0, } als Funktion
einiger Folgenelemente o, ;. Die Transformation 7T ist spezifisch fiir das Modell und héngt
parametrisch von den p; ab.

Die Transformation 7" kann aber auch auf die Problemfolge s, angewandt werden.
Dann resultiert eine Folgentransformation

tn = Tu(Sny - -y Snak|pi) (gendhert) . (2.6)

Die Erwartung ist, daf§ die transformierte Folge {t,} schneller als die urspriingliche Folge
{sn} konvergiert, wenn diese Problemfolge in irgendeinem Sinne der Modellfolge dicht
benachbart ist und demnach durch die Modellfolge approximiert wird:

Sp R Op . (2.7)

Zur Charakterisierung des Restes benutzt man hiufig Ndherungen oder Abschitzun-
gen w, # 0 fiir den Rest, die im folgenden als Restabschdtzungen bezeichnet werden. Diese
sollten eine Beziehung der Art

lim R,/w, =c¢ (2.8)

n—o0

zumindest nidherungsweise erfiillen, wobei ¢ eine Konstante mit 0 < |¢| < oo bezeichnet.
Dann kann man etwas speziellere Modelle betrachten, bei denen der Modellrest m,, in
eine Restabschitzung w, # 0 und einen Korrekturfaktor i, (c;, m;) gemif

Op = 0 + Wy pin(Ciy m;) (2.9)

aufgespalten wird. Parameter sind jetzt die m;. Man kann natiirlich auch die Restabschét-
zungen w, als Parameter auffassen. Es ist allerdings oft sehr niitzlich, eine Abhingigkeit
der Restabschétzungen w, von den Elementen s, der Problemfolge zuzulassen. Extrapo-
lationsverfahren, die auf derartig faktorisierten Modellen basieren, werden wir als Levin-
artige Verfahren bezeichnen, da sie eine Methode von Levin generalisieren, die weiter unten
besprochen wird.
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In der Praxis benutzt man fiir Zahlenfolgen je nach Problemklasse meist auf Arbeiten
von Levin [222] und von Smith und Ford [328] zuriickgehende einfache Restabschétzungen
der Form

wp = Asp_q, (2.10a)
wn = As,, (2.10Db)
wn = (n+P)As,_y, (2.10c)
wp = —AsyAs,_1/A%s,_, (2.10d)

mit dem Differenzenoperator A, der gemé Af(n) = f(n+1) — f(n) auf n wirkt.

Diese Varianten der Restabschitzungen w, fiithren zu entsprechenden Varianten fiir
alle Folgentransformationen, in die Restabschéitzungen eingehen. Diese bezeichnen wir als
t-Variante im Falle von Gl. (2.10a), als - Variante im Falle von Gl. (2.10b), als u- Variante
im Falle von Gl. (2.10c) und als v-Variante im Falle von GL. (2.10d). Bis auf die v-Variante
sind diese Restabschéitzungen auch fiir Vektor- und Matrizenfolgen verwendbar. Andere
Methoden zur Gewinnung von Restabschitzungen werden gesondert besprochen.

Ein anderer erfolgreicher Zugang fiir die Konstruktion von Folgentransformationen ist
die Iteration einer einfachen Folgentransformation 7j:

Sp —> s — s — .. — s (2.11)

Dieses Konzept ist sehr erfolgreich im Falle von Zahlenfolgen [368, 370, 162, 160, 161].

Ein weiteres, relativ allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Folgentransformation
besteht darin, eine funktionale Abhéngigkeit s(z; p) zu postulieren, wobei die Funktion von
einem kontinuierlichen Argument z und einer Anzahl von Parametern p = (p;) abhingt.
Diese Funktion kann zum Beispiel ein Polynom in z sein, wobei die Parameter die Koef-
fizienten dieses Polynoms sind. Man fordert nun, daf§ s(z;) = s, fiir j = 0,1,...,n gilt.
Dies sind Interpolationsbedingungen. Hier ist x,, eine bekannte Hilfsfolge, die gegen einen
Wert ., konvergiert. Diese Bedingungen fixieren dann die Parameter p. Der (Anti-)Limes
s der Folge s, wird fiir nunmehr bekannte Parameter p’durch s(z.; p) approximiert. Wird
To = 0 verwendet, so sprechen wir von Eztrapolation bei Null. Wird x,, = oo verwendet,
so sprechen wir von FExtrapolation ber Unendlich.

Von besonderer Bedeutung sind fiir gegebene Folgentransformation T die Folgen {s,},
fiir die die Transformation den Grenzwert s exakt berechnet. Der Kern der Folgentrans-
formation T : {s,} — {t,} ist definiert als die Menge aller Folgen {s,}, die dies erfiillen,
fiir die also t,, = s fiir geniigend grofie n > N gilt, wobei s der (Anti-)Limes von {s,} ist.
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2.1.3 Rekursionsschemata

Sehr hiufig liefern Extrapolationsverfahren zweidimensionale Felder von Werten 7%, die
man in einer 7-Tafel anordnen kann:

To(o) T[)(l) TO(2)
Tl(o) T1(1) T1(2)
TQ(O) T2(1) T2(2)

. . . (2.12)
TTEO) T T(2)

n n

Der Index n wichst also, wenn man nach unten, der Index k, wenn man nach rechts
geht. In der ersten Spalte dieser Tafel steht sehr haufig die Folge der Inputdaten fiir das
Extrapolationsverfahren.
Es gibt nun meist Rekursionen, die bestimmte Elemente dieser Tafel miteinander ver-
kniipfen.
Wir diskutieren als Beispiel Rekursionen der Form
T® = @D, 7). (2.13)

n

Dies ergibt ein Rekursionsschema mit Dreiecksgestalt

T(k=1) (k)
oy (2.14)
Tn+1

Ist also die erste Spalte gegeben, so kann man sukzessive alle Elemente der zweiten Spalte
berechnen und so weiter. .

Man kann aber auch aus den Werten T,EJ_)]-, 0 < j < n einer Gegendiagonalen alle
Tafeleintrige der benachbarten Gegendiagonale T,E{Bl,j, 0 < j < n+1 berechnen, wenn

man entweder 7.7, oder Ts""") kennt.

Ausgehend von den n 4+ 1 Werten TU(O), . ,T,EO) der ersten Spalte kann man alle trans-
formierten Werte in der linken oberen Ecke der Tafel berechnen, die durch die Werte
7O TV T D T in einer Gegendiagonalen begrenzt ist. Der Wert T3™ nutzt
demnach den Informationsgehalt dieser n + 1 Elemente der ersten Spalte am besten aus.

Entsprechend beniitzt man hiufig Folgentransformationen der Struktur
{sn} — {TS" = T (50, .., 50)} (2.15)

im Falle von dreieckigen Rekursionsschemata.
Programmtechnisch hat das zur Folge, dafl man jeweils nur die Werte in geeigneten
Gegendiagonalen abspeichern muf}, um aus einem weiteren Element der urspriinglichen
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Folge die nichste Gegendiagonale und damit das nichste Element der transformierten
Folge zu berechnen.

Sind die Rekursionsschemata nicht von Dreiecksstruktur, so sind hiufig analoge Vor-
gehensweisen moglich, die allerdings etwas komplizierter zu programmieren sind. Wir ver-
weisen auf den Abschnitt 5.1.6, in dem ein Beispiel ausfiihrlich behandelt wird, sowie auf
die Literatur [368, 59].

2.2 Algorithmen

Wir besprechen einige wichtige Extrapolationsalgorithmen. Wir benutzen die Schreibweise
fiir das jeweilige Verfahren, die in der Literatur vorherrscht. Insbesondere wird hiufig —
im Gegensatz zur Indexanordnung wie in Gl. (2.11) — der Index n, der die transformierte
Folge numeriert, oben angebracht.

2.2.1 FE-Algorithmus

Viele bekannte Extrapolationsverfahren werden auf der Grundlage von Modellfolgen her-
geleitet. Eine sehr allgemeine Modellfolge ist

k
on =0+ Y a;gij(n), neNy, keN, (2.16)

=1

mit dem (Anti-)Limes o, reellen oder komplexen Konstanten a;, die die Rolle der zu elimi-
nierenden Koeffizienten spielen, sowie Funktionen g;(n), die den Parametern entsprechen.
Die g;(n) sind dabei Nullfolgen in n, falls die Modellfolge konvergiert. Schreibt man die-
se Gleichung fiir £ + 1 aufeinanderfolgende Folgenelemente o, ..., 0, nieder, so erhilt
man ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten o und a4, ..., a. Die Losung fiir
o kann man als Quotient zweier Determinanten darstellen:

gi(n) - qi(n+k)
o gr(n) - gr(n+k) (2.17)
1 ... 1
gi(n) - gi(n+k)
g(n) -+ ge(n+k)
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Anwendung auf eine Problemfolge {s,} liefert nun eine Folgentransformation

gi(n) -+ qgn+k)
EM — gr(n) - gr(n+k) (2.18)
1 ... 1
gi(n) -+ qgn+k)
Gl) o gn+b)

Diese Folgentransformation hat nach Konstruktion als Kern genau die Modellfolge (2.16).
Die Transformation ist bekannt als F-Algorithmus, der von verschiedenen Autoren ent-
wickelt und in allgemeinerer Weise von Havie [154] und Brezinski [52] studiert wurde.
Diese Folgentransformation ist auch als Brezinski-Havie-Protokoll bekannt [394, Kap.
10]. Eine gute Einfiihrung findet man im Buch von Brezinski und Redivo Zaglia [59, Ab-
schn. 2.1]. Man vergleiche auch [60]. Viele andere Extrapolationsverfahren sind Spezialfille
des E-Algorithmus.

Die numerische Berechnung der Transformierten E,ﬁ") stiitzt sich nicht auf die direk-
te Auswertung der Determinanten, sondern kann wesentlich effizienter und stabiler iiber
Rekursionen erfolgen. Dazu kann man den urspriinglichen Algorithmus von Brezinski [59,

S. 581]

EM — s, 9(()7,;) = g;(n), neENy, i €N (2.19a)
By — B
Em _ E,(;’_)l _ Wi) ) 1 '91(;1)1,1@ (2.19b)
91k — Ik
(n) (n) gl(anE1> - gl(cn)l' (n)
ng,li - ngil,i - (njrlz) (n; - gkn—1,ka i=k+1LE+2,.. (2.19¢)

E-1,k — 91k

verwenden. Dabei erfordert die rekursive Berechnung der E\™ also die HilfsgroBen g,(fi),

die man iiber ein relativ kompliziertes Rekursionsschema von Hilfsregeln aus den g;(n)
berechnen mu$.

Weniger Operationen fiir die Berechnung der E;”) erfordert der Algorithmus von Ford

und Sidi [123], der allerdings im Gegensatz zum Brezinski-Algorithmus die Kenntnis der
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GroBen ggi1(n), ..., gr+1(n + k) voraussetzt. Dabei definiert man
Un e Un+k
gi(n) ... gi(n+k)
n) ... n+k
P () = gr(n) 9 ( ) (2.20)
grs1(n) .. grni(n+k)

fiir jede Folge {ug, uy, ...} wobei die g;(n) unverindert bleiben sollen, selbst wenn sie von
den u, abhingen und die u,, gedindert werden. Dann gilt

‘I’(n)
B = ’(“n)(s) , (2.21)
v (1)
wobei die ¥ rekursiv mittels
\I](n-l-l) . \If(n)
qf,g")(u) _ k1 (1) ho (1) (2.22)

U (ge) — O (ge)

berechnet werden kénnen.

Selbst bei Verwendung des Ford-Sidi-Algorithmus handelt es sich um numerisch re-
lativ aufwendige Rekursionsverfahren. Durch Spezialisierung der g;(n) erhdlt man viele
einfachere Transformationen, fiir die jeweils ein wesentlich einfacheres Rekursionsschema
angegeben werden kann.

2.2.2 Shanks-Transformation und e-Algorithmus
Ein wichtiger Spezialfall des F-Algorithmus ist die Shanks-Transformation [314], die durch

Sn Ce Sn+k
As,, VAN Ny
Aspir—1 ... As _
e (Sn) _ nl-i-k 1 n-{Qk 1 (223)
As,, oo Aspig
Aspip—1 .. Aspiop
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definiert ist. Sie ergibt sich fiir g;(n) = As,,_1, wobei der Differenzenoperator A geméf3

Af(n)=f(n+1) = f(n) (2.24)
auf n wirkt.

Rekursiv und 6konomisch kann man die Shanks-Transformation durch den e-Algorith-
mus von Wynn [399] berechnen. Dieser ist durch das Rekursionsschema

™ _ o (m) _
fr:)l (1) 0 (jif) (n) (2.25)
o1 = €y + 1/[e — e ]

definiert. Die Elemente der e-Tafel mit ungeraden unteren Indizes sind Hilfsgréfien, die
mit geraden Indizes sind die eigentlich interessierenden Groflen, die mit den Shanks-
Transformierten iiber

e = ex(sn) (2.26)
verkniipft sind. Auflerdem gilt
e = 1/en(Asy) . (2.27)
Die Shanks-Transformation ist exakt fiir Modellfolgen der Form
k—1
S, = S+ Z cj Aspy;. (2.28)
j=0

Damit hingt zusammen, dafl der e-Algorithmus bzw. die Shanks-Transformation fiir Fol-
gen exakt sind, deren Terme sich als Linearkombinationen von Potenzen A7, \; € C,
mit polynomialen Koeffizienten darstellen lassen. Genau fafit dies der folgende Satz [59,
Theorem 2.18].

Satz 2.1
FEine notwendige und hinreichende Bedingungen, daf fiir alle n die Beziehung s = ex(sy,)
gilt, ist, daf} es Konstanten ag, ay, ..., a; mit ap # 0 und ag+ - - - + a, # 0 gibt, so daf fiir
allen

ag (sp —8) + -+ ag (Spax —5) =0 (2.29)

gilt, oder in anderen Worten, daf}

p m
Sp, = S+ ZAZ(TL)TZTL +Zcz(5m
q =1 1=0 (2.30)
+ > [Bi(n) cos(bin) + C;(n) sin(b;n)] exp(w;n)
i=p+1
mit r; # 1 fiir i = 1,...,p erfiillt ist, wobei A;, B; und C; Polynome in n sind, so daf,
falls d; fiirt = 1,...,p gleich dem Grad von A; plus Eins und fiir i = p+1,...,q gleich
dem Maximum der Grade von B; und C; plus Eins ist, die Beziehung

p q
m+> di+2 > di=k-1 (2.31)
i=1 i=p+1

gilt, mit der Konvention m = —1, wenn es keinen Term im ¢;, gibt (Kronecker-Symbol).
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Zusétzlich kann man die Shanks-Transformation, und demnach auch den e-Algorith-
mus, verwenden, um die obere Hilfte der Padé-Tafel iiber [314], [399]

ex(fu(2) = [n+ k/k]r(2), (k>0,n>0) (2.32)

zu berechnen. Das bedeutet, dafl man die Partialsummen
fu(z) = > ¢ 2 (2.33)
§=0

der Potenzreihe einer Funktion f(z) als Folgenelemente s, nimmt und als Eingabedaten
fiir die Shanks-Transformation beziehungsweise (in der Praxis) fiir den e-Algorithmus ver-
wendet. Als Ergebnis erhélt man rationale Funktionen, die Padé-Approximationen von
f(z), die als Quotient zweier Polynome py(z) und ¢,,(2) vom Grade ¢ beziehungsweise m
gemaf

[€/m];(2) = p(2) [ gm(2), (2.34)
gegeben sind, wobei die Taylor-Reihen von f und [¢/m]; soweit wie moglich {ibereinstim-
men. Es gilt also

f(2) = pe(2) [ am(z) = O™, (2.35)
Die Bedeutung von Padé-Approximationen und anderen rationalen Approximationen liegt
darin, daf} sie eine praktischen Weg fiir die analytische Fortsetzung von Potenzreihen au-
Berhalb ihres Konvergenzkreises bieten. Auflerdem kann man derartige Approximationen
benutzen, um die Singularitdtenstruktur von f(z) durch die Pole der rationalen Approxi-
mationen zu ndhern.
Eine Modifikation des e-Algorithmus ist der #-Algorithmus von Brezinski [46], der
sowohl fiir lineare als auch fiir logarithmische Konvergenz niitzlich ist.

2.2.3 Aitken-Verfahren
Der Spezialfall €5 = e1(sy,) ist identisch mit der A2-Methode von Aitken [4]

(Sn41 — Sn)2

1
s =, — e T E (2.36)
Diese hat den Kern
Sp =8+ ¢(Spt1 — Sn), neN. (2.37)
Tteration der A%.-Methode liefert das iterierte Aitken-Verfahren [394, 368, 59]
AP = s
(Algn+1) _ Al(cn))2 (2.38)

AL = AP -

Das iterierte Aitken-Verfahren sowie der e-Algorithmus beschleunigen lineare Konvergenz
und sind unter Umstinden auch fiir die Summation von alternierenden, divergenten Reihen
verwendbar.
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2.2.4 p-Algorithmus

Setzt man gy;_1(n) = z,'s, und gy;(n) = =z, im E-Algorithmus, so erhiilt man den

p-Algorithmus von Wynn [400], den man iiber die einfache Rekursion

Pl =0, p =,
n n+1 Tptk+1 — T 2.39
p§c+)1 = pgc—l '+ (7:1+1) (73 ( )
Pk — Pk

berechnen kann. Hierbei ist z,, eine Hilfsfolge, die fiir n — oo divergiert. Man wéhlt hiufig
x, = n+ 1. Der scheinbar kleine Unterschied im Rekursionsschema von e- und p-Algorith-
mus ist mit gewaltigen Unterschieden in der Anwendbarkeit verkniipft. Im Gegensatz zum
e-Algorithmus beschleunigt der p-Algorithmus logarithmisch konvergente Folgen, versagt
aber bei linear konvergenten Folgen und bei alternierenden divergenten Reihen.

Den Kern des p-Algorithmus bilden Modellfolgen der Form

Sk +apzk=t + .- 4 ay
S, —
B 7 7 L SRR o )

(2.40)

mit Koeffizienten a; und b;. Der p-Algorithmus ist infolgedessen mit rationaler Extrapo-
lation bei Unendlich verbunden.

2.2.5 Richardson-Verfahren
Betrachtet man die Modellfolge
Opn = 0+ 1T, + a2 + -+ + akxﬁ , (2.41)

die einer polynomialen Extrapolation bei Null entspricht, so ergibt sich als Folgentrans-
formation der Richardson-Extrapolationsprozef} [294]

To(n) =5, ,

(n)
Tk Ty — T T4

T _ T (2.42)
k — .
Tp+k — Tn
Das Richardson-Verfahren ergibt sich aus dem E-Algorithmus demnach fiir g;(n) = z%. Die
Hilfsfolge x,, konvergiert dabei fiir n — oo gegen Null. Man wiihlt hiufig x, = 1/(n + 1).
Richardson-Verfahren und p-Algorithmus sind besonders fiir logarithmische Konver-
genz geeignet.

2.2.6 BDG-Algorithmus und Osada-Verfahren

Als Modifikation des Aitken-Verfahrens fiir den Fall As, ~ An’~! mit bekanntem Expo-
nenten 6 < 0 (also fiir logarithmische Konvergenz) schlug Drummond [104] die Transfor-

mation
0 —1As,_1As,

24
0 A2Sn,1 ( 3)

/
S, = Sp —
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vor, die Bjorstad, Dahlquist und Grosse [34] geméf

B(()n) = Sn,
(n—1) A 1(n)
k+1 k

2k — 0 A2 B,(C"_l)

iterierten. Dies nennen wir den BDG-Algorithmus. Auf Arbeiten von Drummond [104]
und Osada [268] fufit die folgende Modifikation des p-Algorithmus:

ﬁfl = 0 ) pU = Sn,
- - k—6 2.45
n n+1
P = s+ D) A 28
Pk — Pk

Dies nennen wir das Osada-Verfahren.

Den BDG-Algorithmus kann man auch durch Tteration der Osada-Transformation ﬁgn)
erhalten [370].

Den Exponenten § kann man nétigenfalls zunéichst als Grenzwert der Folge [104]

(2.46)

bestimmen.
Diese Verfahren beschleunigen Folgen aus der Menge L. Diese ist definiert als die
Menge aller Folgen, die die Asymptotik

sp~s+nllcg+en™ den™? 410, (n — o) (2.47)
mit # < 0 und ¢y # 0 besitzen. Fiir eine solche Folge gilt [34]
B — s =0, (n — o00) (2.48)
sowie [268]

P — s =0((n+ k)", (n — 00) . (2.49)

2.2.7 Levin-artige Verfahren

Wir kommen jetzt zur wichtigen Klasse der Levin-artigen Verfahren. Ihr Prototyp ist die
Levin-Transformation [222]

k (kK (ﬂ+n—|—]) Sn+j
1)
(n) ]Zo 1) (]) (B+n+E)F1 w,y
£k (5; Sn;wn) - Tk R , (250)
S (-1 <k> (B+n+7) 1
i=0 i) (B+n+k)FET wyyy
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oder gleichbedeutend
AR[(B + 1) s, /wn]

(n) _
Wir verwenden die Schreibweise
uf™ (B, 50) = L (B, 50, (0 + B)Asp 1) (2.52)
fiir die u-Variante und
tl(cn) (ﬂa STL) = ‘Cl(cn) (ﬂa Sn,y ASnfl) (253)

fiir die ¢-Variante der Levin-Transformation. Die Modellfolge der Levin-Transformation
ist

on=0+wy(ag+a(n+8)""+--+ap(n+ ﬂ)l_k) ) (2.54)
Demnach kann die Levin-Transformation als Spezialfall des E-Algorithmus fiir g;(n) =
wp(n + B)177 aufgefalBt werden.

Ebenfalls zur Klasse der Levin-artigen Verfahren gehort die Weniger-Transformation
[368, Abschn. 8]

Ak[(ﬁ + 1)1 Sn/wn]
AF[(B+n)p-1/wn]

Dabei werden im wesentlichen nur alle Potenzen (n + 3)7 durch Pochhammer-Symbole
(n + 3); ersetzt. Eine weitere Transformation ergibt sich bei Ersetzung durch (—n — 3);
[368]. Diese Transformationen sind von besonderer Effizienz bei der Summation hochgradig
divergenter Reihen.

Einfache Dreitermrekursionen fiir die Z#dhler und Nenner der Transformationen von
Levin und Weniger findet man in der Literatur [368, 59].

Die d™-Transformationen wurden von Levin und Sidi [223] als Verallgemeinerung der
u-Variante der Levin-Transformation eingefiihrt. Ford und Sidi haben gezeigt, wie man
diese Transformationen rekursiv mit den W(™-Algorithmen berechnen kann. [123] Wir
beschreiben eine leicht modifizierte Variante der d'™-Transformation [323]:

Sindm € Nund R, € N fiir [ € Ny mit Ry < Ry < Ry < --- gegeben und v =
(n1,...,ny) mit n; € Ny. Dann ergibt die d™-Transformation eine Tafel von Né&herungen
A7) fiir den (Anti-)Limes A einer Folge A, mit Termen ug = Ay und u, = A, — A,_;
als Losung des Gleichungssystems

S™(B, sn,wn) = (2.55)

3

. K2 3 -
Ap, = Al(,m’” +> (R + a)k[Ak’luRl] Z A
1 i=0

. j<I<j+N, 2.56
) > Rty j (2.56)

mit & > 0, N = % ny und den N + 1 Unbekannten A{™7) und f;. Die [AFu,] sind
dabei iiber [A%u;] = uj und [A*fu;] = [AFu; ] — [AF1u,] definiert. Meist werden alle
ny gleich gewdhlt und demnach v = (n,n,...,n) gesetzt. Als transformierte Folge werden
in diesem Fall die Elemente Agnm’f?)’n) fiir n = 0,1, ... gew#hlt. Die u-Variante der Levin-

Transformation entspricht dann dem Spezialfall m =1, a = fund R, = [.
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Die d™)-Transformationen sind der wichtigste Spezialfall des von Sidi eingefiihrten
generalisierten Richardson-Extrapolationsprozesses (GREP) [317, 318, 324].

Trotz der Indextransformation / — R; kann man die d™-Transformationen auch als
Spezialfall der E-Transformation ansehen, die dann auf der Folge s, = Apg, operiert,
wobei die g;(n) allerdings aus den hoheren Differenzen von A, fiir » = R; berechnet
werden. Zum Beispiel verwendet man nicht A%s, ; = Ag,., — 2Ag, + Ag,_,, sondern
[Aug,] = Ag,4+1 — 2Ag, + Ag,—1. Auf diesen feinen Unterschied sollen auch die eckigen
Klammern um die Differenzen [A*u,] hinweisen. Diese Indextransformationen bewirken,
daB nur eine Teilfolge von {A,} zur Berechnung der transformierten Folge verwendet wird.
Dies kann verwendet werden, um die Stabilitéit der Transformation zu erhchen.

Offensichtlich kann man derartige Indextransformation fiir alle Levin-artigen Trans-
formationen verwenden. Dies werden wir spéter am Beispiel einer von uns eingefiihrten
Transformation, der H-Transformation diskutieren.

Die d™-Transformation wurde eingefiihrt, um die Konvergenz unendlicher Reihen zu
beschleunigen, deren Terme u, eine lineare Differenzengleichung m-ter Ordnung der Form

Uy = Zpk(r)Akur (2.57)
k=1
erfiillen, wobei die Koeffizienten asymptotische Entwicklungen
i > Pki
pr(r) ~ 'y =t (r — o00) (2.58)

besitzen, wobei die ganzen Zahlen i, die Ungleichungen ¢, < k erfiillen. Dies reicht im
wesentlichen aus, um

Ay~ A S rik ARy, ST R (2.59)

k=1 i=

fiir r — oo zu garantieren, wobei die ganzen Zahlen j; die Ungleichungen j, < k erfiillen.

[223, Theorem 2] In dieser asymptotischen Entwicklung erkennt man aber — abgesehen
von Indextransformationen — im wesentlichen die ersten Terme aus Gl. (2.56).

2.2.8 Overholt-Verfahren

Das Overholt-Verfahren wird durch das Rekursionsschema

vim = s, (2.60a)
V](gn) — (ASTL‘}’I@*I)]‘:V;W:EI) B (Asn‘Fk)kV](CnJI (260b)

(A3n+k—1)k - (A3n+k)k

fiir k € N and n € Ny definiert. Diese Rekursion hat die oben diskutierte Dreiecksstruktur.
Das Overholt-Verfahren ist fiir die Beschleunigung von Iterationsfolgen s, = f(z,)
von Bedeutung. Es gilt der folgende Satz:
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Satz 2.2
[59, Theorem 2.33] Wenn das Overholt-Verfahren auf eine Folge s, mit (Anti-)Limes s
angewandt wird, fiir die

dn+1 = aldn + Clei + ..o+ ardg + ... (261)

mit d, = s, — s und ay # 1 gilt, dann gilt fiir alle n und k

Vk(n) =5+ ak,kdﬁ—i—l + ak,k+1dﬁ+2 +... (2.62)
mit ay; = a; und
b+
Ok+1,k+1 = W[(al — Daggprr — (b + D)ag agy] - (2.63)
-0

Dies héngt mit Iterationsfolgen folgendermafien zusammen: Die Konvergenz gegen
den Fixpunkt s, = f(s.) kann man fiir geniigend glatte Funktionen f durch Taylor-
Entwicklung geméafl

Spi1 = f(sp) = F(8)+ f'(s)(sn —8) + ...+ (p—8)" +... (2.64)
studiert werden. Dies kann als nichtlineare Differenzengleichung erster Ordnung fiir den
Fehler d,, = s, — s geméif

Ap1 = ardy + apd® + ...+ ad) + ... (2.65)

aufgefait werden, wobei a; = f'(s) gilt und die Konstanten a, unabhingig von n sind.
Wie von Walz [363] gezeigt, impliziert dies die asymptotische Entwicklung

d, = craq™ + o0 + ..., (n — 00) (2.66)

mit von n unabhéngigen Konstanten ¢,. Die Iteration konvergiert also, falls —1 < f'(s) =
ay < 1 gilt und der Startwert sy geniigend dicht am Fixpunkt s liegt.

Wie Satz 2.2 zeigt, kann man durch das Overholt-Verfahren also die fiihrenden Fehler-
terme eliminieren und so die Konvergenz der Fixpunktiterationen beschleunigen. Es gilt
ndherungsweise

Vk(n) — s ak,kclf“agkﬂ)n (2.67)
fiir grofle n, verglichen mit
Sp — S & cral . (2.68)
Demnach ergibt sich
Vk(n) —5
Sp — S k0 (2.69)

mit Cj, = ay, xck. Ist der Fixpunkt stabil, so gilt |a;| < 1 und die Konvergenz fiir n — oo
wird desto mehr beschleunigt, je grofler k ist.
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Allerdings ist diese Abschétzung fiir festes k£ und laufendes n in der Praxis nicht so
entsche1dend( da man dort festes n und laufendes £ betrachtet. Denn man verwendet meist
VO , V1 ,V 0 ... als transformierte Folge. Dies entspricht der Folgentransformation

{sn} — {Vn(O) = Vn(o)(SO, ceey 3n+1)} (2.70)

Dadurch wird der Informationsgehalt der Iterationsfolge maximal ausgenutzt, was in vielen
Féllen zu verbesserter Konvergenz fiihrt.



Kapitel 3

Iterative Folgentransformationen

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse von [160, 164, 163] vor.

Viele bekannte Folgentransformationen kann man als Spezialfall des E-Algorithmus
verstehen. Der Kern dieser Transformationen ist von der Form der Gl. (2.16) fiir be-
stimmte Funktionen g;(n), die haufig explizit bekannt sind. Dann kann man stets den
E-Algorithmus fiir die Berechnung verwenden, der allerdings ein relativ kompliziertes Re-
kursionschema besitzt und damit numerisch relativ aufwendig ist. Deshalb ist es stets
vorteilhaft, bei spezieller Form der g;(n) nach alternativen Algorithmen zu suchen, die
eine einfachere Berechnung erlauben.

Ein anderer Zugang zu Folgentransformationen ist die Iteration einfacher Folgentrans-
formationen. Dann erhilt man numerisch effiziente Verfahren. Es treten dabei allerdings
zwei Probleme auf. Zum einen ist fiir die meisten dieser iterativen Folgentransformationen
der Kern unbekannt.

Zum anderen gibt es methodische Schwierigkeiten. Es gibt in der Regel verschiedene
Moglichkeiten, die Iteration zu fiihren und in jeder Stufe der Iteration eine einfache Fol-
gentransformation zu wéhlen. Diese werden im Abschnitt 3.1 genauer dargestellt.

Im allgemeinen sind fiir die zugrundeliegenden einfachen Transformationen die Kerne
bekannt. Bei der Iteration der Transformationen wurde bisher nicht bedacht, wie die Kerne
der verschiedenen Transformationsstufen in Beziehung gebracht werden kénnen, um eine
problemangepafite iterierte Folgentransformation zu erhalten. Hier setzt nun das Prinzip
von der hierarchischen Konsistenz an, in dem man Hierarchien von Modellfolgen betrach-
tet und auf jeder Stufe der Iteration eine einfache Folgentransformation wihlt, die zur
Hierarchie pafit. In dieser Weise kann man die oben besprochenen methodischen Schwie-
rigkeiten bei der Konstruktion iterierter Folgentransformationen 16sen oder zumindest auf
das einfachere Problem reduzieren, geeignete Hierarchien zu finden.

Das Konzept der hierarchischen Konsistenz wird in Abschnitt 3.2 eingefiihrt. Es wur-
de konsequent durchgefiihrt fiir die vom Autor eingefiihrte 7-Transformation, die in Ab-
schnitt 3.3 im Detail vorgestellt wird. Diese Transformation héingt von Hilfsfolgen {r{¥)}
mit £ € Ny ab. Die Hilfsfolgen sind verkniipft mit der Wahl der Hierarchie der Modell-
folgen. Fiir jede Wahl der Hilfsfolge erhédlt man andere Hierarchien und damit andere
Formen der [J-Transformation, die sich hinsichtlich ihrer numerischen Eigenschaften und

23
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ihrem Anwendungsbereich unterscheiden. Ferner héngt die [J-Transformation von Rest-
abschitzungen w, ab. Fiir verschiedene Problemklassen sind verniinftige Restabschétzun-
gen bekannt. Die Verwendung verschiedener Restabschitzung fiihrt zu einer Anzahl von
Varianten fiir jeder spezielle, einer Hierarchie angepafite J-Transformation. Es verwundert
daher nicht, daf} sich die J-Transformation als eine sehr flexible und allgemeine iterative
Folgentransformation herausstellt. Die J-Transformation subsummiert eine ganze Klas-
se von Transformationen. Viele Spezialfille konnen in einer natiirlichen Weise eingefiihrt
werden.

Die J-Transformation erlaubt aufgrund ihrer Konstruktion die Abtrennung der Frage
der problemangepafiten Restabschéitzung von der Frage nach einer adiquaten Wahl der
Hierarchie.

Es stellt sich heraus, dafl man den Kern der [J-Transformation allgemein angeben kann.
In die entsprechende Darstellung gehen nur die Hilfsfolgen {r{")} und die Restabschitzun-
gen w, ein, nicht aber irgendwelche Transformationen aus anderen Stufen der Iteration.
Damit ist auch der Weg frei fiir eine theoretische Analyse der Konvergenzbeschleunigungs-
eigenschaften der J-Transformation. Ferner kann man auch Determinantendarstellungen
fiir die J-Transformation finden, die wichtige Hilfsmittel fiir ein mathematisches Verstéind-
nis der Eigenschaften der Transformation darstellen. Als Folgerung ergibt sich ein relativ
allgemeiner Zugang fiir die Bestimmung solcher Darstellungen fiir iterative Folgentrans-
formation.

Durch die Methode der hierarchischen Konsistenz ergibt sich ein formaler Rahmen
fiir die Konstruktion von iterativen Folgentransformationen. Je nach Wahl der zugrun-
deliegenden einfachen Folgentransformation ergeben sich mehr oder weniger verschiedene
Klassen von Folgentransformationen, die von dhnlicher Allgemeinheit wie die J-Transfor-
mation sein sollten. Die Methode der hierarchischen Konsistenz ist also von allgemeiner
Natur. Im Falle der [J-Transformation erlaubt sie, die Eigenschaften grofier Klassen von
iterativen Folgentransformationen gleichzeitig zu diskutieren. Fiir alle Transformationen,
die in das Schema passen, erhélt man Ausdriicke fiir den Kern, Determinantendarstellun-
gen, verschiedene rekursive Algorithmen sowie eine relativ grundlegende Konvergenzana-
lyse ohne groflen zusétzlichen Aufwand.

Zusétzlich zu diesen mehr theoretischen Vorteilen stellt sich heraus, dafl die Wahl
problemangepaBter Hierarchien aufgrund einfacher, heuristischer Uberlegungen maglich
ist. Als Konsequenz erhélt man Algorithmen, die wenig numerischen Aufwand erfordern
und trotzdem sehr gute Konvergenzbeschleunigungsergebnisse vorweisen kénnen.

3.1 Zur Konstruktion iterativer Folgentransformati-
onen
Viele bekannte Folgentransformationen wurden auf der Basis von Modellfolgen erhalten.

In dieser Zugangsweise konstruiert man eine Methode so, dafl man mit einer endlichen
Anzahl von Operationen den Limes oder Antilimes der Modellfolge aus einer Anzahl ih-
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rer Elemente exakt berechnen kann. In vielen Fillen héngen die Modellfolgen linear von
Koeffizienten ab, die bei der Berechnung eliminiert werden. Dann erhélt man als Folge
der Konstruktion einen linearen Raum von Modellfolgen, den Kern. In Verallgemeine-
rung dieser Bezeichnungsweise versteht man unter dem Kern einer Folgentransformation
die Menge aller Folgen, fiir die Transformation exakt ist. Dieser Raum von Folgen ist also
nicht notwendig linear. Die Methode liefert also das exakte Resultat fiir Folgen aus diesem
Raum. Wenn man sie auf andere Folgen anwendet, ergibt sich eine Folgentransformation.
Solche eine Folgentransformation liefert eine neue Folge, die dann gut konvergieren sollte,
wenn eine Modellfolge des Kerns ein gutes Modell fiir die urspriingliche Folge ist.

Eine Folgentransformation sollte demnach um so allgemeiner anwendbar sein, je um-
fassender ihr Kern ist. Deshalb verwendet man haufig Modellfolgen, die von vielen Para-
metern abhédngen.

Alternativ kann man viel einfachere Modellfolgen betrachten, die zu sehr einfachen
Folgentransformationen der Form

D= f({sa),  nel (3.1)

gehoren. Hier ist f eine einfache Funktion, die von einer kleinen Zahl von Elementen
der urspriinglichen Folge {s,} abhéngt und daraus ein Element der transformierten Folge
{s(D} berechnet. Dann kann man in naheliegender Weise die einfache Folgentransforma-
tion iterieren, indem man

sE=F({sP, (k21 (3:2)

setzt.

Ein einfaches Beispiel ist die Iteration der beriihmten A%2-Methode von Aitken [4]. Man
erhilt so das Rekursionsschema (2.38), mittels dessen man die transformierten Grofien
Afﬂn) durch k-fache Tteration der Transformation (2.36) aus einer gegebenen Folge {s,}
berechnet.

Man beachte, dal die Anordnung der Indizes beziiglich Hoch- und Tiefstellung in Gln.
(2.38) und (3.2) verschieden ist. Die Anordnung in Gl. (3.2) entspricht mehr der Vorstel-
lung, da man Abbildungen bzw. Transformationen von Folgen hat, s,, s’ = sl s" = s(2),

.., wihrend die Anordnung in Gl. (2.38) die ist, die in der Literatur iiber das iterierte
Aitkenverfahren meist verwendet wird. Hier und im folgenden benutzen wir die Anordnung
aus Gl. (3.2) aufler fiir etablierte Verfahren. Fiir diese benutzen wir die in der Literatur
iibliche Anordnung. Wir bemerken, daf eine in diesem Punkt &hnliche Vorgehensweise in
dem Buch von Wimp verwendet wurde, da dort auch beide Anordnungsweisen gemischt
verwendet werden (vgl. [394, S. 73, Gl (1), S. 138, Gl. (1)]).

Wir bemerken, daf§ die A%-Methode aus Gl. (2.36) exakt ist fiir die sehr einfachen
Modellfolgen, die in Gl. (2.37) angegeben sind. Diese Modellfolgen enthalten eine einzige
Konstante in linearer Weise, der Kern ist ein linearer Raum.

Wenn das iterierte Aitken-Verfahren (2.38) eine gegebene Folge {s,} gut extrapolieren
soll, sollte die Modellfolge (2.37) fiir alle Stufen der Iteration ein gutes Modell sein:

AP = 54 0 (AT AP e, mete. 33
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Hier bedeutet e,(cn) einen als klein angenommenen Fehlerterm. Wenn auf irgendeiner Stu-
fe k der Iteration ek ) fiir alle n verschwindet, dann sind die Transformationen Ak 4 fiir
[ > 1 exakt. In der Praxis ist ein solches Resultat einer exakten Bewelsfuhrung relativ
schwer zugénglich, da geschlossene Ausdriicke fiir die héheren Iterierten Ak (also solche
mit hheren Werten von k) normalerweise nicht verfiigbar sind. Dies zeigt, daf} es norma-
lerweise sehr schwierig ist, explizite Darstellungen fiir den Kern iterierter Algorithmen zu
finden. Man vergleiche dazu auch [62].

Zusétzlich ist die Konstruktion der iterierten Folgentransformation nicht eindeutig
vorgegeben, wenn man nur die zugrundeliegende einfache Transformation (3.1) als An-
haltspunkt hat. Anstelle der Definition (3.2) fiir die iterierte Transformation kann man
mit gleicher Berechtigung auch eine explizit k-abhéingige Regel

s+ — £ ({s}), k€N (3.4)

verwenden, solange nur f, = f gilt. Beispielsweise konnte man anstelle des iterierten
Aitken-Verfahren (2.38) modifizierte iterative Algorithmen der Form

A =,
n+1) —g(n
A, 7 x, AT ALY (3:5)
+ Z](;H_Q) . QZ](;H_U + Z](gn)

verwenden, die von weiteren Parametern X abhéngen, wenn nur X, = 1 gilt. Man konnte
zum Beispiel X = (2k + 1)/(k + 1) verwenden. Ob diese modifizierten Algorithmen
fiir bestimmte Probleme niitzlich sind oder nicht, kann man nicht a prior: entscheiden.
Interessanterweise wurden Algorithmen mit einer zu Gl. (3.5) sehr dhnlichen Struktur
schon untersucht [34, 370].

Weitere Vieldeutigkeiten bei der Konstruktion iterativer Folgentransformationen kon-
nen in zwei Fillen entstehen:

1. Es gibt verschiedene Formeln, die fiir die Berechnung der zugrundeliegenden Trans-
formation zueinander dquivalent sind, die aber zu verschiedenen iterierten Algorith-
men fiihren.

2. Die zugrundeliegende Folgentransformation héngt von n direkt oder indirekt iiber
zusitzliche Hilfsfolgen ab.

Beispiele fiir solche Vieldeutigkeiten findet man in [370].

Iterative Folgentransformationen sind oft sehr einfach und schnell zu berechnen. Sie
sind flexibel, da sie auf einfachen Modellen basieren, die man leicht an spezielle Probleme
anpassen kann. Iterierte Transformationen haben auch eine einfache Konvergenztheorie,
sofern man sich auf eine einzige Stufe der Iteration beschrinkt. Dies kann man sich am
Beispiel des Kerns (2.37) der A%-Methode von Aitken klarmachen. Die Konstruktion von
iterierten Transformationen ist jedoch nicht eindeutig, explizite Formeln fiir den Kern
der vielstufigen iterierten Folgentransformation sind in der Regel schwer zu finden und
Konvergenzbeweise sind ebenfalls schwierig.



3.2. HIERARCHISCHE KONSISTENZ 27

Man kann also in Bezug auf diese Eigenschaften iterierten Folgentransformationen
einerseits und Folgentransformationen auf der Basis der Modellfolge (2.16) andererseits
mehr oder weniger komplementéire Eigenschaften zusprechen.

Man sollte sich in diesem Zusammenhang vor Augen halten, dafl es keine universelle
Folgentransformation gibt, die fiir jede gegebene Folge zur Konvergenzbeschleunigung
fiihrt. Die Existenz einer solchen universellen Transformation wére ein Widerspruch zur
Theorie der Remanenz [89]. Trotzdem kann man sich die Frage stellen, ob es mdoglich ist,
eine iterative, vom Rechenaufwand her einfache iterierte Folgentransformation zu finden,
die einen grofien Anwendungsbereich hat (indem man geeignete Varianten der Transfor-
mation betrachtet), und fiir die man den Kern explizit angeben kann. So kénnte man
die Vorteile beider oben beschriebener Verfahrensweisen kombinieren. Dies ist mit der
Einfiihrung der J-Transformation gelungen, die im Abschnitt 3.3 ausfiihrlich besprochen
wird. Doch zuvor soll das Konzept der hierarchischen Konsistenz von iterierten Folgen-
transformationen eingefiihrt werden, mit dem man die Vieldeutigkeitsproblematik bei der
Konstruktion solcher Transformationen angehen kann.

3.2 Hierarchische Konsistenz

Dieser Abschnitt stiitzt sich im wesentlichen auf [160).

Wie im Abschnitt 3.1 gezeigt, ist das Hauptproblem bei der Bestimmung iterativer Fol-
gentransformation, wie die zugrundeliegende einfache Folgentransformation iteriert wer-
den soll. Es sollte eine Rechtfertigung dafiir geben, die einfache Transformation wieder
und wieder zu benutzen. Es kann nétig sein, Parameter der einfachen Transformation
abzuindern und so eigentlich auf jeder Stufe der Iteration eine andere Variante der einfa-
chen Transformation zu benutzen. Man kann nun herauszufinden versuchen, ob die einmal
transformierte Folge von dhnlicher Form ist wie die Modellfolge, fiir die die zugrundelie-
gende einfache Folgentransformation exakt ist. Um diese Frage genauer zu untersuchen,
verallgemeinern wir die Modellfolge zu einer Hierarchie von Modellfolgen. Modellfolgen,
die hoher in der Hierarchie sind, sind komplizierter und enthalten mehr Parameter als
die weiter unten. Eine Folgentransformation, die durch Iteration einer zugrundeliegenden,
parameterabhéngigen einfachen Transformation entsteht, heifit “hierarchisch konsistent”
oder “konsistent zur Hierarchie”, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Die zugrundeliegende einfache Transformation ist exakt fiir die Modellfolgen zuun-
terst in der Hierarchie.

2. Die Anwendung einer geeigneten Variante der einfachen Transformation auf eine
Modellfolge, die hoher in der Hierarchie steht, fithrt zu einer einfacheren Modellfolge,
die tiefer in der Hierarchie steht. Deren Parameter werden “renormierte Parameter”
genannt.

Durch die wiederholte Anwendung der einfachen Transformation, jeweils mit der Itera-
tionsstufe angepafiten Parametern, kann man also in der passenden Hierarchie von Mo-
dellfolgen zu immer einfacheren Modellfolgen hinuntersteigen, bis man schliellich bei der



28 KAPITEL 3. ITERATIVE FOLGENTRANSFORMATIONEN

Modellfolge der einfachen Transformation selbst ankommt. Verfolgt man jetzt den Weg der
Iteration riickwérts, so kommt man zu Aussagen iiber die komplizierteren Modellfolgen,
fiir die die iterierte Folgentransformation exakt ist.

Dies wird im folgenden formal beschrieben. Sei {0, (¢, 7)}2, eine konvergente Modell-
folge, die abhéingig von einem Koeffizientenvektor ¢ € C* und weiteren Parametern p ist.
Thr Grenzwert o(p’) sei von ¢ unabhéngig und mittels der einfachen Folgentransformation

T(@) - {on(@ D) }nZ0 — {0 ()}l (3.6)
exakt berechenbar. Sei {{c(®(¢®, 50)|¢ € C*” Y2} eine Familie von Modellfolgen, so

daB die Dimensionen a(*) der Koeffizientenriume streng monoton mit dem Index £ wachsen.
Auflerdem seien die Folgen mit kleineren Indizes ¢ durch die mit groferen Indizes darstell-
bar: Fiir gegebenes ¢ < L und jedes ¢ > ¢ und ¢ < L sei jede Folge {c(9 (e, 79)} als
eine Modellfolge {o) (), 7))} darstellbar, wobei man &) aus ) durch die natiirli-

che Einbettung e 5 ¢ erhilt. Wenn man jetzt fiir £ > 0 durch
T(EY) : {o @, 7N}y — {of V@V, 7)1, (3.7)

die verschiedenen Stufen der Hierarchie ineinander abbilden kann, so ist die iterierte Fol-

gentransformation
TO =TFD) o T(FW)o...0o T(HFY) (3.8)

hierarchisch konsistent und bildet Modellfolgen mit oberem Index ¢ auf konstante Fol-
gen ab, sofern die einfache Folgentransformation fiir die Modellfolgen {o(® (¢ 5©)} =
{o,(¢,p)} exakt ist. Als Folgerung kann man Modellfolgen angeben fiir die iterierte Fol-
gentransformation 7. Man sollte sich auch vergegenwirtigen, da die Zahl der unbe-
stimmten Koeffizienten in den Modellfolgen mit jeder Anwendung der einfachen Folgen-
transformation geringer wird.

Beispiele fiir diesen Formalismus werden wir noch zeigen. Zu deren Verstindnis sei
schon jetzt angemerkt, dal man die Stufe der Iteration mittels L — ¢ abzéhlen muf}. Die
Stufe der Iteration und die Hierarchieebene verdndern sich also gegenlidufig. Dies bedeutet,
dafl man dann eine gute Extrapolation auf den Limes von der iterierten Folgentransfor-
mation erwarten kann, wenn sich die transformierten Folgen im Laufe der Iteration immer
mehr der sehr einfachen Modellfolge annéhern, fiir die die zugrundeliegende einfache Trans-
formation exakt ist.

Besonders wichtig ist, dafl die Parameter p der einfachen Folgentransformation auf
jeder Stufe der Iteration andere sind. Fiir vorgebene Hierarchie werden diese Parame-
ter gerade so gewihlt, dafl die jeweils betrachtete iterierte Folgentransformation hierar-
chisch konsistent ist. Fiir gegebene Hierarchie ist das Vieldeutigkeitsproblem damit gelost.
Natiirlich mufl man nun das Problem der Wahl problemangepafiter Hierarchien angehen.
Dieses Problem kann man aber leichter formal behandeln.

Zum Schluf dieses Abschnittes sei bemerkt,dafl man die Forderung (3.7) auch dahin-
gehend abidndern kann, dafl man nur fordert, da3 die Abbildung fiir n — oo asymptotisch
gilt. Das bedeutet, dal die Anwendung der zugrundeliegenden Folgentransformation auf
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ein Mitglied {o()} der Hierarchie der Modellfolgen eine neue Folge {7()} ergibt, die nicht
selbst zur Hierarchie gehort. Man verlangt jedoch, daf die {7()} asymptotisch fiir groBe
n gegen eine passende Modellfolge der Hierarchie gehen:

T(5) ({00 (@0, 59)}) = {7} ~ {o D@0, 5 D)) (3.9)

[teriert man nun, so steigt man zumindest asymptotisch in der Hierarchie hinunter bis zum
Kern der zugrundeliegenden einfachen Transformation. Fiir eine derartige Vorgehenswei-
se im Rahmen einer asymptotischen hierarchischen Konsistenz sind Konvergenzbeweise
schwieriger anzutreten. Wir beschrinken uns daher im folgenden auf hierarchische Konsi-
stenz im engeren Sinne.

3.3 Die 7J-Transformation

3.3.1 Heuristische Herleitung
Wir betrachten die sehr einfache Modellfolge

Op = 0 + CWhy, neN. (3.10)

Hier ist o der Limes (bzw. Antilimes), w, ist eine Restabschitzung mit w, # 0 und
Aw, # 0, und c ist eine unbekannte Konstante. Diese kann man eliminieren und dann den
Grenzwert o aus den Folgenelementen o, berechnen:

Ao,

— A1
Aw, ’ (3.11)

0 =0, — Wy,
mit dem Differenzenoperator aus Gl. (A.13).

Dies kann als Folgentransformation aufgefafit werden, die die Modellfolge {0, } auf die
konstante Folge {o} abbildet:

T({wn}) {on}zy — {o,0,...}. (3.12)

Die Folge der Restabschétzungen spielt die Rolle der zusitzlichen Parameter p, die im
vorhergehenden Abschnitt betrachtet wurden.
Bei Anwendung auf Folgen {s,} erhélt man als Folgentransformation

Tn)): (k2o — (s =50 wngn} (3.13)

Bevor wir die Iteration von T" besprechen, gehen wir kurz auf die Restabschéitzungen
ein. Dies wird in spiteren Abschnitten dann noch vertieft.

In Gleichung (3.13) kann man verschiedene Restabschitzungen verwenden, zum Bei-
spiel w, = As, 1 oder w,, = (n + #)As, 1 in Analogie zu den ¢- und u-Transformationen
von Levin [222]. Fiir die Wahl w,, = As,, die von Smith und Ford [328] vorgeschlagen
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wurde, wird GI. (3.10) identisch zur A%.-Transformation von Aitken [4]. Levin schlug auch
die Wahl w, = —As,As,_1/A?s,_; vor. Fiir jede Folgentransformation, die auf Rest-
abschitzungen w, basiert, bekommt man entsprechende Varianten. Wir erinnern daran,
daf} diese als t-Variante im Falle w, = As,_1, als u-Variante im Falle w,, = (n + 3)As,_1,
als t-Variante im Falle w, = As,,, und als v-Variante im Falle w, = —As,As, 1/A%s,
bezeichnet werden. In diesen Féllen hingen die Restabschédtzungen von den s, ab, und
man erhélt nichtlineare Folgentransformationen.

Man kann zum Beispiel auch w, = (n+ )~ fiir positive Konstanten o und 3 wihlen.
Héngen die Restabschitzungen wie in diesem Beispiel nicht explizit von den Folgenele-
menten s, ab, und man erhélt im allgemeinen lineare Folgentransformationen. Dies kann
man am Beispiel der Transformation (3.13) explizit ablesen.

Wir bemerken, daf} die Transformation (3.13) in den folgenden, mathematisch dquiva-
lenten Weisen geschrieben werden kann, die zu unterschiedlichem numerischem Verhalten
entsprechender Computerimplementationen fithren kénnen:

As,

!
S = Spi1 — Wnel——
n n+1 n+1 9
Aw,
Sni1Aw, — wpi1As,
Aw, ’

o Wn+18n — Sn+1Wn

Wn+15n — Sn4+1Wn
)

Wn41 — Wnp
_ [5n+1/wn+1] — [Sn/wn]

[1/wn 1] = [1/wn]

Dies ist #ihnlich zu den vielen verschiedenen Darstellungen fiir Aitken’s A%-Verfahren [368,
S. 223, Gln. (5.1-6)-(5.1-12)].

Die Transformation (3.13) ist in der Form identisch zum ¥-artigen Algorithmus 9(¢,,)
zur Folgentransformation ¢, = s,, + w, (siehe [54, p. 381]).

Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie die einfache Folgentransformation (3.13) iteriert
werden kann. Der Begriff der hierarchischen Konsistenz war in Abschnitt 3.2 eingefiihrt
worden. Um dieses Konzept heuristisch anzuwenden, mufi man eine Hierarchie von Mo-
dellfolgen einfiihren, die eine Verallgemeinerung der einfachen Modellfolge (3.10) sind. Auf
diese wenden wir dann die Transformation (3.13) an und untersuchen, ob die Bedingungen
der hierarchischen Konsistenz erfiillt sind.

Zunichst betrachten wir ein einfaches Beispiel. Eine relativ naheliegende Verallgemei-
nerung von (3.10) ist

sn=s+wn(co+cl/(n+ﬁ)), neNy,s>0. (3.15)

Dies entspricht den ersten beiden Termen einer Poincaré-artigen asymptotischen FEnt-
wicklung statt der einfachen Konstante c¢. Im Sinne einer Ausnutzung von Gleichung (3.7)
wenden wir die Transformation (3.13) auf Gl (3.15) an, um herauszufinden, unter welchen
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Bedingungen die einmal transformierte Folge die Form der einfachen Modellfolge (3.10)
hat. Das Resultat ist

WnWnt1 1

Aw, (n+B)(n+p+1)

s =s+c (3.16)

Dies ist tatsdchlich von der Form (3.10), wenn man die Restabschitzungen renormiert.

Dazu mufl man
; WnWnil 1

" Aw, (n+B)(n+B+1)

setzen. Wie im Abschnitt 3.2 schon angekiindigt, mufl man also die Parameter fiir eine
erneute Anwendung der einfachen Transformation renormieren, was in unserem Falle be-
deutet, dafl man je nach Stufe der Iteration andere Restabschitzungen verwenden sollte,
die man aber aus denen friiherer Stufen berechnen kann. Im Sinne einer weiteren Verallge-
meinerung kann man auch zulassen, dafl in Abhéngigkeit von den Iterationsstufen andere
Werte fiir # verwendet werden. Man erhélt so den folgenden iterierten Algorithmus:

(3.17)

W

O s =,
Agk)
k+1) _ (k) _ k) n
Sp, = S, Wy, Aw,gk) ) (318)
k
k1) — wr(zk)wfﬂzl 1
" AwF (n+ Br)2

Wegen des Pochhammer-Symbols vergleiche man Gl. (A.9). Die Werte 3y, 51, ... sind po-
sitive Zahlen, beispielsweise von der Form

B = 0B+ kv, B>0,7v>0. (3.19)

Man kann auch komplizierte Modellfolgen wihlen, die zu anderen Hierarchien fiihren. Eine
Moglichkeit ist die Wahl
Sp =S+ Wy (co + clrn) ) (3.20)

Die Hilfsfolge {r,} wird als Nullfolge angenommen. Anwendung der einfachen Transfor-
mation (3.13) ergibt

] wnwn—i—l
— 5 — o AL, 3.21
s, =8—0 Ao, r (3.21)
Dies ist von der Form der Modellfolge (3.10) fiir die Wahl
! wnwn-i-l
_ Ar, | 3.22
T T A, (3.22)

Auf jeder Stufe k der Tteration kann man eine unterschiedliche Hilfsfolge {r{¥)} wihlen,
die die Rolle der {r,} der letzten Gleichungen spielt. Setzt man noch

o) = Arlk) (3.23)
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erhélt man so den iterativen Algorithmus

SnO) = Sn, w7(10) = Wn,
As®)
Snk+1) _ Sglk) B wnk)Asnk) :
T (3.24)
o(k+D) Wy, "Wni 5(k)
n (k) “n >
Awr,

jrsk)({sn}ﬂ {wn}a {Tr(zk)}) = 87(7,k) .

Hier wird, wie auch im folgenden Text, angenommen, dafl w, # 0, Aw, # 0, Awl¥) #£0
und &%) = 0 fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen n und k erfiillt ist. Dies wird spiter
noch genauer untersucht. Auflerdem werden spéter die Modellfolgen angegeben, fiir die die
Transformation exakt ist, womit dann auch die Hierarchie fiir beliebige Iterationsstufen
vollsténdig definiert wird.

Fiir die Berechnung von J{¥)({s,}, {ws}, {r{¥}) werden die Folgenelemente {s,,}*_,,

l - o
{wnts Y- und {{5,},}550}1=5 benstige:

({8nt Yoo {wnai Yoo, (100 FEHTR) — TW ({sn}, {wn}, {rP}) - (3.25)

Um die Notation iibersichtlicher zu gestalten, werden diese Details in der Notation fiir die
J-Transformation im folgenden unterdriickt.

Die iterative Folgentransformation (3.24) wurde zuerst in [162] eingefiihrt und in [160,
164, 163] genauer untersucht.

Wir bemerken, dafl die verschiedenen Ausdriicke in Gl. (3.14) zur Berechnung der
J-Transformation herangezogen werden konnen, mit unterschiedlichen Auswirkungen auf
die numerische Stabilitit der Berechnung.

Aufgrund der Verwendung von Restabschitzungen w, gehort die J-Transformation
nicht nur zur Klasse der iterativen, sondern auch zu den Levin-artigen Folgentransforma-
tionen. Man kann also durch geeignete Wahl von w,, eine Anzahl von wichtigen Standard-
varianten erhalten. Wir definieren die ¢-Variante als

TE {sn}, {rl}) = T s} {Asna 3 {rP}) (3.26)
die ¢-Variante als
T {sn}, fri}) = TE ({sa}, {Asa}, {r}) (3.27)
und die u-Variante als
UP (o, {50}, {rY) = TF {sn}, {(n + @) As, 1} {rP}) (3.28)

Als ebenfalls sehr wichtig hat sich die Wahl der Hilfsfolgen {r(*)} herausgestellt. Wir
definieren fiir # > 0 und p > 1 die Transformationen

W30 (B, {sud {wn}) = T ({sud {wn} {1/ (0 + B+ (0 = DR)Y) (3.29)
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mit der ¢-Variante

yTB, {52}) = p TP (B, {sn}, {Asni}) (3.30)
der ¢-Variante
yT (8, {sn}) = oI (B, {50}, {Asn}) (3.31)
und der u-Variante
yUP (@, 8, {sn}) = 3P (B, {sn} . {(n + ) As,_1}) . (3.32)

In [162] wurde die Bezeichnung 3% (3, {s,}, {w,}) fiir den Spezialfall

I8, {sn} {wn}) = TP ({su} {wn}, {1/ (n + B)}) (3.33)

verwendet.

3.3.2 Alternative Algorithmen zur Berechnung der J-Transfor-
mation

Zusitzlich zum definierenden Rekursionsschema (3.24) existieren weitere Algorithmen zur
Berechnung der J-Transformation. Diese wurden in [160] untersucht. Auf diesen Ergeb-
nissen fuflt der vorliegende Abschnitt.

Um den ersten der alternativen Algorithmen herzuleiten, definieren wir

1 s(k)
k) _ k) _ °n
D® = WGE N = @ (3.34)

Unter Verwendung der letzten Teilgleichung von Gl. (3.14) kann man schreiben

(k) /,(k) k)
stht1) — Alsy” fwn”) = AN, . (3.35)
" A(l/wP)y — ADP

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man also s#*1) = N +1) /DE+1) oleich setzen. Es
folgt, daB DU+ = o [AD®] und N+ = ¢ [ANKF)] mit denselben Konstanten a(*)
gelten. Die Bestimmung dieser Konstanten stiitzt sich auf die Beobachtung, dafl

[DEHI] = 60 (A /wfP)]! = 60 [ADF)! (3.30)

n n

gilt. Dies folgt aus Gl. (3.24). Auf diese Weise folgt, daf D% und N®) beide die Drei-
termrekursion

AX )
= 2 (3.37)

(k+1)
. o5

n
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erfiillen. Unter Beriicksichtigung von Gl. (3.23) ergibt sich der folgende Algorithmus zur
Berechnung der [J-Transformation:

Pty _ ADY
n 6%]9) Y
wei) _ AN (3.38)
n - 6%]9) )
Nk
jgzk)({sn}a {wn}a {T,Slk)}) = Dszk) :

Diese Darstellung zeigt, dafl die Verwandschaft zu Levin-artigen Transformationen [222,
368] nicht nur insofern besteht, dal Restabschitzungen verwendet werden, sondern auch
insofern, dafl Zéhler und Nenner separat mit der gleichen Rekursion berechnet werden
konnen, die sich nur hinsichtlich der Anfangswerte unterscheiden. Hierin zeigt sich auch
eine Ahnlichkeit zu dem alternativen Berechnungsverfahren fiir den E-Algorithmus, das
Ford und Sidi [123] eingefiihrt haben. Dies wird spéter genauer diskutiert.

Die J-Transformation kann auch in einem Operatorformalismus dargestellt werden.
Hierzu fiihrt man den verallgemeinerten Differenzenoperator

1
k) —
vk = @A (3.39)
ein, der auf n-abhingige Folgen wirkt. Damit kann man schreiben
V=g k=2)  vOis, /w,
TO{sa}, {wn, rP}) = Y2V n 50/l (3.40)

vEIYED v fw,]

wie man durch Vergleich mit dem alternativen Algorithmus (3.38) sieht. Es gilt auch

N =sBjwl = VEITED VO, ], (3.41)
D =1/u®) = vhDyE-2) g0/, (3.41D)

Gleichung (3.40) kann man mit dem Operatorformalismus von Weniger [368, Abschn. 7-9]
vergleichen. Dort werden Folgentransformationen vom Typ

sk) — P(sn/wn)

. = m (3.42)

betrachtet, mit Operatoren P der Form
P(f(n)) = A¥py_i(n) f(n)], (3.43)

wobei pi_1(n) ein Polynom vom Grade k£ — 1 in n bezeichnet. Die Levin-Transformati-
on [222] wird beispielsweise von diesem Schema erfafit. Der Operatorzugang wurde von
Brezinski und Mitarbeitern aufgegriffen [58, 60, 62].
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Es gibt einen weiteren Algorithmus fiir die Berechnung der [J-Transformation. Die
Groflen

X0 — x(0)
—(k K B (3.44)
Xk = 5050 5k=D) x&) - peN,
erfiillen die Rekursionsbeziehung
T 2 AXO)
s ... §k=1) — (3.45)

keN,

wenn die X(¥) die Gleichung (3.37) erfiillen. Die J-Transformation kann demnach auch
iiber den Algorithmus

D‘nl) = ADD An . (
. 5510)5511) 5%}@—1) - -
an+1 = 6(0) 6 1) . 6(k_1) DEZI:)»I D(k) , ]{; € N,
- g 01)5?1 " ,5(gj11) . - (3.46)
(k+1) _ o ?1) n(k S (k+)1 _ N®) , keN,
n 5n+15n+1 e 5n+_1 n n
N &)
(k) (F)1y — _n
T {on} fend (Y = S

erfolgen. Dies zeigt auch, daf die J-Transformation ebenfalls iiber die Quotienten
fO=60/60, ke, (3.47)

oder iiber deren inverse Produkte

q)nk) — [f 0)f7(11) . _f(k—l)]—l : keN (3.48)

definiert werden kann. Man kann die Transformation also auch iiber die Rekursionsbezie-
hungen

k+1) _ k) k
Dy, : (O)f(l) . f(k—l) Dn+1 - Dgz) ) keNy, (3 49)
1 - - :
(k+1) _ (k) A7)
N = oy Nk - N, ke,

jy(zk)({sn}a {wn}v {rgzk)}) = A?k)

n
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und
/15;0) =1/w,, NO = Sp/Wn
DD —o®WDH D L eN,,
ﬁnk+1) _ @nk)ﬁ;kll _ ﬁglk) : EeN,, (3.50)
AT (k
T {5 fwal, (1) = %
definieren.

Die alternativen Algorithmen (3.49) und (3.50) erlauben die Diskussion von Trans-
formationen, die sich als Grenzfall fiir n — oo ergeben. Diese Grenztransformationen
sind wichtig in der formalen Theorie der Regularitit und der Beschleunigungseffekte von
Transformationen linearkonvergenter Folgen von Germain-Bonne [131], die in [368] wei-
ter ausgebaut wurde. Die Anwendung dieser Theorie auf die J-Transformation und die
Grenztransformationen werden spéter diskutiert.

Es sei bemerkt, da die verschiedenen Rekursionsschemata unter Verwendung von
gleichen Rekursionen fiir Z&hler und Nenner sowie die definierende Darstellung (3.24)
jeweils Rekursionen vom Dreieckstyp sind. Rekursionsbeziehungen von diesem Typ haben
die Struktur

TB =T,
TH= T T ke

fiir ganzzahliges v und wurden von Brezinski und Walz [65] untersucht. Die Konsequenzen
dieser Beobachtung werden ebenfalls spéter betrachtet.

Eine wichtige Folgerung aus den Ergebnissen dieses Abschnittes ist, daf§ der numerische
Aufwand zur Berechnung der 7-Transformation fiir gegebene §(*) im wesentlichen derselbe
ist wie fiir die Berechnung der Levin-Transformation [368, Abschn. 7.5]. Folglich kann man
die J-Transformation sehr giinstig berechnen. Weitere numerische Fragestellungen werden
in folgenden Abschnitten diskutiert.

(3.51)

3.3.3 Allgemeine Eigenschaften der J-Transformation

Man sieht leicht ein, das die J-Transformation invariant unter Translation und homogen
in s, ist. Sie ist demnach quasilinear [55],[59, Abschn. 1.4]. Die folgenden Sitze gelten
[160]:

Satz 3.1
Die J-Transformation ist quasilinear, das heifit, es gilt

T ({As + B} {wn}, {riV}) = AT ({sn} {wn}, (1)) + B (3.52)
fiir beliebige Konstanten A und B.

Satz 3.2
Die J-Transformation ist multiplikativ invariant in w,, das heift, es gilt

T {sa}, ACwn} Ari"}) = T ({sn} {wn}, {17} (3.53)
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fiir jede Konstante C' # 0.

Beweis: Diese Sitze folgen direkt aus der Definition (3.24), da die zugrundeliegende Fol-
gentransformation (3.13) diese Eigenschaften hat. U
Ein einfaches Korollar ist

Satz 3.3
Die T-, T- und U-Transformationen sind quasi-linear, das heifit, es gilt

TE{Asy + BYL{rPY) = AT {s.}, 1P} + B,
T ({Asy + By {r¥) = AT ({s,}, PP} + B, (3.54)
UP (B, {Asn+ B}, {rP}) = AUP (B, {s}, P} + B

fiir alle Konstanten A # 0 und B.

Schlielich bemerken wir, dal n-unabhiingige Faktoren der Hilfsfolge {r{®)} keinen Einfluf
haben:

Satz 3.4
Die J-Transformation ist multiplikativ invariant in rg“), das heifit, es gilt

T {sa} Awa}, {ow - 117} = T {sn} {wn} 7)) (3.55)

fiir alle Konstanten oy, # 0.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, da} die [J-Transformation iiber den
Algorithmus (3.49) berechnet werden kann, der nur von den GroBen f*) aus GI. (3.47)
abhiingt. Denn diese Quotienten sind invariant unter der Skalierung r*) — ayr(#). O

Fiir die folgenden Betrachtungen nehmen wir an, daf§ die Hilfsfolgen {r{®)} fest vorge-
geben sind. Uns interessieren Bedingungen an die Wahl der Restabschitzungen {w,}, die
garantieren, dafl die J-Transformation wohldefiniert ist.

Unter diesen Voraussetzungen hingt die Transformation J*) nur von den (2k + 2)
Zahlen {s,;}i_y und {w,1;}5_; ab. Man kann also schreiben

jgc) = Fglk) (sna Sn41y .-y Sntk ‘ Why W1y - - - 7wn+k) (356)
und die Transformation als Abbildung

Tk, CHt x Y® —C,

n 3.57
((xla---’xk+1)a(y1a---ayk+1))—> ngk)($1a---a$k+l ‘ y1,---,yk+1) ( )

auffassen. Hier ist Y(¥) eine geeignete Untermenge von C**': Da die J-Transformation
von den Inversen der Restabschitzungen w, abhingt, ist eine notwendige Bedingung, daf}
keine Komponente irgendeines Vektors in Y*) verschwindet. Unter dieser Voraussetzung
folgt aus der Darstellung (3.40), daB8 J*) eine stetige Funktion von {wnys i ist, wenn
VEDYED w0 /0] £0 (3.58)

n n n
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gilt, das heifit, wenn der Nenner in GIl. (3.40) nicht verschwindet. Das ist #quivalent zu

der Aussage, da T'(*) eine stetige Funktion von (yi, ..., yp.1) ist, wenn
VEDYE=2) g0 /0y, 40 (3.59)
(Wn"“9wn+k):(yl7---9yk+1)
erfiillt ist. Wir definieren also
k41
Y® = die O T] y; # 0 und (3.59) gilt. (3.60)
7=1

Dann ist T'®) definiert und stetig auf C*+' x Y*). Anstelle von Gl. (3.59) kann man auch
die dquivalenten Bedingungen

SO . s gD gk-2) O]/, 0 3.61
O50) ... 51 -1y v,,[/w]\(Wn,___,w:(yl,___M7& (3.61)
oder
D) 0 3.62
n ‘(wna'“awn+k):(yla"':yk+1)% ( )

verwenden. Wir bemerken, da D® = §O§( ... 5,=1DDE die Nenner in Algorithmus
(3.46) sind. Demnach sind die erlaubten Werte von {w,} so einzuschréinken, da§ diese
Nenner nicht verschwinden.

Wir erinnern daran, da§ die J-Transformation iiber die Rekursionsbeziehung (3.49)
berechnet werden kann, die von den Grofen ®*) abhingt, die in Gl. (3.48) definiert sind.
Wenn wir annehmen, daf} fiir alle £ € N die Grenzwerte

A O R e R (3:63)
n+1Yn+1 n+1

existieren (es gilt stets 5 = 1), dann kann man eine Transformation 7 als Grenzwert fiir

grofle n durch das Rekursionsschema

f)g’) =1/w,, JQIS’) = Sp/Wn ,

DIV =@, DY), - DY, ke,
NFD =, N - N ke, (3.64)

FO (s} () ) =
D

n

definieren. Diese wird im folgenden als Grenztransformation bezeichnet. Da die Koeffizi-
enten der Rekursionsbeziehungen nicht mehr von n abhiingen, sieht man, daf A/%), D)
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und J ,(f) von n nur implizit via s, und w, abhdngen, aber nicht explizit. Demnach kann

man ﬁg’“) als eine Funktion der (2k + 2) Zahlen {s,4;}¥_o und {w,;}_, auffassen,

jslk) = fk('sna Sn41y -5 Sn+k | Wns Wntt,-- - 7wn+k> ) (365)
oder auch als eine Funktion
lg‘ki (Ck+1 X YO'k — C R
o (3.66)
((1‘1, e ,$k+1), (yla . -,yk+1)) — Ik ($1, cos Tt | Y1y e ,yk+1> .

Hier ist \o('k eine geeignete Teilmenge von C**': Man muf

£0 (3.67)

verlangen. Dann ist T’y definiert und stetig auf C*+! x Y, mit

Yovk — {@76 (Ck-i-l

kffyj # 0 und (3.67) gilt.} (3.68)

J=1

Ziahler und Nenner der Grenztransformation (3.64) erfiillen die gleichen Rekursionsbezie-
hungen, die man auch als verallgemeinerte Differenzengleichung auffassen kann. Zusétzlich
sind sie lineare Funktionen der Anfangswerte fiir £ = 0. Folglich kann man sie durch die
gleiche Linearform

k+1
L@ =3 1" v, 7= (v1,...,000) € CHL (3.69)
=1
darstellen. Diese Linearform wird angewandt auf den Vektor (1/wy,,...,1/w,x) im Falle
der Nenner und auf den Vektor (s,/wn, ..., Spik/wnik) im Falle der Z&hler. Es gilt

o Lk((xl/yla---;xk+1/yk+1)) .

k= (3.70)
Le((1/y1, - 1/yesn))
k41
Fiir H vj # 0 kann man schreiben
7j=1
Li((v1, ..., vp1)) = DY (3.71)
(woyeeoswk)=(1/v1,.., 1/ Uk 1)
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Gleichung (3.64) impliziert, da§ die Koeffizienten l;k) nur von den Limiten ®,..., P
aus Gl. (3.63) abhéngen. Mit der Darstellung (3.70) ergibt sich sofort, dal die Grenztrans-

formation f“k fiir konstante Vektoren exakt ist,

o}

Tre(c, ¢ Y1y Yps1) =, (3.72)

und daf Io‘k eine lineare Funktion und damit eine homogene Funktion ersten Grades der

ersten (k 4+ 1) Argumente ist. Ferner folgt, daf s multiplikativ invariant in den letzten

(k + 1) Variablen ist und demnach eine homogene Funktion nullten Grades in diesen
Variablen.

Verfihrt man vollig analog fiir ['®¥) wobei man von dem Rekursionsschema (3.50)
ausgeht, so erhilt man die Darstellung

k) _ L® ((xl/yl, . ,$k+1/yk+1))

n (3.73)
L7(1k) ((1/y1, ey ]-/yk:—i—l))
von I'® iiber die Linearform
k41
LO@) =3 1%,  dedt, (3.74)
j=1

deren Koeffizienten lslkg jetzt von n abhingen und stetige Funktionen der Gréfen &)
aus GI. (3.48) sind. Folglich ist T*) linear in den ersten (k + 1) Variablen. Ferner ist die

Transformation exakt fiir konstante Folgen, das heifit, es gilt

Fglk)(c,c,...,c‘yl,...,ka):c. (3.75)
Die Koeffizienten der verschiedenen Linearformen sind iiber
. (k) _ (k)
lim 15 =1 (3.76)

verkniipft, falls die Grenzwerte (3.63) fiir alle k& € N existieren. Ferner kann man die
Bedingungen (3.62) und (3.67) als

LO((1/y1,- - 1/ yrgn)) #0 (3.77)
im Falle von I'® und Y(*) beziehungsweise als
Lk((l/yla R 1/yk+1)) #0 (3.78)

im Falle von I, und Y, formulieren. Unter Verwendung von Gl. (3.76) ergibt sich aufler-
dem, daf} die Bedingungen 3/ € \o('k und ¥ = lim,,_, », 7, die Relation 7, € \o('k fiir geniigend

grofle n implizieren. Wir bemerken, dafl \o('k und Y%’“) offene Mengen sind.

Insgesamt haben wir damit den folgenden Satz bewiesen:
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Satz 3.5
(J-0) T aus Gl. (3.24) kann als stetige Abbildung T'*) auf C**' x Y(¥) angesehen werden,
wobei Y) in (3.60) definiert ist.

(J-1) Aufgrund der Sitze 3.1 und 3.2 ist T*) eine homogene Funktion vom ersten Grade
in den ersten (k + 1) Variablen und eine homogene Funktion vom nullten Grade in
den letzten (k + 1) Variablen. Fiir alle Vektoren # € C**' und i € Y und fiir alle
komplexen Konstanten A und pu # 0 gilt demnach

(3.79)

(J-2) T®) ist linear in den ersten (k+1) Variablen. Fiir alle Vektoren # € Ck+! 3 € Ck+!|
und ij € Y®) gilt also

IM@E+ 2| =TP@E 9 +TPE ) (3.80)

J-3) Fiir alle konstanten Vektoren é = (¢, ¢, ...,¢) € CF*1 und alle Vektoren ij € Y gilt
n &

i

—
=

3

Zlip =c. (3.81)

(J-4) Wenn die Grenzwerte (3.63) fiir alle k € N existieren, dann gibt es eine Grenztrans-

formation f‘ r geman

Te(Z] ) = lim TW(Z|5), FeC* jev, (3.82)

n—oo

die stetig auf CF*1 x Y}, ist, wobei Yy, in GI. (3.68) definiert ist. Auflerdem ist die

Grenztransformation I, ebenfalls homogen und linear gemés (J-1) und (J-2). Ferner
ist sie exakt auf konstanten Vektoren gemif Gl. (3.73).

Im folgenden soll die Linearform L, genauer charakterisiert werden. Fiir jede Konstante
p # 0 kann man

DO = (3.83)

setzen. Dann ergibt die direkte Anwendung des Algorithmus (3.64)
. -1
DY = p" " TI1(®; — ), (3.84)
=0

was man durch vollstindige Induktion nach [ zeigt. Gleichung (3.71) impliziert

Le((11/p, ™)) = 07 TL@; = ). (385)

§=0
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Durch Koeffizientenvergleich von

k—1 k
[L(@—p) =3 p{"p (3.86)
§=0 J=0
und
k

kann man jetzt die Koeffizienten l§k) der Linearform Lj; bestimmen. Damit ergibt sich das
folgende Lemma:

Lemma 3.6
(i) Das Polynom p* Lk((l, 1/p,.. .,p*k)) in p hat die Nullstellen ®y = 1, ®¢, ..., ®;.

(ii) Sei p # 0. Dann ist die Bedingung (1, p, p?, ..., p*) € \?’k dquivalent zu p & {®g, D,
., D)

(iii) Wenn die Koeffizienten pgk) durch GI. (3.86) und die Koeffizienten lg-k) durch GL.
(3.69) definiert sind, dann gilt

k k
1 — b (3.88)

firk>0und1<j<k+1.

Im folgenden Lemma wird eine Eigenschaft der Grenztransformation Io‘k bewiesen, die

spater fiir den Fall linearer Konvergenz benotigt wird.

Lemma 3.7 . .
Die Grenztransformation Ty, erfiillt fiir ¢ # 1 und (1,q, ..., ¢*) € Y}, die Gleichung

1,q,...,qk> = . (3.89)
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Beweis: Gleichungen (3.69) und (3.70) implizieren

k41 ) Jj—2
-
k—1 Z 7 q™ Z q"
[k (0; a,...,a Z qJ 17 q, 7qk> = ]:2k+1 =
= > 17
7=1
k1 ‘ ‘
S —g ™
a j=1
— 3.90
l—q  How (3:90)
> lia
j=1
2
>l
_ Y )y =
1 _ q k+1
(k) 1—
lj qg’
7=1
Da
k+1
S = Ly((1,1,...,1)) =0 (3.91)
j=1

gilt als Folge von Lemma 3.6, folgt Gl. (3.88). O
Mit Levin-artigen Transformationen teilt die [J-Transformation die folgende Eigen-
schaft [328, Lemma 1, S. 227]:

Lemma 3.8
Wenn fiir eine gegebene Folge s, mit Grenzwert s die Restabschédtzungen w, bis auf

eine Konstante ¢ # 0 exakt sind, was gleichbedeutend mit w, = c(s, — s) ist, dann gilt
TE ({s,}, {wn}, {r®)}) = s fiir allen und k > 0.

Beweis: Satz 3.1 ergibt

TE Wb Awad, {r}) = 5+ T ({50 = s} {wad, 1)) (3.92)
Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet als Folge von Gl. (3.40) und s,, — s =

wy/c. O

Als einfache Folgerung kann man zeigen, daf} die verschiedene Varianten der [J-Trans-
formation fiir die geometrische Reihe exakt sind. Bekanntermaflen ist diese Tatsache be-
deutsam in der formalen Theorie von Germain-Bonne [131, 368].

Satz 3.9

Die J-Transformation ist exakt fiir die geometrische Reihe, wenn man die Folge {w,} so
wahlt, daB s, = s + cw, mit ¢ # 0 gilt. Dies ist erfiillt fiir w, = As,_1, fiir w, = As,
oder fiir w, = —As,As, 1/A?s, ;. Dies impliziert, daf} die t-, {- und v-Varianten der
J-Transformation fiir die geometrische Reihe exakt sind.
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Beweis: Wenn s, = s + cw, gilt, folgt die Aussage aufgrund von Lemma 3.8. Diese
Gleichung gilt jedoch fiir die die t-, - und v-Varianten. Dies folgt aus den Beziehungen

As, = ¢", A?s, = ¢ /(g —1), (3.93)
fiir die Partialsummen
"o 1 =gt As,As,
Sn :jzoqj = 17_(1(] =s5—q"Ms=5—-5A5,=5—5¢As, | =5— ﬁ (3.94)
der geometrischen Reihe
; 1
s=> ¢ =—, lg < 1. (3.95)
— 1—gq
j

In allen betrachteten Fillen ist (s, — s)/w, demnach gleich einer Konstanten ¢. U

Wir bemerken, daf§ dieser Satz in Anbetracht von Satz 3.11, Gl. (3.102) fiir beliebige
rk) gilt.

Ab jetzt wird die Notation

n—1 n;—1 niyr—2—1

2 =2 2 (3.96)

n>N>Ng 1> >N 4p—1 n;=0n;4,=0 ny4r—1=0

fiir positive k£ und [ benutzt. Leere Summen werden als Null angenommen.

Lemma 3.10
Man nehme an, daB fiir alle n € Ny der Quotient (s, — s)/w, als eine Reihe der Form

o0

L N D DR Sl (3.97)
Wn j=1 n>ni>ng>->n; !
mit ¢y # 0 ausgedriickt werden kann. Dann gilt
s — 8 3 (k) SO0 . 5G=1)
(k) = Cp + Z Cj Z 5nk+15nk+2 s 5nj . (398)

Wn j=k+1 NONpp 1 >Ngp2> >N
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Beweis: Dies ergibt sich bei Anwendung des Operators V¥~DV =2 ... v0) auf (s, —

$)/wp. Dabei verschwinden alle Terme mit Koeffizienten ¢y, - - -, cx_; geméB
n—1 n—1 ni—1
VEDTED VO ey +e; 300 46 3 60 S 60
n1=0 n1=0 no=0

n>ni>ng>>Ng_q

I > 591)55112) . .5211—?)) —

(3.99)

n>ng>:>ng_1

+
_|_ - + Cr—1 Z 5%12) e 55{2?)) —
_|_

- + Cr—1 Z 5%2:&) e 55{2?)) —

n>ng>>np_q

Man erhalt

VE-DTED YO — ) o] =+ 3 o 3 S0 S+ L G-

Ng+1 " Nk42 n;
j=k+1 N>Nf 1 >Ngp2> >N

(3.100)
Es gilt jedoch

3.3.4 Der Kern der J-Transformation

In diesem Abschnitt studieren wir den Kern der [7-Transformation. Das Ziel ist demnach,
alle Folgen {s,} zu finden, fiir die die Transformation den (Anti-)Limes s exakt mit endlich
vielen Operationen liefert.
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Satz 3.11
Der Kern der Transformation J®) : {s,} — {J®)} ist gegeben durch die Folgen der Form
n—1 n—1 ni—1
Sn=s5+wy|coter Y 6D+ > 60 N s
n1=0 n1=0 no=0 (3102)
TSI . =)
n>ni>no>->Ng_1

mit Konstanten cg,- -+, Cp_1.

Beweis: Fiir eine Folge der Form (3.102) folgt aus Gl. (3.101)

n—1 n—1 ny—1
(59 — 5) e = {v;k—1>v;k—2> VO gt ¥ i e Y a0 S 6
n1=0 n1=0 no=0
T | Z 55201)55112) .. .5;’2—1)

n>n1>na>->Nnp_q

(3.103)
Die Darstellung (3.99) impliziert in Verbindung mit (3.40), dal der Ausdruck in den ge-
schweiften Klammern verschwindet und demnach die Transformation fiir die Folge (3.102)
exakt ist:

s = TP {sn}s {wad {rP}) = 5. (3.104)
Wenn umgekehrt Gl. (3.104) gilt, dann folgt aus GI. (3.40)

AVED w05, ] = sAVED .. vO[1 /] . (3.105)
Dies ist gleichbedeutend mit

VI T O sy fun] = sTED VO] 4+ (3.106)

n n

mit irgendeiner Konstante c_;. Verwendung der Definition von V*~2) fiihrt auf
AVED VO (s, /w,] = sAVED .V O1/w,] + ¢ 16F2 (3.107)

Summation iiber n resultiert in

n—1
VED VO[5, fw,] = sVED VO w] + e Y 6E D 4. (3.108)

n Ng—1
ng—1=0

Ahnlich kénnen alle Operatoren V) nacheinander fiir immer kleinere j eliminiert werden.

Dies fiihrt schlielich auf GI. (3.102). O
Man betrachte Modellfolgen der Form

K—k—1
s =54 w® 3 Pk (3.109)

Jj=0
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mit @ # 0 und Hilfsfolgen ¢\*) mit ¢{f) = 1. Fiir k = 0 hiingen die Modellfolgen von

K unabhingigen Koeffizienten cg ) ab. Diese Modellfolgen werden jetzt in Beziehung zu

friitheren Darstellungen fiir den Kern gebracht.
Gleichung (3.34) hat zur Folge, da§ die Folgen (3.109) auch als

N® = s D) 4 Z Pl (3.110)
geschrieben werden koénnen. Ein Iterationsschritt des Verfahren (3.38) ergibt

K—k—1 A¢>('k)
N;kﬂ) :SDSZkH)‘i‘ Z C(k) J,n

(3.111)
fk 2 A¢
_ k+1) j+1,n
=S _D( + ]ZO ]+1 61 ) .
Dies hat wieder die Form (3.110), wenn man
P = ), (3.112)
und ®)
R B 113
setzt. Hierbei mufl man noch "
(k+1) 1 = A¢1,n 3.114
e =1=5 (3.114)

verlangen. Gleichung (3.112) impliziert cg-k) = cg-gzk. Man vergleiche auch Gl. (3.39).

Wenn ¢§?,)L gegeben ist, kann man die GIn. (3.113) und (3.114) als Definition von §(*)
auffassen. Explizit gilt dann

A¢1kn )
= Avgzk 1 d)2kn 1 )
= AV;’“ DYk Rgl (3.115)

= AV Y00,

Wir bemerken, daf$ ein Iterationsschritt den fiihrenden Koeffizienten ) = c,(go) in GL
(3.110) eliminiert. Folglich gilt
s = s\K) (3.116)

fiir Modellfolgen vom Typ (3.109) oder (3.110). Das bedeutet, da§ die J-Transformation
fiir die Modellfolge

K-1
NO =5 DO 4 37 960 (3.117)
j=0
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exakt ist. Dies kann mit der Darstellung (3.102) fiir den Kern in Verbindung gebracht
werden. Setzt man

oo =1
' n—1
din= 2 o,
o mE (3.118)
0 0 1
d)Q,n = 6521) Z 6522) ’
n1=0 na=0

so erhélt man durch Differenzenbildung und Anwendung der Operatoren (3.39)

Agln  =a,
AV =501, (3.119)
und damit Gl. (3.115). Die Beziehungen (3.118) koénnen zu
B =1
’ n—1
(k) _ k
¢1n - Z 651,3_,’_1 )
n =0
) kn+—1 Ng1—1 (3'120)
k k+1
¢2,n = 5glk)+1 Z 557%12) )
Ng41=0 Nj42=0

verallgemeinert werden, wie man unter Verwendung von (3.118) und (3.113) einsieht.

Wir bemerken, da§ die Modellfolgen (3.109) fiir verschiedene Werte von k die Hier-
archie fiir die J-Transformation darstellen, wobei die zugrundeliegende einfache Folgen-
transformation durch Gl. (3.11) gegeben ist. Hierbei treten renormierte Parameter w(®
cg-k) und qﬁ% auf. Wenn die Beziehungen (3.113) und (3.114) gelten, ist nach den vorange-
gangenen Uberlegungen die J-Transformation konsistent mit dieser Hierarchie im Sinne
von Abschnitt 3.2.

3.3.5 Determinantendarstellungen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl man im Falle der J-Transformation explizite De-
terminantendarstellungen angeben kann, was fiir viele andere iterative Verfahren nicht
moglich war. Diese Darstellungen sind fiir theoretische Untersuchungen der 7-Transfor-
mation bedeutsam. Fiir die Herleitung der Darstellungen werden nur elementare Aussagen
iiber Determinanten verwendet.

Fiir gegebene Grofen d*) benutzen wir (3.120) als Definition der GroBen ¢{F). Au-

Berdem benutzen wir die Tatsache, daf} die Folgen {¢§'2} und {cg-k) = ¢j+,} LOsungen
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der Gleichungen (3.112), (3.113) und (3.114) fiir gegebene Folgen {6*)} und gegebene
Konstansten ¢; = Cg_o) aus Satz 3.11 sind.

Wir wollen die Darstellung

k
N® Nk
k k
35 Bk
k k
S i S it Kk
= k
D® DY)y,
k k
o) B s ket
k k
¢(K)fk71,n ¢(K)7k:71,n+K7k

fiir 0 < k < K herleiten. Der Spezialfall

NE?,[{I)»]C Sn/(,()n Ce Sn+k/wn+k
0 0 0
Sk o) e
0 0 0
. A N P
Sn =
DEZOJ)rk 1/wn 1/wn ik
0 0 0
Bon i o) B i
0 0 0 0
. A ik . A ik

(3.121)

(3.122)

ergibt sich dann mit Gl. (3.38). Ferner sollen Determinantendarstellungen fiir die qﬁ%

gefunden werden.

Wir betrachten die Determinante im Z#hler der Darstellung (3.121). Durch Subtraktion
von Spalten erhélt man die folgenden Ausdriicke:

Nk
o

k
¢(K)fk71,n

k
Nk

k
B ke

¢(k)
K—k—1n+K—k
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N NS ANk
k k k
e ke Adiikin
k k k
(K)fkfl,n s ¢(K)fk71,n+ka71 A¢(K)fk71,n+K7k71
N AN® o AN® L
k k k
oo Adgr o A ke e
= ‘ ‘ _ _ : (3.123)
k k k
O kin DB an o DOk ik ki

Unter Verwendung von qﬁgf,)l =1 und Aqﬁgf,)l = 0 kann man die letzte Determinante

nach der zweiten Zeile entwickeln. Mit Gln. (3.38) und (3.113) kann man den Faktor 6£Lklj

der j-ten Spalte (0 < j < K — k — 1) der entstehenden kleineren Determinante gemif}

k
MO N,
k k
8 W, |
k k
¢(K)—k—1,n ¢(K)—k—1,n+K—k
k
AN® o ANWL
k k
_ _¢(()k) A¢g,n A¢§,r)z+K—k—1
k k
AQS(K)—Ic—l,n AQS(K)—k—l,n—i—K—k—l
k+1
N®p o N
(k+1) (k+1)
K—k—1 - 0] he
_ G DRk (3.124)
§=0 : .
(k+1) (k+1)
K—k-2mn - ¢ka72,n+ka71

abspalten.
Verwendet man Gl. (3.124) induktiv, so erhélt man die Darstellungen

1| NI N

N - L !
SED | gl gl
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N%K_Q)
1 -
= 1 oo
_ (K—2) _
6511( D H 6n+j ¢g{; ?
§=0
NSZK—IC)
(~1)* S "
- k. m-—1 (K —m)
H 5n+;m .,
m=1j=0 ¢§clfl,fz)
und folglich
NO
(0
NSZ) Tk m—1 (k—m) :
H 5TL+] (0)
m=1 jZU k—l,n

K—
Nii2”

K-2
d)((),nJrZ)

ot

K—k
Ny

K—k
d)((),nJrk)

K—k
¢l(<:71,n)+k

0
Ny

0
B ik

0
qsl(c—)l,n—l—k
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(3.125)

(3.126)

Dies gilt auch fiir die Nennerdeterminanten, wenn alle N*) durch D) ersetzt werden.

Die Vorfaktoren dieser Darstellungen sollen umgeschrieben werden. Ferner sollen noch
Determinantendarstellungen fiir die ¢§k,2 gefunden werden, die auf dem Rekursionsschema
(3.113) und (3.114) basieren. Da die Gleichungen (3.113) und das Rekursionsschema (3.38)
fiir die Berechnung von Zihlern und Nennern der [J-Transformation sich sehr dhneln,

iiberrascht es nicht, dal es Determinantendarstellungen

(K-1) (K-1)

¢(K) . 1 d)j—l—l,n d)j—l—l,n-i—l
j,n - T (K-1) K-1 K-1
! 5%1( b d)((),n ) ¢g,n+1)
K-2
¢§'+2,n)
1 K—
— 1 ¢E],n ?
_ K-2 —
SO Lo | ot
£=0
K—k
¢§'+k,n)
K-k
(—1)* i "
- k. m—1 .
I8 |
n _
m=1 £=0 ¢1(£1,I:L)

(K-2)
Djr2nt2

K-2
¢((),n+2)

K-2
d)g,TL‘FZ)

(K—Fk)
¢j+k,n+k

K-k
qsg,n—l—k)

K-k
¢§cfl,n)+k:

(3.127)
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der qﬁg-f“) gibt, die den Darstellungen (3.125) strukturell verwandt sind. Auf den Spezialfall

n

0 0
¢§~Bk,n T ¢§~2k,n+k
0 0
PO
0 0
W in - B

sei hingewiesen. Wegen qﬁgk,)l = 1 impliziert Gl. (3.127)

k m—1

(—FTT TT o™ =

m=1 /=0

K—k K—k
qsl(c,n ) d)l(c,n-i-k)

K—k K—k
¢§),n ) ¢((),n+k)

K—k K-k
qsl(c—l,n) d)l(c—l,n)-i-k

(3.128)

(3.129)

Diese Gleichung gilt fiir 1 < k < K. Mit Gl (3.129) kann man die Ausdriicke fiir N{¥)

und ¢§’2 umschreiben:

0 K
NO . NO, N® o NWL
0 0 K K
N(k) ¢l(<:21,n T ¢§czl,n+k ¢§cf)n71,n ¢l(cf)nfl,n+k7n
¢1(c,22 d)](ﬁ,7)7,+k d)l(:—)n,n qsl(:—)n,n—l—k—n
0 K K
Om e Dok O o Dbk
0 0
l(c—)l,n s qsl(c—)l,n—l—k qsl(:—)n—l,n d)l(:—)n—l,n-i-k—n
fiir 0 <k <k und
0 0
d)g—zk,n te d)g—zk,n-i—k d)glj—)k—n,n T qsg',-il—)k—n,n—l—k—n
0 0
Bon e Bonia B Dok
0 0
¢(k:) qsl(c—)l,n s qsl(c—)l,n—i—k d)l(:—)n—l,n d)l(:—)n—l,n-i-k—n
Jin - 0 0 - K K
¢](C,’I)'L ¢IE:,ZL~H€ ¢12:2n,n ¢§cf)n,n+k7n
0 0
Ohn o Ohar o o ke
0 0 K K
¢§czl,n e ¢§czl,n+k ¢l(s:f)nfl,n ¢l(cf)nfl,n+k7n

(3.130)

(3.131)
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Aus Gl. (3.130) kann man eine vollig analoge Darstellung fiir die D*) gewinnen, indem
man einfache alle N durch D ersetzt. Dies ist erlaubt, da die D die gleichen Rekursions-
beziehungen wie die N erfiillen. Man erhélt

0 K K
0 0 K K
O Ohonin o -
0 0 K K
D(k) l(c—)l,n qsl(c—)l,n—l—k qsl(c—)n—l,n d)l(c—)n—l,n-i-k—n
n’ = 0 0 - K K
I(c,zz d)](ﬁﬂ)’l,-i-k d)l(c—)n,n qsl(c—)n,n—l—k—n
0 0 K K
b 2 o0 Btk
0 0 K K
d)l(c—)l,n qsl(c—)l,n—l—k qsl(c—)n—l,n d)l(c—)n—l,n-i-k—n

Dividiert man Gl. (3.130) durch die letzte Gleichung, so erhilt man Gl. (3.121).

(3.132)

In den Determinantendarstellungen (3.130) und (3.132) kann man auch GIl. (3.38)

verwenden, um alle NV S)J)rj and DElOJ)r

J

. durch s, ; und w,; auszudriicken.

Dies zeigt, daB die Darstellungen (3.121) und (3.122) von s¥) als Quotient zweier
Determinanten unter alleiniger Verwendung der Rekursionsbeziehungen (3.38) fiir Z&hler
und Nenner hergeleitet werden konnen. Folglich sind die Gleichungen (3.121) und (3.122)
auch ohne irgendwelche Annahmen iiber Modellfolgen giiltig.

Wir bemerken, daf§ es ziemlich dhnliche Darstellungen fiir den FE-Algorithmus gibt.

[59, Abschn. 2.1]

Es sei betont, daf} die Determinantendarstellungen (3.121), (3.122), (3.130) und (3.132)
der J-Transformation vollkommen explizit sind, da man die Definitionen (3.120) verwen-

den kann, um die ¢§k72 durch die 5%’“) auszudriicken.

Die Determinantendarstellungen kann man zu Satz 3.11 fiir den Kern der J-Trans-
formation in Verbindung bringen. Verwendet man die Darstellung (3.122), so erhélt man
den Kern aufgrund der Beobachtung, daf§

(0 — $)/wn (Sn+k — 5)/wnsk
0 0
d’Oﬂ)z ¢g,7)2+k
0 0
d)l(c—)l,n d)l(c—)l,n-i-k
s+
1/(.Un l/wn+k
0 0
o) Do
0 0
O o O Lt

(3.133)
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gilt. Die Zahlerdeterminante in Gl. (3.133) verschwindet, wenn die erste Zeile eine Line-
arkombination der folgenden Zeilen ist. Dies ist fiir Folgen der Form (3.102) aufgrund der
Definition (3.120) der ¢'").

Viele der oben untersuchten Eigenschaften der [J-Transformation kann man ebenso
unter Verwendung der Determinantendarstellungen ableiten.

Schlieflich soll die Verbindung zu der Theorie von Brezinski und Walz [65] herausge-
arbeitet werden. Diese Theorie gilt fiir dreiecksférmige Rekursionen der Form (3.51). Fiir
die J-Transformation gilt

B = (W s — W 5T /(@i — W) (3.134)

STL n n

Also ist die J-Transformation von der Form (3.51) mit

M=ol = WD)k = el WY - WD) (3135)
Es gilt demnach
Moy =1. (3.136)
Lemma 2.2 aus [65] impliziert daher, daf Zahlen af, existieren, so daf
v+k
Ty =3 aof,T, (3.137)

gilt. Dieses Lemma gibt auch Rekursionsbeziehungen fiir die Koeffizienten af’y an. In

Verbindung mit Gl. (3.136) folgt X" *a¥ = 1 fiir die J-Transformation. Die Deter-
minantendarstellung (3.122) liefert durch Entwicklung der Z&hlerdeterminante nach der
ersten Zeile sofort explizite Ausdriicke fiir die of,. Die GroBen of, sind wichtig, da sie
— fiir den Raum ¥ aller Funktionen o auf einer Untermenge Z = {z;};cz von R — das

lineare Funktional
v+k

THo) = Zj o o(z;) (3.138)

definieren, das sogenannte Referenzfunktional [65]. Im Falle der [J-Transformation folgt
aus Gl. (3.122) daf das Referenzfunktional die explizite Form

o(zn) 0 (Znsk)
wn T Onan o(z,) ... o(Z,41)
0 0 0 0
808,% e 808,7)2% Wn%,r)z s Wt k%Pontk
(0) (0) w o w 0
" Pe=1n - Pk-1n+k nPk—1,n - YnikPr—1n+k
T (0) = = (3.139)
Vw, .. 1/wpik 1 1
0 0 0 0
805),7)1 e %Og,r)ﬂ-k wn(p((),T)L e wn+k508,r)z+k
0 0 0 0
905921,n e (pl(czl,n+k angczl,n s Wo kPl Atk
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hat. Hier wurde am Schluf} 1/w,,; aus der (j + 1)-ten Spalte fiir j =0, 1,...,k als Faktor
abgespalten, jeweils in der Zdhler- und der Nennerdeterminante. Man definiere Funktionen
Tg: 01, -.,0 liber

oo(2;) =1, 0.(2;) = wjgo,(f_)l’j, 0<k<k. (3.140)

Gleichung (3.139) zeigt, da8 diese Funktionen einen charakteristischen Raum im Sinne
von Lemma 3.1 aus [65] fiir das charakteristische Funktional 7,* der J-Transformation
aufspannen, wobei die Gréflen w® = 1 wie in [65] definiert sind und nicht mit unseren
GréBen wk) verwechselt werden sollten. Es sei bemerkt, daB mit dieser Wahl des charak-
teristischen Raumes und fiir w* = 1 die Darstellung (3.139) genau von der Form ist, die

in Theorem 3.2 aus [65] verlangt wird. Eine interessante Beobachtung ist das Ergebnis
Th(og) = 1/D, (3.141)

das direkt aus der Definition (3.140) in Verbindung mit Gl. (3.120) und den Determinan-
tendarstellungen (3.132) und (3.139) folgt.

Das Hauptproblem der Theorie von Brezinski und Walz, ndmlich die Koeffizienten
af’u und den charakteristischen Raum des Referenzfunktionales zu bestimmen, ist also im
Falle der 7-Transformation vollstindig durch die Angabe der Determinantendarstellungen
gelost.

3.3.6 Konvergenzeigenschaften

In diesem Abschnitt behandeln wir einige analytische Resultate zu den Konvergenzeigen-
schaften der J-Transformation. Wenn nicht anders angegeben, betrachten wir beliebige,
aber fest gewihlte 6.

Zunéchst erinnern wir an die Siatze 3.11 und 3.9, die Aussagen beinhalten, wann die
J-Transformation exakt ist.

Die folgenden beiden Sitze geben Bedingungen an, unter denen lineare Konvergenz
beschleunigt wird.

Satz 3.12
Man nehme an, daf$ fiir die Folgen {s,} and {w,}

lim s, = s
n—oo " ’
Sp — S

lim

n— 00 wn

. Wy 41
lim

n—o0 wn

=c, c¢#0, (3.142)

=p, 0<|pl<1.

gilt. Wenn (1, p, p?, ..., pF) € \O(k, wobei \O{k in GI. (3.68) definiert ist, und falls die Grenz-
werte ®; aus GL (3.63) fiir alle j < k € N existieren, dann beschleunigt die J*)-Transfor-
mation die Konvergenz der Folge {s,}. Die Bedingung (1, p, p%,...,p") € \o('k kann ersetzt
werden durch die Bedingung, daff p von allen ®; fiir 0 < j < k verschieden ist.
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Beweis: Dies folgt aus Satz 3.5 und Lemma 3.7 in Verbindung mit [368, Theorem 12-
14, S. 308]. Die Aquivalenz der beiden Bedingungen, die im letzten Satz behauptet wird,
ergibt sich aus Lemma 3.6. U

Ein einfaches Korollar ist der folgende Satz:

Satz 3.13
Man nehme folgendes fiir die Folge {s,} an:

. . Sp+1 — S
lim s, =, Jgrgloﬁ:p, 0<|p/<1. (3.143)

Wenn (1,p, p%,...,p%) € \?’k, wobei \?’k in GI. (3.68) definiert ist, und falls die Grenz-

werte ®; aus GI. (3.63) fiir alle j < k € N existieren, dann beschleunigen die t-Variante
TH® {5}, {r™}) aus GIL (3.27) und dir t-Variante T ({s,}, {r®}) aus GIL (3.28) die

Konvergenz linearkonvergenter Folgen {s,}. Die Bedingung (1,p, 0%, ...,p") € Yy kann
ersetzt werden durch die Bedingung, daf$ p von allen ®; fiir 0 < j < k verschieden ist.

Beweis: Angesichts von Satz 3.12 mufl man nur zeigen, dafl

limsn_s:c, c#0,

nmee Wn (3.144)
lim —* = 0<|p| <1

Jm === p

erfiillt ist. Die zweite Gleichung folgt aus [394, Theorem 1, S. 6]. Die erste ergibt sich aus
[394, S. 6, GL. (4)]
Asy, ~ (p—1)(s, — s), n— oo, (3.145)

die ¢ = p/(p—1) im Fall der ¢-Variante und ¢ = 1/(p— 1) im Fall der -Variante impliziert.
O

Wir bemerken mit Bezug auf Satz 3.13, daf§ die Bedingung, dal p von allen ®; ver-
schieden ist, fiir die ¢- und #-Varianten der pJ-Transformation fallengelassen werden kann,
da dann ®; =1 gilt fiir alle j.

Der folgende Satz gibt eine Konvergenzaussage fiir alternierende Vorzeichen der w,, und
gleiche Vorzeichen der 6(¥). Diese Annahmen sind beispielsweise im Fall der » T-Transfor-
mation aus Gl. (3.30) bei Anwendung auf die Folge der Partialsummen

sn="3 (-1)a;, a;>0 (3.146)

J=0

einer alternierenden Reihe erfiillt. Wichtige Beispiele solcher Reihen sind die an anderer
Stelle diskutierten Stieltjes-Reihen.

Satz 3.14
Man nehme an, daf§ die folgenden Aussagen zutreffen:
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(A-0 ) Die Folge {s,} hat den (Anti)limes s.

(A-1a) Fiir jedes n haben die Elemente der Folge {w,} strikt alternierende Vorzeichen und
verschwinden nicht.

(A-1b) Fiir allen und k haben die Elemente der Folgen {§(®)} = {Ar(®} gleiches Vorzeichen
und verschwinden nicht.

(A-2 ) Fiir alle n € Ny kann der Quotient (s, — s)/w, als Reihe der Form

R D D17 B DR (.25 RERF A (3.147)
J

=1 n>ni>nz>:>n;

Sp —

W
mit ¢y # 0 dargestellt werden.
Dann gelten die folgenden Aussagen fiir s = 70 ({5}, {w,}, {r®}):
a) Der Fehler s*) — s erfiillt

hk)
(k) _ g — n (3.148)
S, —S — — :
A v P L
mit ~
W=+ Y ¢ > Of Oty ol (3.149)

j=k+1 N>Nf g1 >Ngp2> >N
b) Der Betrag des Fehlers s*) — s ist beschrinkt geméf
5% — 5] < |wpbFsO§M L gD (3.150)

n n n

¢) Fiir groBe n gilt die Abschitzung

n = O ... gty (3.151)

Bewelis:

a) Dies folgt aus Lemma 3.10 und GL. (3.41b).

b) Dies folgt aus Gl. (3.148) und der Beobachtung, dal Annahmen (A-1a) und (A-1b)
implizieren, daf} alle Terme dasselbe Vorzeichen haben, die durch Entwicklung von

o=VEDyE2 ... g0/, (3.152)

n n n

entstehen. Folglich ist der Betrag von o grofler gleich dem Betrag irgendeines der
Terme. Nimmt man den Term, der w, enthilt, so folgt

1
wn(;g])(g(l) .. _5%’“—1)

n

o] > (3.153)
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c¢) Dies folgt direkt aus Punkt b).

O

Dieser Satz erlaubt eine Abschéitzung des Fehlers der Extrapolation fiir den Fall alter-
nierender Reihen. Der Rest dieses Abschnittes dient der Verallgemeinerung dieses Satzes.
Die Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen ist die Gleichung

k—1
5O
(k) _ H n b(k) k—1 k-1 [, @) 0 p(k)
Sn S _ =0 no o __ l wn-l—l/wn n
oo, - {H)(S%)} {11:[0 { en } {bﬁf’)} 10
Wy [Wpi1 — 1 B N
=0

die in Lemma B.1 im Anhang B bewiesen wird. Es werden die Abkiirzungen e*) = 1 —
w;k_zl/w%k) und b%) = () — 5)/wk) verwendet.

Gleichung (3.154) ist eine wichtige Formel, die das Konvergenzverhalten der J-Trans-
formation fiir grofle n abzuschétzen erlaubt. In Lemma B.2 im Anhang B werden Aussagen
dariiber getroffen, welche der in Gl. (3.154) auftretenden Groflen Grenzwerte fiir n — oo
haben.

Man nehme an, da§ Annahme (A-2) aus Satz 3.14 gilt. Man beachte, daf die Formel
(3.102) fiir den Kern als Partialsumme der unendlichen Reihe in (A-2) aufgefafit werden
kann. Lemma 3.10 impliziert nun

b = ¢ + 3 ¢ 3 gk)  sk+1) L sG=1) (3.155)

Nk4+1 " Nk42 n;
j=k+1  NONpL1>Ngp2>>N;
Die Annahme (3.156) im folgenden Satz ist also sinnvoll.

Satz 3.15
Die Annahme (A-0) aus Satz 3.14 gelte. Die folgenden Bedingungen seien zusétzlich erfiillt:

(B-1) Der Grenzwert

o
nll)rglo @ = By, (3.156)
existiert und ist endlich.
(B-2) Die Grenzwerte
(k)
. wn+1
Q = lim —55 #0 (3.157)
und
e

existieren fiir alle k € ;.
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Dann gelten die folgenden Aussagen fiir s B {sp}, {wn}, {r1):

a) Ist Qg ¢ {q)g 1 (I)l, ceey q)k—l}; dann gI]t

-1

lim S0~ {H5 } _p B (3.159)

n—oo g — g k—1

[1(® — Q)

=0

und demnach auch

k
) =5 O(EO5M) ... 5k=1)y (3.160)
Sp— 8

fiir n — oo.

b) Gilt ), =1 fiirl € {0,1,2,...,k}, so folgt

1

() _ ¢ (k=1 50\~
. Sn S n .
Jim p— {lIZIO 0 } = By (3.161)

und demnach gilt

()

=0 €En

(k) _ k=1 50
50 (H 5L> (3.162)

fiir n — oo.

Beweis: Die Behauptungen folgen aus Gl. (3.154). Zusétzlich mufl man Lemma B.2 des
Anhangs benutzen. Der Beweis wird vervollstindigt durch Anwendung von Gl. (B.8b) im
Falle a) und von Gl. (B.10) im Falle b). U

Dieser Satz ist das zentrale Resultat dieses Abschnittes. Er ergibt durch Spezialisierung
auf den wichtigen Fall der ,J-Transformation die beiden folgenden Sétze als Korollare.

Satz 3.16
Die folgenden Annahmen seien erfiillt:

(C-1) Sei 8> 0,p>1und 6" = Al(n+ B+ (p — 1)k)~']. Es handelt sich also um die
pJ-Transformation. Folglich gelten die Gleichungen Fj = lim,,_, 5;’21/5%’“) =1 und
o), =1 fiir alle k (vgl. GL. (3.63)).

(C-2) Die Annahmen (A-2) aus Satz 3.14 und (B-1) aus Satz 3.15 seien erfiillt unter der
Annahme (C-1) fiir 5(*)

(C-3) Der Grenzwert Qy = lim,, ., wﬂl/wgk) existiert und erfiillt Qg ¢ {0,1}. Aufgrund
von Lemma B.2, Gl. (B.8b) existieren also alle Grenzwerte ) fiir k € N erfiillen
Qk - QO-
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Dann gilt fiir die Transformation s*) = I (3 {s,}, {w,}) die Gleichung
—1

(k) _ o (k-1 Q k
lim 22— [0 = Bk{ : } (3.163)
1—

n—0o0 Sn — S

und folglich auch

n = —2k 164
~=0 ((n+8)) (3.164)
in der Grenze n — 0.

Satz 3.16 kann im Falle linearer Konvergenz angewandet werden. Denn dann gilt 0 <
|| < 1, wie man im Beweis von Satz 3.13 sah.

Satz 3.17
Die folgenden Annahmen seien erfiillt:

(D-1) Sei 8> 0, p > 1 und 8% = A[(n + B+ (p — 1)k)"']. Es handelt sich also um die
pJ-Transformation. Folglich gelten die Gleichungen Fj, = lim,,_, 6;@1/62’“) =1 und
o), =1 fiir alle k (vgl. Gl. (3.63)).

(D-2) Die Annahmen (A-2) aus Satz 3.14 und (B-1) aus Satz 3.15 seien erfiillt unter der
Annahme (C-1) fiir §().

(D-3) Es gibt Konstanten al(j), j=1,2, so daf

oV o?

n + ﬁ + (n_'_ﬁ)g + O((n+ 5)_3) (3165)

0 =1l ) =
fiir | = 0 gilt. Dann gilt diese Gleichung und damit ; = 1 fiir [ € {0,1,2,...,k}.
Es gelte ferner al(l) #0 firl € {0,1,2,...,k—1}.

Dann erfiillt die Transformation s = ,J®) (8, {s,}, {w,}) die Gleichung

n

-1

(k) _ ¢ (k=1 50)
lim »—° {H L} = B, (3.166)

l
n—oo Sn — S =0 657,)

und folglich gilt

n =0 ((n+p)") (3.167)
fiir n — oo.

Beweis: Die Giiltigkeit von Gl. (3.165) fiir [ = 0 kann aufgrund von Lemma B.3 im
Anhang auf [ € {0,1,2,...,k} ausgedehnt werden. Dann ergibt sich ©;, = 1 aus den
Definitionen. Also kann Aussage b) von Satz 3.15 angewandt werden. Damit folgt GI.
(3.167) aus 6 = O((n + 3)72) (Aussage b) von Lemma B.3) und e = O((n+3)~"). O
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Die Satze 3.16 und 3.17 konnen leicht auf alle Varianten der J-Transformation mit
6" = O((n+ B)~?) fiir n — oo verallgemeinert werden.

n
Wenn Konstanten ug # 0 und wu; existieren, so daf§

wa = (n+B)° <u0 + #15 +0 ((n+ 5)2)> . no oo (3.168)

gilt, dann folgt aus Aussage c¢) von Lemma B.3 im Anhang, dafi Gl. (3.165) fiir [ = 0
erfiillt ist. Folglich ist Satz 3.17 wichtig fiir den Fall, dal Gl. (3.168) gilt, und damit fiir
den Fall logarithmischer Konvergenz. Vergleich der Sitze 3.16 und 3.17 zeigt, dafl die
Konvergenzordnung, also der negative Exponent von n +  in Gln. (3.30) und (3.167),
von 2k auf k fillt. Lineare Konvergenz 148t sich also effizienter beschleunigen als logarith-
mische. Ahnliche Aussagen sind fiir Levin-artige Extrapolationsmethoden bekannt [368,
Sitze 13.5, 13.9, 13.11, 13.12, 14.2)].

Satz 3.16 zeigt, dal im Falle linearer Konvergenz die ,J-Transformation dem e-Algo-
rithmus von Wynn [399] iiberlegen sein sollten. Man betrachte beispielsweise den Fall,
daf

S~ s+ AN ej/nd co # 0, n — 0o (3.169)
n=0

eine asymptotische Entwicklung der Folgenelemente s, ist. Unter den Annahmen A\ # 1
und 0 ¢ {0,1,...,k — 1} folgt ([394, S. 127]; [368, S. 333, Gl. (13.4-7)])

(n)
U0 ), n-oo. (3.170)
Sp— S
Auch hier erhélt man also Konververgenzordnung 2k. Allerdings werden zur Berechnung
von eg,i) die 2k + 1 Folgenelemente {s,, ..., S, } bendtigt. Fiir die Berechnung von ,J®),
das die gleiche Konvergenzordnung aufweist, werden jedoch nur die k£ + 1 Folgenelemente
{Sn, ..., Snir} bendtigt, wenn man ¢- und u-Varianten verwendet, und zusitzlich noch
das weitere Folgenelement s, im Falle der {-Variante. Auch dies ist fiir Levin-artige
Verfahren typisch [368, S. 333].

3.3.7 Relation zu anderen Folgentransformationen

Viele bekannte Algorithmen sind fiir bestimmte Modellfolgen der Form
k—1
Sn="5+wy > dijthjn, neN. (3.171)
§=0

exakt. Diese Modellfolgen kénnen als Varianten des E-Algorithmus aufgefafit werden,
wenn man g¢;(n) = wy1;, setzt, wie man durch Vergleich mit (2.16) sieht. In der Praxis
sind die 9;, in der Regel eine asymptotische Folge fiir n — oo gemiB ¢4, = o(¢;,).
Um die Beziehung anderer Algorithmen zur 7-Transformation herauszufinden, kann man
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versuchen, die Grofen 6% aus der Definition (3.24) der J-Transformation als Lésung des
Rekursionschemas (3.113) mit den Anfangsbedingungen

O\ =1 (3.172)

zu bestimmen. Die mit diesen 6} (bzw. r¥)) berechnete J-Transformation muff dann
identisch sein zu der Folgentransformation mit Kern (3.171).

Es sei hier allerdings betont, daf} diese im Prinzip mogliche Vorgehensweise auf der
Basis der Modellfolge (3.171) fiir die J-Transformation nicht optimal ist. Stattdessen ist
die iterative Verwendung viel einfacherer Modellfolgen das Ziel. Wie oben gezeigt, kann
man gleich von Beginn an einfache Varianten der 6*) wihlen, die zu relativ komplizierten
Ausdriicken fiir die 1);,, fiihren. Dies ist in der Praxis aber meist nicht nachteilig, da
man fiir die meisten Probleme gar nicht a priori weif, welche 1;, denn optimal sind.
Die Modellfolgen approximieren die Probleme ja nur. Und heuristische Betrachtungen
funktionieren, wie wir gesehen haben, auf der Ebene der §(*) ebenso gut wie auf der der
Y n. Der Hauptvorteil bei der Verwendung der 6() ist, daB sie viel enger mit dem Algo-
rithmus verkniipft sind und daher sehr effiziente Algorithmen resultieren.

Nach der Betonung dieses methodisch wichtigen Punktes kehren wir zuriick zum Pro-
blem der Berechnung der 6% fiir gegebene Y n. Dieses Problem ist im Prinzip durch GI.
(3.115) gelost. Demnach gibt es ein allgemeines Verfahren, fiir irgendwelche gegebenen ), ,
eine geeignete Variante der J-Transformation mit dem Kern (3.171) zu finden. Das be-
deutet, dal die J-Transformation von dhnlicher Allgemeinheit wie der E-Algorithmus ist.
Es gibt auch eine ganze Reihe von Querverbindungen. Dies wird spéter noch ausfiihrlich
diskutiert.

Man sollte jedoch beachten, daf die Operatoren V) aus GI. (3.39), die in GI. (3.115)
vorkommen, selbst von bestimmten §*) abhingen, die man allerdings vorher berechnen
kann. Gleichung (3.115) ist demnach keine explizite Losung des Problems, kann aber
prinzipiell zur numerischen Berechnung aller 6) verwendet werden.

Es ist demnach von Interesse zu untersuchen, ob man explizite Lésungen fiir die 6%’”
zumindest in Spezialfillen finden kann. Es gibt einige wichtige Familien asymptotischer
Funktionen 1, ,, = gbgo,)l fiir Modellfolgen der Form (3.171):

Yin = 1/(n+8);, (3.173a)
(v8%)

Dim i)’ (3.173b)

Vin = 1/(n+B), (3.173¢)

Vin = o5 (3.173d)

Wir bemerken, dafl Gl. (3.173c) ein Spezialfall von Gl. (3.173d) fiir z, = 1/(n + 3) ist.
Ebenso ist Gl. (3.173a) — abgesehen von einem n-unabhéngigen Faktor — ein Spezialfall
von Gl. (3.173b).
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Der fiir die Analyse einfachste Fall ist Gl. (3.173a). Verwendet man
L —J
(n+0);  (n+06)jn

in Verbindung mit Gln. (3.113) und (3.114), so erhélt man nach lingerer, aber einfacher
Rechnung die Losungen

(3.174)

® _ G+ 1 1
) 3.175
O ko (n+ B+ 2k); ( )
und
(k) _ (’“)zk-i-l; o — (f+1) —— . 3.176
"' in = )n+ﬁ+2k’ " ( )(n+5+2k)2 ( )

Gleichung (3.173b) als Generalisierung von Gl. (3.173a) fiihrt auf die Losungen

k

[[(n+5)+8+k=1) (n+1+(B+k—1)/

oW = —(k +1)522 =~ ——(r+ e
1:[(’7(”+j)+ﬁ+k) (n+ (B +£)/7)kt2

(3.177)
Dies kann man durch Induktion unter Verwendung von Gl. (3.115) beweisen.

Im Falle des asymptotischen Systems (3.173d) kann man die Funktionen als dividier-
te Differenzen ausdriicken. Zur Formulierung dieses Resultats bendtigen wir bestimmte
weitere Notationen. Die /-te dividierte Differenz einer Funktion f(z) an den Interpolati-
onspunkten Z,, T, 1, ..., Ty wird im folgenden mit f[z,, T, 1,. .., Tnie] bezeichnet. Es
ist bekannt [342, S. 38, Gl. (2.1.3.5)], dal man dividierte Differenzen rekursiv mittels der
Formeln

flen] = f(xn),

Tndly---,Tp — J|Zn, .., Tpyo— 3.178
f[xn;xn+1, e ,xn+[] = f[ +1 +Z] f[ ) 1] ( )

Tnte — T

berechnen kann, wenn die Interpolationspunkt paarweise verschieden sind. Auflerdem sind
dividierte Differenzen symmetrische Funktionen ihrer Argument [342, S. 39, Theorem
(2.1.3.7)]. Dann gilt der folgende Satz:

Satz 3.18
Sei g, (x) = z*. Die Losungen der Rekursionen (3.113) und (3.114) mit den Anfangsbe-
dingungen (3.172) sind im Falle der Gl. (3.173d) durch

¢§{2 = gj+k[xn7 s 7xn+k] (3179)

gegeben. Folglich gilt

k
) = > Tntjs 00 = Tpikys — - (3.180)
=0
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach k. Fiir £ = 0 gilt

o0 = gyloa] = 3. (3.181)

Jn

Wenn nun Gl. (3.179) fiir gegegebenes k£ > 0 gilt, miissen wir die Giiltigkeit fiir &£ + 1
nachweisen. Differenzenbildung beziiglich n liefert

AP = Tkt — ) gierlTns - Tnsr] - (3.182)
Mit Gln. (3.113) und (3.114) folgt

QS%A) _ 9j+k+1[5€m ooy Totkt1] _ (3.183)
gk-l—l[‘rna e al‘n+k+1]

Der Beweis von Gl. (3.179) wird vervollstéindigt durch die Beobachtung, daf fiir alle

n und k die Beziehung gi|z,,...,T,4k] = 1 gilt. Dies ergibt sich aus dem folgenden
Lemma 3.19. Die Giiltigkeit von GI. (3.180) ergibt sich aus der Bezichung %) = qﬁgk,)l =
91+k|Tny -« -, Tpyg] in Verbindung mit Lemma 3.19. U

Lemma 3.19
Fiir die dividierten Differenzen der Funktionen g(z) = 2*, k € N an den Punkten x,.;,
j=0,...,k gelten die beiden folgenden Beziehungen:

2) Gelitn, - Tnei] = 1.
b) gk[xna e al‘n-l-k—l] = Z Tntj-
=0

Beweis: Es gilt [342, Theorem (2.1.3.6) und Beweis von Theorem (2.1.3.8)]

¥ = grlen) 4. gkt Tk H T—Tni;)+klTn, - Tnik] H T—Tny;). (3.184)

Koeffizientenvergleich fiir ¥ und z*-!

hauptung. [
Als Folgerung aus Satz 3.18 kann man die expliziten Losungen fiir d)% fiir den Fall
(3.173c) angeben. Wir betrachten einen etwas allgemeineren Fall:

auf beiden Seiten dieser Gleichung ergibt die Be-

Satz 3.20
Die Liosungen der Rekursionsbeziehungen (3.113) und (3.114) mit den Anfangsbedingun-
gen (3.172) sind im Falle von

bjm = (n+B)77° (3.185)
durch
S50 = gial(n+B) ..., (n+ B+ k) (3.186)
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gegeben. In diesem Fall gilt folglich

k a a
) _ N a A(k):_(n+5+k+1) —(n+p5) ‘ 5187
Ty J;O(n"'ﬁ"']) ) Tn (n+ﬁ)0‘(n+ﬁ+k+1)a ( )
Dies impliziert
" (k+ 1)
5;) ~ _7@ et (3.188)

fiir n — oo.

Beweis: Dies folgt aus Satz 3.18, wenn man z,, = (n + )~ setzt. U

Der Fall (3.173a) ergibt demnach genau die Modellfolgen der Kerns der Folgentrans-
formation (2.55). Der Fall (3.173b) ergibt — abgesehen von irrelevanten n-unabhingigen
Vorfaktoren — fiir v = a und 8 = a( die Modellfolgen, fiir die die interpolierende Folgen-
transformation C,g" (e, ¢, Sy, wp) exakt ist [371]. Der Fall (3.173c) fithrt auf die Modellfol-
gen des Kernes der Levin-Transformation [222]. Der Fall (3.173d) ergibt die Modellfolgen
des Kernes des generalisierten Richardson-Extrapolationsprozesses, der von Sidi [318] ein-
gefiihrt wurde. Dieses Verfahren wird auch als W-Algorithmus bezeichnet und wurde auch
von anderen Autoren untersucht [368, Abschn. 7.4], [59, S. 71f, 116f]. Der dort angegebe-
ne Algorithmus auf der Grundlage dividierter Differenzen ist identisch zum Algorithmus
(3.38) mit den Werten %) aus GI. (3.180). Man sollte beachten, dai daneben natiirlich
auch die Moglichkeit besteht, den definierenden Algorithmus (3.24) mit diesen Werten
der 6% fiir die Berechnung der J-Transformation zu verwenden. Andererseits zeigt die
Querverbindung zum W-Algorithmus, daf§ man die J-Transformation auch als eine Ver-
allgemeinerung des Verfahrens der dividierten Differenzen auffassen kann.

Diese Betrachtungen zeigen, dafl man die J-Transformation zur Berechnung vieler
bekannter Folgentransformationen heranziehen kann. Fiir den Fall, dal man die 6(*) kennt
oder problemangepafit wéihlt, ergeben sich numerisch attraktive Rekursionsverfahren.

Wir diskutieren jetzt die Beziehung der J-Transformation zum E-Algorithmus. Des-
sen Kern ist durch (2.16) gegeben. Der E-Algorithmus kann iiber das Rekursionsschema
(2.19) berechnet werden. Dieser Algorithmus benutzt also im Vergleich zur J-Transforma-
tion zusétzliche Regeln (2.19¢), die die Berechnung im allgemeinen Fall relativ aufwendig
machen. Etwas weniger aufwendig ist der von Ford und Sidi [123] stammende Algorithmus
(2.21) zur Berechnung des E-Algorithmus. Die dabei auftretenden GroBlen ¥ kann man
iiber das Rekursionsverfahren (2.22) berechnen. Dies zeigt Ahnlichkeiten zum alternati-
ven Algorithmus (3.38) zur Berechnung der J-Transformation. Ein Unterschied ist, daf}
keine Restabschéitzungen w, verwendet werden. Wesentlich bedeutsamer ist, daf} bei der
Berechnung der J-Transformation die GroBen 6% im allgemeinen bekannt sind und nicht
wie die Gréfen \If;") in (2.22) aufwendig rekursiv berechnet werden miissen. Man sollte im
ibrigen beachten, dafl es Varianten des F-Algorithmus gibt, in die Restabschéitzungen w,,
eingehen [58].

Im folgenden wird auf die Beziehung der J-Transformation zu einigen fritheren Arbei-
ten {iber iterierte Folgentransformationen eingegangen. Weniger [368, 370] hat Transfor-
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mationen untersucht, die durch Iteration von einfachen Transformation der Gestalt
o =rF©O 0™ ... ™)) neNy, AeN, (3.189)
mit 9(()") = s, entstehen. Im einfachsten Fall erhélt man
or, = e, eyt .. ey kneN, (3.190)
oder — bei Verwendung von explizit k-abhédngigen Regeln Fj, mit Fy = F —
oy, = (e, ol ... o) knelN. (3.191)

Man sieht auch hier die friiher angesprochenen Probleme, dafl im allgemeinen die iterierte
Folgentransformation durch die zugrundeliegende einfache Transformation nicht eindeutig
bestimmt ist. Wenn n-Abhéngigkeiten von F' auftreten, mufl man sogar noch allgemeinere
Rekursionsbeziehungen

or, = Fmem et .. o™y keNy,neN, (3.192)

zulassen. Dies wurde in [370] am Fall dreier verschiedener Algorithmen diskutiert, die alle
durch Iteration der einfachen Folgentransformation pgn) entstehen. Daf} solche Unterschie-
de nicht nur von akademischer Natur sind, zeigt sich daran [370], dal die numerischen
Eigenschaften der drei Transformationen deutlich unterschiedlich sind und nur eine der
drei &hnlich gute Extrapolationseigenschaften wie der p-Algorithmus von Wynn [400] auf-
weist.

Wir zeigen jetzt, dafl das iterierte Aitken-Verfahren (2.38) mit der Wahl einer bestimm-
ten Hierarchie von Modellfolgen konsistent ist und als Spezialfall der [J-Transformation
aufgefa8t werden kann. Dazu formulieren wir das Rekursionsschema (2.38) um und schrei-

ben
A =, ol = As, |

A = AP — ﬁ AAM (3.193)
k

QI(;QI = A-Al(cr% .

Ein direkter Vergleich mit der Definition (3.24) der J-Transformation zeigt, daf das ite-
rierte Aitken-Verfahren der Wahl

6(k) - [AAl(ctbl—)l] [A2A§cn)] (3.194)
" [AAT] [AATT]

im Rahmen der J-Transformation entspricht. Hierzu mufl man die Identifikationen As, =
wo, AW = w® und A" = s*) vornehmen. Das iterierte Aitken-Verfahren ist also ein
Spezialfall der J-Transformation. Da man aufgrund von Satz 3.11 weif}, fiir welche Mo-
dellfolgen die J-Transformation exakt ist, erhilt man demnach sofort auch Gleichungen
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fiir die Modellfolgen, fiir die das iterierte Aitken-Verfahren exakt ist. Allerdings ist zu be-
achten, dafl diese Gleichungen nicht ein A,§"> nur in Abhéngigkeit von den Folgenelementen

s, ausdriicken. Vielmehr treten in einer Gleichung jeweils mehrere A,§"> mit verschiedenen
Werten von k und n. Dies ist &hnlich zu den Beziehungen von Hillion [156] fiir den Kern
des iterierten Aitken-Verfahrens.

Interessanterweise hat Weniger [370] die Iteration der einfachen Folgentransformation

n A n
Sn = Syt — M (3.195)

Wp42 — Wp+t

untersucht. Sie ist bis auf eine Indexverschiebung identisch zur Transformation (3.13):
Sn =S4 - (3.196)

Die Transformation (3.195) kann mit der Restabschidtzung w, = As, 1 kombiniert werden,
wodurch die A>-Methode von Aitken reproduziert wird [368, Gln. (5.1-4), (5.1-6)]. Mit der
alternativen Wahl w, = (n + 3)As,—; in Gl (3.195) leitete Weniger [370] verschiedene
iterative Folgentransformationen der gemeinsamen Struktur

Z(()n) — Sn bl
e maz Az (3.197)
FrrmAzd ) — f Az

n n+1
20 = 2 -

ab, wobei n > 0 ein Parameter ist. Genauso kann man von der Transformation (3.13)
ausgehen. Dann erhalten wir etwas andere Algorithmen der Struktur

£ () [AZ] [AZL) (3.198)

Diese kann man auch als

Z(()n) = Sn Q(()n) = fg)n) (77) [ASH] )
Q(")
7 = gm . Tk A7) (3.199)
k41 k AQ,(C") k

O, = Fe (m[AZY)]

schreiben. Wie im Falle des iterierten Aitken-Verfahrens kann man dies zu Definition
(3.24) der J-Transformation vergleichen. Man erkennt dann, daf§ diese leicht modifizierten
Transformationen chn) der Wahl

5o _ L mAZE (V) AZE) - P )l AZ]) (3.200)

" Az AP 0)AZY)
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in der J- Transformation entsprechen, wenn man die Identifizierungen fgn)(n)[Asn] =w

Q" = w® ynd 7™ = s yornimmt. Demnach kann man Ausdriicke fiir den Kern an-
geben dle allerdings — wie beim iterierten Aitken-Verfahren — von den Transformierten
7\ selbst abhiingen.

Wir zeigen, dal das Overholt-Verfahren, Gl. (2.60) ein Spezialfall der J-Transforma-

tion ist. Setzt man

50 — (Aspir1)"2A [(Asn+k)k“] _ (Aspirn)A [(Asn+k)k+1] o0
n’ (Asppp) Ay g ) - (Do) FHL .

so kann man (2.60) umschreiben mit dem Resultat

vih =g, w®=As,, (3.202a)
G DR SN (3.202b)
k+1 k Awgg) k :
(k), (k)
WD) = I 5 — (A, ) (3.202¢)
Awn

Demnach ist das Overholt-Verfahren tatséchlich ein Spezialfall der J-Transformation,
wenn man (3.201) verlangt und w,, = As,, verwendet.

Folglich gelten beispielsweise die Determinantendarstellungen, die oben fiir die [J-
Transformation abgeleitet wurden, auch entsprechend fiir das Overholt-Verfahren. Man
kann beispielsweise

As, Aspiq Asyyo
1 1 1
”il (Asji1) (A%s;) i (Asji1) (A%s;) i (Asji1) (A%s;)
(n) s As; o As; s As;
Vy' = i i i (3.203)
Asy, Asypy Asyyo
1 1 1
i (Asji1) (A%s)) i (Asji1) (A%s)) i (Asji1) (A%s))
0 As; o As; s As;
schreiben.

Verwendet man Gl. (3.201) und w, = As, in Verbindung mit Satz 3.11, so erhélt
man Familien von Folgen, fiir die das Overholt-Verfahren exakt ist. Beispielsweise ist die
V5-Transformation exakt fiir Folgen der Form

n—1 A " AQ .
60 = 5+ As, (00—1—01 3 (As 1(22( ) i J) . (3.204)

n1=0
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Dies ist eine nichtlineare Familie, die von zwei Parametern abhéngt.

Wir bemerken, dafl man modifizierte J-Transformationen entwickeln kann, die auf der
hierarchisch konsistenten Iteration anderer einfacher Transformationen anstelle von (3.13)
beruhen, wie zum Beispiel auf pS” [400] oder auf GI. (3.195).

Die Methode der hierarchischen Konsistenz liefert einen neuen, relativ allgemeinen Zu-
gang zur Konstruktion und effizienten Benutzung von iterativen Folgentransformationen.
Die Hoffnung ist, dafl dieses Konzept — #hnlich wie das der perfekten Fehlerschéitzung
[54] — weitere zusitzliche Einsichten hinsichtlich Konvergenzbeschleunigung, Extrapola-
tion und Summation liefern wird.

3.3.8 Numerische Tests

Wir stellen erste numerische Resultate der 7-Transformation vor. Die Rechnungen wurden
in FORTRAN QUADRUPLE PRECISION durchgefiihrt, was auf dem verwendeten Rech-
ner (einer SUN-Workstation) etwa 32 Dezimalstellen entspricht, und zur Abschétzung der
numerischen Stabilitdt in DOUBLE PRECISION (etwa 15 Dezimalstellen) wiederholt. Im
folgenden wird als Stellenzahl der negative dekadische Logarithmus des relativen Fehler-
betrages verwendet.

Wenn nicht anders angegeben, wird jeweils die hochstmdgliche Iterationsstufe benutzt.
Das heif3t, dafl Folgentransformationen der Form

st =T ({sn}, {wn ), {rP}) (3.205)

in den folgenden Tabellen verwendet werden. Wir erinnern an die Abhéngigkeiten in GI.
(3.25). Um also das n-te Element der transformierten Folgen zu berechnen, werden die
Folgenelemente {s,}"_, benutzt. Fiir w, = As,, also fiir die #-Varianten, wird zusitzlich
Spt1 bendtigt.

Spaltenbezeichner der Form (§; = f(k) in den Tabellen bedeuten, daf§ die J-Transfor-
mation mit

r®) =1/(n+ f(k)), 60 = —1/(n+ f(k))2 (3.206)

verwendet wurden. Wenn f(k) linear in k ist, bedeutet das, da8 eine Variante der ,J-
Transformation benutzt worden ist. In den meisten anderen Fillen wurden die 7-, 7-
und U-Transformationen verwendet, die in Gln. (3.26), (3.27) und (3.28) definiert sind.
In einigen Féllen wurden lineare Varianten der [J-Transformation benutzt, bei denen die
Restabschétzungen w, nicht von den s, abhingen. Aber auch in diesen Fillen werden die
6() normalerweise wie in Gl. (3.206) gewihlt.

In den Tabellen 3.1 — 3.3 wird die [J-Transformation an einigen Beispielen getestet,
die von Brezinski und Redivo Zaglia [59, S. 273-275] als Testfélle herangezogen wurden.
Ein genauer Vergleich mit den Resultaten dieser Autoren ist deshalb etwas schwierig,
weil nicht vollstdndig klar ist, mit welcher Zahl von Dezimalstellen in ihren Programmen
ihre Resultate berechnet wurden. Zum Zwecke des Diskussion nehmen wir hier an, dafl
man ihre Daten direkt zu unseren Daten vergleichen kann, die mit etwa 32 Dezimalstellen
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Tabelle 3.1: Beschleunigung der Folge s, _; = (cos(z,) + asin(z,))"/*" -exp(—a) fiir a = 1,
z, = 0.8"

n Sp A B C
0 0.56727 0.5672720550613 0.5672720550613 0.5672720550613
2 0.67232 0.5603756979875 0.5794079651031 0.9346738122750
4 0.76045 —3.9133118579674 0.5200219200969 0.9934529112438
6 0.83070 0.9741409601610 1.1225200986264 0.9996475153695
8 0.88371 0.9992780180258 1.0030337856181 0.9999906939002
10 0.92185 1.0009399107924 1.0007212883640 0.9999998864939
12 0.94832 1.0001496110197 1.0000244503126 0.9999999993860
14 0.96620 0.9999863330110 0.9999777232278 0.9999999999986
16 0.97806 0.9999925816547 0.9999958948632 1.0000000000000
18 0.98583 0.9999994267593 1.0000002197867 1.0000000000000
20 0.99087 1.0000001945383 1.0000001889768 1.0000000000000
22 0.99414 1.0000000523404 1.0000000215900 1.0000000000000
24 0.99624 1.0000000007212 0.9999999960285 1.0000000000000
26 0.99759 0.9999999979774 0.9999999984311 1.0000000000000
28 0.99846 0.9999999996350 0.9999999999071 1.0000000000000
30 0.99901 1.0000000000275 1.0000000000534 1.0000000000000
00 1.00000 1.0000000000000 1.0000000000000 1.0000000000000

Arw,=n+1)Asy 1, B =1
B:w,=(n+1)As,_1, B =2

C: w, = z,, 55{“) = Tpik

berechnet wurden. Falls Brezinski und Redivo Zaglia weniger Stellen benutzt haben, sind
Einfliisse von Rundungsfehlern auf ihre Daten sehr wahrscheinlich.

Die Eintréige in den Tabellen 3.1 - 3.3 in Spalten mit Bezeichnern §; = 1 entsprechen
JUM(1,1,{s,}), die mit B, = 2 entsprechen ;U (1,2, {s,}). Diese Transformationen
sind in Gl. (3.32) definiert. In den Tabellen 3.1 und 3.2 werden Folgen der Form

Sp—1 = (cos(zy,) + asin(xn))l/x" -exp(—a), neN, aeR (3.207)

betrachtet. Diese konvergieren gegen Eins, wenn die Hilfsfolge {x,, } gegen Null konvergiert.
Tatséchlich gilt s, 1 — 1 = O(x,) und

Sn+1—]_
Sp— 1

= O(ZTpi2/Tns1) (3.208)

fiir grofie n. In Tabelle 3.1 wird die Hilfsfolge x,, = (0.8)™ behandelt, in Tabelle 3.2 dagegen



3.3. DIE J-TRANSFORMATION 71

x, = 1/n. Folglich konvergieren die Eingabefolgen in Tabelle 3.1 linear und in Tabelle 3.2
logarithmisch.

Die letzte Spalte entspricht dem sonst nicht behandelten Fall, dafl die 6%’” nicht gemaf
Gl. (3.206), sondern gemif 6 = z,,,, = (0.8)"** gewihlt wurden. Da die J-Transfor-
mation in den r(*) multiplikativ invariant ist laut Satz 3.4 und demnach n-unabhingige
Faktoren von 7(*) unerheblich sind, erhilt man die gleichen Resultate auch fiir 6(¥) =
(0.8)". Wegen A¢™ = ¢"(q — 1) ergeben sich die gleichen Resultate ebenfalls fiir r¥) =
(0.8)"** oder fiir 7(*) = (0.8)", wenn man wiederum Satz 3.4 ausniitzt. Ebenso schlieft
man im Falle von 6%) =z, . — x, = (0.8)" - (0.8¥%! — 1), was gleichbedeutend ist mit
rd) =¥k @iy =52, (1 — (0.8)F!). Aufgrund von Satz 3.18 ist der Kern der Transfor-
mation JF) ({s,}, {z,}, 57, (1 — (0.8)¥+1)) durch

k—1
Sn—1 =S+ xy Y dj (T, n €N (3.209)
5=0
gegeben mit beliebigen Konstanten d;. Dies kann man auffassen als die ersten Terme einer
Potenzreihe von s, ; in der Variablen x,,. Dies erklért die ziemlich rasche Konvergenz in
der letzten Spalte von Tabelle 3.1. Die Konvergenz ist langsamer fiir die anderen beiden
Varianten. Man sollte aber beachten, dafl diese beiden Varianten nur etwas weniger er-
folgreich sind als der e-Algorithmus, der 10.56 Stellen fiir n = 20 liefert, und besser als
Levins ¢-Transformation, die 7.4 Stellen fiir diesen Wert von n liefert [59, S. 275].

Fiir die gleiche Rechnung in DOUBLE PRECISION gehen Stellen verloren. Fiir 5, = 1
waren die besten Resultate 7-8 exakte Stellen fiir n > 19 und 6-8 Stellen fiir n > 18 im
Falle 8, = 2. Fiir n > 25 verschlechterte sich die Genauigkeit wieder. Im Falle w, = x,
und 6%’” = Tynyk, stellten 11-12 Stellen das beste Resultat fiir n > 14 dar. Fiir groflere n
nahm die Stellenzahl langsam bis auf 9 Stellen fiir n = 30 ab.

In Tabelle 3.2 zeigt sich, dal diese beiden u-Varianten sogar noch effizienter sind fiir
x, = 1/n. Zu beachten ist, da8 fiir kleinere n die Leistung der Variante mit 3 = 1 zwischen
der des p- und der des ©-Algorithmus anzusiedeln ist, die beide wesentlich besser als eine
Reihe von anderen Algorithmen abschneiden [59, S. 275]. Fiir grolere n sind die Resultate
der J-Transformation sogar besser als die des p- und des ©-Algorithmus, die fiir n = 18
eine Stellenzahl von 13.47 bzw. 9.86 aufweisen. [59, S. 275].

In DOUBLE PRECISION waren die besten Resultate 10 Dezimalstellen fiir n = 11
im Falle §; =1 und 8 Dezimalstellen fiir n = 13 im Falle 3, = 2.

In Tabelle 3.3 wird die Folge

Sn—1 = (L+z/n)" - exp(—x) (3.210)

fiir x = 1 betrachtet. Thr Grenzwert ist bekanntlich Eins. Dies ist eine logarithmisch
konvergente Folge und es gilt s,_; — 1 = —22/(2n) + O(1/n?) = O(1/n). Ahnlich wie
in Tabelle 3.2 liegen die Leistungen der verschiedenen u-Varianten der J-Transformation
zwischen dem p- und dem ©-Algorithmus [59, S. 274] fiir kleinere Werte von n. Fiir hohere
Werte von n ist die Konvergenz recht betriedigend, vor allem fiir den Fall g, = 2.

In DOUBLE PRECISION waren die besten Resultate 9 exakte Stellen fiir n = 10 und
Br = 1 sowie 8 exakte Stellen fiir n = 11 und 5, = 2.
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Tabelle 3.2: Beschleunigung von s, = (cos(1/n) + asin(1/n))" - exp(—a) fiir a = 1 und

wp=(Mn+1)As, 1 mits ;=1

Sn

Br =1

Br = 2

© o 1 o o3

10
11
12
13
14
15
16
17
18

0.8600217428314
0.8772578620360
0.8907052061442
0.9014918397610
0.9103376107750
0.9177237957539
0.9239845055428
0.9293590040817
0.9340231658411
0.9381091811057
0.9417183353028
0.9449295472490
0.9478052233297
0.9503953635162

1.0135997425407
0.9985709291230
1.0001223125935
0.9999914737390
1.0000004971692
0.9999999745416
1.0000000009975
0.9999999999302
0.9999999999942
0.9999999999980
0.9999999999995
0.9999999999999
1.0000000000000
1.0000000000000

1.4600320669391
0.9501182818399
1.0108181080846
0.9983764638148
1.0002088434895
0.9999773398060
1.0000021168614
0.9999998275900
1.0000000123818
0.9999999992083
1.0000000000454
0.9999999999976
1.0000000000001
1.0000000000000

1.0000000000000

1.0000000000000

1.0000000000000
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Tabelle 3.3: Beschleunigung der Folge s, 1 = (1+2/n)" - exp(—z) fiir w, = (n+1)As, 4
mits_;=1lundz =1

Sn

Br =1

Br = 2

© 0~ O Utk W Ny~ OfS

T e S S S e Sy ey
O I O Ot = W N = O

0.7357588823429
0.8277287426357
0.8720105272212
0.8981431669225
0.9154017710557
0.9276545004797
0.9368048854906
0.9438993731584
0.9495611399413
0.9541845267642
0.9580312771961
0.9612819623291
0.9640651901688
0.9664750464046
0.9685819513499
0.9704396614614
0.9720899236857
0.9735656521671
0.9748931471696

0.7357588823429
0.9196986029286
1.0387184221311
0.9934942544930
1.0010075919708
0.9998983797339
1.0000093659781
0.9999995978043
1.0000000623405
1.0000000061521
1.0000000017113
1.0000000003795
1.0000000000880
1.0000000000205
1.0000000000048
1.0000000000011
1.0000000000003
1.0000000000001
1.0000000000000

0.7357588823429
0.9196986029286
1.1123973578279
0.9654414371834
1.0136591673145
0.9967609170400
1.0006435304738
0.9998988714306
1.0000130965297
0.9999985821397
1.0000001302724
0.9999999897128
1.0000000007052
0.9999999999576
1.0000000000022
0.9999999999999
1.0000000000000
1.0000000000000
1.0000000000000

g

1.0000000000000

1.0000000000000

1.0000000000000




Tabelle 3.4: Beschleunigung der Reihe ((2) unter Verwendung von w,, = (n + 1)As,

Br=1

Br =2

ﬁk:1—|—k

ﬂk:2—|—]€

W 0~ O Otk W NN~k OfS

S S et
Ot = W N = O

1.0000
1.2500
1.3611
1.4236
1.4636
1.4914
1.5118
1.5274
1.5398
1.5498
1.5580
1.5650
1.5709
1.5760
1.5804
1.5843

1.0000000000000
1.5000000000000
1.6250000000000
1.6428571428571
1.6447368421053
1.6449152542373
1.6449322143318
1.6449338790187
1.6449340473956
1.6449340648035
1.6449340666310
1.6449340668250
1.6449340668457
1.6449340668480
1.6449340668482
1.6449340668482

1.0000000000000
1.5000000000000
1.6666666666667
1.6444444444444
1.6448948948949
1.6449307397583
1.6449337653464
1.6449340381402
1.6449340640174
1.6449340665620
1.6449340668188
1.6449340668452
1.6449340668479
1.6449340668482
1.6449340668482
1.6449340668482

1.0000000000000
1.5000000000000
1.6250000000000
1.6458333333333
1.6448948948949
1.6449358283971
1.6449339851725
1.6449340707114
1.6449340666632
1.6449340668572
1.6449340668478
1.6449340668482
1.6449340668482
1.6449340668482
1.6449340668482
1.6449340668482

1.0000000000000
1.5000000000000
1.6666666666667
1.6414141414141
1.6456056466302
1.6447858317612
1.6449706252376
1.6449242762514
1.6449368570545
1.6449332323647
1.6449343262121
1.6449339836640
1.6449340942338
1.6449340576310
1.6449340700098
1.6449340657459

g

1.6449

1.6449340668482

1.6449340668482

1.6449340668482

1.6449340668482

(2
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In Tabelle 3.4 transformieren wir die Folge der Partialsummen

n

Sn=> (j+1)7 (3.211)
7=0
der unendlichen Reihe .
2)=Y(G+1)*=n%/6. (3.212)
j=0

Diese Folge ist logarithmisch konvergent. Die Reste s, — ((2) fallen wie n™" fiir grofie n
[368, S. 345]. Dies ist ein Spezialfall der Reihe

o0

Ca)=> (G +1)7", (3.213)
§=0
die die ¢-Funktion von Riemann definiert, die hiufig als typisches Beispiel logarithmischer
Konvergenz herangezogen wird. Wenn R(z) nur wenig grofier als Eins ist, ist die Reihe sehr
langsam konvergent (vgl. z.B. [29, S. 379]). Tatséchlich sind die Reste von der Ordnung
n'=? fiir grofle n.

Die Eintrdge in Tabelle 3.4 entsprechen der Anwendung der ,U-Transformation, die
in Gl (3.32) definiert ist. Eintrige fiir 8, = 1 entsprechen ;UJ” (1,1, {s,}), solche fiir
B = 2 entsprechen 1Ugn)(1, 2,{sn}), solche fiir By, = 1+ k entsprechen QUS")(L L, {sn})
und solche fiir §;, = 2 + k entsprechen QUS")(L 2,{sn}).

Sieger in dieser Tabelle ist die Transformation QU(()")(L 1, {sn})-

Bei gleicher Rechnung in DOUBLE PRECISION machen sich Stellenverluste bemerk-
bar. Dies ist im Falle logarithmischer Konvergenz auch zu erwarten. Fiir §; = 1 erhielten
wir 11 exakte Stellen fiir n = 11 und 12 Stellen fiir 8, = 2. Die entsprechenden Resultate
fiir By = 1 4+ k waren 11 Stellen fiir n = 9 und 8 Stellen fiir 5, = 2 + k. Fiir groflere
Werte von n nahm die Genauigkeit wieder ab. Bemerkt sei auch, dafl die Werte in DOU-
BLE PRECISION schwach davon abhingen, welcher Algorithmus fiir die Berechnung der
J-Transformation verwendet wurde, ob also Gl. (3.24) oder ob Gl. (3.50) zugrundegelegt
wurde.

Vergleich mit Literaturergebnissen [368, Tab. 14-1, S. 351], [370, Tab. 1] zeigt, daB fiir
die Reihe (3.212) die transformierte Folge QUE)")(I, 1, {sn}) schneller konvergiert als die
iterierte po-Transformation, die — geméf [368, S. 351] — zusammen mit der Standardform
des p-Algorithmus von Wynn [400] als das beste Beschleunigungsverfahren fiir die Reihe
(3.212) gilt. Allerdings sollte man bemerken, daf QUSn)(l, 1,{s,}) etwas anfilliger fiir
Rundungsfehler zu sein scheint als die iterierte po-Transformation, da letztere immerhin
13 Dezimalstellen fiir n = 12 in DOUBLE PRECISION exakt berechnen konnte [370].

Wenn der dominierende Fehlerterm einer Reihe bekannt ist, kann man schnellere Kon-
vergenz erzielen, indem man eine bekannte Reihe mit dem gleichen Verhalten der Reste
termweise abzieht und den Grenzwert dieser Reihe addiert (vgl. z.B. [105, S. 152f]). Im
Falle der Reihe fiir ((2) kann man dazu die Reihe

i 4/(4n* —1) =2 (3.214)



76 KAPITEL 3. ITERATIVE FOLGENTRANSFORMATIONEN

verwenden und erhélt eine schneller konvergente Reihe

/6 =2— Z 1/[n?(4n* — 1)]. (3.215)
Der Fehler der Partialsummen
Sn=2— Y 1/[m*(4m”® —1)] (3.216)

ist dann O(n™?).

Diese Technik hat hiufig auch einen positiven Einflufl auf Rundungsfehler [105]. Fiir
das Beispiel der ((2)-Reihe erhélt man zum Beispiel bei Rechnung in DOUBLE PRECI-
SION

U 12( 1, {s,}) = 1.6449340668401, 1U0 (1,2, {s,}) — 1.6449340668458,
)(1,1 {sn}) = 1.6449340668613, U™ (1,2, {s}) — 1.6449340738669,
U™ (1,1, {5,}) = 1.6449340668485, Ui (1,2, {5.}) — 1.6449340668481,

2U 14’( 1,{3,}) = 1.6449340664834, 2U016>( 12, {5.}) — 1.6449340654318,

Es ist also mdglich, unter giinstigen Umsténden ein bis zwei Stellen an Genauigkeit zu
gewinnen. Die Stabilitit ist auch erhéht. In DOUBLE PRECISION ergeben sich folgen-
de Resultate: Fiir n = 20 und Anwendung der J-Transformation auf s, findet man nur
fiinfstellige Genauigkeit fiir 8, = 1+ k und By = 2 + k, und siebenstellige Genauigkeit fiir
Br = 1 und [y = 2. Anwendung auf §, ergibt fiir den gleichen Wert von n siebenstellige
Genauigkeit fiir fy = 1 + k und (B, = 2 + k, zehnstellige Genauigkeit fiir 5, = 1, und
neunstellige Genauigkeit fiir 8, = 2.

Um den Vergleich mit Literaturergebnissen zu erleichtern, bei denen diese Technik
normalerweise nicht verwendet wird, wird sie im folgenden nicht angewandt werden.

In Tabelle 3.5 wird die U-Transformation auf die Partialsummen

no(2j -1 1

=3

=2 45 +1

(3.217)

der logarithmisch konvergenten Reihe fiir die Lemniskatenkonstante A [234, S. 358f],[356,

S. 14]

@i-nr 1 [P
(25)!! 4j+1 © 4(2m)1/2

-y

=0

(3.218)

angewandt. Die Terme fallen fiir grofie j wie 1/(j+1)32. Folglich verhalten sich die Fehler
(5, — A) der Partialsummen wie n~'/2 fiir n — oo [368, S. 347].

Man erkennt, dafl die Wahl §, = 2 der Wahl g8, = 1 fiir kleinere n leicht unterlegen
ist, fur groflere n aber vorteilhaft ist. Die Wahl 5, = 1 entsprlcht der Transformation
ul ( 1,{sn}), die Wahl g, = 2 der Transformation ul ( 2,{sn}). Vergleich mit
Literaturdaten [368, Tab. 14-2, S. 352, Tab. 14-3, S. 354] zeigt, daf die Transformation
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Tabelle 3.5: Beschleunigung der Reihe fiir die Lemniskatenkonstante A mit
wp = (n+1)As,_4

n Sn B =1 Br =2
0 1.0000000000000 1.0000000000000 1.0000000000000
1 1.1000000000000 1.1250000000000 1.1250000000000
2 1.1416666666667 1.2800000000000 1.3833333333333
3 1.1657051282051 1.3142857142857 1.3166666666667
4 1.1817896870287 1.3111307832083 1.3035188216039
5 1.1935084370287 1.3110313621470 1.3129629487244
6 1.2025318745287 1.3110287090436 1.3107614635193
7 1.2097550695718 1.3110287414708 1.3110539269469
8 1.2157059973061 1.3110287696902 1.3110270291805
9 1.2207187157130 1.3110287757933 1.3110288714735
10 1.2250162047862 1.3110287769095 1.3110287730285
11 1.2287537180105 1.3110287771048 1.3110287772911
12 1.2320431110268 1.3110287771388 1.3110287771413
13 1.2349672811610 1.3110287771448 1.3110287771461
14 1.2375891404731 1.3110287771458 1.3110287771460
15 1.2399574101139 1.3110287771460 1.3110287771461
16 1.2421104860230 1.3110287771461 1.3110287771461
17 1.2440790912340 1.3110287771461 1.3110287771461
18 1.2458881405432 1.3110287771461 1.3110287771461
19 1.2475580797723 1.3110287771461 1.3110287771461
20 1.2491058660392 1.3110287771461 1.3110287771461
o0 1.3110287771461 1.3110287771461 1.3110287771461

1U(()")(1, 1,{sn}) leichte Vorteile gegeniiber der u-Transformation von Levin hat, die dort
am besten abschnitt.

In DOUBLE PRECISION erhielt man 11 Dezimalstellen fiir ;U (1,1, {s,}) und

ebenfalls fiir 1U(()12)(1,2, {sn}). Verwendung des Algorithmus (3.24) fiir 1U§")(1,2, {sn})
lieferte etwas genauere Ergebnisse als der Algorithmus (3.50). Fiir groere Werte von n
nahm die Genauigkeit wieder ab. Diese Ergebnisse sind sehr dhnlich zu denen der u-Trans-

formation von Levin. [368, S. 352]

In Tabellen 3.6 - 3.9 wird ein besonders schwieriges Beispiel logarithmischer Konver-
genz behandelt. Es handelt sich um die sogenannte 1/z-Entwicklung (vgl. z.B. [158, GL
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(3.2-32), S. 30])

1/z= f;o kn_1/2(2)/12" 0] (3.219)
fiir 2 > 0. Es treten hier reduzierte Bessel-Funktionen [334]

ky(2) = (2/7)' 22V K, (2) (3.220)

auf, die {iber die modifizierten Bessel-Funktionen zweiter Art K, (z) definiert sind [234,
S. 66]. Eine griindliche Diskussion jiingeren Datums der reduzierten Bessel-Funktionen
findet man bei Homeier [158, Abschn. 3].

Die 1/z-Entwicklung ist eine langsam konvergente Reihe. Thre Terme fallen fiir grofle
n wie 1/(n + 1)%2. Folglich verhalten sich die Reste der Partialsummen

= 3 a2 71, (3.221)

also die GroBen (s, — 1/z), wie n=/2 im Grenzwert n — oo [368, S. 349]. Demnach
bendtigt etwa 1 000 000 Terme, um durch Aufsummieren der Reihe fiir z = 1 dreistellige
Genauigkeit zu erzielen.

Die Abschiitzung der Terme und damit der Reste basiert auf der Beziehung [368, Gl.
(14.3-18)]

kni1/2(2) = 2(1/2)0[1 + O(n™")] (3.222)
fiir grofle n > 2. Es folgt
i CRRCTEIE > T et = i B o
(3.223)

fiir grofe n.
Hierbei wurde Gebrauch gemacht von der Gleichung [368, GI. (14.3-21)]

Z (2 = D! _ (1/2)n _ (20— 1)1

= 25+ 2! (n)!  (2n)!!

(3.224)

Man vergleiche auch die Diskussion in [368, Abschn. 14].

Es gibt andere Reihen mit diesem Konvergenzverhalten, zum Beispiel ((3/2) oder die
Reihe (3.218) fiir die Lemniskatenkonstante A. Es bleibt aber festzuhalten, daf die 1/2-
Entwicklung weit schwieriger zu extrapolieren ist als diese Reihen. Der Grund ist, daf
das asymptotische Verhalten der Terme fiir grofle n sich erst sehr spét durchsetzt, wenn
z relativ grof} ist. Weil also die 1/z-Entwicklung schwieriger zu extrapolieren ist, ist sie
ein anspruchsvollerer Testfall fiir die Fahigkeit einer Folgentransformation, logarithmische
Konvergenz zu beschleunigen, als ((2) oder die Reihe (3.218).

GeméB Ref. [370] ist eine der beiden besten Folgentransformationen fiir die 1/2z-Ent-
wicklung das Osada-Verfahren (2.45). Die andere sehr erfolgreiche Transformation ist der
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Tabelle 3.6: Beschleunigung der 1/z-Entwicklung fiir z = 1/2 durch 1J[()")(1/2, {sn},{wn})

Wn

Sn

(n+1)As,—1

(n+ 1)_1/2

(2n — )1/ (2n)!!

© 0~ O Ut R W N~ OfS

OO NN N N M = e e e e
TU = W N = O © 0 ~J O Ot = W N —~= O

1.2130613194253
1.5163266492816
1.6300511479777
1.6900724111784
1.7281780157763
1.7550395054422
1.7752650093680
1.7911964491931
1.8041633171580
1.8149828698370
1.8241884943835
1.8321449539650
1.8391112148225
1.8452768640345
1.8507843002336
1.8557428278275
1.8602379276877
1.8643375404571
1.8680964369459
1.8715593276470
1.8747631197850
1.8777385849386
1.8805116108815
1.8831041548293
1.8855349787552
1.8878202233022

1.2130613194253
1.8195919791379
1.7698763512926
1.8954331426658
2.0088384473858
2.0085183347641
1.9958525344721
1.9996291143085
2.0002789359885
1.9999599454208
1.9999881696571
2.0000024401806
1.9999999024935
1.9999998776094
2.0000000055899
1.9999999998206
1.9999999991435
1.9999999999243
1.9999999999851
1.9999999999927
1.9999999999985
1.9999999999997
1.9999999999999
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

1.2130613194253
1.9401611146995
2.2516999724789
1.9831462870436
1.9989772237121
1.9997458168750
2.0001097526883
1.9999979362241
1.9999974205459
2.0000002454748
2.0000000603100
1.9999999944846
2.0000000002443
2.0000000003953
2.0000000000432
2.0000000000093
2.0000000000036
2.0000000000008
2.0000000000002
2.0000000000001
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

1.2130613194253
1.7289768951964
2.1032155536679
1.9960389020641
1.9990837253199
1.9997375448177
2.0000873237203
2.0000004735389
1.9999976082798
2.0000001431715
2.0000000486355
1.9999999931683
1.9999999994553
2.0000000001831
1.9999999999963
1.9999999999969
2.0000000000003
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

g

2.0000000000000

2.0000000000000

2.0000000000000

2.0000000000000
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Tabelle 3.7: Beschleunigung der 1/z-Entwicklung fiir z = 1/2 durch 1.](()")(3/2, {sn},{wn})

Wn

Sn

(n+1)As,—1

(n+1)"1/2

(2n — )1/ (2n)!!

© 0~ O Ut R W N~ OfS

OO N N N N M e e e e
T = W N P O © 0 ~J O Ot = W N —+= O

1.2130613194253
1.5163266492816
1.6300511479777
1.6900724111784
1.7281780157763
1.7550395054422
1.7752650093680
1.7911964491931
1.8041633171580
1.8149828698370
1.8241884943835
1.8321449539650
1.8391112148225
1.8452768640345
1.8507843002336
1.8557428278275
1.8602379276877
1.8643375404571
1.8680964369459
1.8715593276470
1.8747631197850
1.8777385849386
1.8805116108815
1.8831041548293
1.8855349787552
1.8878202233022

1.2130613194253
1.8195919791379
1.7597931817014
2.0198236550399
2.1683687738779
1.9610532997664
1.9903554653374
2.0089450705729
1.9984972367557
1.9996635928059
2.0001865992541
1.9999776968687
1.9999953883548
2.0000018237998
1.9999998585038
1.9999999600523
2.0000000106331
1.9999999996152
1.9999999997621
2.0000000000424
2.0000000000002
1.9999999999990
2.0000000000001
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

1.2130613194253
1.9401611146995
2.8974678654563
1.7758521160122
2.1108031095670
1.9806399987496
2.0031206520178
1.9994720065417
2.0000894663050
1.9999912318622
1.9999997665848
2.0000001402618
2.0000000021400
1.9999999956585
2.0000000003989
2.0000000000581
1.9999999999858
2.0000000000002
2.0000000000003
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

1.2130613194253
1.7289768951964
2.7208531052540
1.8186273767203
2.0606690789706
1.9904649230342
2.0015172801553
1.9996742296047
2.0000621495258
1.9999946508880
1.9999995446020
2.0000001276295
2.0000000047072
1.9999999959358
2.0000000003117
2.0000000000607
1.9999999999872
2.0000000000000
2.0000000000002
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000
2.0000000000000

g

2.0000000000000

2.0000000000000

2.0000000000000

2.0000000000000
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BDG-Algorithmus (2.44). Das Osada-Verfahren und der BDG-Algorithmus héngen jeweils

von einem Parameter § = —a ab, den man explizit vorgeben muf. Fiir Folgen der Form
sn=5+ > cj/(n+1)*H (3.225)
j=0

kann man mit diesen Algorithmen den Fehler auf O(n~ % 2*) fiir groe n reduzieren. Ver-
gleiche auch Abschnitt 2.2.6.

Im Falle der 1/z-Entwicklung muff man aufgrund von Gl. (3.223) den Wert o = 1/2
withlen. Ein verniinftige Restabschitzung ist demnach w, = (n+1)~'/2. Gleichung (3.223)
motiviert auch die alternative Wahl w,, = (2n—1)!!/(2n)!!. Diese Restabschétzung ist eben-
falls O(n~'/?) fiir groe n. Verwendet man eine dieser Restabschitzungen und sind die §(*)
unabhéngig von n, so ist die J-Transformation eine lineare Funktion der Partialsummen.

Diese beiden linearen Varianten der J-Transformation werden spéter in einem anderen
Zusammenhang noch einmal auftauchen.

In den Tabellen 3.6 und 3.7 wird der Fall z = 1/2 behandelt. In den Tabellen 3.8
und 3.9 wihlen wir den etwas schwierigeren Fall z = 4/5. In allen Tabellen werden die
nichtlineare u-Variante 1J{" (3, {s,}, {(n + 1)As,_1}) und die beiden linearen Transfor-
mationen 1JV (8, {s,}, {(n +1)~Y2}) und ;I (3, {s,}, {(2n — 1)I/(2n)!1}) miteinander
verglichen. Die ,J-Transformation ist in GL. (3.29) definiert. Es werden jeweils die beiden
Werte = 1/2 und = 3/2 verwendet, um so die Abhéngigkeit von /3 zu untersuchen.

In den Tabellen 3.6 - 3.9 schneiden die linearen Transformationen besser ab als die
nichtlineare u-Variante. Die Wahl w, = (n + 1)7'/2 ist etwas schlechter als die Wahl
wy, = (2n — DN/(2n)!. Fiir z = 1/2 sind die Resultate fiir 3 = 3/2 fast so gut wie die fiir
( =1/2. Fiir z = 4/5 sind sie schlechter.

In DOUBLE PRECISION erhilt man als beste Resultate fiir die u-Variante 9 exakte
Stellen fiir n = 16, § = 1/2, z = 4/5, 8 Stellen fiir n = 17, 3 = 3/2, z = 4/5, 10 Stellen fiir
n =15, 3=1/2, 2 = 1/2 sowie 8 Stellen fiir n = 15, § = 3/2, z = 1/2. Fiir die Variante
mit w, = (n 4+ 1)7'/2 sind die entsprechenden Resultate 10 Stellen fiir n = 14, § = 1/2,
z =4/5, 9 Stellen fiir n = 13, f = 3/2, z =4/5, 10 Stellen fir n =12, 3 =1/2, 2 = 1/2
sowie 9 Stellen fiir n = 12, § = 3/2, z = 1/2. Fiir die Variante mit w, = (2n — 1)!/(2n)!!
erhiilt man entsprechend 9 Stellen fiir n = 13, § = 1/2, z = 4/5, 9 Stellen fiir n = 14,
B =3/2, z=4/5, 10 Stellen fiir n = 13, § = 1/2, z = 1/2 sowie 9 Stellen fiir n = 12,
B =3/2, z=1/2. Fiir groBere n verschlechterte sich jeweils die Genauigkeit wieder.

Die Resultate fiir z = 1/2 kann man direkt zu den Resultaten in [370, Tab. 3] ver-
gleichen. Diese Daten zeigen, dal die Methode von Bjgrstad, Dahlquist und Grosse [34]
Osadas modifiziertem p-Algorithmus [268] fiir n < 14 leicht iiberlegen und fiir n > 14
leicht unterlegen ist. Die Eintrége in der letzten Spalte von Tabelle 3.6, die unsere besten
Resultate fiir z = 1/2 darstellen, sind fast so gut wie die Resultate fiir Osadas Algorithmus
mit o = 1/2. Beispielsweise ist der absolute Fehler dieser Methode 2.83 - 10® fiir n = 10,
und fiir n = 15 betriigt er 2 - 107!3. Das Osada-Verfahren ist allerdings numerisch etwas
stabiler.
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Tabelle 3.8: Beschleunigung der 1/z-Entwicklung fiir z = 4/5 durch 1.](()")(1/2, {sn},{wn})

Wn

Sn

(n+1)As,—1

(n+1)"1/2

(2n — )1/ (2n)!!

© 0~ O Ut R W N~ OfS

DO NN N N M = e e e e
TU = W N = O © 0~ O O i W N —+= O

0.5616612051465
0.7863256872051
0.8874247041315
0.9439652654496
0.9806511031658
1.0067835140576
1.0265784800276
1.0422312196170
1.0550056275790
1.0656857514131
1.0747865667307
1.0826618965033
1.0895638413456
1.0956774851981
1.1011421634246
1.1060650318428
1.1105300244656
1.1146039429560
1.1183407028756
1.1217843613599
1.1249713188304
1.1279319483516
1.1306918204772
1.1332726371099
1.1356929526660
1.1379687375065

0.5616612051465
1.6849836154396
1.0441621062120
1.1290066775475
1.2344590561626
1.2675112037949
1.2497238969666
1.2476965477006
1.2501759545590
1.2501475513893
1.2499682133207
1.2499936918374
1.2500020835907
1.2500000290267
1.2499998954210
1.2500000061421
1.2500000024541
1.2499999993682
1.2499999999381
1.2500000000142
1.2499999999977
1.2499999999992
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000

0.5616612051465
-0.3059163945457
1.0295198442850
1.3664156931064
1.2388673953052
1.2494508319351
1.2500625453356
1.2500488138823
1.2499958173587
1.2499984240104
1.2500002099507
1.2500000455466
1.2499999926654
1.2499999994014
1.2500000003150
1.2500000000173
1.2499999999964
1.2500000000012
1.2500000000003
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000

0.5616612051465
2.6080909407769
1.0907759474927
1.3168869927161
1.2444786078617
1.2493218391598
1.2500244011037
1.2500441133153
1.2499973122653
1.2499984765657
1.2500001534578
1.2500000421434
1.2499999931519
1.2499999991662
1.2500000002378
1.2500000000069
1.2499999999936
1.2500000000003
1.2500000000001
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000

g

1.2500000000000

1.2500000000000

1.2500000000000

1.2500000000000
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Tabelle 3.9: Beschleunigung der 1/z-Entwicklung fiir z = 4/5 durch 1J[()n)(3/2, {sn},{wn})

Wn

Sn

(n+1)As,—1

(n+ 1)_1/2

(2n — )1/ (2n)!!

© 0~ O Ut R W N~ OfS

DO N N N M = e e e e
TU = W N = O © 0 ~J O Ot == W N —+= O

0.5616612051465
0.7863256872051
0.8874247041315
0.9439652654496
0.9806511031658
1.0067835140576
1.0265784800276
1.0422312196170
1.0550056275790
1.0656857514131
1.0747865667307
1.0826618965033
1.0895638413456
1.0956774851981
1.1011421634246
1.1060650318428
1.1105300244656
1.1146039429560
1.1183407028756
1.1217843613599
1.1249713188304
1.1279319483516
1.1306918204772
1.1332726371099
1.1356929526660
1.1379687375065

0.5616612051465
1.6849836154396
0.9701420816167
1.2243836934260
1.3766486583033
1.2606316137981
1.2248589296994
1.2541354238190
1.2527652442066
1.2489653420852
1.2499591776960
1.2500870799704
1.2499875058906
1.2499969916043
1.2500011069798
1.2499999809870
1.2499999550124
1.2500000067020
1.2500000008187
1.2499999996639
1.2500000000137
1.2500000000089
1.2499999999985
1.2499999999999
1.2500000000000
1.2500000000000

0.5616612051465
-0.3059163945457
0.7940766412801
-1.1522101700658
1.0194845663501
1.3505347495214
1.2352073615060
1.2518157890306
1.2497879615312
1.2500334820297
1.2499967357241
1.2499996928156
1.2500000919066
1.2500000068453
1.2499999962522
1.2500000000964
1.2500000001028
1.2499999999887
1.2499999999982
1.2500000000004
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000

0.5616612051465
2.6080909407769
0.9577796962313
3.1025765473446
1.0956840719847
1.3043957020692
1.2419028868439
1.2509080637530
1.2498773382912
1.2500242428488
1.2499978469438
1.2499996351556
1.2500000804822
1.2500000081303
1.2499999965593
1.2500000000368
1.2500000000991
1.2499999999905
1.2499999999981
1.2500000000004
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000
1.2500000000000

g

1.2500000000000

1.2500000000000

1.2500000000000

1.2500000000000
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Fiir z = 4/5 sind unsere besten Resultate die in der letzten Spalte von Tabelle 3.8.
Man kann sie direkt mit [368, Tab. 14-5, S. 358] vergleichen. Dabei stellt man fest, daf}
unsere besten Ergebnisse viel besser sind als die, die man mit Brezinskis #-Algorithmus
[47] und der iterierten fy-Transformation [368, Abschn. 10.3] erhélt. Alle Daten in Tabelle
3.8 kann man auch direkt mit [368, Tab. 14-6, S. 360] vergleichen. Dort wird die Levin-
Transformation [222] in der Form

S U+
(0) ]Z( 1) ( ) (n + 1/2)n Lwj w]
En (1/2, SO,WO) = (] n 1/2)n s n < NO s (3226)
S () i e

anstelle unserer Transformation ;J{" (1/2 {sn},{wn}) mit den gleichen Werten fiir w,
benutzt. Der Vergleich zeigt fiir dieses Beispiel, daf} in jedem Fall die ;J-Transformation
der Levin-Transformation zum gleichen w,, {iberlegen ist.

In Tabellen 3.10 - 3.13 wird die Euler-Reihe behandelt. Es handelt sich um eine diver-
gente Stieltjes-Reihe der Form (A.43). Die Euler-Reihe ist die asymptotische Entwicklung

E(z) ~ 2 Fy(1,1;,—2) = Y (=1)"nlz", 20, (3.227)
n=0
des Euler-Integrales
% exp(—t)
E(z) = / dt 3.228
(2) o 1+ 2zt ( )

Die Terme der Euler-Reihe sind im wesentlichen bestimmt durch die Momente p,, = n!
des positiven Mafles d v (t) = exp(—t)dt. Demnach ist das Euler-Integral eine Stieltjes-
Funktion. Es ist verwandt mit dem Exponentialintegral

Ei(z) = /:O expf(_t) dt (3.229)

aufgrund der Gleichung [110, S. 144, Gl. (14)]
z exp(z) Ei(z) = E(1/z) . (3.230)

Das Exponentialintegral F;(z) kann fiir z > 0 iiber das Unterprogramm S13AAF der
NAG-Bibliothek berechnet werden. Ein exakter Wert fiir die summierte Reihe ist demnach
verfiigbar. Aus diesem Grund verwenden wir fiir die folgenden Tabellen die Euler-Reihe in
der Variablen 1/z, also die hypergeometrische Reihe 5 F(1,1; —1/2) mit Partialsummen

n

sn=> (1) jl277. (3.231)
5=0
Diese Reihe hat Konvergenzradius Null und divergiert rasch fiir alle |z| < oo. Die Divergenz
ist je schneller, je kleiner z ist. Die Summation dieser divergenten Reihe ist eindeutig
aufgrund eines Theorems von Carleman [292, S. 39].
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In den Tabellen 3.10 und 3.11 wird der Fall 2 = 3 behandelt. Verwendet werden die
,T-Transformation aus Gl. (3.30) und die ,T-Transformation aus Gl. (3.31). Verglichen
werden ngn)(Z, {sn}) entsprechend zu B, = 2 und T (8, {sn}) fir 6 =1und g =2
entsprechend zu B, = 1+ k und 8, = 2 + k in Tabelle 3.10 einerseits und ;T{"” (2, {s,})
entsprechend zu 3, = 2, und ﬁ‘ﬁ"’(ﬁ, {sp}) fiir # =1 und 3 = 2 entsprechend zu 5, = 1+k
und (B = 2 + k in Tabelle 3.11 andererseits. Man sollte erwarten, daf§ die #-Varianten
besser abschneiden. Es stellt sich jedoch heraus, dafl die entsprechenden ¢-Varianten kleine
Vorteile haben. Die {T- and 1T—Transformations sind nicht so erfolgreich wie die ¢- und
t-Varianten der oJ-Transformation. Letztere verhalten sich sehr #hnlich.

In DOUBLE PRECISION wichen hochsten die letzten beiden Stellen im Falle G, = 2
beziehungsweise die letzte Stelle in den Féllen §, = 1 4+ k und B, = 2 + k von den
QUADRUPLE PRECISION Resultaten in den Tabellen 3.10 und 3.11 ab. Folglich sind
numerische Instabilititen im Falle dieser alternierenden Reihe unwichtig fiir ein grofes
Argument wie z = 3.

Die Daten in den Tabellen 3.10 und 3.11 kann man direkt mit Literaturergebnissen
vergleichen [368, Tab. 13-1, S. 328, Tab. 13-2, S. 329]. Der Vergleich zeigt, dafi sowohl
die ¢- also auch die #-Varianten fiir 5, = 2 dem Verhalten der ¢-Transformation von
Levin gleichen. Ebenso gleichen die Ergebnisse der #- und #-Varianten fiir 3, = 1 + k und
B, = 2+ k den Resultaten der {-Variante der Weniger-Transformation S aus GI. (2.55).
Dies ist ein bemerkenswerter Erfolg der sJ-Transformation, da die Weniger-Transformati-
on fiir stark divergente Stieltjes-Reihen sehr effizient ist [376, 377, 378].

In den Tabellen 3.12 und 3.13 sind Resultate fiir den Fall z = 1/2 dargestellt. Verglichen
werden die ¢-Varianten pTgn)(Q, {sn}) aus GIl. (3.30) fiir p = 1 entsprechend zu g = 2, fiir
p = 2 entsprechend zu By = 2 + k und fiir p = 3 entsprechend zu 3, = 2 + 2k in Tabelle
3.12 einerseits und die -Varianten p'i‘gn)(l, {sn}) aus Gl. (3.31) fiir p = 1 entsprechend 7zu
Br = 1, fiir p = 2 entsprechend zu B = 1 4+ k und fiir p = 3 entsprechend zu gy = 1 + 2k
in Tabelle 3.13 andererseits.

Man bemerke, dafl die Wahl g, = G+ 2k, die der 3J-Transformation entspricht, gleich-
bedeutend ist mit der Verwendung entsprechender ¢- oder {-Varianten der Weniger-Trans-
formation (2.55) aufgrund von Gl. (3.176) in Verbindung mit Satz 3.4. Ein Vergleich der
Tabelle 3.13 mit [368, Tab. 13-3, S. 330] zeigt, dal man tatséchlich identische numerische
Resultate erhélt.

Wieder ist der Unterschied zwischen einander entsprechenden ¢- und ¢-Varianten nicht
grof}. Die Wahl der [ ist wichtiger als dieser Unterschied, der einer Indexverschiebung
von w, um Eins entspricht. Die Transformationen zu 5, = 1 und (§; = 2 zeigen &hnliche
Resultate wie die #-Variante der Levin-Transformation [368, Tab. 13-3, S. 330]. Die Trans-
formationen zu (B = 2 + (p — 1)k sind denen zu By =1+ (p — 1)k leicht iiberlegen.

In DOUBLE PRECISION traten einige Stellenverluste auf. Fiir £, = 2 waren die
besten Resultate 7 exakte Stellen fiir n = 14, 10 Dezimalstellen fiir 8, = 2+ k und n = 19
sowie fiir 3, = 24 2k und n = 18, 7 Dezimalstellen for n = 15 und (3, = 1 und schliefflich
10 Dezimalstellen fiir f, = 1 + k& und n = 16 sowie fiir §;y = 1 + 2k and n = 18. Fiir
groflere n nahm die Genauigkeit wieder ab.
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In den beiden Tabellen 3.12 und 3.13 schneidet die yJ-Transformation (8, = 3+ k) et-
was besser als die Transformation A(?)(29, s4) ab, deren Modellfolge auf einer Entwicklung
in Pochhammer-Symbolen 1/(—vy—n); beruht [368, Abschn. 9.2]. Man sollte beachten, daf

diese A,(c")—Transformation sich als eine der besten bisher bekannten Summationsmethoden
fiir die Euler-Reihe erwiesen hat. [368, Tab. 13-3, S. 330]

In den Tabellen 3.12 und 3.13 liest man ab, daf§ die Transformationen zu G, = 8 + k
denen zu By = (B + 2k deutlich {iberlegen sind. Das heifit, daf} die yJ-Transformation in
diesem Fall besser ist als die Weniger-Transformation (2.55). Dies ist in gewisser Weise
verwandt zu Resultaten fiir die Summation der stark divergenten Storungsreihe fiir die
Grundzustandsenergie anharmonischer Oszillatoren [371]. Dort stellte sich heraus, daf} die
Transformation (2.55) nicht die beste Methode war, sondern eine Folgentransformation,
die man als eine Interpolation zwischen der Levin-Transformation und der Weniger-Trans-
formation (2.55) ansehen kann. Aufgrund von Satz 3.20 fir « = 1 und Satz 3.4 ist die
Levin-Transformation [222] ein Spezialfall der J-Transformation zu

1
(k) —
o = (n+B)(n+B8+k+1)’ (3:232)

wihrend die Weniger-Transformation (2.55) dem Spezialfall

1
sk — 2
Tt A 2R (nt B2k 1) (3:233)
entspricht. Die Grofien
5k = ! (3.234)

(n+pB+k)n+B8+k+1)’

die die yJ-Transformation ergeben, liegen also zwischen der Levin- und der Weniger-Trans-
formations, soweit es den Abfall der 6% fiir groe n (oder grofe k) betrifft.
In den Tabellen 3.14 - 3.16 wird die Stieltjes-Reihe

o0
n(l+ 2) Z

=0

] Z]+1

+1 —ZQF1(1,1,2, ) (3235)
J

mit Partialsummen o
n (_1)9 Zit1

Sn — . ] 3-236
jz_% Jj+1 ( )
untersucht. Die entsprechende Stieltjes-Funktion ist
In(1 L |
In(l+2) _ / dt. (3.237)
z o 1+2t

Der Konvergenzradius der Reihe ist Eins. Fiir |z| > 1 divergiert die Reihe, kann aber
summiert werden, sofern z nicht auf dem Schnitt —oo < 2 < —1 liegt.
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Fiir 2 = —0.9 in Tabelle 3.14 ist die Reihe absolut konvergent und alle Terrne haben
glelches Vorzeichen. In der Tabelle werden die t-Varianten T (1 {sn}), Gl (3.30), fiir
= 1 entsprechend zu B, = 1, fiir p = 2 entsprechend zu 5, = 1 + k, und p =3
entsprechend zu B, =142k verglichen. Letztere ist identisch zur ¢-Variante der Weniger-
Transformation (2.55). Die Daten konnen direkt mit Literaturergebnissen [368, Tab. 13-6,
S. 337] verglichen werden. Dann erkennt man, daf} die Transformation T (1,{sn}) besser
abschneidet als Wynns e-Algorithmus [399] jedoch schlechter als die Levin-¢-Transforma-
tion. Letztere ist der Transformatlon T (1 {sn}) zu B = 1 + k unterlegen. Am besten
schneidet die Transformation 5T (1 {sn}) ab, die identisch ist mit der Weniger-¢-Trans-
formation.

In DOUBLE PRECISION waren die besten Resultate 9 exakte Dezimalstellen fiir
By = 1 und n = 24, 8 Stellen fiir 8, = 1+ k und n = 17 sowie 8 Stellen fiir 8, = 1 + 2k
und n = 16. Dies ist ein deutlicher Stellenverlust, der aus dem gleichen Vorzeichen der
Terme resultiert.

Fiir z = 1 ist die Reihe (3.235) alternierend und bedingt konvergent. Aufgrund der
alternierenden Vorzeichen erwartet man eine relativ hohe numerische Stabilitat der J-
Transformation In Tabelle 3 15 wird dieser Fall behandelt. Wieder sind Resultate der
t-Varianten T J(1,{sx}), GL (3.30), fiir p = 1 entsprechend zu @, = 1, fiir p = 2
entsprechend B =14k sowie fiir p = 3 entsprechend zu (3, = 1 + 2k miteinander
verglichen. Im Gegensatz zur Tabelle 3.14 zeigt sich in diesem Falle, daf3 die beiden Trans-
formationen yT{" (1 {sn}) und ST (1 {sn}) sehr &hnliche Resultate ergeben. Die Trans-
formation | T{" )(1, {sn}) ist den anderen beiden Transformationen in Tabelle 3.15 deutlich
unterlegen, dem e-Algorithmus aber deutlich {iberlegen [368, Tab. 13-5, S. 335]. Die Levin-
t-Transformation 1st fiir dieses Beispiel etwas schlechter als die Weniger-t-Transformati-
on, die ja zu 3TV (1 {sn}) identisch ist. Wie erwartet, beobachtet man in DOUBLE
PRECISION keinen Stellenverlust abgesehen von einer gelegentlichen Abweichung in der
letzten Stelle im Falle 6, = 1.

Fiir z = 5 ist die Reihe (3.235) alternierend und divergiert Thre Summation wird in
Tabelle 3.16 behandelt. Wieder werden die ¢-Varianten T (1 {sn}), Gl (3.30), fiir p =1
entsprechend zu 3, = 1, fiir p = 2 entsprechend zu 8, = 1+ k sowie fiir p = 3 entsprechend
zu B = 1 + 2k verglichen. Fiir die Summation dieser divergenten Reihe ist die Variante
zu B, = 1 + k, also die ;T-Transformation, den Varianten zu 5, = 1 und G, = 1 + 2k
iiberlegen. Die letzteren schneiden sehr dhnlich ab.

In DOUBLE PRECISION waren die besten Resultate 10 Dezimalstellen fiir 8, = 1
und n = 13, 13 Stellen fiir 5, = 1 4+ k und n = 14 sowie 13 Stellen fiir 5, = 1 + 2k
und n = 16. Zumindest fiir die beiden letzten Varianten ist die numerische Stabilitét
unkritisch.

Wichtige Resultate der numerischen Test kann man folgendermaflen zusammenfassen:

a) Die J-Transformation kann erfolgreich mit den Restabschitzungen von Levin [222]
und von Smith und Ford [328] kombiniert werden. Vor allem geeignete u-Varianten
sind fiir weite Anwendungsbereiche geeignete Verfahren, dhnlich wie die u-Trans-
formation von Levin. Sowohl fiir linear konvergente als auch fiir divergente Folgen
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kann man ¢- und ¢-Varianten der J-Transformation mit gutem Erfolg verwenden.
Die #-Varianten sind den ¢-Varianten durchaus nicht immer iiberlegen. Fiir spezielle
Beispiele, fiir die das asymptotische Verhalten der Reste analytisch behandelt werden
kann, sind auch lineare Varianten der [J-Transformation niitzlich.

Die Transformation ;J*)(3, {s,}, {w,}) entsprechend zu 3, = 3 und vor allem die
Transformation ,J®) (3, {s,}, {w,}) entsprechend zu 8, = 8 + k sind sehr niitzliche
Konvergenzbeschleunigungsverfahren. Fiir logarithmisch konvergente Folgen sind die
u-Varianten beider Transformationen dhnlich erfolgreich wie Levins u-Transforma-
tion [222]. Fiir alternierende divergente Reihen, sind die ¢- und #-Varianten der ,J-
Transformation der Weniger-Transformation (2.55) vergleichbar oder iiberlegen.

Die Wahl der Hierarchie (also der 6(%)) scheint wichtiger zu sein als der Unterschied
zwischen t- und #-Varianten.

Die numerische Stabilitéit der Verfahren ist d&hnlich wie bei Levin-artigen Methoden.
Die Behandlung logarithmischer Konvergenz stellt hier hohe Anforderungen. Die
Stabilitét ist grof} fiir alternierende Reihen.

Die Flexibilitat der [J-Transformation ist sehr niitzlich. Es ist leicht, offensichtlich
erfolgreiche Transformationen durch eine problemangepafte, heuristische Wahl von
Restabschédtzungen und Hierarchien zu erhalten. Zudem ist der Rechenaufwand da-
bei sehr gering.

Einige weitere Tests werden im Zusammenhang mit neuen Formen der Restabschéitzung
in einem folgenden Abschnitt besprochen.
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Tabelle 3.10: Summation der Reihe 9Fy(1,1; —1/2) fiir z = 3 mit w, = As,_1

Sn

B =2

ﬂkzl-l-k

ﬂk=2+k

© 00 1 O Tt = W Nn = O

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

0.10000-10"
0.66667-10°
0.88889-10°
0.66667-10°
0.96296-10°
0.46914-10°
0.14568-10"
-0.84774-10°
0.52977-10"
-0.13139-10?
0.48316-102
-0.17702-103
0.72431-103
-0.31814-10*
0.15045-10°
-0.76089-10°
0.40996-10°
-0.23443-107
0.14181-108
-0.90481-108
0.60727-10°
-0.42770-10™
0.31541-10'"
-0.24306-10"2
0.19538-10'3
-0.16353-10

1.00000000000000
0.75000000000000
0.78947368421053
0.78593272171254
0.78627929326532
0.78625021075704
0.78625082355459
0.78625136044654
0.78625119347619
0.78625122362201
0.78625122105973
0.78625122053322
0.78625122082790
0.78625122075800
0.78625122076502
0.78625122076677
0.78625122076573
0.78625122076598
0.78625122076596
0.78625122076595
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

1.00000000000000
0.75000000000000
0.79245283018868
0.78551532033426
0.78631020098597
0.78625015781884
0.78625075906287
0.78625127198120
0.78625122359883
0.78625121976653
0.78625122076092
0.78625122078671
0.78625122076556
0.78625122076545
0.78625122076597
0.78625122076597
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

1.00000000000000
0.75000000000000
0.78947368421053
0.78605200945626
0.78625266933042
0.78625259721590
0.78625110624009
0.78625121107364
0.78625122295100
0.78625122083713
0.78625122072187
0.78625122076540
0.78625122076700
0.78625122076597
0.78625122076593
0.78625122076595
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

0.78625122076596

0.78625122076596

0.78625122076596
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Tabelle 3.11: Summation der Reihe 2 Fy(1,1; —1/2) fiir z = 3 mit w,, = As,,

Sn

B =2

Op=14+k

OrL=2+k

© 00 1 O Tt = W Nn = O

N DN DN N RN N = = b e e e e s e e
Dt i W NN = © © 0 1 O Ot I W N = O

0.100-10*
0.667-10°
0.889-10°
0.667-10°
0.963-10°
0.469-10°
0.146-10!
-0.848-10°
0.530-10*
-0.131-10?
0.483-102
-0.177-103
0.724-103
-0.318-10%
0.150-10°
-0.761-10°
0.410-10°
-0.234-107
0.142-10%
-0.905-108
0.607-10°
-0.428-101°
0.315-10"
-0.243-1012
0.195-10"3
-0.164-10"

1.00000000000000
0.80000000000000
0.78431372549020
0.78654970760234
0.78620571035432
0.78625739112551
0.78625064276186
0.78625119704449
0.78625125067849
0.78625121170107
0.78625122248647
0.78625122062189
0.78625122072420
0.78625122078909
0.78625122076015
0.78625122076659
0.78625122076611
0.78625122076586
0.78625122076598
0.78625122076595
0.78625122076595
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

1.00000000000000
0.80000000000000
0.78260869565217
0.78688524590164
0.78616985565626
0.78625771801346
0.78625120934107
0.78625114927105
0.78625122673316
0.78625122149488
0.78625122061800
0.78625122075743
0.78625122076954
0.78625122076610
0.78625122076586
0.78625122076595
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

1.00000000000000
0.80000000000000
0.78431372549020
0.78645396025749
0.78623870322329
0.78625087998944
0.78625138039754
0.78625121289090
0.78625121888162
0.78625122099971
0.78625122079313
0.78625122076011
0.78625122076542
0.78625122076611
0.78625122076597
0.78625122076595
0.78625122076595
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596
0.78625122076596

g

0.78625122076596

0.78625122076596

0.78625122076596
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Tabelle 3.12: Summation der Reihe 2Fy(1,1; —1/2) fiir z = 1/2 mit w, = As,_y

n

Sn

B =2

ﬁk=2+k

By =2+ 2k

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

0.35398-101°
-0.78210-10"!
0.18838-10'3
-0.49128-10™
0.13792-1016
-0.41471-10'7
0.13297-10'?
-0.45291-10%
0.16331-1022
-0.62144-10%
0.24889-10%
-0.10466-10%7
0.46097-10%8
-0.21225-10%
0.10197-1032
-0.51027-10%
0.26554-103°
-0.14349-10%"
0.80408-1038
-0.46665-10%°
0.28015-10*2
-0.17378-10*
0.11128-10%
-0.73476-10%7
0.49986-10%
-0.35005-10%!

0.46145607136266
0.46145509107350
0.46145526233532
0.46145536413851
0.46145531281064
0.46145530925975
0.46145531853231
0.46145531689299
0.46145531568093
0.46145531625635
0.46145531634198
0.46145531621628
0.46145531622847
0.46145531624980
0.46145531624279
0.46145531624008
0.46145531624205
0.46145531624219
0.46145531624176
0.46145531624182
0.46145531624190
0.46145531624187
0.46145531624185
0.46145531624182
0.46145531624145
0.46145531623742

0.46145544783220
0.46145529733994
0.46145529690317
0.46145531132031
0.46145531651429
0.46145531691022
0.46145531648110
0.46145531626023
0.46145531621934
0.46145531622933
0.46145531623913
0.46145531624232
0.46145531624247
0.46145531624210
0.46145531624189
0.46145531624184
0.46145531624185
0.46145531624186
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187

0.46145510103753
0.46145532081696
0.46145534413495
0.46145533224613
0.46145532242264
0.46145531795752
0.46145531647059
0.46145531613694
0.46145531613375
0.46145531618269
0.46145531621740
0.46145531623414
0.46145531624044
0.46145531624219
0.46145531624238
0.46145531624221
0.46145531624204
0.46145531624193
0.46145531624189
0.46145531624187
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624187

o0

0.46145531624187

0.46145531624187

0.46145531624187
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Tabelle 3.13: Summation der Reihe oFy(1,1; —1/2) fiir z = 1/2 mit w, = As,

Sn

Br =1

Opr=14+k

By =1+ 2k

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

0.35398-101
-0.78210-10"!
0.18838-10'3
-0.49128-10™
0.13792-1016
-0.41471-10'7
0.13297-10"
-0.45291-10%
0.16331-10%2
-0.62144-10%
0.24889-10%
-0.10466-10%7
0.46097-10%
-0.21225-10%
0.10197-102
-0.51027-10%
0.26554-10%
-0.14349-10%"
0.80408-10
-0.46665-10%°
0.28015-10*2
-0.17378-10*
0.11128-10%¢
-0.73476-10%7
0.49986-10*
-0.35005-10%!

0.46145315541951
0.46145425429325
0.46145596026037
0.46145527912998
0.46145522721517
0.46145534818892
0.46145532179262
0.46145530928911
0.46145531718043
0.46145531722130
0.46145531581628
0.46145531617051
0.46145531633945
0.46145531623155
0.46145531622546
0.46145531624774
0.46145531624378
0.46145531624025
0.46145531624183
0.46145531624221
0.46145531624180
0.46145531624181
0.46145531624189
0.46145531624182
0.46145531624140
0.46145531623794

0.46145546514387
0.46145523126840
0.46145527528229
0.46145531120697
0.46145531885175
0.46145531777895
0.46145531653531
0.46145531617413
0.46145531617643
0.46145531622219
0.46145531624179
0.46145531624454
0.46145531624315
0.46145531624210
0.46145531624179
0.46145531624179
0.46145531624184
0.46145531624186
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187
0.46145531624187

0.46145478452495
0.46145524264073
0.46145533578430
0.46145533653082
0.46145532598406
0.46145531958535
0.46145531701552
0.46145531625982
0.46145531613493
0.46145531616450
0.46145531620445
0.46145531622787
0.46145531623807
0.46145531624153
0.46145531624231
0.46145531624227
0.46145531624210
0.46145531624197
0.46145531624191
0.46145531624188
0.46145531624187
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624186
0.46145531624187

0.46145531624187

0.46145531624187

0.46145531624187
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Tabelle 3.14: Beschleunigung der Reihe z5Fi(1,1;2; —2) fiir 2 = —0.9 und w, = As,_4

n S, Op =1 Br=1+k Gy =142k
5 -1.919 -2.27954315047305 -2.28986131439088 -2.29512066836042
6 -1.987 -2.29255152474082 -2.29820668920652 -2.30050441124223
7 -2.041 -2.29821515108454 -2.30108778188842 -2.30201068101470
8 -2.084 -2.30068184561078 -2.30207506175652 -2.30242744827476
9 -2.119 -2.30175618724194 -2.30241181432121 -2.30254199436228
10 -2.147 -2.30222408980436 -2.30252632999967 -2.30257334141836
11 -2.171 -2.30242786913467 -2.30256519120788 -2.30258189482907
12 -2.190 -2.30251661822965 -2.30257835929323 -2.30258422385422
13 -2.207 -2.30255527018393 -2.30258281638654 -2.30258485705095
14 -2.220 -2.30257210408649 -2.30258432374790 -2.30258502899755
15 -2.232 -2.30257943578394 -2.30258483319556 -2.30258507564758
16 -2.242 -2.30258262901522 -2.30258500528580 -2.30258508829481
17 -2.250 -2.30258401980573 -2.30258506339306 -2.30258509172157
18 -2.257 -2.30258462556191 -2.30258508300655 -2.30258509264961
19 -2.263 -2.30258488940036 -2.30258508962498 -2.30258509290084
20 -2.269 -2.30258500431671 -2.30258509185778 -2.30258509296883
21 -2.273 -2.30258505436952 -2.30258509261089 -2.30258509298723
22 -2.277 -2.30258507617057 -2.30258509286486 -2.30258509299220
23 -2.280 -2.30258508566631 -2.30258509295049 -2.30258509299355
24 -2.283 -2.30258508980232 -2.30258509297937 -2.30258509299391
25 -2.286 -2.30258509160383 -2.30258509298910 -2.30258509299401
26 -2.288 -2.30258509238851 -2.30258509299238 -2.30258509299404
27 -2.290 -2.30258509273029 -2.30258509299348 -2.30258509299404
28 -2.291 -2.30258509287916 -2.30258509299386 -2.30258509299404
29 -2.293 -2.30258509294401 -2.30258509299398 -2.30258509299405
30 -2.294 -2.30258509297225 -2.30258509299402 -2.30258509299405

00 -2.303 -2.30258509299405 -2.30258509299405 -2.30258509299405
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Tabelle 3.15: Beschleunigung der Reihe z5Fy(1,1;2; —2) fiir 2 = 1 und w, = As,_4

Sn

Br=1

ﬁkzl-l-k

By =1+ 2k

© 0~ o o3

10
11
12
13
14
15

0.617
0.760
0.635
0.746
0.646
0.737
0.653
0.730
0.659
0.725
0.663

0.69314752228759
0.69314715292958
0.69314718212288
0.69314718051087
0.69314718055803
0.69314718056042
0.69314718055990
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995

0.69314712706300
0.69314718127769
0.69314718062868
0.69314718056011
0.69314718055987
0.69314718055994
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995

0.69314726571364
0.69314718328808
0.69314718064517
0.69314718056257
0.69314718056003
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995
0.69314718055995

0.693

0.69314718055995

0.69314718055995

0.69314718055995

Tabelle 3.16: Summation der Reihe z o F}(1,1;2; —2) fiir 2 =5 und w,, = As,_;

Sn

Br =1

ﬁk=1+k

By =1+ 2k

-0.750-10°"
0.503-10%
-0.398-10%
0.364-10°7
-0.359-10%
0.370-10™
-0.394-10"3
0.429-10'°
-0.474-10'7

1.42857142857143
1.79054054054054
1.79175081367333
1.79175940186339
1.79175946873775
1.79175946922487
1.79175946922804
1.79175946922805
1.79175946922806

1.42857142857143
1.79289001846092
1.79175637254577
1.79175947649056
1.79175946921405
1.79175946922807
1.79175946922806
1.79175946922806
1.79175946922806

1.42857142857143
1.79376911314985
1.79177804949714
1.79175959220168
1.79175946997338
1.79175946923241
1.79175946922808
1.79175946922806
1.79175946922806

1.79175946922806

1.79175946922806

1.79175946922806




Kapitel 4

Restabschitzungen fiir Levin-artige
Verfahren

In diesem Kapitel werden Restabschitzungen fiir Levin-artige Folgentransformationen dis-
kutiert. Eine neue Restabschitzung wird eingefiihrt, die mit der wohlbekannten Kummer-
Transformation zusammenhéngt. Es werden schliellich numerische Tests vorgefiihrt, die
zeigen, daf} diese neue Restabschitzung Levin-artige Folgentransformationen deutlich ef-
fizienter machen kann. Dieses Kapitel stiitzt sich auf [176].

4.1 Einleitung

Eine der populérsten nichtlinearen Folgentransformationen ist der beriihmte e-Algorith-
mus von Wynn [399] aus Gl. (2.25). Dieser ist sehr robust und héngt nur von den Folgen-
elementen s, ab in einer durch den Algorithmus ein fiir allemal festgelegten Weise. Daher
erlaubt er nicht, weitere Informationen iiber die Problemfolge einzubringen.

Ziemlich hiufig sind allerdings zumindest qualitative oder auch asymptotische Infor-
mationen iiber das Problem bekannt. Natiirlich erwartet man, da} Methoden, die diese
zusitzliche Information nutzen, potentiell leistungsfihiger sind als Methoden, die dies
nicht erlauben. In den letzten Jahrzehnten wurden Folgentransformationen und Extrapo-
lationsverfahren entwickelt, die es ermoglichen, weitere Informationen neben den Werten
der Folgenelemente {s,} einflieflen zu lassen, wobei dies meist iiber Hilfsfolgen geschieht.
Als ziemlich allgemeinen Rahmen fiir derartige Transformationen kann man die E-Trans-
formation von Brezinski [52] und Havie [154] ansehen, die ja wie wir wissen von Hilfsfolgen
abhéingt und durch Spezialisierung viele bekannte Methoden mit meist deutlich einfache-
ren Algorithmen ergibt.

Man nehme beispielsweise an, dafl das asymptotische Verhalten der Terme a,, einer
unendlichen Reihe bekannt ist. Kann man dann diese Information zur Konvergenzverbes-
serung der Teilsummen s,, diese speziellen Reihe nutzen? Die Antwort darauf ist positiv, da
man Methoden finden kann, die auf Konvergenztests beruhen, die ja vom asymptotischen
Verhalten der Terme der Reihe abhéngen [239, 240, 241]. Alternativ kann man Methoden

95
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benutzen, die auf Abschéitzungen des Restes s — s, beruhen. Das bekannteste Beispiel fiir
solche Methoden ist die Transformation von Levin [222], die explizite Restabschitzungen
w, benutzt. Auf diese Weise kann die Levin-Transformation zusétzliche Informationen in
den Algorithmus einfliefen lassen, was schliellich dann héufig zu guten Resultaten bei
Konvergenzbeschleunigung und Summation Anlaf gibt.

Da man die Restabschitzungen auch als eine Hilfsfolge {w,, } auffassen kann, {iberrascht
es nicht, daf3 die Levin-Transformation und andere Verfahren, die Restabschéitzungen ver-
wenden, [162, 160, 368] sich als Spezialfille des E-Algorithmus auffassen lassen.

Die explizite Beriicksichtigung der in den Restabschéitzungen enthaltenen Informatio-
nen ist zugleich die grofle Stérke wie auch die grofie Schwiche dieser Methoden. Wenn man
gute Restabschitzungen finden kann, die den Fehler der Problemfolge gut approximieren,
dann sollten Levin-artige Transformationen sehr gut konvergieren. Wenn man jedoch keine
derartigen Restabschétzungen finden kann, dann ist kaum ein Erfolg zu erwarten.

Die Bestimmung solcher guter Restabschéitzungen ist also fiir den letztendlichen Erfolg
der Levin-artigen Transformationen sehr wichtig. Einige neue Moglichkeiten fiir die Wahl
der Restabschidtzungen werden im folgenden diskutiert.

4.2 Methode

Man nehme an, dal man eine konvergente Reihe
o
s=Y_ a; (4.1)
5=0
mit Partialsummen .
Sn =Y a; (4.2)
§=0
vorliegen hat, wobei man das asymptotische Verhalten der Terme a; in fithrender Ordnung

kennt:
CLde]‘, j—)OO (43)

In diesem Fall konvergieren die Partialsummen
Sp = Z a; (4.4)
j=0

der unendlichen Reihe

s =

M8

a; . (4.5)

J

0
Man kann dann die Kummer-Transformation (vgl. z.B. das Buch von Knopp [209, p. 269])

n
5;:§+Z(aj—dj):§+sn—§n, (4.6)
j=0
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verwenden, um eine schneller konvergente Reihe mit Partialsummen {s/,} zu konstruieren,
die ebenfalls den Grenzwert s hat:
. ! _
Jim 5, = 5. (4.7)

Wie wir schon wissen, gibt es andererseits Folgentransformationen, die — neben den
Elementen der urspriinglichen Folge — auch von Restabschitzungen

Wp ~ Sp — S (4.8)

abhéngen. Beispiele sind die Levin-Transformation, die Weniger-Transformation und die
J-Transformation.

Es ist bekannt [368, Abschn. 12-14], daf} viele Folgentransformationen mit expliziten
Restabschétzungen die Konvergenz beschleunigen, falls — zusétzlich zu mehr technischen
Bedingungen — die Bedingung

=0(1), n — 00 (4.9)

erfiillt ist. Deshalb ist eine erfolgreiche Wahl der Restabschitzungen von immenser Be-
deutung fiir Erfolg oder Miflerfolg eines Verfahrens zur Konvergenzbeschleunigung oder
Summation. Auflerdem wird auch die Konvergenzgeschwindigkeit der transformierten Fol-
ge durch die Restabschitzung bestimmt.

Bei gegebener Problemfolge s, steht man vor dem praktischen Problem, eine Folge von
Restabschitzungen zu finden, die Gl. (4.9) erfiillen. Hier sollte man zunéchst bemerken,
daf} die asymptotische Bedingung Gl. (4.9) die Restabschitzungen nicht eindeutig festlegt.
Im Prinzip kann man fiir eine gegebene Folge {s,} eine unbegrenzte Anzahl von Restab-
schdtzungen finden, die alle Gl. (4.9) erfiillen.

Wir erinnern an die Einteilung nach hyperlinearer, linearer und logarithmischer Kon-
vergenz, die sich auf Gl. (2.1) stiitzt. Diese Klassifizierung nach Konvergenztypen beein-
fluflt selbstverstandlich auch die Suche geeigneter Restabschéitzungen.

Die auf Levin zuriickgehenden Restabschitzungen (2.10a), (2.10c¢) und (2.10d) kann
man im Falle einer Reihe mit Termen a, = As,_; als

Wp = Qp ,
“wy = (n+ Ba,, >0, (4.10)
an — anan—i—l

an Qp+1

schreiben. Hier haben wir zum Zwecke der folgenden Diskussion die Notation leicht verén-
dert und die Variante jeweils als linken, oberen Index deutlich gemacht. Ebenso schreiben
wir jetzt i

"wp = api (4.11)
fiir die £-Variante (2.10b). Die #- und {-Varianten sind geeignet fiir lineare Konvergenz.
Auflerdem kann man sie auch fiir die Summation divergenter Potenzreihen einsetzen [368,
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376, 378]. Die u- und v-Varianten kann man auch im Falle logarithmischer Konvergenz
nutzen.

Nehmen wir an, dafl eine Reihe § bekannt ist, deren Terme a,, sich fiir n — oo wie die
Terme a,, der Reihe s verhalten, gemifl der asymptotischen Bedingung (4.3). Dann kann
man auch die Terme @, als Restabschétzungen fiir die Folge {s,} benutzen, wobei man

It

Wp = &na

1 ~

Ywy = (n+ f)ay, B3>0,

v ApQn41 (412)
Wn =~

. Qp — Ap41

1 ~

twn = OGp41

setzt. In Gl. (4.12) wurde der zusétzliche obere Index [ verwendet, um zu betonen, daf
diese Restabschéitzungen fiir Levin-artige Algorithmen zu Folgentransformationen fiihren,
die linear in den Inputdaten {s,} sind. Dies impliziert jedoch nicht, daf auf diese Weise
erhaltene Folgentransformationen lineare Funktionen des Argumentes von Potenzreihen
sind, wenn die Partialsummen von Potenzreihen transformiert werden. In solchen Féllen
ist die asymptotisch verwandte Reihe § ebenfalls eine Potenzreihe und die resultierenden
Transformationen sind rationale Funktionen des Argumentes der Potenzreihe.
Angeregt durch die Kummer-Transformation (4.6) wollen wir eine weitere Restabschét-
zung iiber
My = 5, — § (4.13)

einfiihren. Fiir jede Levin-artige Transformation erhélt man damit eine neue Variante, die
wir die k-Variante beziiglich der Folge s, oder kurz k-Variante der jeweiligen Transfor-
mation nennen wollen. Dies bedeutet, dafl in einer k-Variante als Restabschitzung der
Problemfolge s, der exakte Rest der asymptotische verwandten Folge s, verwendet wird.

Dies kann man auch in einer anderen Weise interpretieren. Um den Rest von s, ab-
zuschétzen, vergleicht man den Schwanz

Sn = an+1 —+ an+2 + - (414)
mit dem von anderen Reihen
ZSn = Spy1—Sp=Cpi1+0+---, (4.15)
Sy = Swii—Sn=ana +0+, (4.16)
FSw = 5= 8n = lps1 +lpgo o (4.17)

Es scheint damit plausibel, da8 der Schwanz (4.17) dem Schwanz (4.16) iiberlegen sein
kann, um den Schwanz (4.14) abzuschétzen, da man zumindest fiir die asymptotisch ver-
wandte Reihe das exakte Resultat verwendet. In dieser heuristischen Interpretation ver-
nachléssigt man jedoch, daf} fiir Levin-artige Verfahren die Restabschétzungen nur bis
auf einen multiplikativen Faktor bekannt sein miissen, da diese Verfahren invariant unter
Wy, — cwy, fiir ¢ # 0 sind. Man vergleiche hierzu auch GIl. (4.9).
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Angesichts der Vielzahl verschiedener Konvergenzbeschleunigungs- und Summations-
probleme, die in der Praxis auftauchen konnen, ist es wahrscheinlich nicht moglich, eine
allgemeine Antwort auf die Frage zu finden, welche der oben vorgestellten Restabschit-
zungen optimale Resultate liefert. Dies mufl im Einzelfall durch numerische Untersuchun-
gen geklart werden.

Um die Niitzlichkeit der neuen Restabschitzung zu zeigen, geniigt es, Beispiele anzu-
geben, fiir die diese Abschétzung anderen iiberlegen ist. Es wird nicht behauptet, dafl die
k-Variante den anderen Varianten stets iiberlegen ist. Es wird nur angeregt, diese Vari-
ante neben anderen anzuwenden, wenn dies moglich ist, das heif3t, wenn asymptotische
Abschatzungen der Terme vorhanden sind und die entsprechende asymptotisch verwandte
Reihe in geschlossener Form aufsummiert werden kann.

Es gibt eine weitere Frage, die numerisch fiir bestimmte Beispiele untersucht wird:
Welche der folgenden Zugénge ist am besten?

1. Die Verwendung der Kummer-Transformation ohne weitere Konvergenzbeschleuni-
gung.

2. Die Verwendung der Kummer-Transformation mit anschlielender, weiterer Konver-
genzbeschleunigung.

3. Die Verwendung von k-Varianten von Transformationen, die mit Restabschéitzungen
arbeiten.

Wieder ist nicht nétig, dal die Antwort auf diese Frage allgemeingiiltig ist, noch wird es
behauptet.

4.3 Numerische Beispiele

Als erstes Beispiel behandeln wir die schon bekannte 1/z-Entwicklung (3.219). Um eine
geeignete asymptotisch verwandte Reihe zu finden, kann man Gl. (3.222) benutzen. Es
folgt R

U = km—1/2(2) [ 27 M) ~ Gy = (1/2) 1 / 2] (4.18)

Wir miissen die Reihe § der Terme a,, auswerten. Dies ergibt
2 (1/2),,
27(/) L =0. (4.19)

Hierbei wurde (1/2)_; = —2 und [368, S. 349, Gl. 14.3-20],

5 2 (4.20)
m—o (m+1)!

benutzt. Wegen s = 0 kann man die Partialsummen der asymptotisch verwandten Reihe
als das Negative der Schwinze (4.17) schreiben. Der entstehende Ausdruck kann mittels
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Tabelle 4.1: Vergleich der k-Variante mit anderen Varianten fiir logarithmische Konvergenz
Beschleunigung der 1/z-Entwicklung fiir z = 4/5 mittels der ; J-Transformation (3.29) mit
(= 1/2 und verschiedenen Varianten fiir w,. Es gilt a, = (1/2),_1/(2n!).

Wn
n U bug,, wp = (n+ 1)_1/2 ko,
0 0.5616612051465 0.5616612051465 0.5616612051465 0.5616612051465
2 1.0441621062120 1.0346390621120 1.3402778834228 1.2677495773307
4 1.2344590561626 1.2441144717550 1.2474059560937 1.2492068735789
6 1.2497238969666 1.2494201974297 1.2500910901060 1.2500403110143
8 1.2501759545590 1.2499732170772 1.2499958452236 1.2499973278785
10 1.2499682133207 1.2499982601328 1.2500002099615 1.2500001534639
12 1.2500020835907 1.2499998911472 1.2499999926654 1.2499999931519
14 1.2499998954210 1.2499999936133 1.2500000003150 1.2500000002378
16 1.2500000024541 1.2499999995931 1.2499999999964 1.2499999999936
18 1.2499999999381 1.2499999999752 1.2500000000003 1.2500000000001
20 1.2499999999977 1.2499999999985 1.2500000000000 1.2500000000000
o0 1.2500000000000 1.2500000000000 1.2500000000000 1.2500000000000

[289, p. 49, Theorem 18] vereinfacht werden. Man erhélt

o 1 & (/2w . (1/2)n : :
LT e TR (e N
(1/2), Tm+2)0(1/2)  (1/2),  (2n—1D) '
2+ D)IT(n+10(3/2) ~ al (2!
Dies vergleiche man mit Gl. (3.223). Man erhilt demnach
Fuy = —7(2?2;)!1!)” (4.22)

als k-Variante der Restabschitzung. Da die J-Transformation geméfl Satz 3.2 multiplika-
tiv invariant in w,, ist, kann man dies auch zu

f (2n — 1)

Wy = ol (4.23)

fiir beliebige ¢ # 0 verallgemeinern. Die k-Variante entspricht also genau einer der linearen
Varianten aus den Tabellen 3.6, 3.7, 3.8 und 3.9.

In Tabelle 4.1 vergleichen wir verschiedene Varianten der 7-Transformation bei An-
wendung auf die 1/z-Entwicklung fiir z = 4/5. Dieser Wert wurde auch in den Tabellen

3.8 und 3.9 verwendet. Wir verwenden stets 135" (3, {s,}"_y, {w, }"_,). Zum Vergleich gilt
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S99 = 1.125. Die Resultate in Tabelle 4.1 zeigen, daf} die nichtlineare u-Variante dhnli-
che Ergebnisse liefert wie die lineare lu-Variante zu w, = (n + 1)a, (vgl. Gl. (4.12)),
aber bei weitem schlechter abschneidet als die k-Variante und die lineare Variante zu
wp = (n+1)712, Fiir groBere n verhalten sich die Varianten in den letzten beiden Spalten
von Tabelle 4.1 sehr dhnlich, was wegen
_ 1p@n =1
lim (n+1) T 1 (4.24)
nicht {iberrascht. Fiir kleinere n schneidet die k-Variante etwas besser ab als die lineare
Variante mit w, = (n 4+ 1)~"/2,
Als zweites Beispiel betrachten wir die Berechnung der in der Quantenchemie wohlbe-
kannten F,-Funktionen, die durch [146]

Fn(z) = /01 u?™ exp(—zu?) du (4.25)

definiert sind, iiber die linear-konvergente Potenzreihe

o0

Fn(z) =Y (=2)/i!(2m+2j +1). (4.26)

=0

Offensichtlich ist die Reihe

1 (—2)
§== 4.27
2 JZ_% (j+ 1) (4.27)
mit Partialsummen ( ) .
1 (—2)
§, = — ' 4.28
2 ]Z_% (j+1)! (4.28)
und Wert . B
5 — 4.29
5 2z ( )

zur Reihe (4.26) asymptotisch verwandt im Sinne von Kummer. Als k-Variante der Rest-
abschitzung kann man demnach

Fup = ¢ ((1 —e 7))z — i(—z)j/(j + 1)!) . (4.30)

J=0

mit einem beliebigen ¢ # 0 verwenden. Zur Berechnung verwenden wir in diesem Fall die
oJ-Transformation mit # = 1 und erhalten die Ergebnisse in Tabellen 4.2 und 4.3. Man
sieht, dafl in beiden Féllen die k-Variante der ¢-, diese der u-Variante iiberlegen ist.

Weitere Beispiele fiir den Fall linearer Konvergenz werden in Abschnitt 9.3 angegeben.
Auch dort zeigt sich, daf3 eine geeignete k-Variante in Verbindung mit Levin-artigen Trans-
formationen zu einer deutlichen Verbesserung der Konvergenz im Vergleich mit anderen
Varianten fiihrt.
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Tabelle 4.2: Vergleich der k-, t- und u-Varianten fiir lineare Konvergenz
Beschleunigung der Reihe (4.26) fiir 2 = 4 und m = 0 mittels der ,J-Transformation

(3.29) mit 4 = 1.

u

t

k

n Sn, Wn, Wn, W,
3 -0.257 0.43136150234742 0.44406779661017 0.44089391738692
4 0.928 0.44059344340751 0.44052606934180 0.44102641238881
5 0.152 0.44093125531403 0.44107731493954 0.44104046050598
6 0.590 0.44103732133151 0.44103797626077 0.44104066226450
7 0.373 0.44104015694010 0.44104082957819 0.44104069556696
8 0.469 0.44104067826428 0.44104068908252 0.44104069531915
9 0.431 0.44104069384092 0.44104069560068 0.44104069538189

10 0.445 0.44104069532701 0.44104069537374 0.44104069538113

11 0.440 0.44104069537814 0.44104069538140 0.44104069538121

12 0.441 0.44104069538110 0.44104069538121 0.44104069538121

13 0.441 0.44104069538121 0.44104069538121 0.44104069538121

Tabelle 4.3: Vergleich der k-, t- und u-Varianten fiir lineare Konvergenz

Beschleunigung der Reihe (4.26) fiir z = 8 und m = 0 mittels der »J-Transformation

(3.29) mit 8 = 1.

’U,wn

twn

kwn

n Sn
3 -7.457
4 11.506
) -13.318
6 14.688
7 -13.052
8 11.425
9 -8.042

10 6.048

11 -3.308

12 2.431

13 -0.839

14 0.900

15 0.032

0.28872412727834
0.31085083112389
0.31207469068192
0.31328823054436
0.31327793459650
0.31330893088482
0.31330826887725
0.31330869027997
0.31330868392332
0.31330868731153
0.31330868730303
0.31330868732101
0.31330868732123

0.32616984402080
0.30790633519758
0.31433516321814
0.31311468768915
0.31333560995231
0.31330538568704
0.31330901934190
0.31330865784273
0.31330868956263
0.31330868716851
0.31330868733044
0.31330868732080
0.31330868732132

0.31272764551944
0.31316461281120
0.31329808013987
0.31330696806662
0.31330867146679
0.31330867250119
0.31330868777436
0.31330868721431
0.31330868732586
0.31330868732074
0.31330868732131
0.31330868732128
0.31330868732128




Kapitel 5

Methoden fiir
Orthogonalentwicklungen

Fourier-Reihen

s = a0/2+2(aj cos(jar) + b, sin(ja)) (5.1)
=1
mit Partialsummen
Sp = ap/2 + Z(aj cos(jar) + b, sin(ja)) (5.2)
7j=1

sind die einfachsten Orthogonalentwicklungen. Beschreiben sie nicht beliebig oft differen-
zierbare Funktionen des Argumentes «, so fallen die Koeffizienten a, und b, in der Regel
nur wie =7, v > 0, fiir groe n. [134] Dies fiihrt zu langsamer Konvergenz, falls v eine
kleine Zahl ist. Daher versuchte man schon relativ friih, die Konvergenz zu beschleunigen.
Dazu verwendete man meist lineare Verfahren. Als Beispiele seien genannt das Verfahren
von Jones und Hardy [198], das von Shaw, Johnson und Riess [316], Tasche [354], Baszenski
und Delvos [23] und Baszenski, Delvos und Tasche [24] ausgebaut wurde, ferner das Ver-
fahren von Kiefer und Weiss [208], das auf partieller Summation beruht, die Methoden von
Longman (siehe [229] und darin enthaltene Referenzen), die auf Darstellung von Fourier-
Reihen als Integralen von Potenzreihen basieren, und schlie8lich Arbeiten von Boyd [41],
der Verallgemeinerungen der Euler-Transformation fiir Fourier-Reihen untersuchte.
Fourier-Reihen stellen die meisten herkommlichen nichtlinearen Extrapolationsverfah-
ren, die fiir Potenzreihen erfolgreich sind, vor besondere Probleme. Dies hingt mit dem
komplizierteren Vorzeichenmuster der Terme bei Fourier-Reihen zusammen. Man kann
auch sagen, dafl Fourier-Reihen Summen von mehreren Potenzreihen sind, zumindest in
den beiden Variablen exp(+i«) und exp(—i«), méglicherweise auch in noch mehr Variab-
len, wenn die Koeffizienten a, und b, selbst noch oszillierende Bestandteile aufweisen.
Eine gewisse Ausnahme stellt der e-Algorithmus dar. Der Grund dafiir ist, daf§ laut
Satz 2.1 dieser Algorithmus fiir Folgen exakt ist, deren Terme sich als Linearkombinatio-
nen von Potenzen A7, A; € C, mit polynomialen Koeffizienten darstellen lassen. Dies heif3t
aber auch, dafl die Partialsummen von Fourier-Reihen mit polynomialen Koeffizienten als

103
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Kern des e-Algorithmus aufgefa3t werden kénnen.

Auch die d™)-Transformationen sind, wie Sidi gezeigt hat [323], in der Lage, Fourier-
Reihen zu beschleunigen, verlangen allerdings fiir m > 1 einen hoheren Aufwand zur
Berechnung als die weiter unten zu besprechenden Verfahren.

Es gibt fiir das Extrapolationsproblem von Fourier-Reihen mehrere prinzipielle Losun-
gen: Man kann zum einen génzlich neue Extrapolationsverfahren ersinnen. Dies kann man
durch geeignete Verallgemeinerung von Modellfolgen oder durch Iteration einfacher Fol-
gentransformationen erreichen. Andererseits ergeben sich durch Umformulieren des Pro-
blemes Moglichkeiten, auch Verfahren fiir Potenzreihen erfolgreich einzusetzen. Hierzu ist
die Darstellung gewisser einfacher reeller Fourier-Reihen durch den Realteil geeigneter
komplexer Potenzreihen zu rechnen. Dies kann man, wie wir sehen werden, auf kompli-
ziertere Fourier-Reihen verallgemeinern.

Auflerdem kann man analoge Verfahren fiir Entwicklungen nach Orthogonalpolynomen
einfithren, wie wir im folgenden sehen werden.

5.1 Levin-artige Algorithmen fiir Fourier-Reihen

Dieser Abschnitt stiitzt sich auf [159].

5.1.1 Modellfolge der H-Transformation

Wir verfolgen den ersten der oben beschriebenen Wege und verallgemeinern die Modell-
folge. Anstelle der Modellfolge

k—1

Sn=58+wn Y ciln+pB)77, (5.3)

J=0

die zur Levin-Transformation fiihrt, betrachten wir die verwandte, aber kompliziertere

Modellfolge

k—1

Sp =8+ wp (exp ion) i (n+ B)~7 + exp(—ian) Y d;(n + ﬁ)_j> : (5.4)

J=0

Diese hiangt von zwei zusétzlichen Phasenfaktoren ab. Diese Modellfolge kann man moti-
vieren durch Betrachtung des Restes einer Fourier-Reihe,

oo

§— 8, = Z (aj cos(jor) + b, sin(ja))
I (5.5)
= z_j (@ n cOS((k + 1)) + bism sin((k + n)a)) ,

wobei s, die in Gl. (5.2) definierten Partialsummen der Fourier-Reihe sind. Unter Ver-
wendung der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen sieht man ein, daf
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Terme auftreten, die proportional zu sin(na) und cos(na) oder, was dquivalent ist, zu den
Phasenfaktoren exp(=£ina) sind. Genauer kann man den Rest p, = s — s, als

pn = cos(na) Ay, («) + sin(na) By, () (5.6)
schreiben, mit
Ap(a) =— Z{ak+n cos(ka) + bgin sin(ka)} :
et (5.7)
B, (a) = — ];{—akJrn sin(ka) + bgin cos(ka)} :

Wenn man jetzt Poincaré-artige, asymptotische Entwicklungen
120 (5.8)

fiir grole n annimmt, so gelangt man bei Beschriankung auf die ersten & Terme zu der
Modellfolge

Sp =8+ wy (cos(om) i vi(n + B)~7 + sin(an) i d;i(n+ ﬁ)‘j) : (5.9)

Diese ist zur Modellfolge (5.4) dquivalent, wenn man die Identifizierungen
%= ¢t di 05 =i(e; — d;) (5.10)

vornimmt.

Die Modellfolge (5.4) ist tatséchlich ein verniinftiges Modell fiir Fourierreihen mit
nichtoszillierenden Koeffizienten, wie wir sehen werden.

Wir bemerken, dafl die Modellfolge (5.4) auch ein Spezialfall des Ansatzes ist, der
zu dem generalized Richardson extrapolation process (GREP) von Sidi [317] fiihrt. Die
Modellfolge ist ferner, wie bei vielen anderen Transformationen auch, ein Spezialfall des
Kerns (2.16) der E-Transformation, wenn man dort ein doppelt so grofies und demnach
gerades K = 2 k und

. 5.11
exp(—ian)(n + B)" T fir j=k+1,..., K (5-11)

exp(ian)(n+ )" firj=1,...,k
gj(n) = wy {
verwendet, so dafl man eine entsprechenden rekursiven Algorithmus iiber die relativ kom-
plizierten, mehrdimensionalen Rekursionen (2.19) oder (2.21) definieren kann.
Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dafl es einen wesentlich einfacheren Algo-
rithmus gibt.
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5.1.2 Herleitung der H-Transformation

Jetzt werden wir eine nichtlineare, Levin-artige Folgentransformation herleiten, die fiir die
Modellfolge (5.4) exakt ist. Dazu nehmen wir hier und im folgenden an, daf§ exp(2ic) # 1
und w,, # 0 fiir alle n gilt.

Wir fiihren das Polynom P(%) vom Grade 2k iiber

P () = [2% — 2cos(a) z + 1]F = Z P2 (5.12)

ein. Es gilt P2 (0) = 1 Dieses Polynom hat Nullstellen der Ordnung & bei €' und e .
Die Koeffizienten p(?*), die in GI. (5.12) definiert sind, kann man benutzen, um eine lineare
Rekursion mit (2% + ) Termen und konstanten Koeffizienten zu definieren, die P(%¥)(z)
als charakteristisches Polynom besitzt:

2k
> P2 v =0 (n>0). (5.13)
Da das charakteristische Polynom mehrfache Nullstellen hat, sind die 2k linear unabhéngi-
gen Losungen von (5.13) durch [30, S. 41]
pUE) = pf gtion 0<ji<k-1) (5.14)

gegeben. Wir wenden nun Gl. (5.13) auf (n + 8)¥=' (s, — 5)/w, an, um den Grenzwert s
zu bestimmen. Man erhélt

ok k—1 Sntm — S
5" P (0 4 )t S
Wn4+m

- 2k
k1 > PR (n+ B+ m) et (5.15)
=0 m=0
k—1 2k . .
+ > diay o PR (4 4 m)l et

Demnach kann man die rechte Seite der letzten Gleichung als Linearkombination von
Termen der Form (5.14) schreiben. Es folgt, daf die linke Seite von Gl. (5.15) verschwindet.
Auflssen nach s = s ergibt

ngk) = %Szk)(aa ﬂa {Sn}a {wn}) = 27(116)/'/\/‘7516)

2k
Sn+m
m= n+m :
2k
D=3 ok pm)?
m=0 Wn+m

Die Transformation (5.16), das Hauptergebnis dieses Abschnittes, ist linear, wenn die
Restabschétzungen w,, unabhéngig von den Partialsummen oder Fourier-Koeffizienten der
Reihe sind, sonst aber nichtlinear.
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Als eine kleine Modifikation dieser Formeln kann man Zahler und Nenner durch (n
B+ 2k)*=! dividieren. Dadurch wird die Gréfie der typischen Terme der Summen in Zihler
und Nenner reduziert und Overflow vermieden. Dann ergibt sich

s =HP (0, B, 5n,wn) = 2P /NP
2k n+ﬁ+m) 1 Suim
mzo (T BT RV G (517
zk: y (n+B+m) 1
m=0 )

n+ﬂ+2kk lwner.

5.1.3 Rekursive Berechnung der H-Transformation

In diesem Abschnitt wird ein effizienter Algorithmus fiir die Berechnung der H-Transfor-
mation (5.16) abgeleitet.
Sowohl Zihler Z*) und Nenner A{¥) in Gl. (5.16) haben die gemeinsame Struktur

Z p n+ma Mgz[]) - tS'LO) (518)

mit t*) = (m 4+ B)*'/w,, fiir den Nenner und t*) = (m 4 B)*~' s,, /w,, fiir den Zihler

m

(k > 0). Man sieht leicht ein, daf} in beiden Fillen
t®) = (m 4+ )tk (B >1) (5.19)

gilt. In Verbindung mit den beiden folgenden Rekursionsbeziehungen fiir die Koeffizienten
des charakteristischen Polynomes,

PR =P+ pts” — 2cos(@)ppt?(0.<m < 2), (5.20)
und
m p2k) = 2k (p,i'C . cos(a) pgﬁf)) (0 <m < 2k), (5.21)

erlaubt Gl. (5.19) die rekursive Berechnung von Z&hler und Nenner der Transformation
(5.16). Gleichungen (5.20) und (5.21) folgen direkt aus der Definition (5.12) des charakte-
ristischen Polynoms und Betrachtung seiner Ableitung. Beide Rekursionsbeziehungen sind
fiir alle m giiltig, wenn man Koeffizienten p*) fiir alle m-Werte aufierhalb des Bereichs
0 < m < 2k gleich Null setzt.

Um die fiir Zahler und Nenner von Gl. (5.16) identische Rekursionsbeziehung zu erhal-
ten, benutzen wir Gl. (5.19) in Gl. (5.18) und verwenden die Beziehungen (5.20) und (5.21),
um alle Koeffizienten p mit oberem Index 2k zu eliminieren. Nach einigen Indextrans-
formationen und unter Verwendung von GI. (5.18) ergibt sich als Resultat die folgende
Rekursionsbeziehung, die das zentrale Ergebnis dieses Abschnittes ist:

MP = (n+ B) MED + (n+ 2k + 5) ML = 2cos(a) (n+ &+ 5) M. (5.22)
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Mit dieser Rekursionsbeziehung kann man sowohl Zihler als auch Nenner der Transfor-
mation (5.16) berechnen. Anfangswerte sind dabei

NO = (m +p)~! L; Z0 = (m+p)! Zm (5.23)

m
m wm

Insgesamt erhalten wir also den folgenden Algorithmus

20 = (B s NP = (4 5 o
2 = (04 ) 2870+ (n+ 2k + 5) 2057 — 2cos(a) (n + k+ 8) 2477

N = (04 BNED & (n+ 2% + B)NED — 2cos(a) (n+ k+ B ANED | (5.24)
Tzk) = H;k)(aa ﬂa {Sn}, {wn}) .

In dhnlicher Weise erfiillen sowohl Z%) und auch N*) aus Gl. (5.17) die Rekursions-
beziehung

k—2
S0— k=D n+pB+k |n+B+2k—1 ~ (k=1)
M7= Mo COS(O‘)n+6+2k n+ B+ 2k My (5.25)
n+pB  [n+p+26-2]"7 '
n+ 03+ 2k n+ [+ 2k o

5.1.4 Eigenschaften der #H-Transformation

Wie im Falle der J-Transformation ist auch die H-Transformation invariant unter Trans-
lation und homogen in s, und demnach quasilinear [55],[59, Abschn. 1.4]. Die folgenden
Sétze ergeben sich direkt aus Gl. (5.16):

Satz 5.1
Die H-Transformation ist quasilinear, das heifit, es gilt

M (, B, {As, + B}, {wa}) = AHE (o, B, {50}, {wn}) + B (5.26)
fiir beliebige Konstanten A und B.

Satz 5.2
Die H-Transformation ist multiplikativ invariant in w,, das heifit, es gilt

H (0, 8, {sn}, {Cwn}) = HP (0, B, {sn}, {wn}) (5.27)
fiir jede Konstante C' # 0.

Fiir das folgende nehmen wir an, dafl die Parameter o und 3 fest vorgegeben sind. Uns
interessieren Bedingungen an die Wahl der Restabschitzungen {w,}, die garantieren, daf}
die H-Transformation wohldefiniert ist.
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Unter diesen Voraussetzungen hingt die Transformation H*) nur von den (4k + 2)
Zahlen {s,;}5%, und {w,4;}3%, ab. Man kann also schreiben

HE = v ®) (5 sty Snyok ‘ Wy Wit 1y -+ -y Wit 2k) (5.28)
und die Transformation als Abbildung

k). C2FH1 % y(®) — C,

(k)

(5.29)
((xl,...,x2k+1),(y1,...,y2k+1))—> Tn (ﬁl,---,$2k+1 ‘ yla'--ay2k+1)

auffassen. Hier ist Y(¥) eine geeignete Untermenge von C?**': Da die H-Transformation
von den Inversen der Restabschitzungen w, abhingt, ist eine notwendige Bedingung, daf}
keine Komponente irgendeines Vektors in Y*) verschwindet. Unter dieser Voraussetzung
folgt aus der Darstellung (5.16), daB H{¥) eine stetige Funktion von {w,;}2£, ist, wenn

1

wn—l—m

2k
ST (n+ B+ m)k! £ 0 (5.30)
m=0

gilt, das heifit, wenn der Nenner in Gl. (5.16) nicht verschwindet. Das ist dquivalent zu

der Aussage, daB v{¥) eine stetige Funktion von (y1,. .., yax41) ist, wenn
2k 1
S ) (0 B+ m)kE! 40 (5.31)
m=0 Ym+1
erfiillt ist. Wir definieren also
2%+1
v =g e | ] v, # 0 und (5.31) gilt. (5.32)
j=1

Dies ist eine offene Menge. Dann ist 7*) definiert und stetig auf C**! x v(®)

Wie im Falle der J-Transformation kann man %) via

0 (k) Ek():m/yh o ,$2k+1/y2k+1)) (5.33)
Ln ((1/y1, cee ]-/ka-l—l))

iiber die Linearform

2k+1
@) =3 AW, 7e (5.34)
j=1
darstellen, deren Koeffizienten durch
My =i (n+ B+ + 1) (5.35)

gegeben sind. Folglich ist v{®) linear in den ersten (2k + 1) Variablen. Ferner ist die Trans-
formation exakt fiir konstante Folgen, das heif}t, es gilt

’yg“)(c,c,...,c‘yl,...,yng):c. (5.36)
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Die Bedingung (5.31) kann man auch als
Lgc) ((1/%; Sy 1/y2k+1)) #0 (5.37)

formulieren. Insgesamt ist damit der folgende Satz bewiesen:

Satz 5.3
(H-0) H*®) aus Gl (5.16) kann als stetige Abbildung v¥) auf C**+! x v(*) angesehen werden,
wobei Y¥) in (5.32) definiert ist.

(H-1) Aufgrund der Sitze 5.1 und 5.2 ist 4*) eine homogene Funktion vom ersten Grade

n
in den ersten (2k 4+ 1) Variablen und eine homogene Funktion vom nullten Grade in

den letzten (2k + 1) Variablen. Fiir alle Vektoren & € C**' und § € Y*) und fiir
alle komplexen Konstanten \ und p # 0 gilt demnach

YWOF| ) = WP §),

SRS Vo (5.38)
YI(F | i) = A (F ] 7).

(H-2) +*) ist linear in den ersten (2k + 1) Variablen. Fiir alle Vektoren 7 € C**1 7 €
C?+1 und i € YW gilt also

Y&+ 7| §) =P @ §) + P ) (5.39)

H-3) Fiir alle konstanten Vektoren ¢ = (c,c,...,c) € C**! und alle Vektoren i € Y
y n

gilt
YW@ =c. (5.40)

5.1.5 Theoretische Konvergenzaussagen fiir die
‘H-Transformation
Der folgende Satz zeigt, dal die Modellfolge (5.4) das Verhalten der Partialsummen spe-

zieller Fourier-Reihen richtig beschreiben kann, wenn man die Restabschitzungen w,, ent-
sprechend wéhlt.

Satz 5.4
Die Transformation (5.16) ist exakt fiir Fourier-Reihen des Typs
s = i q™ (A cos(am) + Bsin(am)) (5.41)
wenn die Partialsummen
Sp = i q™ (A cos(am) + Bsin(am)) (5.42)
m=0

verwendet und die Restabschétzungen als w, = c¢q"™ gewéhlt werden, sofern die Beziehun-
gen 0 < |g| < 1 und ¢ # 0 gelten.
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Beweis: Explizites Nachrechnen zeigt, dafl der Rest der Fourier-Reihe (5.41) durch

S—Sp=¢q <cos na) Y ¢’ (Acosjo + Bsin ja)
7j=1

+sin(na Z ¢ (Bcosja— A smya)) (5.43)
7j=1

gegeben ist. Dies aber ist von der Form der Modellfolge (5.4) fiir jedes k£ > 1. Dies beendet

den Beweis, da die H-Transformation fiir diese Modellfolge nach Konstruktion exakt ist.
O

Der folgende Satz zeigt Bedingungen auf, unter denen die ‘H-Transformation die Kon-
vergenz beschleunigt.

Satz 5.5
Man nehme an, daf} s, gegen s konvergiert, daff w, # 0 fiir alle n gilt, daf}

—
li L = 0 5.44
n550 (o cos(an + ¢) P70, (5.44)

und daf3
HIHQO Wnwni1 = o & {exp(ia), exp(—ix)} (5.45)

gilt, wobei a, ¢, p und o reelle Konstanten sind. Dann gilt

k) _
lim 22— % — (5.46)

n— 00 Sn — S

Beweis: Die Annahmen implizieren lim,, o wy,/wyim = o™ fiir m > 0 und

Snim — 8 cos(a(n +m) + ¢)
Whmp cos(an + @) — cos(an + ¢)

= cos(ma) — sin(ma) tan(an + @) (5.47)

fiir n — oo. Mit Gl. (5.16) folgt, daf
sglk) ZZk Opm (sn—l—m - s)/wn-i—m 1
fn 75 2 Opgk) Wn+m Wnp Cos(om + d))
Z%f opm ) [cos(ma) — sin(ma) tan(an + ¢)]

2721]::0 pv(”r%k) o

(5.48)

gilt. Unter Verwendung der Definition der Koeffizienten p(?*) kann man den Nenner des
letzten Bruchs als

Z P2 (0 —2cos(a)o +1)F £ 0 (5.49)
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schreiben. Aber der Zéhler verschwindet, da sowohl cos(ma) als auch sin(ma) Losungen
der Rekursionsbeziehung (5.13) sind. Damit ist alles gezeigt. [

Der vorangegangene Satz gibt Bedingungen, unter denen Konvergenzbeschleunigung
auftritt. Allerdings macht er keine Aussagen iiber die Geschwindigkeit, mit der die trans-
formierte Folge konvergiert. Dies wird vom folgenden Satz geleistet.

Satz 5.6

Man nehme an, daf s, gegen s konvergiert, daff w, # 0 fiir alle n gilt und da Gl. (5.45)
mit reellen Konstanten o und o erfiillt ist. Man nehme ferner an, daff die asymptotische
Entwicklung

Sp — S

~ exp(ian Z (n 4 B)™ + exp(—ian Z (n+p)” (5.50)

Wn
mit ||co| — |do|| > 7 > 0 gilt. Dann gilt fiir grofe n
(k) _
"5 O(n2H). (5.51)

Sp— 8

Beweis: Einfache Algebra unter Verwendung von Gl. (5.16) zeigt wie in der Herleitung des
Algorithmus, daf8 die Anwendung der Rekursionsbeziehungen (5.13) auf (n + 8)F ! (s, —
s)/wy, alle Terme mit Koeffizienten (c;,d;,0 < j < k) der asymptotischen Entwicklung
(5.50) eliminiert. In fiithrender Ordnung in 1/n gilt

wy(n + B+ 2k)F
T2 pR (4 B+ m)E 1w, /[(n+ B+ 2k)E 1w )

Xghﬁm(%em@ﬂn+mﬁ+den%4dn+mﬁ>_

n+pB+m Y n+B+m

s®) =5 4 (1+0(1/n))

(5.52)

Der Nenner in dieser Formel geht fiir n — oo zu Y2%_, p2¥) 6™ was aufgrund von Gl. (5.49)
nicht verschwindet. Der Beweis wird vervollstindigt durch dle Anwendung des folgenden

Lemmas. U

Lemma 5.7
Fiir die Koeffizienten p?*), die in GI. (5.12) definiert sind, gilt fiir n — oo

Z P2 exp(xiam)(n + 4+ m)~ = O(n~F1). (5.53)

Beweis: Verwendet man (n + 3+ m)~" = [°exp(—t(n + 3+ m))dt und die Definition
(5.12) der Koeffizienten p{?*)| so kann man die endliche Summe in Gl. (5.53) durch ein
Integral ausdriicken, fiir das man die fithrende Ordnung leicht ausrechnen kann. Es gilt
C,, = 2% exp(+iak) Je(n + B + k, +a) und (a > k)
Ji(a,b):= / exp(—ta) [cos(b + it) — cos(b)]* dt
0
I'(k+1)
T T gkl

(—isin(b))*(1 + O(1/a)). (5.54)
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Die Abschitzung fiir Ji(a,b) in der letzten Zeile dieser Gleichung folgt daraus, daf die
Taylor-Reihe von [cos(b + it) — cos(b)]* bei t = 0 mit #* beginnt. O

5.1.6 Implementierung der H-Transformation

Der in dem vorangegehenden Abschnitt abgeleitete Algorithmus 148t sich mit sehr geringen
Speicheranspriichen implementieren. Betrachtet man den Algorithmus (5.24), so scheint
es, als ob man fiir eine Computerimplementierung des Algorithmus zwei zweidimensionale
Felder benétigen wiirde, eines fiir den Zahler und eines fiir den Nenner. Die Eintrige dieser
Felder bezeichnen wir mit M{¥) und betrachten also eine M-Tafel. Die Rekursion hat die
Gestalt

Mglkfl) Mglk)

MY (5.55)

n+1
(k—1)
Mn—l—?
in dieser Tafel. Die Verwendung zweier zweidimensionaler Felder ist gliicklicherweise nicht
notig. Zwei eindimensionale Felder reichen aus, wenn man maximalen Gebrauch von den

Inputdaten {s,,w,} macht. Man speichert nur den Rand der Tafel mit den Werten M¥),
Diese ist im folgenden Diagramm gezeigt, wobei k die Spalten und n die Zeilen numeriert:

xr X X X (0]

x x x Cs

T T T (0]

x T 0 4

v o ¢ (5.56)
x 0 C3

T (0]

0 Co

(0]

C1

Hier entsprechen die Elemente der ersten Spalte M) fiir 0 < n < 9. Zwischen Aufrufen
des Programms, das den Algorithmus implementiert, sind die &uflersten rechten Elemente
jeder Zeile gespeichert. Das heiflt, dafl Elemente, die mit x bezeichnet sind, bei fritheren
Aufrufen des Programms abgespeichert oder berechnet wurden, aber jetzt iiberschrieben
sind von Elementen, die mit o bezeichnet sind. Diese Elemente sind abgespeichert vor
einem neuen Aufruf des Programms. Wihrend dieses Aufrufs werden die Elemente ¢y, cs,
..., ¢5 unter Verwendung der Rekursion neu berechnet in der durch den Index angezeigten
Reihenfolge. Das bei einem Aufruf zuletzt berechnete Element wird als neuer Schitzwert
fiir den Grenzwert s zuriickgegeben. Ist der n-Wert des neuen Inputpaares (s,,w,) gerade,
so ist das das Element am rechten Ende der ersten, sonst das der zweiten Zeile. Formal
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Tabelle 5.1: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe von f(«) = exp(«) im Intervall
—7 < o <7 fiira=0.1

n Su S =500 (50— 5) /] (st, — 5)/s|
6 0.83683-10° 0.1102315242033053-10* 0.243-10° 0.258-10~2
8 0.81715-10° 0.1105088948886982-10! 0.261-10° 0.742-10*
10 0.82031-10° 0.1105169251302396-10* 0.258-10° 0.151-10°°
12 0.83502-10° 0.1105170892969688-10* 0.244-10° 0.227-107
14 0.85665-10° 0.1105170917743048-10" 0.225-10° 0.301-107?
16 0.88274-10° 0.1105170918071651-10" 0.201-10° 0.362-10~'!
18 0.91171-10° 0.1105170918075610-10* 0.175-10° 0.342-10°13
20 0.94238-10° 0.1105170918075647-10* 0.147-10° 0.402-101°
S 0.11052-10* 0.1105170918075648-10"

kann man dies als

M(n — 2k) + MW, (5.57)

fiir 0 < k < [n/2] schreiben, wobei M(0:NMAX) ein (Fortran-)Feld ist. Die Folgentrans-
formation ist dann
S0s- o S b ST o (5.58)

Ein Fortran 77-Programm GTRLEV, das diesen Algorithmus implementiert, ist im
Anhang D abgedruckt.

Die Implementierung der [J- sowie der in spiteren Abschnitten eingefithrten Z- und
IC-Transformationen kann ganz analog erfolgen. Insofern ist dieser Abschnitt exemplarisch
fiir all diese Transformationen zu sehen.

5.1.7 Numerische Tests der H-Transformation

In Tabelle 5.1 werden die Partialsummen s,, der Fourier-Reihe

s = (exp(m) — exp(—m))/m [1/2 + 2 (2__1'_)7; (cos(na) - nsin(na))] (5.59)

— n

von f(a) = exp(a) im Intervall —7 < o < 7 fiir & = 0.1 verglichen mit den Elemen-
ten der transformierten Folge s{¥), die man mit der H-Transformation erhilt. Zusitzlich
sind die relativen Fehler gegeben. Die transformierte Folge konvergiert im Gegensatz zur
urspriinglichen Folge der Partialsummen sehr schnell.

Die Berechnung wurde in FORTRAN 77 DOUBLE PRECISION durchgefiihrt, was
nur 14-15 Dezimalstellen entspricht. Dennoch wurden keine Anzeichen numerischer Insta-
bilitdten entdeckt. Sogar fiir n = 99 waren die Resultate, die in der Tabelle nicht gezeigt
sind, vollig stabil.
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Tabelle 5.2: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe von f(a) = 1 4+ « im Intervall

—r<a<gmflira=1

n Sn St = 50 biu] (50— 5)/s] (s, = 5)/s]
6 0.19557-10" 0.2000992552449739-10" 0.222-10~" 0.496-10~3

8 0.18961-10" 0.2000025026055583-10" 0.520-10* 0.125-107%
10 0.20965-10" 0.2000000528885243-10" 0.482-10~* 0.264-1076
12 0.20041-10" 0.2000000009316978-10" 0.203-102 0.466-108
14 0.19272-10! 0.2000000000131545-10" 0.364-10~" 0.658-10~10
16 0.20499-10" 0.2000000000001584-10" 0.249-107! 0.792-10~ 2
18 0.20202-10" 0.2000000000000021-10" 0.101-10°* 0.104-10 13
20 0.19447-10" 0.2000000000000001-10" 0.276-10* 0.444.10~1°

o) 0.20000-10! 0.2000000000000000-10"

In Tabelle 5.2 wird die Folgentransformation (5.23) auf die Partialsummen s, der
Fourier-Reihe

s=1-2>" sin(na) (5.60)
n=1 n
von f(a) = 1+ a im Intervall —7 < a < 7 fiir @ = 1 angewandt. Wieder sind auch
die relativen Fehler gegeben. Die Fourier-Reihe selbst konvergiert etwas schneller als die
Fourier-Reihe in Tabelle 5.1. Thre Konvergenz wird wiederum durch die Folgentransfor-
mation erheblich beschleunigt.
In diesen numerischen Tests war stets

x  fir |x| > |y
wyp = play, by), p(z,y) = { =l = Iyl (5.61)
y sonst
gewdhlt.
In Tabelle 5.3 werden Ergebnisse fiir die Fourier-Reihe
00 q] n+1 q]
In(1 — 2gcos(f) + ¢*) = =2 = cos(j0); Sn=—2)_ = cos(j0) (5.62)
7=1 7j=1

fiir verschiedene Werte von # und ¢ gezeigt. Man beachte, dafl die Funktion fiir
q = exp(+£if) (5.63)

singuldr wird. Verglichen werden die Transformation (5.16) und der e-Algorithmus, der
tiber das Programm EPSAL von Weniger [368] berechnet wurde. In diesen numerischen
Tests wurde w,, = (n + 1)a, gewihlt. Hierbei sind a, = ¢"™'/(n + 1) die Fourier-
Koeffizienten der Reihe (5.62). In der Tabelle werden die Zahlen exakter Stellen verglichen,



Tabelle 5.3: Vergleich der H-Transformation (5.16) mit Wynn’s e-Algorithmus fiir die Fourier-Reihe (5.62).

0 qg=1/2 q=3/4 g=1 qg=>5
1078 14 22 21 15 23 27| 6 10 13 9 14 17|-2 -6 -3 0 0 o o o0 -1 0 -1
30015 23 24 5 7 7| 8 13 18 2 3 3| 4 6 9 0 1 o 0 0 2 4 4
6015 23 29 10 17 23|10 17 22 5 10 15 8 12 17 4 7 12,0 O O O O O
90117 26 32 3 S5 7|13 21 280 1 3 3|11 17 23 1 1 114 7 8 -1 0 -1
1200 20 30 32 14 22 29|17 27 32 11 18 24|15 23 32 10 15 20} 8 13 17 3 6 8
150022 33 3 6 8 819 29 31 3 4 4|17v 27r 31 2 2 29 14 19 0 -2 4
180123 33 32 20 30 *|19 29 31 17 26 31|17 27 31 15 23 31| 9 15 19 7 11 15
Dargestellt sind fiir jedes ¢ die Zahlen mag ms3g mag mby mb, mly, die durch m, = —1g|(s — s,,)/t|, m), = —1g|(s — s]) /t| (gerundet

zu ganzzahligen Werten) definiert sind. Es gilt ¢ = s fiir s # 0 und ¢ = 1 sonst. Die Werte zu Gl. (5.16) benutzen s, = sg[féﬂ)ﬂﬂ,
withrend fiir den e-Algorithmus s!) = egﬁg/é%n/ D benutzt wird. Ein Stern (%) bedeutet, dafl das Programm EPSAL [368] fiir diesen

Wert von n einen Wert 1050 zuriickgegeben hat. In diesem Fall ist volle Genauigkeit (32-33 Stellen) fiir einen kleineren Wert von
n erzielt worden. Der Wert von 0 ist in Grad angegeben.

911
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die man auf der Grundlage der Partialsummen bis n = 20, 30,40 der Reihe mit dem je-
weiligen Algorithmus erzielen kann.

Verschiedene Schliisse konnen aufgrund dieser Daten gezogen werden. Erstens ist die
‘H-Transformation fiir den vorliegenden Fall dem e-Algorithmus in groflen Bereichen der
Parameter weit iiberlegen, solange man nicht nahe einer Singularitdt der Fourier-Reihe
ist. Zweitens ist der e-Algorithmus fiir bestimmte Werte von € besonders schlecht, da der
Algorithmus sich auf falschen Werten stabilisiert. Drittens kann die #H-Transformation
auch divergente Fourier-Reihen summieren (siehe Tabelle 5.3 fiir ¢ = 5), ist in diesem Fall
jedoch anscheinend anfélliger fiir die Ndhe von Singularitéiten als fiir |¢| < 1. Wir werden
die Rolle von Singularitdten noch gesondert studieren.

5.1.8 Verallgemeinerung auf mehrere Frequenzen

Das Verfahren zur Herleitung der H-Transformation kann man auf Modellfolgen mit meh-
reren Frequenzen verallgemeinern. Dies soll hier nur kurz angerissen werden. Wir setzen
em = exp(iay,) fiir m =1,..., M. Eine Verallgemeinerung der Modellfolge (5.4) ist dann

Mo k-1
Sn=5+wy Y. em D> Cmjin+p)7. (5.64)
m=1 7=0
Die Modellfolge (5.4) kann man als den Spezialfall M = 2, oy = «, ap = —« auffassen.
Um s fiir die Modellfolge (5.64) zu berechnen, miissen wir einen Algorithmus ange-
ben, mit dessen Hilfe man die Koeffizienten c,, ; exakt eliminieren kann. Dazu fiihren wir
ein verallgemeinertes charakteristisches Polynom P(z) vom Grade M - k ein, das k-fache
Nullstellen bei allen e, hat, also durch

P(x) = I (7 —en) = zp (5.65)

gegeben ist. Es ist charakteristisches Polynom zur Rekursion

M-k
Y v =0 (n>0). (5.66)
=0

Da die Nullstellen k-fach sind, sind die M - k linear unabhéngigen Losungen dieser Rekur-
sion mit (M - k + 1) Termen und konstanten Koeffizienten durch

Vpmy = n'e” 1=0,....k—1, m=1,....M (5.67)

m

gegeben. Ahnlich wie im Fall der H-Transformation kann man nun den Grenzwert s der
Modellfolge (5.64) exakt iiber

-k
Z Pm (n + ﬂ + m)k_15n+m/wn+m

m=

(5.68)

S= vk

0
Z Pm (n + ﬂ + m)kil/wner
m=0
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ausrechnen bzw. die Folgentransformation

M-k
pm n—+ ﬁ + m) Sn-l—m/wn-i-m
s =m0 (5.69)
pm n—+ ﬁ + m)k_l/wn-l-m
m=0

einfithren.

Die Koeffizienten p,, sind dabei von k, M und den Frequenzen «; abhéingig. Verfihrt
man wie im Fall der H-Transformation, so sieht man nach kurzer Rechnung, daf§ Zahler
und Nenner wieder eine identische, hier allerdings etwas kompliziertere Rekursion erfiillen.
Es gilt

M
Z (n+ B+ kMY, (5.70)

wobei die Koeffizienten ¢; durch

ﬁ::1z

(r — em) Zq]x] (5.71)

1

definiert sind. Auf diese Weise erhilt man den folgenden rekursiven Algorithmus zur Be-
rechnung der verallgemeinerten H-Transformation

Z(O) (n+ﬂ)71 Sn/wna N(O) = (n+ﬂ)71/wn7

Zq] n+ﬁ+] k)ZEH—])a

] =0

5.72
Zq] n+ﬁ+] k)NsH—])a ( )
2 (k)
./\;Ek) = an (6ma B, {sn}t: {wn}) .

Man erkennt unschwer, daf§ der Algorithmus (5.24) ein Spezialfall des Algorithmus (5.72)
ist. Dies stiitzt sich auf die Beziehungen M = 2, e; = exp(ia) und ey, = exp(—ia), die
go = ¢» = 1 und ¢; = —2cos(«) implizieren.

5.2 Iterative Algorithmen fiir Fourier-Reihen

5.2.1 Hierarchisch konsistente Herleitung

In diesem Abschnitt wird eine nichtlineare Folgentransformation vorgestellt, die fiir Fou-
rier-Reihen geeignet ist. Diese Transformation wird durch Iteration einer einfachen Fol-
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gentransformation gewonnen. Hierzu wird die Transformation

w w w
5521) — Ti—i—? 77i+1 177, (573)
— 2cos(a) —
Wn2 Wnyt o Wn

verwendet, die die niedrigste Ordnung der H-Transformation darstellt. Sie ist exakt fiir
die Modellfolge

Sp = S + wy (coexp(ian) + dyexp(—ian)) = s + w, (Yo cos(an) + Jysin(an)) . (5.74)

Man vergleiche Gl. (5.4). Auerdem beachte man, da8 im Zahler und im Nenner von Gl.
(5.73) die Koeffizienten der Rekursion

Upto — 2c08(a) Vi1 + v, =0 (5.75)
auftreten, deren allgemeine Losung
vp, = Acos(na) + Bsin(na) (5.76)

als Linearkombination von Sinus- und Kosinusfunktionen dargestellt werden kann.

Die Iteration der einfachen Folgentransformation (5.73) soll in einer hierarchisch kon-
sistenten Weise vorgenommen werden. Dazu muf} die einfache Folgentransformation auf
eine kompliziertere Modellfolge angewandt werden, die in der Hierarchie héher steht. Eine
einfache Verallgemeinerung ist

Sp =8+ wn (exp(iom) {co + #15} + exp(—ian) {do + nc—l: 5}) , (5.77)
die man als Gl. (5.4) fiir k = 2 identifizieren kann.

Wir wenden also die Transformation (5.73) auf die Modellfolge (5.77) an. Ziel ist es,
die transformierte Folge s() zumindest asymptotisch fiir groie n in die Form der G1. (5.74)
zu bringen, allerdings mit renormierten Werten von w,, ¢y und dy. Da ¢y und d; sowieso
nur freie Parameter sind, kann man dann neue Werte von w,, ablesen, die fiir die n#chste
Stufe der Iteration zu verwenden sind.

Bei Verfolgung dieses Programmes erhélt man ausgehend von Gln. (5.73) und (5.77)

s — 5=
B W+ B+
ia(n e "' ————— —2cos(a) + "' ———
el e, n+p (@) n+B+2
1 1 1
n+f+1 —— — 2cos(a) + — 578
Wn+2 Wn+1 Wn ( )
Leretd, n+f n+ B +2
1 1 1 '
n+f+1 —— — 2cos(a) +—

Wn+42 Wn+1 Wn
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Einfache Algebra liefert die asymptotische Beziehung

; n+p+1 . n+pB+1
exp(i(£a)) ————— — 2cos(a) + exp(—z(j:a))m
+2isin « LO((n+ B+ 1)) (5.79)
R a— n
n+p5+1
fiir grofie n. Verwendung in Gl. (5.78) ergibt
1
87(11) ~ s+ ; - -
n+6+1)° — 2cos(a +— 5 80
e+ 5407 (= 2coste) 1 L) 550

X (exp(ia(n + 1))c1 (—2isin o) + exp(—ia(n + 1))d; (+2isina)) .

Dies ist tatséichlich von der Form (5.74) wenn man als neue Werte von w;,

Wl =m+pB+1)72 ( L _ 2 cos(a) = + i) (5.81)

Wnt2 Wn+1 Wnp,
fiir n =0, 1,... wihlt. Die renormierten Werte von ¢, und d; ergeben sich dabei zu
iV = exp(ia)(—2isina) ¢, i = exp(—ia)(+2isina) d; . (5.82)

Durch hierarchisch konsistente Iteration ergibt sich also ein Algorithmus der Form

0)

551 = Sn, wfl = Wy
(k) (k) (k)
37(152 — 2cos(a) ST(L;)I + sr(zk)
(k+1) _ Yni2 Wpt1  Wn
Sy, =7 o i T (5.83)
——— —2cos(a) ——— + —=
k i i
T
—1
1 1 1
Wkt = (n 4 B +1) 2 | —+ — 2cos(a) — + —
(k) (k) (k)
wn—l—? wn-i—l Wn

Dies kann man verallgemeinern, indem man eine allgemeinere Hierarchie von Modell-
folgen zugrundelegt.
Hierzu bietet sich die Modellfolge
$p = 8 + wy (exp(ian) {co + c1m} + exp(—ian) {dy + dir,}) , (5.84)

an. Verfahrt man wieder in der oben beschriebenen Weise, so erhilt man ausgehend von
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Gln. (5.73) und (5.84)

sg) — 5=

+ia —ia

gialn+1),, & Tnt2 = 2cos(a)rpi1 + €7y,
1

— 2 cos(@) +—
Wn42 Wn41 Wn

e "1y — 2cos(a)ry g + €%y,

+e—ia(n+1)d1 T : |
— 2 cos(a) +—
Wn 12 Wn+1 Wn

Einfache Algebra liefert die Beziehung
exp(i(£a))rpra — 2 cos(a)rpy1 + exp(—i(xa))r,

= eXp(i(ia))(rn-i-Q - Tn-i-l) + eXp(_i(ia))(rn - rn-i-l)

= +2iAr, ., sin(a) + O(A%r 1)
fiir grofie n. Verwendung in Gl. (5.85) ergibt

A7An+1

(1 ~ 9cos(a) — +i>

Wn+42 Wn+1 Wn

sg) RS+

x (exp(ia(n + 1))ei(2isin ) + exp(—ia(n + 1))dy (—2isina)) .

Dies ist tatséichlich von der Form (5.74) wenn man als neue Werte von w,,

(1) _ _Arn—i—l

n 1 1 1
— 2 cos(a) +—
Wno Wntt  Wn

121

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

fiir n = 0,1, ... wihlt. Die renormierten Werte von ¢y und dy ergeben sich wieder aus GlI.

(5.82).

Durch hierarchisch konsistente Iteration ergibt sich also ein Algorithmus der Form

sO =5, | w® = w,
k k
% — 2 cos(a) ng—l)—l I s
® Q) ®
gk+1) — Yni2 Wpt1  Wn
S = Il
——— — Z2COS|\¥ —
-, FORC
k
WD) — —Arlel
n T 1 1
w — 2cos(a) —g +

wn+2 wn+1 Wn

(5.89)
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Diese Transformation nennen wir die Z-Transformation und setzen
I (e, {sn}, {wn}, {r®)}) = s (5.90)

5.2.2 Alternative Algorithmen

Ahnlich wie bei der J-Transformation kann man auch bei der Z-Transformation einen
alternativen Algorithmus zur Berechnung angeben. Dazu setzen wir

sk = N®/pk) W) — 1/, (5.91)
Dann kann man die Z-Transformation auch mittels des folgenden Algorithmus berechnen:

NO = Sn/wn ,DT(ZO) =1/w,,

n

N = (N, — 2 cos(a) Nyl + N /000 (5.9
DD = (DY), — 2cos(a) D,‘lll + D) /5 |
T (a, {sn} {wn}, {ri}) = NP /D

mit §(k) = —Ar;k_zl. Dies zeigt, daf} die Z-Transformation in der hier eingefiihrten Form

eine Verallgemeinerung der Transformation

’SLO) = Sn/wn ) 510 = 1/wm
k

nk+1) = (n+ )" (N;lg — 2cos(a) Nyt + Ny ), (5.93)

k) — (n 4+ 3)7 (D(k) 5 4 p k)) ,

o =2 =z

2 ZCos(a)DnH—l— N

Igzk (CY B, 7 {Sn} {Wn}) = N /D(k

ist. Um das einzusehen, mufl man nur die Ersetzung 6*) = (n + $)~7 vorzunehmen. Die
Transformation (5.93) wurde in [162] eingefiihrt und dort als H-Transformation bezeichnet.

5.2.3 Numerische Tests

Es werden jetzt einige numerische Testergebnisse prisentiert, die zeigen, daf} die iterative
Z-Transformation dhnlich gute Resultate liefern kann wie die H-Transformation.

In den Tabellen 5.4-5.6 werden die H-Transformation und verschiedene Varianten der 1-
Transformation, die ja ein Spezialfall der Z-Transformation ist, auf die Fourier-Reihen der
2m-periodischen (vom Intervall (—m, ) periodisch fortgesetzten) Funktionen f;(a) = a?,
fo(a) =1+ o und f3(a) = exp(a) angewandt. Die Fourier-Reihe von f;(«) auf (—m, )
ist gegeben durch )

s—7r2/3+4z

Die Fourier-Reihe von fy(a) ist in GL. (5.60), die von f3(a) in Gl. (5.59) gegeben. Fiir
alle Extrapolationsverfahren wurde die Restabschidtzung w, aus Gl. (5.61) verwandt. Die

cos(na) . (5.94)
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Rechnungen wurden in FORTRAN 77 DOUBLE PRECISION durchgefiihrt, was auf dem
verwendeten Computer einer Maschinengenauigkeit von 15-16 Stellen entspricht.

In allen diesen Fillen schneiden die untersuchten Verfahren ziemlich &hnlich ab. Die
Variation von [ und + fiir die 1-Transformation hat keinen entscheidenden Einflul. Der
Wert v = 2, den man aufgrund von Gln. (5.83) und (5.93) erwartet, ist den anderen
Werten von v in diesen Beispielen {iberlegen. Die H-Transformation bietet leichte Vorteile
gegeniiber den Varianten der 1-Transformation.

5.3 Die Behandlung von Sprungstellen und Singula-
rititen

5.3.1 Beschreibung der Methode

Wir haben im Zusammenhang mit Tabelle 5.3 gesehen, dafl in der N&dhe von Singula-
ritdten der durch die Fourier-Reihen dargestellten Funktionen die Extrapolation durch
nichtlineare Folgentransformationen anscheinend auf Schwierigkeiten stoft.

Dies wurde fiir den Fall der Reihe (5.110) auch von Boyd [41] untersucht. Es zeigte sich
in diesen Untersuchungen, dafl in der Nihe der Unstetigkeitsstellen sehr viele Standard-
verfahren sehr schlecht (z.B. Richardson-Extrapolation, Chebyshev-Verfahren) bis schlecht
(u-Levin, e-Algorithmus, Euler-Verfahren) abschnitten, wenn nur y = 1 — |a|/7 geniigend
klein war. Diese Schwierigkeit kann man zu beheben versuchen, indem man die Fourier-
Reihe als Summe von einem polynomialen Anteil und einer wesentlich glatteren Fourier-
Reihe darstellt. Dabei kann man einen analytischen Ansatz wihlen, bei dem man den
polynomialen Anteil (im wesentlichen Bernoulli-Polynome) aus den héheren Ableitungen
der Funktion an den Unstetigkeitstellen bestimmt [24], oder indem man die Position und
Natur der Unstetigkeitsstellen aus den Partialsummen der Fourier-Reihe numerisch be-
rechnet [108].

Wir wollen einen anderen Ansatz vorstellen, bei dem man statt der urspriinglichen
Fourier-Reihe eine eng verwandte Fourier-Reihe extrapoliert.

Betrachten wir dazu das Beispiel aus Gl. (5.62). Fiir ¢ = 1 hat die Funktion Singu-
laritdten fiir 1 = exp(&iz), insbesondere also bei x = 0. Die Terme der Reihe sind fiir
qg=1

1
A; = ;cos(j x). (5.95)

Sie oszillieren also als Funktion des Laufindex j fiir x # 0. Der erste Vorzeichenwechsel
dieser Terme ist bei jo = 7/(2z). Ist = sehr klein, so ist jo sehr grof. Die Oszillationen der
Terme als Funktion von j sind demnach sehr langsam. Die ersten Terme der Reihe sind
numerisch von den Termen der divergenten Reihe

> (5.96)

j=17

fiir kleine 2 kaum zu unterscheiden.
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Tabelle 5.4: Vergleich der H- und der Z-Transformation fiir die Fourier-Reihe von f(a) =
o? im Intervall —7 < a < 7 fira =1

n A, B, Ch D, E, F,
5 1.25 3.54 3.07 3.58 3.37 3.28
6 1.30 2.94 3.47 2.97 2.48 3.05
7 1.95 4.99 7.36 4.50 4.64 4.96
8 1.69 4.69 5.79 4.78 3.89 5.06
9 1.61 7.01 6.08 6.95 5.66 6.28
10 2.06 6.49 7.57 7.36 5.37 7.64
11 2.05 8.42 7.80 7.39 7.15 8.46
12 1.84 8.29 8.27 8.69 6.90 8.53
13 2.16 10.18 9.08 9.27 9.97 9.15
14 2.38 10.17 10.18 9.97 8.53 10.32
15 2.03 11.89 10.35 10.23 9.76 10.96
16 2.25 12.27 11.15 10.90 10.32 11.34
17 2.73 13.40 13.00 11.68 10.91 12.12
18 2.20 14.27 12.50 13.03 12.36 13.33
19 2.33 00 13.10 13.04 12.46 13.42
20 3.24 15.65 14.70 13.64 13.56 14.21
21 2.36 00 14.70 14.33 13.97 15.35
22 241 00 15.18 15.00 14.31 15.26
23 3.80 00 00 15.18 14.81 15.95
24 2.51 00 15.65 15.48 15.65 15.65
25 2.49 00 15.95 15.48 15.48 15.65

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, dafi der Fehler verschwindet.

A,,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.

s Asnt, {1(an, by)}.

D:J

’I'L

2

n

m@

.

Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ](a
(a7 ]'7 27 {sn}7 {M(a/n,
1(, 1,3/2, {sn}, {1e(an,

a, 1,1, {sn}, {p(an,

: Zahl exakter Stellen von I

: Zahl exakter Stellen von Ifl

([[n/2

A

: Zahl exakter Stellen von I([["gn]/{%

p(
(

«,3/2,

2, {sn}, {1an,

b))}
bn)}-
bu)}-

bn)}-
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Tabelle 5.5: Vergleich der H- und der Z-Transformation fiir die Fourier-Reihe von f(a) =
1+ aim Intervall -7 < a <7 fira=1

n A, B, Ch D, E, F,
5 1.16 3.49 3.67 3.33 3.08 3.42
6 1.65 3.30 3.99 3.32 2.83 3.42
7 1.14 6.88 4.94 0.23 4.48 5.50
8 1.28 4.90 7.41 0.12 4.13 5.28
9 221 7.07 7.38 6.15 5.97 6.75
10 1.32 6.58 7.15 7.10 5.52 7.08
11 1.37 9.38 7.84 8.15 8.40 8.09
12 2.69 8.33 10.12 8.54 6.99 8.76
13 1.46 10.47 9.32 9.17 8.49 10.48
14 1.44 10.18 9.96 9.69 8.53 10.33
15 2.16 12.40 11.02 10.37 9.73 10.87
16 1.60 12.10 11.48 12.14 10.14 12.39
17 1.50 13.88 11.95 11.77 11.34 12.44
18 2.00 13.99 13.03 12.41 11.57 13.00
19 1.74 15.18 13.69 13.11 12.61 13.96
20 1.56 15.65 14.03 14.39 12.82 14.63
21 1.91 15.65 14.95 14.91 13.43 14.95
22 1.90 00 15.95 14.95 14.15 15.65
23 1.62 00 00 15.65 14.84 00
24 1.87 00 15.65 15.65 15.18 15.65
25 2.08 00 15.65 15.65 15.35 00

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, dafi der Fehler verschwindet.

A,,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
.. Zahl exakter Stellen von H ["@2]}2]]@ Asn ks {plan, by) -

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/éﬂ(a, 1,2, {su}, {p(an, by)}.
0 Zahl exakter Stellen von T [[nﬁ]}% (e, 1,3/2,{sn}, {u(an, by)}-
.+ Zahl exakter Stellen von 10"/2) 10 1,1 {sn}, {p(an, bn) }-

(

: Zahl exakter Stellen von I([ngn]/{ﬂ a,3/2,2,{sn}, {pt(an, bn)}-

SECHS

.
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Tabelle 5.6: Vergleich der H- und der Z-Transformation fiir die Fourier-Reihe von f(a) =
exp(«) im Intervall —7 < o < 7 fiir & = 0.1

n A, B, Ch D, E, F,
5 0.66 2.83 2.92 2.75 2.58 2.79
6 0.61 2.27 2.76 2.30 1.85 2.37
7 0.59 4.27 4.64 4.19 3.80 4.34
8 0.58 3.87 4.78 3.98 3.19 4.14
9 0.58 6.09 7.52 5.93 5.11 6.28
10 0.59 5.60 7.12 5.80 4.61 6.12
11 0.60 8.27 10.11 8.24 6.56 8.62
12 0.61 7.44 9.42 7.78 6.10 8.25
13 0.63 10.01 10.97 11.97 8.18 10.58
14 0.65 9.33 12.11 9.85 7.66 10.49
15 0.67 11.77 12.81 11.62 9.98 13.08
16 0.70 11.28 14.52 11.86 9.28 12.89
17 0.72 14.30 14.66 14.25 11.86 15.40
18 0.76 13.30 15.09 14.30 10.96 15.22
19 0.79 15.40 15.22 15.40 13.26 15.40
20 0.83 15.09 15.70 15.40 12.66 15.40
21 0.88 15.70 15.22 15.22 14.52 15.70
22 0.92 15.40 15.22 15.40 14.32 15.22
23 0.98 15.22 15.22 15.22 15.09 15.22
24 1.04 15.40 15.09 15.09 15.09 15.09
25 1.11 15.22 15.22 15.09 15.22 15.09

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.

s Asnt, {1(an, by)}.

D:J

’I'L

2

n

m@

.

Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ](a

(o, 1,2,
(av 17 3/2v {Sn}a {ﬂ(ana

" (o, 1,1, {sn}, {1u(an,
[”92]{2]] 3/2

: Zahl exakter Stellen von 1
Zahl exakter Stellen von 1, E ]{
: Zahl exakter Stellen von 1 [[

: Zahl exakter Stellen von I

(In/2])

—[n/ 2]]

[[n/ 2])

—In/ 21]

{sn}, {nlan,

» {snt, {plan,

bn)}-
bn)}-
bn)}-
bn)}-
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Um diese langwelligen Oszillationen in den Griff zu bekommen, kann man bei jeder
Fourier-Reihe der Form

s =ay/2+ i(aj cos(jar) + b, sin(ja)) (5.97)

7j=1
gemif

s=ag/2+ i i( yrcos([k + (m — 1) 7]a)

(5.98)

Fhstnysin(li + (= 1) 7o)
jeweils 7 aufeinanderfolgende Terme zusammenfassen. Man erhélt so eine frequenzverviel-
fachte Fourier-Reihe der 7-fachen Grundfrequenz:

s=ap/2+ Y (amcos mTa)+ by, sm(mTa))

m=1
’

=Y <ak+(m_1)T cos([k — 7]a) + by (m—1) - sin([k — T]Oé)) , (5.99)

k=1
T

by = > (—aH(ml)T sin([k — 7]a) 4 byt (m—1) - cos([k — T]Oé)) )
k=1
Die Partialsummen dieser frequenzvervielfachten Reihe sind

n

Sn=ao/2+ > (dm cos(m T a) + by, sin(mra)) : (5.100)
m=1
Es gilt
Sn = Snr, nelN. (5.101)

Das heifit, daf} die Beschleunigung der frequenzvervielfachten Reihe damit gleichbedeu-
tend ist, dal man statt der Folge {sg, s1, $o,...} die Folge {so, s,, S2,,...} extrapoliert.
Dies kann man fiir jede natiirliche Zahl 7 machen. Allgemeiner kann man statt der Folge
{so, 51, S2, ...} eine Folge {sr,, Sr,, Sr,,- - -} betrachten, wobei die {R;} eine streng mono-
ton wachsende Folge nicht-negativer ganzer Zahlen sind: 0 < Ry < Ry < R, .... Man kann
also zum Beispiel R, = [l 7] fiir reelles 7 > 1 setzen.

Wir bemerken, dafl man fiir jede Reihe

s=> a; (5.102)
j=0

mit Partialsummen

=3 q (5.103)
j=0
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durch Zusammenfassung der Terme eine neue Reihe
5= aj (5.104)

mit Termen
apg = ag , d]‘ = Z Ak+(j—1)7 (] > 0) (5105)

und Partialsummen

$n =) a; (5.106)

definieren kann. Diese erfiillen ebenfalls 3, = s,,,.

Ahnliche Indextransformationen spielen eine Rolle bei den d(™-Transformationen. Sidi
hat gezeigt, daB die d()-Transformation mit R; = 71 fiir 7 € N durch geeignete Wahl von
7 numerisch stabilisiert werden kann und auch noch in der Nihe von Singularititen zu
guten Ergebnissen fiihrt [323]. Die dV-Transformation mit R, = 7l fiir 7 € N ist aber
nichts anderes als die Transformation (vgl. [323, Gl. 4.12])

) _ AVH {(n + 5/7-)”—15771/(5771 — S(TTL)*I)]
v NG [(n + B/T)z/fl/(sﬂl . S(Tn)—l)]

(5.107)

also identisch der Levin-Transformation, angewandt auf die Folge {so, s, Sor, ...}, mit den
Restabschitzungen w, = (n + 8/7)(Srn — Sra)—1),

Wyi)l = LONB/T, $rmy (N4 B)T)(Srm — Srnt)) - (5.108)

Dies ist fiir 7 # 1 nicht identisch mit der Anwendung der u-Levin-Transformation auf
die Partialsummen {sg, s,, S2,, ...}, da in diesem Falle als Restabschitzung w, = (n +
B')(Srn — Sr(n—1)) Verwendet wiirde.

Ahnlich operiert die d™-Transformationen im allgemeinen auf den Partialsummen
{S0, S7, S27, ...} und den entsprechenden Termen der Reihe.

Als wichtiger Sachverhalt sei hier vermerkt, daffl man jede Levin-artige Transformation
in dieser Weise verwenden kann. Das heifit, das man als Input die Folge {$o, 51,...} =
{so, 8+, Sor,...} und die Restabschitzungen w, = (n + 3/7)(Srn — Srn—1)) verwendet.
Da die Levin-artigen Transformationen im allgemeinen multiplikativ invariant in w,, sind,
kann man auch w, = (7n + )(S;n — Srn_1)) verwenden. Diese Beobachtung erweitert
wahrscheinlich den Anwendungsbereich der Weniger-Transformation & und der [J-Trans-
formationen erheblich.

Es liegt also nahe, die - und Z-Transformationen in &hnlicher Weise anzuwenden. Wie
wir sehen werden, wird dadurch der Anwendungsbereich bis hin zu den problematischen
Fillen in der Ndhe von Sprungstellen und Singularitdten vergréflert. Ferner kann man so
die numerische Stabilitéit der Transformationen erh6hen, wenn mehr Terme der Reihe zur
Verfiigung stehen.
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Fiir die Anwendung der - und Z-Transformationen auf die frequenzvervielfachte Rei-
he zu gegebenem 7 verwendet man dabei einen Frequenzparameter 7 a, was sich aufgrund
von Gl. (5.99) anbietet, und Restabschéitzungen

wp = (tn+ B)p(arn, bry) - (5.109)

Der Preis fiir die Extrapolationsmoglichkeit auch in der Ndhe von Unstetigkeiten und
Singularitdten besteht bei dem beschriebenen Verfahren also darin, dafl man relativ viele
Terme der Fourier-Reihe benotigt, da 7 je grofler gewahlt werden muf}, je ndher man der
Singularitdt kommt.

5.3.2 Numerische Beispiele

Wir wenden dieses Verfahren der Frequenzvervielfachung auf die Fourier-Reihe

s=23

Jj=1

)]+1

sin(jo) (5.110)

der vom Intervall (—m, 7) periodisch fortgesetzten Funktion f(«) = « an. Die Partialsum-

men sind durch
n+1 -1 )J+1

_22

gegeben. Die Funktion (5.110) hat fiir alle & = (2k + 1)m mit k € Z eine Sprungstelle,
insbesondere also fiir o = 7.

In den Tabellen 5.7-5.10 werden zwei verschiedene Werte von « in der N&he dieser
Sprungstelle betrachtet. In den Tabellen 5.7 und 5.8 ist &« = 97/10 gew#hlt, in den Tabellen
5.9 und 5.10 wird der Punkt o = 997/100 in der unmittelbaren Nachbarschaft betrachtet.
In den Tabellen wird die H-Transformation mit verschiedenen Varianten der Z-Transfor-
mation hinsichtlich der erzielbaren Zahl exakter Stellen verglichen. Es stehen jeweils Werte
in einer Zeile, die aus gleichvielen Termen der urspriinglichen Fourier-Reihe berechnet
wurden. Die Rechnungen wurden in FORTRAN DOUBLE PRECISION durchgefiihrt,
was auf dem verwendeter Rechner etwa 14-16 Dezimalstellen entspricht.

In Tabelle 5.7 wird die Fourier-Reihe direkt beschleunigt. Es zeigt sich, dafl so fiir
a = 97/10, also relativ dicht an der Sprungstelle, bestenfalls etwa fiinf exakte Stellen
erhalten werden kénnen, bevor fiir grofiere n die Genauigkeit wieder sinkt. Alle Verfahren
sind numerisch empfindlich, was sich darin manifestiert, daf} fiir n > 36 alle extrapolierten
Werte ungenauer sind als die Partialsummen der Reihe selbst. Die Varianten der Z-Trans-
formation sind offensichtlich numerisch stabiler als die H-Transformation, was letztendlich
fiir dieses schwierige Beispiel zu einer hoheren erreichbaren Stellenzahl fiihrt.

In Tabelle 5.8 wird die frequenzvervielfachte Fourier-Reihe mit 7 = 5 verwendet. Man
erkennt, dafl nun die Extrapolationsverfahren in etwa Maschinengenauigkeit fiir n > 30
liefert. Fiir 7 = 5 bedeutet n = 30, dafl Partialsummen bis s15 zur Extrapolation verwen-
det wurden. Auflerdem ist klar ersichtlich, daf} fiir gr6Bere n die Genauigkeit wesentlich

sin(ja), (n€Np) (5.111)



130 KAPITEL 5. ORTHOGONALENTWICKLUNGEN

Tabelle 5.7: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.110) fiir o« = 97/10 (14-16
Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,
6 0.92 0.11 0.34 0.14 0.11 0.17
9 0.71 0.86 1.82 2.30 1.97 1.85
12 1.01 0.36 2.55 1.19 0.12 2.48
15 1.41 1.75 3.34 2.98 2.34 3.36
18 0.97 1.81 4.01 4.48 0.24 4.11
21 1.11 2.63 4.77 4.40 3.76 4.85
24 2.46 1.41 4.79 3.44 1.39 4.64
27 1.18 0.14 3.76 1.96 -0.14 3.57
30 1.18 -0.38 3.05 0.70 -1.91 2.84
33 1.80 -0.43 1.48 -0.12 -1.80 1.34
36 1.41 0.61 -0.19 -0.45 -1.32 -0.30
39 1.26 -0.56 -0.80 -0.59 -1.33 -2.30
42 1.57 -0.64 -1.23 -1.21 -1.40 -1.86
45 1.72 -1.28 -1.74 -0.82 -1.84 -1.92
48 1.35 -0.18 -1.36 -1.37 -1.90 -1.88

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).
A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
. Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ(a, L {sn}, {t(an, by}
: Zahl exakter Stellen von I;[[nﬁzm](a 2, {su}, {pt(an, by)}-
»: Zahl exakter Stellen von I (In/21) 1(a, 1,372, {sn}, {e(an, ba) }.
. Zahl exakter Stellen von 1 n/ﬂ ]%{ (e, 1,1, {sn}, {pt(an, bp) }-

: Zahl exakter Stellen von 1,71 or (e, 3/2,2, {s}, {(an, bn)}.

SRINP:

weniger schnell abnimmt als fiir den in Tabelle 5.7 betrachteten Fall. Die hohere Frequenz
der frequenzvervielfachten Reihe hat also die Extrapolationsverfahren auch numerisch sta-
bilisiert.

In Tabelle 5.9 wird die Fourier-Reihe fiir o = 997/100 direkt beschleunigt. Es zeigt
sich, daf} fiir diesen Wert von a unmittelbar in der Ndhe der Sprungstelle bestenfalls etwa
eine exakte Stelle erhalten werden kann, bevor schon fiir mittlere n die Genauigkeit rapi-
de sinkt, und numerische Instabilitéiten jeglichen Beschleunigungseffekt zunichte machen.
Geeignete Varianten der Z-Transformation stellen sich auch hier als numerisch stabiler als
die H-Transformation heraus.
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Tabelle 5.8: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 5 zur Reihe (5.110) fiir & = 97/10 (14-16 Stellen)

m n A, B, Cn D, E, F,
30 6 1.18 1.94 2.50 2.08 1.50 2.09
45 9 1.72 9.39 4.65 4.46 4.26 0.36
60 12 1.48 6.22 6.51 6.54 4.74 6.65
75 15 1.91 9.04 10.09 7.62 7.46 8.49
90 18 1.65 11.27 10.24 9.48 9.56 10.47
105 21 2.04 12.80 11.84 10.95 9.90 12.55
120 24 1.78 14.63 13.32 12.63 11.45 13.63
135 27 2.14 15.33 14.80 14.29 13.50 15.33
150 30 1.87 15.50 15.10 15.03 14.34 15.20
165 33 2.23 15.20 15.50 15.80 00 15.80
180 36 1.95 15.80 15.33 15.80 15.10 15.80
195 39 2.30 15.33 15.50 15.50 15.33 00
210 42 2.02 15.50 15.33 15.80 15.10 15.80
225 45 2.36 15.33 15.20 15.80 15.20 15.03
240 48 2.08 15.10 15.33 15.10 15.33 15.20

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, daf§ der Fehler verschwindet. Es wurden m + 1 Terme der
Fourier-Reihe und n 4+ 1 Terme der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von (I @ ]}2]](7' a, L, {5}, {(m+ 1) pu(am, by)}

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-
n: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬂ% (1a,1,3/2, {5}, {(m+ 1)u (am, ) |-
n: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{2]] (1o, 1,1, {3}, {(m + 1) pu(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I [[722/2] T0,3/2,2, {5}, {(m + 1) u(am, bn)}-

SECHS

o

In Tabelle 5.10 wird die frequenzvervielfachte Fourier-Reihe mit 7 = 50 verwendet.
Man erkennt, dafl nun die Extrapolationsverfahren in etwa Maschinengenauigkeit fiir
n > 30 liefert. Fiir 7 = 50 bedeutet n = 30 allerdings, dafl Partialsummen bis si509
zur Extrapolation verwendet wurden. Fiir groflere n bleibt die Genauigkeit im wesentli-
chen erhalten, was sich deutlich vom Fall der direkten Anwendung auf die Fourier-Reihe
in Tabelle 5.9 unterscheidet. Die Unterdriickung der langwelligen Oszillationen fiihrt also
wieder zur Stabilisierung der Extrapolationsverfahren.

Als Faustformel kann man diesen Beispielen entnehmen, daf} fiir zehnfach kleineren
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Tabelle 5.9: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.110) fiir o = 997/100 (14-16
Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,
6 0.07 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
9 0.10 -0.80 2.37 0.95 -0.62 1.15
12 0.13 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
15 0.17 -0.08 1.06 0.77 -0.97 1.02
18 0.20 0.01 0.92 0.01 0.01 0.03
21 0.25 -0.13 0.22 -2.40 -4.14 -0.33
24 0.29 -1.10 -2.89 -2.08 0.01 -2.92
27 0.34 -1.00 -3.22 -2.28 -3.05 -2.72
30 0.39 -0.27 -2.65 -2.81 -2.67 -2.52
33 0.45 -0.59 -3.44 -2.27 -3.69 -4.06
36 0.51 -0.40 -3.16 -2.26 -3.32 -4.70
39 0.58 0.15 -3.50 -1.52 -3.14 -3.55
42 0.66 0.44 -4.88 -2.91 -3.14 -3.61
45 0.76 0.66 -3.80 -3.93 -4.24 -3.70
48 0.87 -0.46 -3.83 -3.40 -3.76 -4.41

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).
A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
. Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ(a, L {sn}, {t(an, by}
. Zahl exakter Stellen von I;[[nﬁzm](a 2, {su}, {pt(an, by)}-
»: Zahl exakter Stellen von I (In/21) 1(a, 1,372, {sn}, {e(an, ba) }.
. Zahl exakter Stellen von 1 n/ﬂ ]%{ (e, 1,1, {sn}, {pt(an, bp) }-

: Zahl exakter Stellen von 1,71 or (e, 3/2,2, {s}, {(an, bn)}.

ISR N

Abstand zur Singularitéit eine zehnfach groflerer Wert von 7 fiir vergleichbare Ergebnisse
benotigt wird.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 mit Sin-
gularitidt bei @ = 0 und verschiedenen Werte von a. An diesem Beispiel soll untersucht
werden, wie die Stellenzahl der Rechnung sich auf die Qualitdt der Resultate auswirkt.
Dazu wurden bestimmte Rechnungen in FORTRAN QUADRUPLE PRECISION durch-
gefiihrt, was etwa 32-34 Dezimalstellen auf dem verwendeten Computer entspricht (Ta-
bellen 5.11 - 5.19). Die Rechnungen wurden dann in FORTRAN DOUBLE PRECISION
wiederholt, was etwa 14-15 Dezimalstellen entspricht (Tabellen 5.20 — 5.28). Jeder Tabelle
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Tabelle 5.10: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 50 zur Reihe (5.110) fiir o = 997/100 (14-16 Stellen)

m n A, B, C, D, E, E,
300 6 1.18 0.78 1.34 0.85 0.45 0.91
450 9 3.00 5.46 4.76 4.68 3.99 5.24
600 12 1.47 4.94 6.51 5.48 3.57 5.90
750 15 3.86 9.14 8.90 7.73 7.31 8.51
900 18 1.64 10.00 10.36 9.56 7.59 10.50

1050 21 3.48 12.85 11.72 11.02 9.99 12.51
1200 24 1.77 15.24 13.34 12.70 11.61 13.71
1350 27 3.45 14.77 15.00 14.52 13.77 14.85
1500 30 1.87 14.73 14.67 15.15 14.21 14.80
1650 33 3.46 14.89 14.80 14.85 14.80 14.85
1800 36 1.94 14.70 14.77 15.00 14.80 14.73
1950 39 3.49 14.89 14.94 14.80 14.77 14.77
2100 42 2.01 14.94 14.94 15.00 14.85 14.73
2250 45 3.92 14.85 14.77 14.77 14.80 14.89
2400 48 2.07 14.94 14.77 14.77 14.94 14.70

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,,.

. Zahl exakter Stellen von H HH@Z]}QH (o, 1, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu(@m, bm) }-
n: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬂ% (1, 1,3/2, {5}, {(m+ 1)u (am, )
n: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{2]] (1o, 1,1, {3}, {(m + 1) pu(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I [[722/2] T0,3/2,2, {5}, {(m+ 1) u(am, bn)}-

SN

o

mit QUADRUPLE PRECISION wird zum Vergleich eine Tabelle mit DOUBLE PRE-
CISION zugeordnet: Tabelle 5.11 entspricht Tabelle 5.20, Tabelle 5.12 entspricht Tabelle
5.21, ..., Tabelle 5.19 entspricht Tabelle 5.28.

Diese relativ grole Anzahl von Tabellen ist nétig, um Literaturergebnisse diskutieren zu
kénnen. Sidi hat ebenfalls die Fourier-Reihe (5.62) betrachtet und dabei die d®-Transfor-
mation sowie die H-Transformation auf die reelle Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 angewandt
[323, Tabellen 1 — 3]. AuBerdem wandte er dort die d(!)-Transformation auf komplexe
Reihen an, die dieser reellen Fourier-Reihe zugeordnet sind. Verfahren auf der Grundlage
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komplexer Reihen werden spéter diskutiert.

Die Resultate in QUADRUPLE PRECISION in den Tabellen 5.11 — 5.19 sind ver-
gleichbar mit Resultaten von Sidi, da bewufit die gleichen Werte von ¢ und o gewihlt
wurden. Es sei bemerkt, dafi die Darstellung in [323, Tabellen 1 — 3] die Zahl effektiv
verwendeter Terme der Fourier-Reihe etwas verschleiert, da dort im Gegensatz zur vor-
liegenden Arbeit jede Zeile Extrapolationsergebnisse nebeneinanderstellt, die mit hochst
unterschiedlicher Zahl von Termen erzielt wurden. Auflerdem hat Sidi anscheinend nicht
erkannt, dafl es ebenso mdglich ist, die H-Transformation auf frequenzvervielfachte Reihen
anzuwenden wie im Falle der d™-Transformationen, obwohl er die d™-Transformatio-
nen mit R, = 7l verwandte. Daher kam Sidi [323] zu der Schlufifolgerung, dafl in der
Nédhe von Singularititen die H-Transformation nicht brauchbar wére. Diese Schluffolge-
rung ist angesichts der Daten in den Tabellen 5.11 — 5.28 nicht haltbar. Richtig angewandt
liefert die H-Transformation fiir dieses Beispiel Resultate, die denen der vergleichbaren
d®-Transformation mindestens ebenbiirtig sind.

In den Tabellen 5.11 — 5.13 und 5.20 — 5.22 wird wie in [323, Tab. 1] der Wert oo = 7/3.1
verwendet. Dieser Wert von « ist relativ weit von der Singularitéit bei o = 0 entfernt. Fol-
gerichtig liefert bereits Extrapolation der Fourier-Reihe selbst sowohl mit der H- als auch
mit der I-Transformation zu v = 2 relativ gute Resultate. Tabelle 5.11 entnimmt man,
dafl in QUADRUPLE PRECISION mit den ersten 50 Partialsummen ungefahr 20 exakte
Dezimalstellen erreicht werden kénnen, wihrend in DOUBLE PRECISION 10-11 Dezi-
malstellen fiir n = 30 erreicht werden koénnen, wonach die Genauigkeit deutlich sinkt,
wie man Tabelle 5.20 entnimmt. Verwendung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 2
verbessert dies im Falle von QUADRUPLE PRECISION fast auf Maschinengenauigkeit,
wozu allerdings die ersten 100 Partialsummen der urspriinglichen Fourier-Reihe benétigt
werden (Tabelle 5.12), wéhrend die ersten 50 Partialsummen dieser Reihe im Falle von
DOUBLE PRECISION vierzehnstellige (Maschinen)genauigkeit erzielen lassen (Tabelle
5.21). Auch im Falle der Verwendung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 3 benétigt
man zur Erzielung der jeweiligen Maschinengenauigkeit im Falle von QUADRUPLE PRE-
CISION die ersten etwa m = 100 Partialsummen (30 Stellen, Tabelle 5.13), und im Falle
von DOUBLE PRECISION die ersten etwa m = 50 Partialsummen (14 Stellen, Tabelle
5.22).

Nach Beschleunigung konvergiert zwar die frequenzvervielfachte Reihe mit 7 = 3
schneller als die zu 7 = 2, wie man beispielsweise durch Vergleich der Zeilen mit n = 15
in den Tabellen 5.12 und 5.13 sieht. Dies wird jedoch bezogen auf die Zahl m der Par-
tialsummen der urspriinglichen Fourier-Reihe dadurch wieder aufgewogen, daffi man zur
Berechnung der frequenzvervielfachten Reihe mit 7 = 3 anderthalbmal soviele Terme der
urspriinglichen Reihe benttigt wie im Falle von 7 = 2.

Der relative Fehler betriigt bei Anwendung der d®-Transformation mit R, = [ bei
einer Maschinengenauigkeit von etwa 33 Stellen laut [323, Tab. 1] bei Verwendung von
50 Termen der Reihe 1.7 10 2%, Dies ist fast identisch mit dem entsprechenden Wert aus
Tabelle 5.11 fiir die H-Transformation bei Anwendung auf die Reihe selbst.

In den Tabellen 5.14 — 5.16 und 5.23 — 5.25 wird wie in [323, Tab. 2] der Wert oo = 7/6.1
verwendet. Dieser Wert von « ist deutlich dichter bei der Singularitéit bei @ = 0. Dement-
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Tabelle 5.11: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und v = /3.1
(32-34 Stellen)

n Ay B, Ch D, E, F,
6 -0.62 0.61 1.52 0.79 1.30 1.48
9 -0.47 2.62 1.79 2.01 2.99 2.03
12 -0.34 3.67 2.99 3.00 3.14 3.64
15 -0.23 4.68 4.90 4.13 4.09 5.17
18 -0.13 5.90 6.35 5.77 4.98 6.99
21 -0.03 8.87 7.68 7.35 6.13 7.99
24 0.07 9.22 8.85 7.92 6.94 9.35
27 0.18 10.00 10.16 9.61 8.38 10.26
30 0.30 11.19 11.18 10.98 9.05 11.74
33 0.43 13.50 13.23 12.43 10.19 13.13
36 0.59 15.13 14.17 13.20 11.16 14.52
39 0.82 15.32 16.35 14.52 12.41 15.77
42 1.19 16.50 16.77 15.82 13.37 17.12
45 1.84 18.48 19.19 17.30 14.51 18.50
48 1.08 20.12 19.35 18.18 15.59 19.73

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
. Zahl exakter Stellen von H [n@?}ﬂ](a, L {sn}, {pe(an, by)}.
: Zahl exakter Stellen von IS[HEZ/Q}](O‘ 2, {sn}, {t(an, bn)}-
o0 Zahl exakter Stellen von 1"/?) 1(,1,3/2, {sn}, {pa(an, bn) }-
. Zahl exakter Stellen von Inﬂng]%{ (e, 1,1, {sn}, {t(@n, bn)}-

"2

(
: Zahl exakter Stellen von I([ oy (0 3/2,2, {sn}, {p(an, b) }-

SESHNC

-

sprechend erhélt man bei Extrapolation der Fourier-Reihe selbst sowohl mit der - als
auch mit der 1-Transformation etwas schlechtere Resultate als fiir o« = 7/3.1. Tabelle 5.14
zeigt, dal in QUADRUPLE PRECISION mit den ersten 50 Partialsummen ungefihr 15
exakte Dezimalstellen im Falle der -Transformation und etwa 10 Stellen im Fall der -
Transformation erreicht werden konnen. In DOUBLE PRECISION kénnen laut Tabelle
5.23 sieben Dezimalstellen fiir n = 21 im Falle der 1-Transformation und fiinf Stellen fiir
n = 24 im Falle der H-Transformation erreicht werden, wobei die Genauigkeit fiir grofiere
n wieder deutlich sinkt. Verwendung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 2 verbes-
sert dies im Falle von QUADRUPLE PRECISION auf etwa 21 Stellen, wozu allerdings
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Tabelle 5.12: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 2 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und « = /3.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, C, D, E, E,
12 6 -0.34 2.67 2.95 2.04 2.99 2.44
18 9 -0.13 4.79 4.68 3.66 3.35 4.36
24 12 0.07 7.31 5.78 5.99 6.07 7.20
30 15 0.30 9.78 7.52 7.38 6.93 9.19
36 18 0.99 12.24 9.43 9.41 9.25 10.55
42 21 1.19 14.61 11.47 11.25 10.19 12.60
48 24 1.08 17.31 14.53 12.85 12.85 16.99
54 27 0.71 18.81 15.40 14.97 13.76 16.35
60 30 0.55 21.39 17.08 16.92 16.06 18.08
66 33 0.47 23.46 19.02 18.91 17.03 19.99
72 36 0.43 26.00 21.50 20.95 20.10 22.41
78 39 0.41 28.48 23.01 22.12 20.59 24.14
84 42 0.41 30.99 24.55 24.24 22.81 25.62
90 45 0.42 32.55 26.39 26.76 23.88 27.44
96 48 0.46 32.72 28.47 27.99 26.70 29.49

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von H,, (I @ ]}2]](7' a, 1, {5}, {(m+ 1)p(am, by)}

D:J

n

. Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁz/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu( @y bm) }-

Q

D,,: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬁ}]% (1a,1,3/2,{5,},{(m+1)u (am, ) -
E,: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{ (T L1 {8}, {(m + 1) u(am, bm) }-
F,: Zahl exakter Stellen von I “pny(T s 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, b)) }-

die ersten 100 Partialsummen der urspriinglichen Fourier-Reihe benétigt werden (Tabelle
5.15). Im Falle von DOUBLE PRECISION kann man durch Frequenzverdoppelung etwa
11-12 exakte Stellen erzielen, wobei die ersten 50-60 Partialsummen der urspriinglichen
Reihe benotigt werden (Tabelle 5.24). Mehr Stellen kann man bei Verwendung der fre-
quenzvervielfachten Reihe zu 7 = 3 erzielen: Im Falle von QUADRUPLE PRECISION
liefern die ersten etwa m = 150 Partialsummen 30 Stellen bei Verwendung der H- und et-
wa 28 Stellen bei Verwendung der Z-Transformation, wie Tabelle 5.16) zeigt. Im Falle von
DOUBLE PRECISION liefern die ersten etwa 70 — 80 Partialsummen der urspriinglichen
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Tabelle 5.13: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 3 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = 7/3.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, Cn D, E, F,
18 6 -0.13 4.06 4.45 3.76 2.66 3.56
27 9 0.18 6.90 6.53 6.15 9.39 6.91
36 12 0.59 9.58 9.66 8.67 7.70 10.39
45 15 1.84 12.62 12.40 11.45 10.00 13.03
54 18 0.71 15.20 15.28 13.91 12.12 16.34
63 21 0.51 18.03 18.51 16.95 14.50 18.75
72 24 0.43 21.39 21.05 19.30 17.13 21.73
81 27 0.40 23.49 24.80 22.96 19.61 24.82
90 30 0.42 26.38 26.97 25.19 21.14 27.45
99 33 0.48 29.02 29.97 27.26 23.50 30.92
108 36 0.57 31.58 33.09 29.96 26.71 32.72
117 39 0.73 33.09 33.52 32.19 28.89 33.30
126 42 0.98 34.00 34.00 33.70 30.18 33.70
135 45 1.62 34.00 33.09 33.70 32.63 33.00
144 48 1.31 33.09 32.92 32.95 33.22 32.74

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, daf§ der Fehler verschwindet. Es wurden m + 1 Terme der
Fourier-Reihe und n 4+ 1 Terme der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von (I @ ]}2]](7' a, L, {5}, {(m+ 1) pu(am, by)}

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-
n: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬂ% (1a,1,3/2, {5}, {(m+ 1)u (am, ) |-
n: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{2]] (1o, 1,1, {3}, {(m + 1) pu(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I [[722/2] (1 ,3/2,2, {5}, {(m + 1) pu(am, bm)}-

SECHS

o

Reihe sogar Maschinengenauigkeit (14 Stellen, Tabelle 5.25).

Nach Beschleunigung konvergiert wieder die frequenzvervielfachte Reihe mit 7 = 3
schneller als die zu 7 = 2, wie man beispielsweise durch Vergleich der Zeilen mit n = 15
in den Tabellen 5.15) und 5.16) sieht. Hundert Terme der urspriinglichen Reihe liefert
allerdings in beiden Fillen etwa gleiche Genauigkeit. Die Extrapolation auf der Basis der
frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 3 ist allerdings numerisch stabiler als die zu 7 = 2,
da man im letzteren Fall in DOUBLE PRECISION keine Maschinengenauigkeit erzielen
kann.
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Tabelle 5.14: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /6.1
(32-34 Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,
6 0.75 0.76 1.06 1.21 0.70 1.16
9 0.64 2.75 211 2.53 2.55 2.20
12 0.97 2.53 2.96 2.72 3.38 3.18
15 0.83 3.37 3.99 4.25 3.05 4.28
18 1.13 4.69 5.26 4.49 3.58 6.27
21 0.95 4.62 7.30 5.75 4.69 6.39
24 1.27 5.36 7.03 6.31 5.27 7.01
27 1.04 5.99 7.83 7.41 6.25 7.94
30 1.39 6.61 8.74 8.13 6.82 9.05
33 1.12 7.43 9.82 9.09 7.37 10.37
36 1.51 7.97 11.37 9.97 7.97 11.22
39 1.18 8.91 12.12 10.79 9.14 11.88
42 1.62 9.41 12.64 11.87 9.82 12.72
45 1.23 10.45 13.52 12.53 10.53 13.73
48 1.73 10.90 14.54 13.83 11.09 15.03

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, da§ der Fehler verschwindet.
A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
n: Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ(a, L {sn}, {t(an, by}
. Zahl exakter Stellen von I;[[nﬁzm](a 2, {su}, {pt(an, by)}-
»: Zahl exakter Stellen von I (In/21) 1(a, 1,372, {sn}, {pe(an, ba) }.
. Zahl exakter Stellen von 1 n/ﬂ ]%{ (e, 1,1, {sn}, {pt(an, bp) }-

: Zahl exakter Stellen von 1,71 or (e, 3/2,2, {s}, {(an, bn)}.

SRRSO

Der relative Fehler betriigt bei Anwendung der d®-Transformation mit R, = 21 bei
einer Maschinengenauigkeit von etwa 33 Stellen laut [323, Tab. 2] bei Verwendung von
98 Termen der reellen Fourier-Reihe 1.5 - 1072, Dies ist geringfiigig schlechter als der
Wert zu m = 96 aus Tabelle 5.15 fiir die H-Transformation bei Anwendung auf die
frequenzvervielfachte Reihe zu 7 = 2.

In den Tabellen 5.17 — 5.19 und 5.26 — 5.28 wird wie in [323, Tab. 3] der Wert
a = 7/50.1 verwendet. Dieser Wert von « liegt sehr dicht an der Singularitit bei o = 0.
Dementsprechende erhélt man bei Extrapolation der Fourier-Reihe in QUADRUPLE
PRECISION mit der H-Transformation gar keine und mit der 1-Transformation nur eine
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Tabelle 5.15: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 2 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = 7/6.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, C, D, E, E,
12 6 0.97 2.00 2.10 1.88 2.03 3.22
18 9 1.13 4.25 3.51 3.86 3.10 3.57
24 12 1.27 5.24 4.66 4.58 4.34 5.60
30 15 1.39 6.12 6.64 5.58 6.05 6.34
36 18 1.51 7.35 7.62 7.20 6.51 8.54
42 21 1.62 9.63 8.97 9.20 7.75 9.00
48 24 1.73 11.73 10.19 9.58 8.33 10.99
54 27 1.85 11.53 11.74 10.86 9.62 11.73
60 30 1.97 12.72 12.84 12.23 10.52 13.57
66 33 2.12 14.59 14.66 15.28 11.69 14.46
72 36 2.29 16.06 15.62 14.77 12.65 16.25
78 39 2.54 16.96 17.29 15.92 13.86 17.17
84 42 3.00 18.12 18.29 17.24 14.95 18.89
90 45 3.18 19.78 20.07 20.32 16.11 19.90
96 48 2.67 21.12 20.98 19.87 17.26 21.55

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von (I @ ]}2]](7' a, L, {5}, {(m+ 1) pu(an, by)}

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu(@m, bm) }-
n: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬂ% (1, 1,3/2, {5}, {(m+ 1)u (am, )
n: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{2]] (1o, 1,1, {3}, {(m + 1) pu(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I [[722/2] T0,3/2,2, {5}, {(m+ 1) u(am, bn)}-

SN

o

mittlere Konvergenzbesserung auf 4-5 Stellen (Tabelle 5.17). In DOUBLE PRECISION
kénnen laut Tabelle 5.26 wiederum keine Konvergenzverbesserung im Falle der H-Trans-
formation und nur 2-3 Dezimalstellen fiir n = 18 im Falle der -Transformation erreicht
werden, wobei die Genauigkeit fiir groflere n wieder deutlich sinkt. Verwendung der fre-
quenzvervielfachten Reihe zu 7 = 10 erlaubt es im Falle von QUADRUPLE PRECISION,
aus den ersten 481 Termen der urspriinglichen Fourier-Reihe mit der H-Transformation
etwa 14 Stellen und mit der Z-Transformation etwa 17 Stellen zu gewinnen (Tabelle 5.18).
Im Falle von DOUBLE PRECISION kann man durch Frequenzverzehnfachung mit 7 = 10
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Tabelle 5.16: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 3 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /6.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,
18 6 1.13 0.18 2.99 3.29 2.42 3.02
27 9 1.04 5.17 5.08 4.25 3.85 4.70
36 12 1.51 7.16 6.02 6.15 5.80 7.14
45 15 1.23 8.83 7.76 7.55 6.80 8.32
54 18 1.85 10.70 10.18 8.95 8.12 9.80
63 21 1.36 12.44 11.98 10.82 9.72 11.49
72 24 2.29 14.29 13.98 12.07 11.07 13.55
81 27 1.45 16.07 14.48 14.05 12.32 15.07
90 30 3.18 17.91 16.01 15.36 13.87 16.45
99 33 1.54 19.71 18.97 17.28 16.06 18.26
108 36 2.34 21.55 19.39 18.82 16.58 20.93
117 39 1.62 23.37 21.43 20.50 17.99 21.85
126 42 2.14 25.21 23.50 22.60 19.84 23.33
135 45 1.71 27.03 24.92 23.63 21.34 24.99
144 48 2.04 28.87 26.60 26.76 22.21 27.06
150 50 2.01 30.52 27.44 26.08 24.26 27.83

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme 3,,.

. Zahl exakter Stellen von H HH@Z]}ZH (T, 1, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-

(In/2])

: Zahl exakter Stellen von 1, [[n/2]](7' a,1,2, {5}, {(m + D) u(am, bn)}.

n: Zahl exakter Stellen von I (In ﬁ]]% (1a,1,3/2, {5}, {(m+1)u (am, ) -

. Zahl exakter Stellen von I 9]{ (7o L1 {8} {(m + Dplam, b)) }-
—[n/2

1 Taa3/2721{§n}7{(m+ )ﬂ(ama )}

SN

.

: Zahl exakter Stellen von I

etwa 7 exakte Stellen mit der H- und etwa 8-9 Stellen mit der der Z-Transformation er-
zielen, wobei die ersten 241 Terme der urspriinglichen Reihe benétigt werden (Tabelle
5.27). Mehr Stellen kann man bei Verwendung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 20
erzielen: Im Falle von QUADRUPLE PRECISION liefern die ersten 961 Partialsummen
24-25 Stellen laut Tabelle 5.19). Im Falle von DOUBLE PRECISION liefern die ersten
etwa 541 Partialsummen der urspriinglichen Reihe mit 13-14 Stellen im wesentlichen Ma-
schinengenauigkeit, wobei allerdings die Genauigkeit fiir grofiere n leicht absinkt (Tabelle
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Tabelle 5.17: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o =
7/50.1 (32-34 Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,
6 1.08 -2.42 0.44 -1.14 -2.03 0.33
9 1.72 -3.04 0.50 -0.44 -2.20 0.71
12 1.07 -4.41 1.21 -0.79 -3.88 1.38
15 0.89 -3.94 2.04 0.15 -3.87 1.81
18 0.81 -5.44 2.53 -0.31 -5.31 3.07
21 0.78 -5.66 2.32 0.17 -5.58 241
24 0.77 -7.14 2.74 0.23 -6.93 2.74
27 0.78 -6.90 4.67 -0.05 -7.12 3.70
30 0.81 -8.42 3.55 -0.14 -8.58 3.79
33 0.86 -8.48 3.81 0.08 -8.91 3.86
36 0.92 -8.57 4.53 -0.01 -10.11 4.38
39 1.01 -6.26 4.83 0.49 -8.03 5.23
42 1.12 -4.46 5.26 -0.78 -5.84 5.22
45 1.27 -1.33 3.21 -1.15 -3.33 2.94
48 1.51 0.58 1.15 -1.24 -1.81 0.80

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
. Zahl exakter Stellen von H [n@?}ﬂ](a, L {sn}, {pe(an, by)}.
: Zahl exakter Stellen von IS[HEZ/Q}](O‘ 2, {sn}, {t(an, bn)}-
o0 Zahl exakter Stellen von 1"/?) 1(,1,3/2, {sn}, {pa(an, bn) }-
. Zahl exakter Stellen von Inﬂng]%{ (e, 1,1, {sn}, {t(@n, bn)}-

"2

(
: Zahl exakter Stellen von I([ oy (0 3/2,2, {sn}, {p(an, b) }-

SESHNC

-

5.28).

Wir bemerken, dafl dhnlich wie bei den anderen Werten von « die Extrapolation auf
der Basis der frequenzvervielfachten Reihe zum hoheren Wert 7 = 20 numerisch stabiler
ist als die zum kleineren Wert 7 = 10, da man im letzteren Fall in DOUBLE PRECISION

keine Maschinengenauigkeit erzielen kann.

Der relative Fehler betrigt bei Anwendung der d®-Transformation mit R; = 107 bei
einer Maschinengenauigkeit von etwa 33 Stellen laut [323, Tab. 3] bei Verwendung von 482
Termen der reellen Fourier-Reihe 1.2 - 107!, Dies ist geringfiigig schlechter als der Wert
107197 ~ 8.5-10715 zu m = 481 aus Tabelle 5.18 fiir die H-Transformation bei Anwendung
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Tabelle 5.18: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 10 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und oo = 7/50.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,

60 6 1.38 1.06 1.75 1.33 0.54 1.37

90 9 1.41 2.71 2.96 2.99 2.25 3.20
120 12 1.36 3.57 4.20 4.10 2.63 5.03
150 15 3.02 4.39 6.25 4.90 4.27 5.61
180 18 1.52 5.14 6.22 6.19 5.03 6.30
210 21 1.80 6.20 7.19 6.80 5.79 7.45
240 24 1.86 6.84 8.48 8.61 6.52 10.50
270 27 1.70 8.22 10.29 8.72 7.44 9.68
300 30 4.10 8.73 10.41 10.69 8.12 10.52
330 33 1.78 11.04 11.41 10.66 9.38 11.73
360 36 2.03 10.95 12.77 12.14 10.02 13.52
390 39 2.07 11.73 14.13 12.63 11.33 13.82
420 42 1.89 12.69 14.60 13.88 12.12 14.75
450 45 4.50 13.33 15.64 14.62 12.40 16.01
480 48 1.94 14.07 17.09 15.71 13.12 17.45

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von H,, (I @ ]}2]](7' a, 1, {5}, {(m+ 1)p(am, by)}

D:J

n

. Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁz/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu( @y bm) }-

Q

D,,: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬁ}]% (1a,1,3/2,{5,},{(m+1)u (am, ) -
E,: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{ (T L1 {8}, {(m + 1) u(am, bm) }-
F,: Zahl exakter Stellen von I “pny(T s 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, b)) }-

auf die frequenzvervielfachte Reihe zu 7 = 10. Der relative Fehler der 1-Transformation
mit v = 2 fiir m = 481 ist laut Tabelle 5.18 sogar kleiner als 10! bei Anwendung auf die
frequenzvervielfachte Reihe zu 7 = 10.

Damit haben wir die folgenden Resultate erhalten:

e In der Nihe von Sprungstellen und Singularititen von Fourier-Reihen treten lang-
wellige Oszillationen der Terme auf.

e Zusammenfassung von 7 aufeinanderfolgenden Termen liefert eine frequenzverviel-
fachte Fourier-Reihe.
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Tabelle 5.19: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 20 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = 7/50.1 (32-34 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,
120 6 1.36 2.24 3.07 2.58 1.67 2.47
180 9 1.52 4.91 4.39 4.29 4.08 4.89
240 12 1.86 7.23 6.19 5.91 4.65 6.16
300 15 4.10 8.42 7.65 7.84 6.38 8.60
360 18 2.03 10.04 8.97 8.99 7.72 9.26
420 21 1.89 11.25 11.55 10.10 9.13 10.83
480 24 1.94 12.69 11.97 11.35 10.67 12.66
540 27 2.20 14.12 13.63 12.77 11.57 13.71
600 30 4.14 15.61 15.22 14.18 12.57 15.72
660 33 2.30 17.37 16.49 15.77 13.85 16.81
720 36 2.12 18.90 18.84 17.43 15.13 18.30
780 39 2.15 22.74 19.54 19.45 16.65 20.27
840 42 2.38 22.82 21.10 20.14 18.27 21.23
900 45 3.63 23.64 22.86 21.34 19.15 23.18
960 48 2.48 25.08 23.98 22.65 20.08 24.38

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,,.
n/2]) “
n: Zahl exakter Stellen von (I @ ]}2]](7' a, L, {5}, {(m+ 1) pu(an, by)}

D:J

n

: Zahl exakter Stellen von Ig[nﬁ/)ﬂ (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu(@m, bm) }-
n: Zahl exakter Stellen von I, (In ﬂ% (1, 1,3/2, {5}, {(m+ 1)u (am, )
n: Zahl exakter Stellen von I 9 ]{2]] (1o, 1,1, {3}, {(m + 1) pu(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I [[722/2] T0,3/2,2, {5}, {(m+ 1) u(am, bn)}-

SN

o

e Die Extrapolation von frequenzvervielfachten Fourier-Reihen mit geeignetem 7 ist in
der Néhe von Singularititen und Sprungstellen der Extrapolation der Fourier-Reihe
selbst deutlich iiberlegen. Dies trifft nicht nur auf die d™-Transformation von Levin
und Sidi [223], sondern auch auf auf die H- und die 1-Transformation mit v = 2 zu.

e Die numerische Stabilitit der H- und der 1-Transformation mit v = 2 kann durch
Verwendung von frequenzvervielfachten Fourier-Reihen deutlich erhéht werden. Die
‘H-Transformation ist dabei nicht so stabil wie die I-Transformation mit v = 2. Die
Stabilisierung durch Erhohung von 7 ist besonders wichtig in DOUBLE PRECISI-
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Tabelle 5.20: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /3.1
(14-15 Stellen)

n A, B, Cy D, E, F,
6 -0.62 0.61 1.52 0.79 1.30 1.48
9 -0.47 2.62 1.79 2.01 2.99 2.03
12 -0.34 3.67 2.99 3.00 3.14 3.64
15 -0.23 4.68 4.90 4.13 4.09 5.17
18 -0.13 5.90 6.35 D.77 4.98 6.99
21 -0.03 8.87 7.68 7.35 6.13 7.59
24 0.07 9.21 8.85 7.92 6.94 9.35
27 0.18 10.18 10.20 9.63 8.37 10.30
30 0.30 10.32 11.07 10.61 9.15 11.22
33 0.43 8.90 9.95 9.52 9.55 9.86
36 0.59 7.85 9.25 8.61 8.03 9.16
39 0.82 7.29 8.78 8.01 7.26 8.70
42 1.19 6.64 8.66 7.55 6.54 8.56
45 1.84 7.14 8.07 7.99 6.16 7.99
48 1.08 5.44 7.19 6.50 6.99 7.10
Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.

B,,: Zahl exakter Stellen von H [n/z]}Q]](a, L {sn}, {t(an, by}

C,: Zahl exakter Stellen von I;[[nﬁ%p]](a 2, {su}, {pt(an, by)}-

D,: Zahl exakter Stellen von 1"(*)) (a, 1,3/2, {s,}, {tt(an, bs)}.

E,.: Zahl exakter Stellen von Inny }{ (e, 1,1, {sn}, {pt(an, bp) }-

F,: Zahl exakter Stellen von 1. n% ]/{2}1 (,3/2,2,{sn}, {u(an, bn)}-

ON.

e Die Verwendung von geniigend hohem 7 erlaubt es hiufig, auch in der Nihe von
Singularitdten Maschinengenauigkeit zu erzielen, sofern man geniigend viele Terme
der Reihe berechnen kann.
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Tabelle 5.21: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 2 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und = /3.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, C, D, E, E,
12 6 -0.34 2.67 2.95 2.04 2.55 2.44
18 9 -0.13 4.79 4.68 3.66 3.35 4.36
24 12 0.07 7.31 5.78 5.99 6.07 7.20
30 15 0.30 9.78 7.52 7.38 6.93 9.19
36 18 0.59 12.25 9.43 9.41 9.25 10.55
42 21 1.19 14.17 11.47 11.25 10.19 12.59
48 24 1.08 14.44 14.18 12.83 12.86 14.54
54 27 0.71 14.55 14.76 14.46 13.84 14.57
60 30 0.55 14.66 14.89 14.76 14.61 14.82
66 33 0.47 14.86 14.82 14.79 14.70 14.93
72 36 0.43 14.73 14.76 14.70 14.76 14.76
78 39 0.41 14.76 14.70 14.68 14.79 14.63
84 42 0.41 14.66 14.66 14.61 14.73 14.63
90 45 0.42 14.82 15.09 14.66 14.68 15.33
96 48 0.46 15.33 14.86 15.93 14.89 14.70

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, daf§ der Fehler verschwindet. Es wurden m + 1 Terme der
Fourier-Reihe und n 4+ 1 Terme der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.

n: Zahl exakter Stellen von H [n@ﬂ] (T, 1, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-

U:J

n/2]
: Zahl exakter Stellen von I([ En/)ﬂ] (1, 1,2, {5}, {(m + 1) (@, bim) }-

¢ Zahl exakter Stellen von T [[nﬁ%ﬂ] Ta,1,3/2,{5.}, {(m+1)p (am, m) }-
n: Zahl exakter Stellen von 151 92]{ To, 1,1, {5}, {(m + 1) p(am, bm) }-
: Zahl exakter Stellen von 1 (In ooy (T, 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, bn) }-

SESHS

3
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Tabelle 5.22: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 3 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /3.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,
18 6 -0.13 4.06 4.45 3.76 2.66 3.56
27 9 0.18 6.90 6.53 6.15 5.39 6.91
36 12 0.59 9.58 9.66 8.67 7.70 10.39
45 15 1.84 12.63 12.39 11.45 10.00 13.05
54 18 0.71 14.66 14.70 14.02 12.12 14.59
63 21 0.51 14.68 14.76 14.63 14.27 14.66
72 24 0.43 14.76 14.76 14.93 14.76 14.73
81 27 0.40 14.70 14.68 14.76 14.70 14.70
90 30 0.42 14.66 14.76 14.73 14.66 14.82
99 33 0.48 15.46 14.86 15.63 14.76 14.98
108 36 0.57 14.57 14.24 14.49 15.09 14.28
117 39 0.73 14.18 14.09 14.17 14.38 14.10
126 42 0.98 14.09 14.08 14.08 14.15 14.09
135 45 1.62 14.09 14.15 14.10 14.09 14.14
144 48 1.31 14.14 14.14 14.16 14.10 14.17

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, daf§ der Fehler verschwindet. Es wurden m + 1 Terme der
Fourier-Reihe und n + 1 Terme der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,,.

. Zahl exakter Stellen von H [n%ﬂ] (T, 1, {5}, {(m + 1)p(am, bm) }-

U:J

n/2]
: Zahl exakter Stellen von I([[ EZ/)%] (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu( @y bm) }-

i Zahl exakter Stellen von 1 [["ﬁ% (1a,1,3/2,{5,},{(m+1)u (am, m) -
n: Zahl exakter Stellen von In 9 ]{ (T L1 {8}, {(m + 1) (@, bm) }-
: Zahl exakter Stellen von I([ ooy (T, 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, bm) }-

SESHS

-
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Tabelle 5.23: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und v = 7/6.1
(14-15 Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,
6 0.75 0.76 1.06 1.21 0.70 1.16
9 0.64 2.75 2.11 2.53 2.55 2.20
12 0.97 2.53 2.96 2.72 3.38 3.18
15 0.83 3.37 3.99 4.25 3.05 4.28
18 1.13 4.69 5.26 4.49 3.58 6.27
21 0.95 4.62 7.31 5.75 4.68 6.39
24 1.27 5.34 6.93 6.16 5.95 6.89
27 1.04 4.50 6.77 5.53 4.22 6.65
30 1.39 2.83 5.98 4.90 2.92 5.92
33 1.12 2.08 4.73 3.46 1.97 4.60
36 1.51 -0.46 4.00 2.32 0.18 3.86
39 1.18 -0.09 2.76 1.38 -1.92 2.71
42 1.62 0.07 1.43 -0.37 -1.11 1.34
45 1.23 0.78 0.47 -0.81 -1.42 0.35
48 1.73 0.59 -0.53 -0.94 -1.28 -0.76

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.
. Zahl exakter Stellen von H [n@Q]}Q]](a, L {sn}, {pe(an, by)}-

U:J

: Zahl exakter Stellen von I([ En/)Qﬂ(a, 1,2, {sn}, {u(an, by)}.
i Zahl exakter Stellen von 1 [[nﬁ%ﬂ] a,1,3/2,{sn}, {p(an, bn)}-
n: Zahl exakter Stellen von Ig[ 92]{ (o, 1,1, {sn}, {p(an, by)}-

: Zahl exakter Stellen von 1, /2}](@ 3/2,2,{sn}, {1(an,bn)}

SESHS

-
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Tabelle 5.24: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 2 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /6.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, C, D, E, E,
12 6 0.97 2.00 2.10 1.88 2.03 3.22
18 9 1.13 4.25 3.51 3.86 3.10 3.57
24 12 1.27 5.24 4.66 4.58 4.34 5.60
30 15 1.39 6.12 6.64 5.58 6.05 6.34
36 18 1.51 7.35 7.62 7.20 6.51 8.54
42 21 1.62 9.63 8.97 9.20 7.75 9.00
48 24 1.73 11.72 10.19 9.58 8.33 11.01
54 27 1.85 10.82 11.72 10.81 9.64 11.54
60 30 1.97 10.55 12.25 12.49 10.38 11.80
66 33 2.12 10.57 11.69 11.61 10.42 11.36
72 36 2.29 9.93 11.28 11.19 9.96 10.64
78 39 2.54 9.22 10.49 10.57 11.06 10.45
84 42 3.00 8.38 10.20 9.83 8.89 10.67
90 45 3.18 8.66 9.84 8.91 8.20 9.66
96 48 2.67 6.91 9.03 8.29 8.13 8.88

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.
n: Zahl exakter Stellen von H ["@2]}2]] (T, 1, {5}, {(m + 1)p(am, bm) }-

U:J

n

: Zahl exakter Stellen von I([[ EZ/)Q]] (1o, 1,2, {5}, {(m + 1) pu(@my bm) }-
i Zahl exakter Stellen von 1 [["ﬁ% (1a,1,3/2,{5,},{(m+1)u (am, m) -
n: Zahl exakter Stellen von In 9 ]{ (T L1 {8}, {(m + 1) u(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von I([ ooy (T, 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, bm) }-

SESHS

3
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Tabelle 5.25: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 3 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o = /6.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,
18 6 1.13 5.18 2.59 3.29 2.42 3.02
27 9 1.04 5.17 5.08 4.25 3.85 4.70
36 12 1.51 7.16 6.02 6.15 9.80 7.14
45 15 1.23 8.83 7.76 7.55 6.80 8.32
54 18 1.85 10.70 10.18 8.95 8.12 9.80
63 21 1.36 12.44 11.98 10.82 9.72 11.49
72 24 2.29 14.31 14.02 12.07 11.07 13.56
81 27 1.45 15.18 14.48 14.04 12.32 14.74
90 30 3.18 15.08 15.08 14.94 13.89 15.18
99 33 1.54 15.78 15.18 15.31 15.01 15.31
108 36 2.34 15.18 15.78 15.18 15.31 14.83
117 39 1.62 15.78 15.31 15.78 15.18 15.48
126 42 2.14 15.18 15.01 14.94 14.88 14.83
135 45 1.71 15.48 15.01 15.48 15.78 15.08
144 48 2.04 14.78 15.78 15.18 15.01 15.18

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Ein Eintrag oo bedeutet, daf§ der Fehler verschwindet. Es wurden m + 1 Terme der
Fourier-Reihe und n 4+ 1 Terme der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.

n: Zahl exakter Stellen von H [n@ﬂ] (T, 1, {5}, {(m + 1) p(@m, bm) }-

U:J

n/2]
: Zahl exakter Stellen von I([ En/)ﬂ] (1, 1,2, {5}, {(m + 1) (@, bim) }-

¢ Zahl exakter Stellen von T [[nﬁ%ﬂ] Ta,1,3/2,{5.}, {(m+1)p (am, m) }-
n: Zahl exakter Stellen von 151 92]{ To, 1,1, {5}, {(m + 1) p(am, bm) }-
: Zahl exakter Stellen von 1 (In ooy (T, 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, bn) }-

SESHS

3
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Tabelle 5.26: Konvergenzbeschleunigung der Fourier-Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und o =
7/50.1 (14-15 Stellen)

n A, B, Ch D, E, F,

6 1.08 -2.42 0.44 -1.14 -2.03 0.33

9 1.72 -3.04 0.50 -0.44 -2.20 0.71
12 1.07 -4.41 1.21 -0.79 -3.88 1.38
15 0.89 -3.95 2.04 0.15 -3.87 1.81
18 0.81 -3.02 2.59 -0.32 -0.11 2.83
21 0.78 -1.05 0.76 -1.92 -3.01 0.49
24 0.77 -0.85 -1.52 -3.79 -3.37 -1.84
27 0.78 -0.59 -3.55 -2.88 -3.38 -3.29
30 0.81 -0.21 -3.10 -2.34 -3.25 -3.18
33 0.86 0.04 -2.49 -1.79 -2.93 -3.17
36 0.92 0.84 -2.67 -4.14 -3.70 -3.84
39 1.01 -0.58 -2.69 -2.63 -3.69 -3.66
42 1.12 -0.15 -2.72 -2.52 -4.09 -3.00
45 1.27 0.07 -3.05 -2.80 -3.58 -2.86
48 1.51 0.17 -3.37 -4.49 -3.45 -3.23

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen
Fehlers).

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme s,,.

. Zahl exakter Stellen von H [n@z]}ﬂ(a, L {sn}, {p(an, by)}.
: Zahl exakter Stellen von I;[[ EZ/)Q]](OJ, 1,2, {sn}, {u(an, b,)}.

»: Zahl exakter Stellen von 1 [["ﬁ% (o, 1,3/2,{sn}, {1(an, bn)}-
. Zahl exakter Stellen von 1("/2 (o, 1,1, {sn}, {pe(an, by)}-

: Zahl exakter Stellen von 1 n% ]/{2}1 (,3/2,2,{sn}, {u(an, bn)}-

SN

-
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Tabelle 5.27: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)
mit 7 = 10 zur Reihe (5.62) fiir ¢ =1 und o = 7/50.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,

60 6 1.38 1.06 1.75 1.33 0.54 1.37

90 9 1.41 2.71 2.96 2.99 2.25 3.20
120 12 1.36 3.57 4.20 4.10 2.63 5.03
150 15 3.02 4.39 6.25 4.90 4.27 5.61
180 18 1.52 5.14 6.22 6.19 5.03 6.30
210 21 1.80 6.20 7.19 6.80 5.79 7.45
240 24 1.86 7.09 8.44 8.39 6.56 9.44
270 27 1.70 7.05 8.28 8.29 6.60 8.16
300 30 4.10 6.68 7.14 6.30 4.99 7.00
330 33 1.78 4.56 6.09 4.99 3.68 5.97
360 36 2.03 3.13 4.97 3.73 2.20 4.85
390 39 2.07 1.78 3.98 2.63 1.01 3.87
420 42 1.89 0.05 3.09 1.50 -0.39 2.95
450 45 4.50 -1.24 2.27 0.55 -1.40 2.14
480 48 1.94 -0.86 1.44 -0.54 -2.94 1.32

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten
Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,,.
. Zahl exakter Stellen von H ["@2]}2]] (T, 1, {5}, {(m + 1) p(@m, b) }-

U:J

n

: Zahl exakter Stellen von I([ En/)ﬂ] (1, 1,2, {5}, {(m + 1) (@m, b)) }-
¢ Zahl exakter Stellen von T [[nﬁ%ﬂ] Ta,1,3/2,{5.}, {(m+1)p (am, m) }-
n: Zahl exakter Stellen von 151 92]{ To, 1,1, {5}, {(m + 1) p(am, bm) }-

: Zahl exakter Stellen von 1 (In ooy (T, 3/2,2, {80}, {(m + 1) (@, bn) }-

SESHS

-
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Tabelle 5.28: Konvergenzbeschleunigung der frequenzvervielfachten Fourier-Reihe (5.99)

mit 7 = 20 zur Reihe (5.62) fiir ¢ = 1 und a = 7/50.1 (14-15 Stellen)

m n A, B, Ch D, E, E,
120 6 1.36 2.24 3.07 2.58 1.67 2.47
180 9 1.52 4.91 4.39 4.29 4.08 4.89
240 12 1.86 7.23 6.19 0.91 4.65 6.16
300 15 4.10 8.42 7.65 7.84 6.38 8.60
360 18 2.03 10.04 8.97 8.99 7.72 9.26
420 21 1.89 11.25 11.55 10.10 9.13 10.83
480 24 1.94 12.68 11.97 11.35 10.67 12.62
540 27 2.20 13.30 14.15 12.84 11.57 13.55
600 30 4.14 12.53 13.21 12.80 13.05 12.98
660 33 2.30 12.27 13.10 12.58 12.37 12.92
720 36 2.12 12.11 13.78 12.76 12.13 13.10
780 39 2.15 13.15 12.79 12.38 12.20 13.01
840 42 2.38 11.58 12.43 11.81 13.07 12.36
900 45 3.63 11.15 12.34 11.53 11.77 12.04
960 48 2.48 10.70 12.33 11.36 11.09 11.75

Zahl exakter Stellen (definiert als der negative dekadische Logarithmus des relativen Feh-
lers). Es wurden m+1 Terme der Fourier-Reihe und n+1 Terme der frequenzvervielfachten

Fourier-Reihe verwendet.

A,: Zahl exakter Stellen der Partialsumme $,.

U:J

n

3

n

th

3

Zahl exakter Stellen von H, (In
: Zahl exakter Stellen von 1

Zahl exakter Stellen von 1

R

~[n /2]]

[[n/ 2])

(/50

: Zahl exakter Stellen von I([

: Zahl exakter Stellen von In 9 ]{
—[n/2

/21)
/2]

}]

(o, 1, {8, }, {(m + Dp(am, bm)}-

(Ta, 1,2, {8}, {(m + D)plam, bm)}-
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5.4 Riickfithrung von Fourier-Reihen auf andere Rei-
hen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Verfahren besprochen, wie man Konvergenzbe-
schleunigung von Fourier-Reihen dadurch erzielen kann, dafl man das Problem auf die
Konvergenzbeschleunigung von Reihen mit anderem Konvergenztyp zuriickfiihrt. Dies er-
laubt dann die Verwendung von anderen Extrapolationsverfahren, die fiir die letzteren
Reihen bekanntermaflen gute Ergebnisse zeitigen.

5.4.1 Riickfiihrung auf alternierende Reihen

Eine sehr einfache Idee fiir die Konvergenzbeschleunigung reeller Fourier-Reihen ist, das
Vorzeichenmuster der Terme

A, = ap cos(na) + by, sin(na) (5.112)

zu betrachten, um eine alternierende Reihe zu erhalten. Man fafit dazu aufeinander folgen-
de Terme gleichen Vorzeichens der Fourier-Reihe jeweils zu einem Term der alternierenden
Reihe zusammen.

Das bedeutet, dafl man beginnend mit n = 0 alle Terme aufsummiert, die das gleiche
Vorzeichen wie Ay haben. Ist A,, der erste Term mit anderem Vorzeichen, so definiert

no—1

Ay =Y A, (5.113)
n=0

den ersten Term der alternierenden Reihe. Tritt der néichste Vorzeichenwechsel bei n; auf,

So ist
ni—1

A= > A, (5.114)
n=ng
der néichste Term der alternierenden Reihe. Dies setzt man fiir die hoheren Terme analog
fort.
Die Partialsummen der Fourier-Reihe sind dann definiert als

sn=3_ Aj, (5.115)

j=0

die der alternierenden Reihe als .
s = ZA; ) (5.116)

j=0

In Tabelle 5.29 wird dieses Verfahren am Beispiel der vom Intervall (—7, 7) periodisch
fortgesetzten Funktion fi(a) = o demonstriert. Es stehen jeweils Werte in der selben
Zeile, die aus gleichvielen Termen der urspriinglichen Fourier-Reihe berechnet wurden. In
diesem Beispiel benétigt man also beispielsweise zur Berechnung der Partialsummen bis



154 KAPITEL 5. ORTHOGONALENTWICKLUNGEN

Tabelle 5.29: Riickfithrung der Fourier-Reihe (5.94) fiir « = 2.3 auf eine alternierende
Reihe und Extrapolation durch die Levin-Transformation

n m —lg|sm/a® — 1] —lg|Bn/a® — 1] —1g|Cy/a® — 1
1 16 2.51 3.95 3.88
5 20 2.67 4.20 4.14
6 24 2.82 4.86 4.63
7 27 2.97 6.50 5.52
8 31 3.05 4.97 5.06
9 35 3.14 4.70 4.74
10 39 3.24 4.74 4.73
11 42 3.33 4.98 4.92
12 46 3.38 5.33 5.23
13 50 3.44 5.50 5.46
14 54 3.52 5.44 5.45
15 57 3.58 5.47 5.46
16 61 3.61 5.68 5.62
17 65 3.67 6.16 6.00
18 69 3.74 7.86 6.80
19 72 3.77 7.21 7.34
20 76 3.80 6.97 7.01

n : Index der Partialsummen der alternierenden Reihe.

m : Entsprechender Index der Fourier-Reihe.

B, = t(1,s}): t-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende
Reihe.

C, = ul®(1,sh): u-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende
Reihe.

n = 20 der alternierenden Reihe die Terme der Fourier-Reihe bis m = 76. Man erkennt,
daf} das Verfahren hier eine milde Konvergenzverbesserung liefert.

In den Tabelle 5.30 und 5.31 wird das Verfahren auf die Fourier-Reihe (5.110) der vom
Intervall (—m, ) periodisch fortgesetzten Funktion f(«) = « fiir zwei verschiedene Werte
von « angewandt. Wieder stehen jeweils Werte in der selben Zeile, die aus gleichvielen
Termen der urspriinglichen Fourier-Reihe berechnet wurden.

In Tabelle 5.30 ist o = 0.77 gewdhlt. In diesem Beispiel benétigt man zur Berechnung
der Partialsummen bis n = 25 der alternierenden Reihe die Terme der Fourier-Reihe bis
m = 86. Auch in diesem Fall wird durch Anwendung der Levin-Transformation auf die
zugeordnete alternierende Reihe eine leichte Konvergenzverbesserung erzielt.

In Tabelle 5.31 ist o = 0.97 gewihlt. Man ist demnach deutlich ndher an der Sprung-
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Tabelle 5.30: Riickfithrung der Fourier-Reihe von « in (—m,7) fiir o = 0.77 auf eine

alternierende Reihe und Extrapolation durch die Levin-Transformation

n m —lg|sm/a — 1] —lg|B,/a — 1] —1g|Cn/a — 1

5 20 1.35 3.03 2.84

6 23 1.37 3.05 3.31

7 26 1.43 2.81 2.85

8 30 1.53 2.95 2.91

9 33 1.53 3.66 3.37
10 36 1.57 3.27 3.44
11 40 1.65 3.12 3.15
12 43 1.64 3.30 3.25
13 46 1.67 4.66 3.89
14 50 1.75 3.46 3.58
15 53 1.73 3.38 3.39
16 56 1.76 3.63 3.56
17 60 1.83 4.40 4.67
18 63 1.81 3.64 3.73
19 66 1.83 3.62 3.62
20 70 1.89 3.95 3.85
21 73 1.87 4.26 4.75
22 76 1.89 3.82 3.88
23 80 1.95 3.85 3.84
24 83 1.93 4.31 1.16
25 86 1.94 4.28 4.52

n : Index der Partialsummen der alternierenden Reihe.

m : Entsprechender Index der Fourier-Reihe.

B, = t(1,s}): t-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende

Reihe.

C, = ul®(1,sh): u-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende

Reihe.

stelle der Funktion bei 7. In diesem Beispiel bendtigt man deutlich mehr Terme der ur-
spriinglichen Reihe zur Berechnung der alternierenden Reihe, da die Oszillationen langsa-
mer sind. Zur Berechnung der Partialsummen bis n = 18 der alternierenden Reihe braucht
man die Terme der Fourier-Reihe bis m = 189. In diesem Fall wird durch Anwendung der
Levin-Transformation auf die zugeordnete alternierende Reihe eine sehr deutliche Konver-
genzverbesserung erzielt. Offensichtlich dndern sich die Terme der alternierenden Reihe
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Tabelle 5.31: Riickfiihrung der Fourier-Reihe von « in (—m,7) fiir « = 0.97 auf eine
alternierende Reihe und Extrapolation durch die Levin-Transformation

n m —lg|sm /o — 1] —lg|B,/a — 1] —1g|Chn/a — 1]
5 59 1.43 6.75 5.85
6 69 1.50 8.87 7.38
7 79 1.56 9.29 9.15
8 89 1.61 11.10 9.92
9 99 1.65 12.15 11.91
10 109 1.69 13.27 12.93
11 119 1.73 15.80 13.91
12 129 1.77 15.80 0
13 139 1.80 15.80 15.33
14 149 1.83 15.33 15.33
15 159 1.86 15.20 15.50
16 169 1.88 15.20 15.50
17 179 1.91 15.33 15.50
18 189 1.93 15.33 15.33

n : Index der Partialsummen der alternierenden Reihe.

m : Entsprechender Index der Fourier-Reihe.

B, = tO(1, s}): t-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende
Reihe.

C, = ul®(1,sh): u-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die alternierende
Reihe.

wesentlich systematischer als im Falle @« = 0.77, was wohl durch die hohere Zahl von
Termen der Fourier-Reihe je Term der alternierenden Reihe bedingt ist.

Dieses Ergebnis ist insofern von Interesse, da ja die meisten Verfahren in der Nihe von
Sprungstellen der Funktion oder ihrer Ableitungen deutlich langsamer konvergieren, was
wir im Abschnitt 5.3 untersuchen. Das Beispiel in Tabelle 5.31 zeigt, daf die Riickfiihrung
auf alternierende Reihen in der Ndhe von Sprungstellen erfolgreiche Beschleunigung er-
laubt, wobei allerdings eine relativ hohe Zahl von Termen der Fourier-Reihe benotigt wird.

Die Berechnungen fiir die Tabellen in diesem Abschnitt wurden unter FORTRAN
DOUBLE PRECISION durchgefiihrt, was auf dem verwendeten Computer 14-16 Stellen
entspricht.

5.4.2 Riickfiihrung auf komplexe Potenzreihen

In diesem Abschnitt besprechen wir die Berechnung von Fourier-Reihen, die durch Dar-
stellungen durch Reihen mit komplexen Termen ermdoglicht wird.
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Die einfachste Moglichkeit im Falle einer reellen Fourier-Reihe besteht darin, sie als
Realteil einer komplexen Potenzreihe zu schreiben. [59, Abschn. 6.1.3],[162] [323],[329] Im
Falle der Fourier-Reihe (5.1) mit reellen Fourier-Koeffizienten a; und b; fithrt man dazu
eine assozierte Reihe

t=uao/2+ ) [ar — ib] exp(ika) (5.117)
k=1

mit Partialsummen

to = ao/2; bty = ao/2+ Y ar, — iby] exp(ika) (5.118)
k=1
ein. Dann gilt

s = R(t); sp = R(t,) . (5.119)
Die assozierte Reihe hat die Struktur einer komplexen Potenzreihe in der Variablen z =

exp(ia).

Diese Potenzreihe kann man mit verschiedenen Verfahren wie dem e-Algorithmus von
Wynn [399], der Transformation von Levin [222], der J-Transformation oder der d-Trans-
formation von Levin und Sidi [223] in Kombination mit dem W (™-Algorithmus von Ford
und Sidi [123] beschleunigen und schlie8lich vom Resultat den Realteil nehmen, um Nihe-
rungswerte fiir die Fourier-Reihe s aus GlL. (5.1) zu berechnen. Im Falle von Levin-artigen
Verfahren sind ¢- und w-Varianten erfolgreich, wie wir sehen werden. Dieses Verfahren
nennen wir Methode der assozierten Reihe.

Ein Beispiel ist die Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion, die im Intervall (—m, )
identisch ist mit f(«) = a. Ergebnisse der Methode der assozierten Reihe auf dieses schon
mehrfach verwendete Beispiel sind in Tabelle 5.32 demonstriert. Diese Berechnung wurde
unter Maple V mit zweiunddreilig Stellen (Digits=32) durchgefiihrt. Halbiert man die Zahl
der Stellen, so treten Stellenverluste auf. Die Zahl exakter Stellen, definiert als der negative
dekadische Logarithmus des relativen Fehlers, betrigt 8.9 fiir Digits=16 und n = 20 und
verringert sich fiir groflere Werte von n wieder. Dies ist wesentlich durch die grofle Nihe
zu der Unstetigkeitsstelle bei o = 7 bedingt. In einem spéiteren Abschnitt werden wir
auf dieses Beispiel zuriickkommen und zeigen, dafl man durch geschickte Wahl der zu
extrapolierenden Folge auch mit nur sechzehn Stellen alle Stellen des wahren Grenzwertes
reproduzieren kann. Hierzu werden jedoch O(10%) Terme der Reihe benétigt.

Vergleich der Tabellen 5.31 und 5.32 zeigt, dafy die Methode der assozierten Reihe der
Riickfithrung auf alternierende Reihen zumindest in diesem Fall deutlich iiberlegen ist,
sofern man eine geniigend hohe Stellenzahl verwenden kann.

Etwas komplizierter wird es im Falle von komplexen Fourier-Reihen, also solchen mit
komplexen Koeffizienten a; und/oder b;. In diesem Fall kann man sich helfen, indem man
mehrere komplexe Potenzreihen betrachtet. Setzt man

AL =ao/24 ) ajexp(+ija),
o 7 (5.120)
Bi = Z b] eXp(:izle[) s

J=1
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Tabelle 5.32: Riickfiihrung der Fourier-Reihe von « in (—m,7) fiir « = 0.97 auf eine
assozierte Reihe und Extrapolation durch die Levin-Transformation

n “lglsa/a — 1 “lgBa/a — 1
10 0.3 4.8
12 0.6 5.1
14 2.0 6.0
16 0.7 7.4
18 0.5 8.2
20 0.6 8.9
22 0.8 9.9
24 2.0 11.9
26 0.8 11.9
28 0.7 12.7
30 0.7 13.9
32 1.0 15.2
34 1.9 15.6
36 1.0 16.5
38 0.8 18.1
40 0.9 19.3

n : Index der Partialsummen von Fourier- und assozierter Reihe.
B, = R(u”(1,%y)): u-Variante der Levin-Transformation, angewandt auf die assozierte
Reihe.

und
> 1
Sy =ag/2+ Y ajcos(ja) = §[A+ + A ],
o 7t . (5.121)
55 = Y bysin(jo) = 2B, — B],
j=1 !
so gilt

S =5y+ S;. (5.122)

Im Falle reeller Fourier-Koeffizienten gilt A_ = [A,]* und B_ = [B,]" sowie s, = R(A,),
Sy = S(By) und s = R(Ay) + I(B,). Die Reihen Ay und By sind wiederum komplexe
Potenzreihen. Diese kann man nun jede fiir sich zum Beispiel mit den im voranstehenden
Absatz genannten Methoden beschleunigen und die Resultate geeignet addieren, um eine
N#herung fiir s zu erhalten. [323] Dieses Verfahren nennen wir Methode der zugeordneten

Reihen.
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Diese Riickfiihrung auf komplexe Potenzreihen in der beschriebenen Form gelingt stets,
wenn die Fourier-Koeffizienten a; und b, separat bekannt sind. Allerdings hingt die Wahl
geeigneter Beschleunigungsverfahren fiir die Potenzreihen stark davon ab, wie sich die
Fourier-Koeffizienten a; und b; als Funktion von j fiir grofle j verhalten. Sind diese
Funktionen “glatt”, also O(¢’ j77) fiir groe j mit reellem ¢ und positivem ~, so sind
verschiedene Verfahren erfolgreich (e-Algorithmus, ¢- und u-Varianten der Levin- und der
J-Transformation). Oszillieren die Koeffizienten, so sind nur wenige Methoden erfolgver-
sprechend (die H-Transformation sowie die Verallgemeinerungen auf mehrere Frequenzen
aus Abschnitt 5.1.8, sowie die Z- und die d™-Transformation und in begrenztem Mafle der
e-Algorithmus). Wichtige Beispiele sind Fourier-Reihen mit mehreren Frequenzen, die im
folgenden besprochen werden.

In Anwendungen treten héufiger Fourier-Reihen der Struktur

oo L

s =[] (ar;cos(jae) + bejsin(jey)) (5.123)

§=0¢=1

auf, die von mehreren dem Anwender bekannten Frequenzen {a,}}_, abhiingen.
Fafit man eine Fourier-Reihe der Struktur (5.123) als Fourier-Reihe in der Variablen
a = «y der Struktur (5.1) auf, so oszillieren die Fourier-Koeffizienten

L
aj =ay,; H (agj cos(jay) + by jsin(jay)) (5.124)
=2
und .
b; = b [ (ae;cos(jar) + b sin(joy)) (5.125)
=2
fiir j > 0.

Fiir Reihen von diesem Typ kann man die verallgemeinerte H-Transformation aus Ab-
schnitt 5.1.8 (oder auch die d”-Transformation und den e-Algorithmus) anwenden. Dabei
benétigt man allerdings mehr Terme der Reihe als bei dem im folgenden beschriebenen
Weg.

Durch Darstellung der Kosinus- und Sinusfunktionen in Gl. (5.123) durch komplexe
Exponentialfunktionen mit nachfolgendem Ausmultiplizieren kann man Fourier-Reihen
der Struktur (5.123) als Summe komplexer Potenzreihen darstellen. Diese kann man mit
den oben angesprochenen Verfahren separat beschleunigen, und man erhélt so Naherungs-
werte fiir die Potenzreihen. Der Wert der Fourier-Reihe wird dann durch die Summe dieser
Néherungswerte approximiert. Dieses Verfahren nennen wir verallgemeinerte Methode der
zugeordneten Reihen.

Dieses Verfahren soll an Beispielen verdeutlicht werden. Eine einfache Fourier-Reihe
der Struktur (5.123) ist durch

o0

flar, as) = mZ:1 m2 cos (v m) cos(az m) (5.126)

= —7%/12 4 (min(o, a2)? + (max(aq, az) — 7)) /4
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Tabelle 5.33: Beschleunigung der Fourier-Reihe (5.126) mit der verallgemeinerten Methode
der zugeordneten Reihen fiir a; = 87/10 und ay = ay /272

n —lg|fn(an, a2)/ f(on, ) — 1] —lg|falon, o)/ f(on, a2) — 1]
10 1.4 6.5
12 2.2 7.9
14 1.3 9.3
16 2.8 10.9
18 1.4 12.6
20 2.0 14.8
22 1.8 15.3
24 3.2 16.5
26 2.1 17.9
28 2.1 19.3
30 2.0 20.8
32 2.1 22.5
34 2.0 25.2
36 2.5 24.7
38 2.3 23.6
40 2.6 23.7

mit Partialsummen
n+1 1
falon,a0) = > — cos(aym)cos(aam), neN (5.127)
m

m=1

gegeben. In der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen stellt man diese Reihe
durch eine Summe

4
flon, as) = ij (5.128)

von vier komplexen Potenzreihen der Form

oo

;= exp(im &; 5.129
pi= 2 g eplimd) (5129)
mit &y = ay + o, g = —a — g, 3 = ay — o und ay = —ay + s dar. Die Partialsummen
dieser Potenzreihen
n+1
Pjin = Tz exp(ima;), nel (5.130)

m=1



5.4. RUCKFUHRUNG VON FOURIER-REIHEN AUF ANDERE REIHEN 161

Tabelle 5.34: Beschleunigung der Fourier-Reihe (5.132) mit der verallgemeinerten Methode
der zugeordneten Reihen fiir a; = 7/10, ap = 2'/27/10 und a3 = —47/10

n

gn(ala Qa, 043)

9;2(041, Qa, 043)

20 1.0668379118338712 1.0641155230966898
22 1.0646319010644110 1.0641155354240192
24 1.0624181211129220 1.0641155366967048
26 1.0616186381598774 1.0641155361516434
28 1.0621618930948200 1.0641155361058156
30 1.0629126952360728 1.0641155361297312
32 1.0631221548598504 1.0641155361313168
34 1.0630565825407210 1.0641155361302746
36 1.0633125461160056 1.0641155361302230
38 1.0639479826292972 1.0641155361302684
40 1.0644978847766702 1.0641155361302696
42 1.0646351478259112 1.0641155361302674
44 1.0645166041509708 1.0641155361302666
46 1.0644648067090496 1.0641155361302608
48 1.0645413732209338 1.0641155361302672
50 1.0645758026076632 1.0641155361303654

unterwirft man nun jeweils einer Folgentransformation. Wihlen wir fiir jede Reihe dieselbe
Transformation, zum Beispiel die u-Transformation von Levin, so erhilt man eine Folge
von Approximationen fiir f der Gestalt

4
o, a) = S ul0(1,pj0) (5.131)
7=1

In Tabelle 5.33 werden die Partialsummen f,, der Fourier-Reihe mit den N&herungen
f;, verglichen. Aufgetragen sind jeweils die Zahl exakter Stellen, wie {iblich als negativer
dekadischer Logarithmus des relativen Fehlers definiert. Man erkennt eine deutliche Kon-
vergenzverbesserung mit der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen. Die
Genauigkeit der extrapolierten Werte ist am besten fiir n = 34 — 36 und fillt dann lang-
sam fiir groflere Werte von n. Die Resultate in Tabelle 5.33 wurden unter Maple V mit
Digits=32 erhalten. Verdoppelt man die Stellenzahl auf Digits=64, so erh&lt man 27.9
exakte Stellen fiir n = 40 und 35.7 exakte Stellen fiir n = 50. Halbiert man die Stellenzahl
auf Digits=16, so erhilt man 12.0 exakte Stellen fiir n = 17 und 14.4 exakte Stellen fiir
n = 18, wihrend fiir groflere n die Genauigkeit wieder kleiner wird.
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Ein zweites, komplizierteres Beispiel ist die Fourier-Reihe

g(ay, as,03) = > — cos(aym) cos(aym) cos(azm) (5.132)
—m
mit Partialsummen
n+1 1
gnl0on, g, a3) = Y — cos(aym) cos(azm) cos(agm) (5.133)
m=1 M

In der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen stellt man diese Reihe durch
eine Summe

8
glan, ag, a3) = _Zlqj (5.134)
j=
von acht komplexen Potenzreihen der Form

%0
¢ = mZ:1 e exp(im &;) (5.135)
mit & = a3 + e + g, g = —Qq, Q3 = ] + g — a3, Qg = —Q3, A5 = O — Qg + Qg,
ag = —as und a; = —aq +an +ag, ag = —ay dar. Die Partialsummen dieser Potenzreihen

ntl 4
Qi = mZ:1 Sz exp(ima;), neN (5.136)

werden wieder als Input fiir die u-Transformation von Levin verwendet, um eine Folge von
Approximationen fiir g der geméafl

8
g (a1, a2, 03) = ZU (1,450) (5.137)
7j=1

zu erhalten.

Dieses Beispiel wird in den Tabellen 5.34 — 5.36 untersucht. Die Daten wurden unter
Maple V mit Digits=32 erhalten.

In Tabelle 5.34 werden die Partialsummen g, der Fourier-Reihe mit den Niherungen
g,, verglichen. Auch fiir diese kompliziertere Reihe ergibt sich eine sehr deutliche Konver-
genzverbesserung mit der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen.

Die Konvergenz ist bis n = 42 ziemlich gleichmé&Big, fiir hohere n ist eine Verschlech-
terung zu beobachten.

Man kann nun zur Steigerung der erzielbaren Genauigkeit entweder die Stellenzahl
der Rechnung erhéhen. Man kann aber auch das Verfahren der Frequenzvervielfachung
einsetzen. Dazu definieren wir zu gegebenem 7 die Approximationen

8
gr(zT) (ala G, CY3 Z [’ q] ™ |n 0, [(T?’L + 1)(‘1; ™ Qj (tn)— )”n 0) (5138)
j=1
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Tabelle 5.35: Beschleunigung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 2 der Fourier-Reihe
(5.132) mit der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen fiir oy = 7/10, ap =
2127 /10 und a3 = —47/10

n grn(a1, g, as) 97(12)(01,%,043)
10 1.0668379118338712 1.0641157035479450
12 1.0624181211129220 1.0641156130271904
14 1.0621618930948200 1.0641155229665988
16 1.0631221548598504 1.0641155371290900
18 1.0633125461160056 1.0641155361420236
20 1.0644978847766702 1.0641155361166546
22 1.0645166041509708 1.0641155361321010
24 1.0645413732209338 1.0641155361301646
26 1.0644963120188820 1.0641155361302608
28 1.0644865387938350 1.0641155361302698
30 1.0643097008097368 1.0641155361302674
32 1.0635498655776198 1.0641155361302676
34 1.0637189077158576 1.0641155361302676

deren acht Terme man auch als Ergebnis der Anwendung der d(!)-Transformation mit
R, = 7l auf die zugeordneten Reihen auffassen kann.

In Tabelle 5.35 ist dabei 7 = 2 und in Tabelle 5.36 ist 7 = 3 gewihlt. Man liest aus
den Werten ab, dafl zur Erzielung von 16 Nachkommastellen etwa 60 Koeffizienten der
urspriinglichen Fourier-Reihe fiir 7 = 2 und und etwas mehr als siebzig Koeffizienten fiir
7 = 3 benétigt werden. Dies kann man mit den 44 Koeffizienten vergleichen, die man im
Falle von Tabelle 5.34 entsprechend n = 43 und 7 = 1 benétigt. Allerdings ist dort nicht
genau zu entscheiden, welches die letzten drei Stellen des Ergebnisses sind.

Verringert man die Stellenzahl auf Digits=16, so erzielt man 9 Stellen fiir 7 = 1 und
n = 21, 11 Stellen fiir 7 = 2 und n = 18 entsprechend 7 n+1 = 37 Koeffizienten, 11 Stellen
fiir 7 = 3 und n = 15 entsprechend 46 Koeffizienten, 14 Stellen fiir 7 = 6 und n = 16
entsprechend 97 Koeffizienten sowie 13 Stellen fiir 7 = 10 und n = 13 entsprechend 131
Koeffizienten. Durch geeignete Wahl von 7 kann man also auch bei der verallgemeinerten
Methode der zugeordneten Reihen die Algorithmen stabilisieren und die Stellenverluste
aufgrund von Rundungsfehlern verringern.
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Tabelle 5.36: Beschleunigung der frequenzvervielfachten Reihe zu 7 = 3 der Fourier-Reihe
(5.132) mit der verallgemeinerten Methode der zugeordneten Reihen fiir oy = 7/10, ap =
2127 /10 und a3 = —47/10

grn(ala Qy, 043)

97(13) (ala Qg, 043)

7 1.0658521479576092 1.0641110700608030

9 1.0617854023532320 1.0641158521306604
11 1.0630811611593686 1.0641155150537964
13 1.0642649507655460 1.0641155374226974
15 1.0644700418511348 1.0641155360594698
17 1.0645450137450582 1.0641155361334964
19 1.0645183650097528 1.0641155361301756
21 1.0636953781393952 1.0641155361302648
23 1.0638506348956798 1.0641155361302688
25 1.0640718910621728 1.0641155361302674
26 1.0640686861206392 1.0641155361302676
27 1.0640483438234590 1.0641155361302676

5.5 Methoden fiir Entwicklungen nach Orthogonal-
polynomen

Neben Fourier-Reihen stellen Entwicklungen nach anderen Sitzen orthogonaler Funktio-
nen ein wichtiges Hilfsmittel in der mathematischen Naturwissenschaft dar. Ist fiir solche
Entwicklungen im Falle von vollstdndigen Orthogonalsystemen eigentlich nur die Konver-
genz im Mittel gegeben, so stellt man in der Praxis meist fest, dafy die Orthogonalentwick-
lungen auch punktweise konvergieren und ihre termweise Summation numerisch trotz des
in den meisten Fillen komplizierten Vorzeichenmusters der Terme relativ stabil bleibt.

Die Beschreibung komplizierter Systeme erfordert die Verwendung komplizierter Or-
thogonalfunktionen, die von mehreren Variablen und Indizes abhiingen. Dann stellen die
Orthogonalentwicklungen mehrfach unendliche und/oder “multivariate” Reihen dar. Die
Frage der Extrapolation von solch komplizierten Reihen ist derzeit noch nicht ausreichend
untersucht.

Wir werden uns daher im folgenden zunichst auf Extrapolationsverfahren fiir ein-
fach unendliche Orthogonalreihen in zun&chst einer Variablen beschrinken. Im Falle von
Entwicklung nach den Orthogonalpolynomen {P, ()}, betrachten wir also Reihen der
Form

s(x) = icj P;(x) (5.139)
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mit Partialsummen

sp(x) = i c; Pj(z) . (5.140)

Die Abhéngigkeit von z wird im folgenden fiir s = s(z) und s,, = s, () hdufig unterdriickt.
Die bestuntersuchten Beispiele fiir solche Reihen sind Entwicklungen nach den klassi-
schen Orthogonalpolynomen [3, 234]. Dabei sind Legendre-, Gegenbauer- und Chebychev-
Polynome Sperzialfille der Jacobi-Polynome. Entwicklungen nach Legendre-Polynomen
treten zum Beispiel bei der Losung der Poisson-Gleichung in zylindersymmetrischen Sy-
stemen auf. Fiir Anwendungen in der Quantenmechanik sind ebenfalls Entwicklungen
nach Hermite-Polynomen aufgrund der Relation zu harmonischen Oszillatoren und nach
Laguerre-Polynomen aufgrund der Beziehung zu Eigenfunktionen des H-Atoms bedeut-
sam.

Hinsichtlich der Konvergenzbeschleunigung von Entwicklungen nach Orthogonalpo-
lynomen sind viele Ahnlichkeiten zu Fourier-Reihen festzustellen. Dies ist nicht iiber-
raschend, wenn man bedenkt, dafl Sinus- und Kosinusfunktionen mit den Chebyshev-
Polynomen T,,(z) und U, (z) sehr eng verwandt sind [234, S. 257]:

sin([@ + l]a).

T, (cos o) = cos(na) , Up(cosa) = (5.141)

Man kann daher jede Fourier-Reihe der Form (5.1) auch als Orthogonalentwicklung
s=ao/2+ Y (a;Tj(x) + by sin(a)Uj_i () (5.142)
j=1

nach den Chebyshev-Polynomen mit x = cos o darstellen. Umgekehrt kann man auch jede
Entwicklung nach Chebyshev-Polynomen als Fourier-Reihe schreiben, wodurch auch alle
Extrapolationsmethoden fiir Fourier-Reihen anwendbar werden.

Neben den Eigenschaften der Orthogonalitét und Vollstandigkeit ist ein wichtiges Cha-
rakteristikum eines Systems {P,(x)}°, von Orthogonalpolynomen die Existenz einer
Dreitermrekursion der Form

COp, 4+ Wy + Py e =0. (5.143)

Die Koeffizienten () sind dabei fiir ein gegebenes System von Polynomen P, (z) eindeutig
bestimmt und hingen im allgemeinen auch von z ab. Diese Rekursion hat neben den
Orthogonalpolynomen P, (z) eine weitere, linear unabhéngige Schar von Losungen, die wir
als zugeordnete Funktionen Q,(x) bezeichnen. Dies sind im allgemeinen keine Polynome.

Im Falle der Chebyshev-Polynome wird aus Gl. (5.143) die Dreitermrekursion (5.75)
mit z = cosa, deren Koeffizienten nicht von n abhingen. In diesem Falle sind die
den Chebychev-Polynomen erster Art T, (z) zugeordneten Funktionen die Chebyshev-
Polynome zweiter Art U,(z).

Im Falle von Fourier-Reihen haben wir im Zusammenhang mit der H-Transformation
eine geeignete Modellfolge der Gestalt (5.9) eingefiihrt, deren gradlinige Verallgemeinerung
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auf den Fall von Entwicklungen nach Orthogonalpolynomen die Modellfolge

Sp =5+ wy (Pn(:c) i'}/j(n +8) 7 + Qul(x) féj(n + B)j) : (5.144)

J=0

darstellt.

Bisher wurde fiir die Modellfolge (5.144) kein &hnlich einfacher Levin-artiger Algo-
rithmus gefunden, wie ihn im Falle der Modellfolge (5.4) die H-Transformation darstellt.
Will man einen fiir die Modellfolge (5.144) exakten, rekursiven Algorithmus, so bieten sich
derzeit nur die Algorithmen (2.19) oder (2.21) als relativ komplizierte, mehrdimensiona-
le Rekursionen zur Berechnung der E-Transformation an. Dies gilt, da die Modellfolge
(5.144) ein Spezialfall des Kerns (2.16) der E-Transformation fiir gerades K = 2k und

P,(x)(n+p)7 firj=1,...,k

gj(n) = Wn {

ist.

Die d™-Transformationen sind, wie Sidi gezeigt hat [323], ebenfalls in der Lage, Ent-
wicklungen nach Orthogonalpolynomen zu beschleunigen, verlangen allerdings fiir m > 1
einen verhaltnismafig hohen Aufwand zur Berechnung.

Erfolgreich anwendbar und kostengiinstig sind dagegen — wie im Falle von Fourier-
Reihen — zwei andere Extrapolationsmoglichkeiten: Einerseits die Iteration einfacher
Folgentransformationen auf der Basis einer geeigneten Dreitermrekursion, und anderer-
seits die Riickfiihrung auf andere Reihentypen.

5.5.1 Ein iterativer Algorithmus fiir Orthogonalentwicklungen

Wir haben gesehen, dal man im Falle von Fourier-Reihen die Z-Transformation durch hier-
archisch konsistente Iteration der einfachen Folgentransformation (5.73) gewinnen kann.
Wir bemerken, daf§ diese einfache Folgentransformation auf der Dreitermrekursion (5.75)
basiert und fiir die einfache Modellfolge (5.74) exakt ist.

Analog lautet im Fall von Orthogonalpolynomen eine einfache Modellfolge

Spn =8+ wy (¢ Pu(z) + dQyu(x)) , (5.146)

fiir die die einfache Transformation

C(O)S_n I C(1) Sn+1 4 C7(12) Sn42

3511) _ uin Wn1+1 Wnl+2 (5.147)
C(O)— + C(l)— + C(Q)—
" Wnp " Wp41 " Wp+42

exakt ist, wie man bei Anwendung der Rekursion (5.143) auf die Grofen (s, —s)/wy, leicht
sieht.



5.5. ORTHOGONALPOLYNOMENTWICKLUNGEN 167

In direkter Analogie zum Algorithmus (5.92) fiir die Z-Transformation erh&lt man
durch Iteration die Transformation [161]

2,

(O)ZSH/wn, D _1/wn,

() = (GRNG + NI, + (N, /o0
7(1k+1) = (<7(szD + Cn—l—k Dn+1 + <n+kD"+2)/ 7(1k ’
IC%’C)({&]C)L {Cn }7 {Sn}a {wn}) - n /D”

Als einfachen Test fiir diese K-Transformation betrachten wir eine Entwicklung nach
Legendre-Polynomen P, (). Entwicklungen dieses Typs sind beispielsweise Losungen der
Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten fiir Problem mit azimuthaler Symmetrie [184, Ab-
schn. 3.3] Die folgenden Rechnungen wurden in FORTRAN QUADRUPLE PRECISION
mit 30-32 Stellen durchgefiihrt.

Wir wenden die Folgentransformation

{52} — {5 = KD 0 ({(n+ 1)1 (99 {sa b {tn + 1)1 1)} (5.149)

mit 70 =n 4+ 2, v{) = —(2n + 5)z und 7?) = n + 3 an auf die Partialsummen

n

2,

(5.148)

-,

1

=Y

— P; 0.150
jzoj + 1 J(l‘) ( )

der Reihe [286, S. 700, Gl. 5.10.1.5]

Z k—+1 Py(z) =In (1 + ) . (5.151)

1—=x

Dies entspricht der Wahl wy = ¢, wobei ¢, = 1/(k+ 1) die Koeffizienten in Gl. (5.151)
sind. Man beachte, daf die Koeffizienten ) im Vergleich zu Gl. (5.146) im Index n um
Eins verschoben sind, da die Legendre-Polynome die Rekursion [286, p. 736]

(n+2)Pyio(x) — (2n+3)x Pyyi(z) + (n+ 1) Py(x) =0 (5.152)

erfiillen.

Man liest aus Tabelle 5.37 ab, da8 fiir weite Bereiche des Argumentes = die IC-Transfor-
mation beachtliche Konvergenzbeschleunigung fiir die Reihe (5.151) bewirkt. Zu beachten
ist der Wert x = —2, fiir den die Reihe divergiert. Es zeigt sich, daf} die K-Transfor-
mation diese divergente Reihe summieren kann, wobei allerdings etwas mehr Terme fiir
eine bestimmte Genauigkeit ben6tigt werden als fiir negative z, fiir die die Reihe selbst
konvergiert. Fiir wachsende = nimmt die erzielbare Genauigkeit ab, insbesondere in der
Néhe der Singularitit bei x = 1.

Mit einer Variante der Frequenzvervielfachung, die wir ja fiir Fourier-Reihen eingefiihrt
haben, gelingt allerdings auch nahe an der Singularitit eine stabile Extrapolation. Aus
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Tabelle 5.37: Beschleunigung der Entwicklung (5.151) fiir verschiedene Werte von x.

x ng N1 12 N4 Stellen(s3g)
-2.0 12 20 24 26 divergent,
-1.0 6 10 12 14 < 2
-0.9 6 11 12 16 <3
—0.8 6 11 14 16 <3
—0.7 8 12 15 17 <3
—0.6 8 12 16 18 <3
—0.5 8 14 16 18 <3
-0.4 8 14 17 20 <3
-0.3 9 15 18 21 <3
-0.2 9 15 18 21 <3
-0.1 9 16 19 22 <3

0.0 10 16 19 22 <3
0.1 10 17 20 23 <3
0.2 10 17 21 25 <3
0.3 11 18 21 26 <3
0.4 11 18 23 27 <3
0.5 12 21 24 28 3
0.6 12 22 26 * <3
0.7 13 23 29 * <3
0.8 16 27 * * <3
0.9 18 30 * * <3

Aufgetragen sind die Indizes n;, fiir die die transformierte Folge s/, aus Gl. 5.149 fiir n > n;
eine Genauigkeit von j Stellen aufweist. Ein Stern bedeutet, dafl 0 < n; < 30 nicht erfiillt
ist Aufgetragen ist auch die Zahl exakter Stellen der Partialsummen s3p aus Gl. (5.150).

Gl. (5.152) liest man ab, daB fiir grofie n die Legendre-Polynome P, (z) asymptotisch die
Rekursion (5.75) von cos(na) und sin(na) erfiillen, wenn man x = cos « setzt. Frequenz-
vervielfachung von a auf 7« entspricht demnach der Wahl

2y = oS (T&I‘CCOS(Q:)) . (5.153)

In den Tabellen 5.38 — 5.41 werden Anwendungen der -Transformation mit und ohne
Frequenzvervielfachung auf die Reihe (5.151) in der Nidhe der Singularitéit bei z = 1
vorgestellt. Die Rechnungen zu den Tabellen 5.38 — 5.41 wurden in FORTRAN DOUBLE
PRECISION entsprechend etwa 14-16 Dezimalstellen durchgefiihrt.
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Tabelle 5.38: Beschleunigung der Entwicklung (5.151) fiir x = 0.9.
n Sn st —lg|1 — s,/s| —lg|1 — s /s|
5t 1.84118896 1.655149659863940 1.08 1.58
7 1.76075879 1.710091524398229 1.44 2.21
9 1.67828708 1.697957653702261 1.90 3.00
11 1.64468031 1.699774977858635 1.49 4.21
13 1.66051486 1.699721110941591 1.64 4.51
15 1.69764123 1.699642701569980 2.92 4.81
17 1.72507128 1.699676545453069 1.83 5.35
19 1.72762568 1.699667505300637 1.78 6.05
21 1.71027162 1.699669211402116 2.20 6.96
23 1.68958300 1.699668946296759 2.23 7.33
25 1.68036229 1.699668329497790 1.94 6.39

1.69966903

g

1.699669025589012

st = KD ({(n+1/2) 71 (99}, {sa}, {(n + 1) 7))

In Tabelle 5.38 wird der Wert x = 0.9 ohne, in Tabelle 5.39 mit Frequenzvervielfachung
gemafl 7 = 3 behandelt. Analog wird in Tabelle 5.40 der Wert = = 0.95 dicht bei der Sin-
gularitiat ohne, in Tabelle 5.41 mit Frequenzvervielfachung gemifl 7 = 4 behandelt. Man
erkennt, dafl ohne Frequenzvervielfachung die Extrapolation ineffizienter und instabiler
ist, je ndher man der Singularitdt kommt. Frequenzvervielfachung fiihrt fiir beide Werte
von x zu Extrapolationsergebnissen von 14 und mehr Dezimalstellen, also zu Maschinen-
genauigkeit, die natiirlich auf einer hoheren Zahl von Termen der Reihe basieren.

Fiir Entwicklungen nach Orthogonalpolynomen mit Koeffizienten, die als Funktion des
Summationsindex nicht oszillieren, ist — neben der komplizierter zu berechnenden d(®)-
Transformation [323] und dem im n#ichsten Abschnitt zu besprechenden Verfahren der
zugeordneten Reihen — aufgrund dieser Ergebnisse die K-Transformation als eines der
wenigen erfolgreichen, nichtlinearen Extrapolationsverfahren einzuschétzen.

5.5.2 Riickfiihrung auf andere Reihentypen

Wie im Falle von Fourier-Reihen kann man Orthogonalentwicklungen auf komplexe Po-
tenzreihen zuriickfithren. Bei Fourier-Reihen wurden dazu die trigonometrischen Funktio-
nen durch komplexe Exponentialfunktionen dargestellt, wodurch nach Ausmultiplizieren
die Fourier-Reihe als Summe komplexer Potenzreihen geschrieben konnte, die dann ande-
ren Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung zugénglich waren.
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Tabelle 5.39: Beschleunigung der Entwicklung (5.151) fiir x = 0.9 mit Frequenzvervielfa-

chung 7 = 3.

m n Sm s —lg|1 — spm/s| —lg|1 — s /s
18 6 1.72956738 1.699200064417397 1.75 3.56
24 8 1.68299191 1.699692606169673 2.01 4.86
30 10 1.70722867 1.699667944571655 2.35 6.20
36 12 1.69847571 1.699669019029939 3.15 8.41
42 14 1.69670035 1.699669032387828 2.76 8.40
48 16 1.70493856 1.699669024755232 2.51 9.31
o4 18 1.69363821 1.699669025656950 2.45 10.40
60 20 1.70527158 1.699669025585073 2.48 11.63
66 22 1.69530790 1.699669025589124 2.59 13.18
72 24 1.70235381 1.699669025589018 2.80 14.47
00 1.69966903 1.699669025589012

1) T};C};“féﬁl}2ﬂ<{<n+1/z>l}, (D = n+2,90) = 245y, 1D = 3}, {s,0}, {(7nt

o0

Auf Sidi [323] geht die Idee zuriick, dies auf Entwicklungen der Form

F(z) = Y lan¢n(x) 4 bntn(z)] (5.154)
n=0
zu verallgemeinern, wobei die Funktionen ¢,,(z) und ), (z) sich durch
P (2) = bu(¥) & 1Whn(2) = exp(&ingz)g, (v) (5.155)
fiir £ € R mit
g () ~ 07" 67 (2)n ™ (v €C, n— o0) (5.156)
=0

darstellen lassen. Fiir Fourier-Reihen gilt ¢, (x)

cos(néx), Pn(x)

sin(néz), p, =

exp(+inéx) und ¢gF(z) = 1. Fiir Entwicklungen nach Legendre-Polynomen P,(z) oder
den zugeordneten Legendre-Funktionen zweiter Art @), (z) der Ordnung Null kann man
&n(0) = Py(r) und ¢,(0) = (2/7)Qn(x) mit 2z = cosf setzen, entsprechend £ = 1 und
v=-1/2.

Sidi hat folgendes Verfahren vorgeschlagen [323]:

Schritt 1 Definiere unendliche Reihen A*(z) und B*(z) durch

A*(z) = ioanpi(x) , B*(x) = iobnpi(:r) (5.157)
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Tabelle 5.40: Beschleunigung der Entwicklung (5.151) fiir x = 0.95.

n Sn st —lg|1 — s,/s| —lg|1 — s /s|
10 2.06521047 1.986952242722736 1.43 2.67
12 2.00096358 1.991597424640241 2.31 3.74
14 1.95499868 1.991452227256958 1.74 3.96
16 1.93652358 1.991114507836142 1.56 4.23
18 1.94333723 1.991260477172072 1.62 4.85
20 1.96599696 1.991230748045800 1.90 6.07
22 1.99255944 1.991224003588190 3.18 5.37
24 2.01279672 1.991180321708399 1.97 4.58
26 2.02095725 1.990863195431544 1.83 3.73
28 2.01661234 1.988301605367751 1.89 2.83
30 2.00370421 1.965065395109215 2.20 1.88
00 1.99123245 1.991232445939118
o= K ({0 17271 00 {s) {0+ )71))

und beachte
oo 1 B
Fy(w) = 3 and(w) = 5[AT(2) + A7 ()],
n=0
s 1 _ 5.158
Fy() = Y- batw) = 1B (2) = B (a)], (5:158)
n=0

F(z) = Fy(x)+ Fy(x) .

Schritt 2 Wende die d-Transformation mit geeignetem m an, um die Grenzwerte der
Reihen A*(r) und B*(x) niherungsweise zu berechnen.

Schritt 3 Verwende diese Nidherungswerte in Verbindung mit Gl. (5.158), um ein N#he-
rungswert von F'(x) zu berechnen.

Diese Methode setzt voraus, dafl die Koeffizienten a, und b, unabhingig voneinander
bekannt sind, also nicht nur a, ¢, () + b, () als kombinierter Zahlenwert vorliegt.

Fiir “glatte”, nichtoszillierende Koeffizienten a,, und b, empfiehlt Sidi fiir Schritt 2
die dV-Transformation, fiir Koeffizienten dagegen, die selbst wieder oszillieren, die d™-
Transformationen mit m > 1. In der Ndhe von Singularitéiten wird dabei die Verwendung
von R; = 7l empfohlen, was ja der Methode der Frequenzvervielfachung entspricht.

Im Falle von Fourier-Reihen entspricht der Vorschlag von Sidi dem Verfahren der
zugeordneten Potenzreihen. Wir haben oben gezeigt, dafi dieses verallgemeinert werden
kann, falls die Fourier-Koeffizienten selbst Produkte von trigonometrischen Funktionen
mit nichtoszillierenden Termen sind.
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Tabelle 5.41: Beschleunigung der Entwicklung (5.151) fiir x = 0.95 mit Frequenzverviel-
fachung 7 = 4.

m n Sm sl —lg |1 — s;n/5| —lg|1 — s /s
40 10 1.98394066 1.991229380519015 2.44 5.81
48 12 2.00230611 1.991232598679281 2.25 7.12
o6 14 1.98092858 1.991232444088088 2.29 9.03
64 16 1.99804299 1.991232445174612 2.47 9.42
72 18 1.98886705 1.991232446064134 2.93 10.20
80 20 1.98967116 1.991232445925916 3.11 11.18
88 22 1.99524744 1.991232445940219 2.70 12.26
9% 24 1.98657823 1.991232445939061 2.63 13.55
104 26 1.99493548 1.991232445939134 2.73 14.07
112 28 1.98945221 1.991232445939121 3.05 14.78
120 30 1.99089148 1.991232445939101 3.77 14.09
00 1.99123245 1.991232445939118
1) T}I)i;“"éﬂ}zﬂ<{<n+1/2>—1}, {0 = 2,9 = ~@nt5)xar, 42 = 3}, {570}, {(T

Es stellt sich die Frage, ob man auch diese Verallgemeinerung auf den Fall von Ent-

wicklungen nach Orthogonalpolynomen iibertragen kann. Dies kann in der Tat geschehen,
wenn die Koeffizienten selbst wieder Produkte von oszillierenden Funktionen sind, wenn
also Reihen von dem Typ

oo K
= 3 16269 a9) + 520 o) (5.159)
n=0j=1
vorliegen, wobei die Funktionen ¢{)(2()) und () (x()) dle oben an qﬁn( ) und ¥, ()
gestellten Bedingungen erfiillen, so daB Funktionen pU:®) (2)) = ¢W)(z0)) £ i j)(x(j))
existieren. Dazu ersetzt man mittels
qﬁg)(x(])) — i[pgﬁr) (x(ﬂ)) +p£z’_)(x(]))]’ 1/,7(11)@(1)) — 5[p(J,Jr)(x(J)) P> )(x(a))] (5.160)

alle Funktionen ¢{)(2()) und ) (21), und erhilt

D) + = {a + 100} pld ) (29 (5.161)

¢
o K 1 )
= 3 I1 [t — 1)

Ausmultiplizieren zeigt dann, dafl man die Reihe s als Linearkombination von 2% Reihen
darstellen kann, deren Terme jeweils Produkte von Ausdriicken (al) ib0))/2 pli®) (z0)
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sind. Diese 2% Reihen kann man nun einzeln extrapolieren, wobei einfachere Verfahren aus-
reichen. Der numerische Aufwand fiir das neue Extrapolationsverfahren ist relativ gering.
Er betrigt das 2X-fache des Aufwandes fiir diese einfacheren Verfahren. Falls insbesondere
die Koeffizienten a) und b\%) glatt sind, bieten sich hier alle Verfahren an, mit denen man
lineare oder logarithmische Konvergenz beschleunigen kann, so dal man auf die algorith-
misch komplizierteren Verfahren wie die d™-Transformation mit m > 1 verzichten kann.
Das Endergebnis ergibt sich dann durch Linearkombination der so gewonnenen Naherun-
gen. Auch im Falle von Orthogonalentwicklungen bezeichnen wir diese Vorgehensweise als
die verallgemeinerte Methode der zugeordneten Reihen.

Dies sei an einem Beispiel erldutert. Wir betrachten

s=G(0,a)= icos((j +1/2)a) Pj(cos )

_J [2(cosa — cos 02 fir0<a<f<m (5.162)
N fir0<f<a<m
mit einer Singularitéit bei a = #. Die Partialsummen sind
sn=Y_cos((j +1/2)a) .Pj(cos 0) (5.163)
5=0

Direkte Beschleunigung der rellen Reihe kann mit d® erfolgen, wohingegen im oben
beschriebenen Verfahren von Sidi einerseits die Mdglichkeit besteht, die Reihe als Fourier-
Reihe

G(a) = i ficos((4+1/2)a) (5.164)

=0
mit Koeffizienten f; = P;(cos 6) aufzufassen und die zugeordneten Reihen
Fo =Y fiexp(£i(j + 1/2)a) (5.165)

Jj=0

mit der d®-Transformation zu beschleunigen, oder andererseits, die Reihe als Entwicklung
nach Legendre-Polynomen

G(0) = a; Pj(cos 0) (5.166)
=0
aufzufassen mit den Koeffizienten a; = cos((j + 1/2)a) und die zugeordneten Reihen

A*(0) und B*(0) zu extrapolieren, wozu wieder die d®-Transformation benétigt wird. In
beiden Fillen kann man im Vergleich zur Verwendung der dY-Transformation die Zahl der
fiir eine bestimmte Genauigkeit bendtigten Koeffizienten der urspriinglichen Reihe etwa
halbieren. [323]
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Das hier neu eingefiihrte, verallgemeinerte Verfahren stellt die Reihe (5.162) als Summe
S = p1 + p2 + p3 + p4 der vier Reihen

p= 3 e+ 1/2)0) 5 0).
P =3 ¢ exp(-i(+1/2)0) 97 (0),
= (5.167)
Py = Z‘BZ exp(i(j +1/2)) p; (0) ,
p=3 5 (il +1/2)0) 5710).
mit
pji(ﬁ) = Pj(cos0) +i(2/m)Q;(cos b) (5.168)

dar. Die vier Reihen kann man zum Beispiel mit der Levin-Transformation beschleunigen.
Hierbei kann man in der Nidhe der Singularitit Frequenzvervielfachung einsetzen. Als
Néherung ergibt sich so bei Frequenzvervielfachung mit 7

= z pg,rn |n 05 [(Tn + 1)(]99 ™ = Pj(rn)— )”n 0) (5169)

mit den n-ten Partialsummen p;,, wobei die angegebenen Varianten der Levin-Transfor-
mation gleichbedeutend mit der Anwendung der d")-Transformation mit R; = 71 sind.
Der Wert 7 = 1 entspricht dem Verfahren ohne Frequenzvervielfachung.

Wie schneidet das neue Verfahren numerisch ab? Um den Vergleich mit den Verfahren
von Sidi zu erleichtern, behandeln wir zwei Wertepaare («, ), fiir die Sidi Ergebnisse
angegeben hat [323, Tabellen 6,7], die mit einer Maschinengenauigkeit von etwa 33 Stellen
erzielt wurden. Wir verwenden hier Maple mit Digits=32, was einen direkten Vergleich
der Resultate erlaubt.

Im ersten Fall setzen wir &« = 7/6 und 6 = 27/3. Dies bedeutet einen relativ grofien
Abstand zur Singularitit bei o = 6. Die entsprechenden Ergebnisse des neuen Verfahrens
sind in Tabelle 5.42 dargestellt. Man sieht, dafl die nicht extrapolierte Reihe langsam
konvergiert. Verwendung des neuen Verfahrens liefert eine starke Konvergenzverbesserung:
Um eine zusétzliche Stelle Genauigkeit zu gewinnen, mufl man einen weiteren Koeffizienten
der urspriinglich Reihe verwenden. Der Quotient Stellenzahl/(Zahl der Koeffizienten) ist
also etwa Eins. Das von Sidi vorgeschlagene Verfahren unter Verwendung der d®-Transfor-
mation liefert [323, Tab. 6] nur etwa eine neue Stelle fiir je zwei weitere Koeffizienten, der
entsprechende Quotient ist also nur etwa 1/2. Fiir vorgegebene Genauigkeit benétigt das
neue Verfahren also nur etwa die Hélfte der Koeffizienten wie das von Sidi vorgeschlagene
Verfahren.

Im zweiten Fall setzen wir « = 0.67 und 6 = 27/3. Dies ist schon ziemlich nahe
an der Singularitdt bei a = 6. Deshalb wird 7 = 10 gewéhlt, was auch den Vergleich
zu den Ergebnissen von Sidi mit R, = 10l erlaubt [323, Tab. 7]. Die entsprechenden
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Tabelle 5.42: Beschleunigung der Reihe (5.162) durch Riickfiihrung auf vier komplexe
Reihen fiir « = 7/6 und 0 = 27/3

n —lg|(sn — 5)/s] —lg|(G}) —5)/s
6 0.8 6.4
8 1.8 9.1
10 1.3 10.5
12 0.9 12.3
14 1.9 14.5
16 1.4 17.2
18 1.0 18.4
20 1.9 20.3
22 1.5 22.6
24 1.1 24.7
26 2.0 26.3
28 1.5 28.3
30 1.1 30.2

Ergebnisse des neuen Verfahrens sind in Tabelle 5.43 dargestellt. Man sieht, daf} die nicht
extrapolierte Reihe noch langsamer konvergiert als im vorigen Fall. Der Wert zu n = 30
entspricht szg9, und die Genauigkeit ist geringer als zwei Stellen. Verwendung des neuen
Verfahrens liefert wieder eine starke Konvergenzverbesserung: Um eine zusétzliche Stelle
Genauigkeit zu gewinnen, mufl man im Mittel etwas weniger als einen weiteren Term
der frequenzvervielfachten Reihe verwenden. Man erhilt beispielsweise etwa 21 Stellen fiir
10-19+1 = 191 Koeffizienten sowie etwa 27 Stellen fiir 241 Koeffizienten der urspriinglichen
Reihe. Der Quotient Stellenzahl/(Zahl der Koeffizienten der urspriinglichen Reihe) ist also
etwa 0.11. Das von Sidi vorgeschlagene Verfahren unter Verwendung der d®-Transforma-
tion liefert laut Tab. 7 aus [323] nur etwa eine neue Stelle fiir je zwei weitere Koeffizienten
der frequenzvervielfachten Reihe. Man erhilt beispielsweise durch die Anwendung der d-
Transformation auf die komplexe Legendre-Reihe nach dem Vorschlag von Sidi 21 Stellen
aus 482 Koeffizienten sowie 27 Stellen aus 642 Koeffizienten der urspriinglichen Reihe
[323, Tab. 7], der Quotient Stellenzahl/(Zahl der Koeffizienten der urspriinglichen Reihe)
ist also nur etwa 0.04. Fiir vorgegebene Genauigkeit benétigt das neue Verfahren also
in diesem Fall nur etwa 35-40% der Koeffizienten, die in dem von Sidi vorgeschlagenen
Verfahren auf der Basis der d(®-Transformation berechnet werden miissen.

Zusammenfassend kann man fiir dieses Beispiel sagen, daf§ fiir vorgegebene Genauigkeit
das neue Verfahren etwa die Hilfte der Koeffizienten benotigt wie das d®-Verfahren auf
der Grundlage der komplexen Legendre-Reihen, und etwa ein Viertel der Koeffizienten wie
das dY-Verfahren auf der Grundlage der reellen Reihe selbst. Der numerische Aufwand fiir
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Tabelle 5.43: Beschleunigung der Reihe (5.162) durch Riickfiihrung auf vier komplexe
Reihen fiir @ = 0.6 und 6 = 27/3 mit Frequenzvervielfachung auf 7 = 10

n —1g|(srn — 5)/s] —lg|(G) —s)/s
6 1.0 6.4
8 1.3 .7
10 0.9 11.4
12 1.2 14.0
14 1.4 15.8
16 1.0 18.1
18 1.3 20.3
20 1.5 22.6
22 1.1 24.9
24 1.3 27.3
26 1.6 29.7
28 1.2 31.2
30 1.4 29.9

das neue Verfahren ist in diesem Fall das Vierfache des Aufwandes fiir eine entsprechende
Levin-Transformation einer komplexen Reihe.

Wir bemerken nochmals, dafl man bei der verallgemeinerten Methode der zugeord-
neten Reihen statt der Levin-Transformation auch andere Transformationen wie den e-
Algorithmus oder die [J-Transformation verwenden kann.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daf§ die (neu eingefiihrte) verallgemeinerte Methode
der zugeordneten Reihen, gegebenenfalls in Kombination mit Frequenzvervielfachung, ein
sehr leistungsfidhiges Verfahren zur Extrapolation von Orthogonalentwicklungen darstellt.



Kapitel 6

Storungstheoretische Methoden

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Methoden diskutiert, die relativ allgemein
hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit waren. Dabei wurde Wert darauf gelegt, dafl die Verfah-
ren flexibel waren, um an verschiedene Problemklassen anpafibar zu sein. Dies konnte man
zum Beispiel durch die Einfiihrung von zusétzlichen Hilfsfolgen erreichen, die Informatio-
nen iiber das asymptotische Verhalten der Reste und — im Falle der 7-Transformation —
problemadaptierte Hierarchien einzubringen erlauben. Sehr hiufig kann man damit schon
ausgezeichnete Ergebnisse erzielen, wobei fiir gute Extrapolation oft gréflenordnungméflig
20-30 Zahlenwerte hinreichen.

In der Praxis gibt es allerdings auch den Fall, daf} die Berechnung eines weiteren
Elementes der zu extrapolierenden Folge immer aufwendiger wird und man daher mit
wenigen Zahlenwerten auskommen muss.

Ein Beispiel dafiir ist die Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie. Zu l6sen ist eine Schro-
dinger-Gleichung

Hy = FEy, (6.1)
wobei der Hamilton-Operator H = Hy + 3V in einen ungestorten Hamilton-Operator H,
mit bekanntem Spektrum (Eigenfunktionen, Eigenwerte) und eine Storung V' zerlegt wird.
Die Storungsreihen von Eigenfunktionen ¢ und Eigenwerten E werden als Potenzreihen
im Kopplungsparameter § angenommen, und die Schrédinger-Gleichung wird Ordnung
fiir Ordnung durch Koeffizientenvergleich in 3 gel6st. Am Ende der Rechnung wird der
Kopplungsparameter dann gleich Eins gesetzt. Die Approximation der Gesamtenergie F
durch Partialsummen der Stérungsreihe

E=Ey+Ei+Ey+Es+Ei+Es+ ..., (6.2)

also die Verwendung der Gesamtenergie n-ter Ordnung
n
EM™ =3"F; (6.3)
j=0
als Approximation des Energieeigenwertes, nutzt den Informationsgehalt der energetischen

Beitréige F; in j-ter Ordnung nicht optimal aus. Extrapolationsverfahren erlauben eine
effizientere Berechnung von E aus den energetischen Beitrdgen F;.

177
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Die Storungsreihe fiir die Energie eines quantenmechanischen Systems ist fiir hohe
Ordnungen immer schwieriger zu berechnen. Dies erklért, warum es relativ wenige Systeme
gibt, bei der es bisher moglich war, storungstheoretische Resultate hoher Ordnungen zu
erhalten.

Das starke Anwachsen des numerischen Aufwandes ist insbesondere fiir die Vielteil-
chenstérungstheorie bedeutsam. Dort kann man fiir kleinere Systeme mit ab initio Pro-
grammen Rechnungen bis zur vierten oder fiinften Ordnung durchfiihren, wihrend Rech-
nungen héherer Ordnung nur sehr selten durchgefithrt werden konnen. Folglich stehen
in der Regel nicht mehr als fiinf bis sechs Zahlen (die energetischen Beitrige F;, i =
0,...,4(,5) der verschiedenen Ordnungen) zur Verfiigung. Diese kleine Zahl von Werten
schrinkt die Zahl der mit gutem Erfolg auf dieses Problem anwendbaren Verfahren stark
ein. Von den auch im mathematischen Bereich hidufiger angewandten Verfahren bietet sich
eigentlich nur die Verwendung von Padé-Approximationen [14, 16, 17] an, die in enger Be-
ziehung zum e-Algorithmus [399] stehen.

Hier stellt sich nun die Frage nach speziellen Verfahren, die an die storungstheoretische
Natur des Problems direkt angepaft sind. Wir werden im folgenden zwei derartige Verfah-
ren besprechen, wobei nur allgemeine Eigenschaften der Stérungstheorie zugrundegelegt
werden, und hinsichtlich einiger mathematischer Eigenschaften charakterisieren. Die Re-
sultate der Anwendung dieser Extrapolationsverfahren auf die Vielteilchenstérungstheorie
werden in einem spéteren Kapitel besprochen. Der vorliegende Abschnitt stiitzt sich auf
[165].

6.1 Goldhammer-Feenberg- und Feenberg-Reihe

Goldhammer und Feenberg [111, 132] haben® vorgeschlagen, den Hamilton-Operator H
dadurch neu zu zerlegen, dafl man den ungestérten Hamilton-Operator Hy mit einem
konstanten Faktor gemifl

Hy(a) = (1 — o) Hy (6.4)

renormiert. Dies nennen wir im folgenden die Feenberg-Skalierung. Kennt man das Spek-
trum von Hy, so ist natiirlich auch das Spektrum von Hy(«) vollstindig bekannt, so
dal man problemlos eine Storungstheorie auf Hy(«) aufbauen kann. Fiir den gesamten
Hamilton-Operator erhélt man die Zerlegung

H = Hy(a) + V(a), V(a)=V +aH,. (6.5)

Diese Zerlegung fiihrt zu einer renormierten Stérungsreihe

E(a) = Ey(a) + Ei(a) + Ey(a) + Es(a) + Ey(a) + Es(a) + . .. (6.6)

1Sie verwendeten urspriinglich die Brillouin-Wigner-Storungstheorie. Der Vorschlag 148t sich selbst-
verstdndlich auch fiir die Rayleigh-Schrédinger-Stérungstheorie verwenden.
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mit Partialsummen — also renormierten Gesamtenergien n-ter Ordnung —
n
=Y Ej(a). (6.7)
=0

Diese hidngen von renormierten Beitrégen j-ter Ordnung F;(«) ab, die durch [111, Eq.

(12)]
Eo(Ol): (].-O[)Eo, E():E1+OZEO,

R0 = g 2 () B, 0z

gegeben sind. Fiir die Berechnung dieser renormierten Beitrége bis zur n-ten Ordnung sind
bei bekanntem o demnach nur die energetischen Beitrige F; mit 0 < j < n erforderlich.
Es sei auerdem bemerkt, da$ fiir n > 2 der energetische Beitrag E,,(«) bis auf den Faktor
(1 — )" ein Polynom (n — 2)-ten Grades ist.

In erster Ordnung ist die Gesamtenergie invariant unter der Feenberg-Skalierung, weil
EM(a) = EM gilt. In zweiter Ordnung gilt

(6.8)

EP(a)=EY 4+ E,/(1-a). (6.9)

Die Funktion £® (a) hat also einen Pol bei a = 1 und nimmt alle reellen Werte an, wenn
a die reellen Zahlen durchlduft. Die urspriingliche Zerlegung entspricht o = 0 und ist fiir
E®)(a) in keiner Weise ausgezeichnet.

Es stellt sich die Frage, wie der Parameter o zu wéhlen ist, um fiir gegebene Ordnung
n > 2 der Stérungsreihe eine méglichst gute Approximation E™ (a) der Gesamtenergie
zu erhalten. Die entscheidende Beobachtung dazu ist, daf} der exakte Wert der Gesamt-
energie selbstverstindlich nur von H abhéngt, nicht aber von der gewihlten Zerlegung in
gestorten und ungestorten Anteil. Dies legt nahe, den Wert von « so zu bestimmen, dafl
die Approximation F™(a) méglichst wenig von a abhingt, also stationir ist beziiglich
einer Variation von «. Fiir n = 2 versagt diese Vorgehensweise iibrigens, da E®) () keinen
stationiren Punkt fiir endliche o hat. Die Stationaritit kann man durch die Forderung

dE™) dE™)

0= - (™) . ()=(n—-1)E,(0)/(1 =), (n>2) (6.10)

an den optimalen Wert o = a(™ beziiglich der Gesamtenergie n-ter Ordnung erreichen.
Der angegebene Zusammenhang zwischen der Ableitung der Gesamtenergie n-ter Ordnung
nach o und dem energetischen Beitrag FE, ergibt sich dabei durch explizite Rechnung.
Ist der optimale Wert bekannt, so erhilt man die entsprechende Goldhammer-Feenberg-
Energie n-ter Ordnung geméf

GF, = E™(a™). (6.11)

Wir halten fest, daB sich fiir n > 2 der optimale Wert a(® in n-ter Ordnung als
Nullstelle eines Polynoms (n — 2)-ten Grades mit reellen Koeffizienten bestimmen l&8t.
Folglich gibt es fiir n > 3 mehr als eine Losung fiir o™, nimlich (n—2) optimale a-Werte,
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und demnach auch ebensoviele Goldhammer-Feenberg-Energien. Ist n > 2 ungerade, so
ist der Polynomgrad ungerade und damit die Existenz mindestens einer reellen Lésung fiir
a garantiert. Die entsprechende Goldhammer-Feenberg-Energie ist dann auch reell. Unter
den anderen Losungen kénnen Paare von komplex-konjugierten Losungen auftreten, zu
denen im allgemeinen Paare von komplex-konjugierten Goldhammer-Feenberg-Energien
gehoren. Diese sind nicht sinnvoll, wenn man gebundene Zusténde betrachtet, kénnen aber
fiir die Beschreibung von ungebundenen Zustéinden (z.B. Resonanzen beim Stark-Effekt)
eine Rolle spielen.
Die Stationaritdt der Gesamtenergie n-ter Ordnung ist verwandt mit dem Konzept der
ordnungsabhéingigen Abbildung (order-dependent mapping) [12, Sec. 18].
Keine Probleme mit Vieldeutigkeit und/oder komplexen Losungen gibt es fiir n = 3.
In diesem Fall gilt
o® = E3/E, . (6.12)

Wenn man approximativ annimmt, dafl sich die energetischen Beitridge wie in einer
geometrischen Progression verhalten, daf also E; = Ej ¢’ gilt, dann folgt fiir n > 1

En(0) = Eoq*(1 = )" (g — )" %, (6.13)

und die Gesamtenergie E(™ (a) ist stationr fiir o = ¢ fiir allen > 2. In diesem Falle kénnte
man also in jeder Ordnung denselben Wert von a benutzen, den man auch als Quotient
E3/FE5 berechnen konnte. Fiir diesen Fall erhéilt man iiber die Stationaritdtbedingung
iibrigens das exakte Resultat E(™(q) = Ey/(1 — q) fiir alle n > 2.

Dabher ist die sogenannte Feenberg-Reihe [307], deren Partialsummen iiber

F,=E™(a®) = E™(F3/E,) (6.14)

definiert sind, ein Spezialfall der sogenannten Geometrischen Approximation [6, 31, 308,
393]. Ahnlich wie der urspriingliche Zugang von Goldhammer and Feenberg [132, 111] er-
fordert die Berechnung der Feenberg-Reihe nur die Terme E; der urspriinglichen Stérungs-
reihe. Explizit gilt

F3:E0+E1+E22/(E2—E3), (615)
was mit der Padé-Approximation [2/1] iibereinstimmt, sowie
E E5?
Fy=Ey+ B+ —5 + i i (6.16)
“E (-m) (-p)F
E2 E2 EQ 2
und )
E E
Fs = Ey+ Ey + 2E + . 3 — ’ 3
E AR
b B, E» (6.17)
Es Es E4 E5®
+ 4 4 4
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Auflerdem gilt F3 = G'F3.

Fiir n = 4 ergeben sich zwei Goldhammer-Feenberg-Energien. Diese sind allerdings in
allen von uns betrachteten Anwendungen komplex-konjugiert. Ihr Mittelwert ist reell und
wird im folgenden als GF4b bezeichnet.

Fiir n = 5 gibt es stets eine reelle Goldhammer-Feenberg-Energie

1 \/_ E® F,B
GFs=F,+ FE -
s=FRot B 5 G C2B Tt o2 O
E3° N E3 3 E*E,
C4{E,"B3  CYE,2B3 Ct F,' B3
. F32 E2 3 E,Es N E3*
C*E,*B3 2C*E, (BE,’B?
L Ey’ E, N E LB B
(3 F, B2 C3E,B2 C (3 (6.18)
1FE E5? E5? E, B?
e ot

2C* C!E,B  C3FE, C3

A: —3E32E42—|—4E2E43—6E3E2E4E5+E52E22+4E5E33

p_( 3EB 1B Bl 1VA\"
"\ 2 B2 2B, BY 2 E?
B> By By

C=1-B-
E22B+EQB B,

(als Nullstelle eines reellen, kubischen Polynoms).

Den Mittelwert der anderen beiden, in den betrachteten Anwendungen stets komplex-
konjugierten Energien nennen wir GF5b. Dies ist stets eine reelle Grofe.

Wir betrachten als einfaches Beispiel den Hamilton-Operator

H=p*+ (1+\)2? (6.19)

eines eindimensionalen, harmonischen Oszillators mit Grundzustandsenergie

=1+ _Z 1/2 (=) (6.20)

fiir |A] < 1. Aus der angegebenen Taylor-Reihe in \ liest man fiir die Zerlegung
Hy =p* + 27 V= \a? (6.21)

die energetischen Beitrige

Ej = (_1/2)] (—)\)j (622)
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ab.
Dann ergibt sich Fy = F5 = GF5, da E3/E, auch Nullstelle von Ej(«) ist. Auflerdem
gilt

EW-E = —2—;6)\5+@)\6— M)\7+O()\8)
GF4b—E = ﬁxﬁ - MM +0 (\%)
E®) —F = %AG - MV +0 (A% (6.23)
GFs—E = @)\6 - MV +0 (\%)
GF5b— E = 20748)\ + mv +0 (\%)

Man sieht also, daB fiir dieses Beispiel die fiihrende Ordnung des Fehlers beim Ubergang
von EY zu Fy bzw. GF4b ganz eliminiert wird und der Fehler in der folgenden Ordnung
A um den Faktor 21 bzw. 8.4 reduziert wird. Vergleicht man E®) mit GFy bzw. GF5b,
so wird der Fehler in fiihrender Ordnung jeweils deutlich reduziert.

Abschlielend soll noch der Einflufl eines konstanten Faktors ¢ untersucht werden, mit
dem alle Terme der urspriinglichen Stérungsreihe multipliziert werden, gemifl F; — ¢ E;
fiir alle j. Aus der Definition sieht man sofort, da§ dann auch E;(a) — ¢ Ej(«) fiir alle j
und folglich auch E™(a) — ¢ E™ () fiir jeden festen Wert von a gilt. Damit bleiben alle
Extrema von E™ (a) bzw. Nullstellen von E,(«) invariant, also o™ — o™ . Damit folgt
F, — c¢F, und GF, — cGF, fiir alle Feenberg- und Goldhammer-Feenberg-Energien.
Faft man diese als Funktion der Terme E; der urspriinglichen Stérungsreihe auf, so kann
man also

F.(cEy,...,cE,) =cF,(Fy,...,E,) (6.24)

und
GF,(cEy,...,cE,) =cGF,(Ey,...,E,) (6.25)

schreiben, wobei man im Falle der Goldhammer-Feenberg-Energien dieselbe Nullstelle a(™)
verwendet.

6.2 Effektive charakteristische Polynome

Die Methode der effektiven charakteristischen Polynome wurde von Cizek und Mitar-
beitern eingefiihrt und auf die Berechnung der Korrelationsenergie von Modellsystemen
angewandt [42, 43, 44, 45, 77, 101, 346] sowie fiir die Summation der Stérungsreihe an-
harmonischer Oszillatoren verwendet [79].
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In der linearen Variationsmethode mit n orthonormalen Basisfunktionen {¢;}7_, fiir
den Hamilton-Operator H tritt das charakteristische Polynom P,(E) vom Grade n in der
unbekannten Energie E auf:

Po(E) = det [(6;|Hl6) — B oy (6.26)
Gilt H = Hy + V, so hat dieses Polynom die Struktur [79, Eq. (3.2)]

n n—j
Py(E) =3 FE Y fajuB" (6.27)

j=0 k=0
mit f,,o0 = 1. Es hdngt also von N = n(n + 3)/2 Koeffizienten f, ; ab, die zu bestim-
men sind, wenn man Approximationen fiir die Energie berechnen will. Kennt man alle
Operatoren und Basisfunktionen, so kann man die Koeffizienten iiber Matrixelemente von
Hjy und V berechnen. In der Methode des effektiven charakteristischen Polynomes werden

diese Koeffizienten stattdessen aus den Termen von Stérungsreihen berechnet.

Wir betrachten den Fall, dal man die Storungsreihe eines nichtentarteten Eigenwertes
beziiglich einer bestimmten Zerlegung von H = Hy + SV betrachtet. Die Storungsreihe
fiir F ist dann durch o

E=YE;# (6.28)
§=0
gegeben. Setzt man GI. (6.28) in Gl. (6.27) ein und macht eine Taylor-Entwicklung in 3,
so erhélt man ein Resultat der Form

P, (i E; ﬁj> =Y A8 40 (8™) . (6.29)
= k=0

Die A;, hdngen von den f, ;, ab. Da P, (E) = 0 fiir einen Eigenwert E gelten mu8, fordert
man

P, (Ey+ BE, + 3*Ey +...) = O(pN) (6.30)

bzw.
Ap=0, 0<k<N-1. (6.31)

Dies ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten f, ; ;. Daraus
werden nun die Koeffizienten bestimmt. Damit ist das effektive charakteristische Polynom
P,(E) vollstindig bestimmt. Approximationen fiir den Energieeigenwert E erhilt man
nun als Losung der effektiven Sdkulargleichung P, (E) = 0. Schliefilich setzt man noch
gegebenenfalls § = 1.

Wenn nur wenige Terme der Storungsreihe bekannt sind, ist der Grad des effektiven
charakteristischen Polynomes notwendigerweise klein. Fiir Polynomgrad n = 2 sind fiinf
Koeffizienten zu bestimmen. Dafiir reichen die Terme FEj,..., E; der Stérungsreihe aus.

Verfahrt man wie oben beschrieben, so erhilt man als explizite Losung der effektiven
Sékulargleichung P»(F) = 0 den Ausdruck

B2 By — By +\/ (B2 — Ey)? — 4(B, Ey — E3)

[, =FEy+ FE| +—= 6.32
2 0+ 1+2 E2E4—E§ ( )
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Eine weitere Losung — mit einem Minuszeichen vor der Quadratwurzel — ergibt fiir kleine
f nur dann das korrekte Ergebnis, wenn F, > 0 gilt, was bekanntlich in Stérungreihen fiir
die Grundzustandsenergie physikalischer Systeme nicht auftreten kann.

Explizite Rechnung zeigt, dafl diese Approximation fiir die Energie invariant unter
einer Feenberg-Skalierung von H ist. Es gilt

y(Ey, . .., Ey) = Ia(Ey(a), . .., Ey()) . (6.33)

Da das echte charakteristische Polynom nur vom gesamten Hamilton-Operator abhéingt
und damit invariant unter der Feenberg-Skalierung ist, ist zu vermuten, dafl die Invarianz
nicht nur fiir I, der Approximation auf der Basis des effektiven charakteristischen Po-
lynomes zweiten Grades, sondern auch fiir Approximationen auf der Basis von effektiven
charakteristischen Polynomen héheren Grades gilt.

Multiplikation aller Terme der Stérungsreihe mit einem konstanten Faktor geméfl F; —
c E; fiihrt zur Multiplikation von IIy mit diesem Faktor, also Il — cIIy. Dies kann man
auch als

HQ(CEU,...,CE4) :CHQ(EU,...,E4) (634)

schreiben.
Betrachten wir nun das Beispiel aus dem letzten Abschnitt. Setzt man die Terme F;
aus Gl. (6.22) in die Formel fiir II; ein, so folgt

M =vVI+A, (6.35)

also das exakte Resultat fiir die Grundzustandsenergie des harmonischen, eindimensiona-
len Oszillators H = p* + (1 + \) z%. Fiir dieses Beispiel ist demnach das effektive cha-
rakteristische Polynom niedrigsten Grades der Verwendung der Feenberg-Reihe und der
Goldhammer-Feenberg-Approximation iiberlegen.

Es gibt es noch weitere denkbare Vorgehensweisen. Wie Cizek und Mitarbeiter gezeigt
haben, kann man zur Berechnung des effektiven charakteristischen Polynoms Informa-
tionen aus Stérungsentwicklungen fiir kleine Kopplungskonstanten mit solchen fiir grofe
Kopplungskonstanten miteinander kombinieren. Betrachtet werden dabei jeweils Entwick-
lungen fiir einen einzigen Eigenwert.

Es ist aber auch moglich, Storungreihen fiir kleine Kopplungskonstanten von mehreren
verschiedenen Eigenwerten zu betrachten. Dies wird in Anhang E demonstriert fiir den
Fall, da man die Stérungsreihen 3°; E; 67 und 3°; E ; (37 fiir zwei nichtentartete Ener-
gieeigenwerte zur Bestimmung von P5(E) benutzt. In diesem Fall werden die Terme bis
einschliefllich der zweiten Ordnung einer ersten Storungsreihe und bis einschliefilich der
ersten Ordnung einer zweiten Storungsreihe verwendet. Dann zeigt sich, dal die beiden
Nullstellen dieses effektiven charakteristischen Polynomes durch

~ 1 1 1 1

1
E,=-F - F - F —FEi1— = 2_92F,F
1= 2,0 1+ 5 10+ 5 2,1 5 f1 2( 2,0 2,0 /1,0

+2Fy0Fy) —2FE) Fypo + El,o2 —2FE,0Fs,
+2E 10 + E2,12 —2E, By + El,12 —4F5E,

1/2
+4 By B )

(6.36)
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und 1 1 1 1 1
Ey=—FEyo+-FEig+-FEay1+-FEii+2

Fyo?—2E,E
5 2. 5 1. 5 2. 5 2 2(2,0 2,0 1410
+2Fy0Fy) —2F 1 Fag+ Ei1 " —2FEFy,
+2F0FE )+ Ez,12 —2F, Fyy + El,12 —4FE, 9 Fy

1/2
+4 By By )

(6.37)

gegeben sind, durch die man die beiden gesuchten Eigenwerte ndherungsweise bestimmen
kann.

Anstelle der Terme der Ordnung bis einschliefllich 3* einer Stérungreihe kann man
demnach auch die Terme der Ordnung bis einschlieBlich 3? einer Stérungreihe sowie Terme
der Ordnung bis einschliellich § einer zweiten Storungsreihe benutzen, um ein effektives
charakteristisches Polynom zweiten Grades abzuleiten.

Abschlieflend betrachten wir dazu wieder ein Beispiel. Wendet man das oben beschrie-
bene Verfahren auf die untersten beiden Eigenwerte des harmonischen Oszillators (6.19)
an, so gilt

1 1
Eipg=1, Eix= 3 N 3 A? (6.38)
und 5
E2,0 - 3 3 E2’1 - 5 )\ . (639)

Damit ergibt sich

. 1
E1=2+)\—§\/4+4)\+2)\2 (6.40)
E2_2+)\+ \/4+4)\+2)\2 (6.41)

Taylor-Entwicklung fiihrt auf

. 1.1 3
E =1 —)\——)\2 LISC I AU I A 42
e 8 16 128 +256 +O(X) . (6.42)
3 1 3
Ey,=3 5 oty 3o Lysion 6.43
2T IF AT 6" 128 256" () - (6.43)
Die wahren Eigenwerte dagegen haben die Taylor-Entwicklung
1 5 7
1 -1 = 2 3 Y 4 5 6 44
VItA=1+g =5\ 8)\ TR +256)\ +0 (X%, (6.44)
3 3 15
V1A= —)\——)\2 S 2l A6 4
SVI+A=3+54-% 16 128" T 256 +O( ) (6.45)

Das zeigt, dafl in diesem Beispiel fiir den ersten angeregten Zustand keine wesentliche
Verédnderung des Fehlers bei Verwendung der Ndherung auf der Grundlage des effekti-
ven charakteristischen Polynoms erzielt wird. Fiir den Grundzustand ist dies anders: Der
Fehler der zweiten Ordnung Stérungstheorie ist O(A?), wihrend der Fehler von F; von
der Ordnung O(A*) ist. Der Fehler verkleinert sich also durch Verwendung des effektiven
charakteristischen Polynomes.
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Kapitel 7

Bekannte Verfahren fiir Vektor- und
Matrizenfolgen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Extrapolationsverfahren fiir Vektor- und Ma-
trizenfolgen, also Folgen von nichtskalaren Objekten, im Gegensatz zu Zahlenfolgen bzw.
Folgen von Skalaren. Eine erschépfende Darstellung ist nicht beabsichtigt. Einen Uberblick
iiber solche Verfahren vom mathematischen Standpunkt findet man in [59, Kap. 4,6]. Fiir
weitergehende Informationen sei auch auf die Literatur verwiesen [47, 48, 49, 58, 61, 63,
64, 84, 124, 137, 138, 140, 149, 150, 185, 186, 220, 221, 227, 233, 242, 246, 251, 250, 252,
262, 267, 269, 270, 304, 305, 312, 313, 319, 320, 322, 325, 326, 330, 331, 394, 401].

In diesem Kapitel bezeichnen wir allgemein Folgenelemente mit lateinischen, dagegen
Vektorkomponenten bzw. Matrixelemente mit griechischen Indizes. Aulerdem identifizie-
ren wir alle Vektoren mit Spaltenvektoren mit d Komponenten, also mit d x 1 Matrizen,
wobei d die Dimension des zugehorigen Vektorraumes )V ist. Damit kdnnen die iiblichen
Matrixoperationen wie Transponieren und Adjungieren durchgefiihrt werden. Ist also bei-
spielsweise

a1
a
i=| "1, (7.1)
Qad
so gilt
C_I:T: (al,aQ,...,ad) s (7 2)
i = (al,a},...,a}) . '

Damit kann man zum Beispiel das iibliche Skalarprodukt zweier komplexer Vektoren @ und
b als @'b schreiben. Aufierdem kann man das symmetrische Produkt dieser Vektoren als die
Zahl @Th definieren, das offensichtlich invariant unter Vertauschung von @ und b ist und
im Falle reeller Vektoren mit dem Skalarprodukt zusammenfillt. Sollen die Komponenten
x4 eines Vektors & verdeutlicht werden, so schreiben wir auch ¥ = (z,). Analog wird die
Kurzschreibweise (A, ) fiir eine Matrix A mit Komponenten A, 3 benutzt.

187
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Matrizen kann man natiirlich auch als Vektoren auffassen, indem man beispielsweise
die Elemente einer m x n-Matrix mit den Komponenten eines m - n-dimensionalen Vektors
in einer beliebigen, aber festen Reihenfolge identifiziert. Allerdings gibt es im Falle von
quadratischen Matrizen auch Inverse, was andere Algorithmen moglich macht. Demnach
sind alle Algorithmen, die wir unten fiir Vektorfolgen diskutieren, direkt auf Matrizenfol-
gen anwendbar.

7.1 Grundlagen

In der Praxis treten hdufig nicht nur Zahlenfolgen mit langsamer Konvergenz auf, sondern
auch langsam konvergierende Folgen von komplizierteren mathematischen Objekten, wie
zum Beispiel Folgen von Vektoren und Matrizen.

Beispielsweise treten Folgen von Vektoren bei der iterativen Ldsung von Systemen
linearer oder nichtlinearer Gleichungen auf. Vektorfolgen sind auch wichtig bei der Losung
von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen mit den Methoden der finiten
Differenzen oder finiten Elementen. Ferner fiihren viele Verfahren zur Berechnung von
Eigenwerten und -vektoren von Matrizen auf Vektor- und Matrizenfolgen.

Im Prinzip ist es moglich, die Extrapolationsverfahren fiir Zahlenfolgen komponenten-
weise anzuwenden, um auch Vektor- und Matrizenfolgen zu extrapolieren. Ist also @, eine
Folge von Vektoren mit Komponenten v, , und ist 7' : {s,} — {s]} irgendeine Trans-
formation fiir Zahlenfolgen, wie wir sie in den vorangegangenen Kapiteln kennengelernt
haben, so erhilt man eine Transformation T : {#,} — {7}, indem man Vo = T'(Vn,q) fiir
alle Komponenten setzt. Im Falle, daf} die Algorithmen von Hilfsfolgen abhéngen, gibt es,
wie wir sehen werden, auch die Mdoglichkeit, in die Extrapolation der einzelnen Kompo-
nenten Informationen iiber das Verhalten der anderen Komponentenfolgen einflielen zu
lassen. Diese komponentenweisen Algorithmen konnen durchaus erfolgreich sein.

Allerdings bieten speziell an die Vektor- bzw. Matrixnatur des Problems angepafite Ver-
fahren mehr Moglichkeiten. Man kann beispielsweise versuchen, Informationen beziiglich
einer Komponentenfolge fiir die Extrapolation der anderen Komponentenfolgen auszunut-
zen.

Sehr haufig kann man Algorithmen fiir Zahlenfolgen, also skalare Algorithmen, relativ
direkt auf Vektor- und Matrizenfolgen verallgemeinern. Hat man beispielsweise ein Folge
s, quadratischer Matrizen zu extrapolieren, kann man den e-Algorithmus so anwenden,
dafl man alle Elemente e,(;””) der e-Tafel als quadratische Matrizen e,‘j” interpretiert. Man
erhélt so den Matrixalgorithmus

Mg e

671 = 60 = Sn )
n n+1 n+1 n)j— (73)
ety = e + [ — )

Man erkennt allerdings, dafl man in jedem Schritt des Verfahrens Matrixinverse zu berech-
nen hat. Dies ist fiir kleine Matrizen durchaus akzeptabel, schon fiir mittelgrofie Matri-
zen ist dies allerdings numerisch sehr aufwendig. Auf Besonderheiten bei der Berechnung
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von Funktionen von quadratischen Matrizen mittels Extrapolationsverfahren werden wir
spiter gesondert eingehen.

Im Falle von Vektoren und nichtquadratischen Matrizen ist man prinzipiell dadurch
behindert, dafl diese Objekte keine Inversen besitzen, so daf3 die auf rationalen Operationen
beruhenden, skalaren Verfahren nicht direkt iibertragen werden kénnen.

Einen Ausweg aus beiden Problemen bietet die Verwendung von Pseudoinversen. Diese
kann man auch fiir Vektoren definieren und erhélt damit eine Moglichkeit, die skalaren
Algorithmen auch mit gewissen Anpassungen auf Vektoren und Matrizen ausdehnen zu
kénnen.

Pseudoinverse werden im Abschnitt 7.1.1 besprochen. Im Anschlufl daran werden wir
Iterationsfolgen und ihre Extrapolation diskutieren.

SchlieBllich werden einige Besonderheiten bei der Berechnung von Funktionen von qua-
dratischen Matrizen mittels Extrapolationsverfahren behandelt.

7.1.1 Pseudoinverse

Fiir Vektoren 7 # 0 gibt es keine Inversen. Stattdessen kann man Pseudoinverse P(7)
verschiedener Art einfiithren. Diese sollten beziiglich in einer geeignet gewéhlten binéren
Relation (@, b) insofern Eigenschaften von Inversen haben, da$ u(7, P(7)) = 1 gilt. Au-
Berdem sollte fiir eindimensionale reelle Vektoren, also Zahlen v die Beziehung P(v) = 1/v
gelten.

Wir definieren

e Pseudoinverse beziiglich eines Skalarproduktes:
U= . (7.4)

Diese erfiillen
[0 g =1. (7.5)

— — g
() = =—. 7.6
i) =% (7.6
Diese erfiillen
7 ()7 =75 = 1. (7.7)
Auflerdem gilt fiir jeden Vektor a
i () oty = 'y (7.8)

sowie
7 [o-(p)'a=g'a. (7.9)
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e Pseudoinverse beziiglich eines symmetrischen Produktes:

i
Tl p— 7.10
YT T (7.10)
Diese erfiillen
7To~ =1. (7.11)

e Pseudoinverse beziiglich eines symmetrischen Produktes und eines weiteren Vektors
y#0:
— — y
U (Y) = == - (7.12)
Diese erfiillen

7T () =1. (7.13)

Auflerdem gilt fiir jeden Vektor @

alv. () vTy=a’y. (7.14)
e Pseudoinverse beziiglich einer Norm ||(.)||
= (7.15)
il
Diese erfiillen
1711 = 1/14]] . (7.16)

Offensichtlich gilt ¥_(¢) = ¥~. Verwendet man bei einem Vektorraum mit Skalarprodukt
als Norm [|#]| = V77, so gilt &' = . Man kann aber auch jede andere Norm verwenden.
Im Falle reeller Vektoren fallen Skalarprodukt und symmetrisches Produkt zusammen,
und es gelten die Gleichungen 7~ = v~ sowie ¢ () = v_(¥).

Man beachte, dafl man Pseudoinverse beziiglich eines Skalarproduktes in jedem Hilbert-
Raum und Pseudoinverse beziiglich einer Norm in jedem Banach-Raum definieren kann.
Die Konzepte sind damit auch direkt auf Funktionenriume anwendbar, wie sie in der
Quantenmechanik h&ufig vorkommen.

Auch fiir Matrizen A # 0 kann man verschiedene Varianten von Pseudoinversen ver-
wenden. Wir definieren im Falle einer m x n Matrix A:

e Linksinverses (falls m > n):
Al = (ATA) AT (7.17)

Dann gilt
AA =1, (7.18)
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e Rechtsinverses (falls m < n):
AR = AT(A AN (7.19)

Es folgt
AAf=1, (7.20)

e Pseudoinverses beziiglich der Spurnorm:

.l.
tr _ A
TN (7.21)

Damit folgt
tr(AAY) = tr(ATTA) =1 (7.22)

e Pseudoinverses beziiglich einer Matrixnorm:

No — AT
JATA]|

(7.23)

Dafiir gilt
|AY° Al =1 (7.24)

Wir bemerken, daf es andere Matrizen als A’ geben kann, die A” A = 1,, erfiillen.
Diese werden auch als Linksinverse bezeichnet. Entsprechendes gilt fiir Rechtsinverse.
Ferner ist die Niitzlichkeit von A” und A® dadurch eingeschriinkt, daff ihre Berechnung
auf einer Matrixinversion beruht, die im Falle grofler Matrizen zu hohem numerischem
Aufwand fiithren kann.

Man kann noch weitere Pseudoinverse von Matrizen einfiihren, zum Beispiel durch Sin-
guldrwertzerlegungen (Singular Value Decomposition, SVD). Diese sind allerdings relativ
aufwendig zu berechnen, weshalb sie im folgenden keine Verwendung finden.

Analoge Pseudoinverse kann man auch fiir lineare Abbildungen A : V; — V, zwischen
allgemeinen Vektorrdumen V; einfiihren, insbesondere fiir Operatoren auf Hilbert- oder
Banach-Raumen.

7.1.2 TIterationsfolgen

Sehr hiufig hat man in der Praxis Systeme von Gleichungen zu 16sen. Sind diese linear, so
stehen eine grofle Anzahl von Verfahren zur Verfiigung, wobei sich insbesondere fiir grofle,
diinn besiedelte Matrizen Iterationsverfahren anbieten. Diese haben meist die Struktur

Tpi1 = A + b (7.25)

wobei A eine quadratische Matrix ist. Fiir nichtlineare Gleichungen und Gleichungssys-
teme stellen Iterationsverfahren einen besonders wichtigen und konzeptionell einfachen
Ansatz zur numerischen Losung dar.
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In diesem Abschnitt sollen Methoden diskutiert werden, wie man im Prinzip Extrapo-
lationsverfahren auf Iterationsverfahren anwendet.
Wir betrachten generell Iterationsverfahren der Form

fn«kl - (I)n(ffo, fl; e ;fn) . (726)

Hierbei ist 7y ein Startvektor aus dem Vektorraum )V, aus dem man durch sukzessive
Anwendung der Iterationsfunktionen ®, : V"1 — V weitere Vektoren der Iterationsfolge
Z,, berechnet. Hierbei bezeichnet V! = ®;L;“11 V das (n + 1)-fache Tensorprodukt von V.
Ein besonders wichtiges Beispiel sind Iterationen mit Funktionen ® : V — )V der

Form
T = @(7,) , (7.27)

die zur Bestimmung eines Fixpunktes ¥, einer Funktion ¥ : ) — V gemif
7, = U(%,) (7.28)

eingesetzt werden. Ist ® = W, so spricht man von direkter Iteration, die auch als Picard-
Tteration bezeichnet wird. Uber die Fehler 6%, = 7, — @, bei der direkten Tteration sind
Aussagen moglich, wenn ¥ differenzierbar ist. Durch Taylor-Entwicklung am Fixpunkt
ergibt sich ndherungsweise

—

0T i1 + T = U(T,) + ([62,] TV)U(Z,), (7.29)
woraus durch Beachtung der Fixpunktgleichung
571 ~ ([62,] TV)W(Z,) (7.30)

folgt. In der Ndhe des Fixpunktes multipliziert sich demnach der Fehler durch einen Ite-
rationsschritt gemaf
0Ty ~ J, 07, (7.31)

mit der Jacobi-Matrix J,. = (J. ) am Fixpunkt, mit Elementen

ov,,
8:1:5

Jeap = (7.32)

T=(zy)=2x

Die Konvergenz oder Divergenz der Picard-Iteration in der N&he des Fixpunktes wird
demnach durch das Spektrum von J, bestimmt. Es gilt ndherungsweise 6%, = O(A%..),
wobei Apax der betragsgrofite Eigenwert (bzw. der Spektralradius) von J, ist. Hat also
die Matrix J, Eigenwerte mit Betrag grofler als Eins, so ist der Fixpunkt instabil und die
Iterationsfolge divergiert, da zumindest durch numerische Effekte die Iterationvektoren in
der Regel Komponenten in Richtung der entsprechenden Eigenvektoren haben, die durch
die Iteration exponentiell anwachsen. Sind alle Eigenwerte betragsméflig kleiner als Eins,

so konvergiert die Iterationsfolge, der Fixpunkt ist stabil. Fiir |Apnax| = 1 ist der Fixpunkt
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metastabil, und bestimmte Komponenten des Fehlervektors dndern sich durch die Iteration
ndherungsweise im Betrag nicht.

Fiir die obige Diskussion ist unerheblich, ob man die Ableitungen der Iterationsfunktion
numerisch tatséchlich berechnen kann oder nicht.

Kann man aber an gegebener Stelle © Ableitungen von ¥ numerisch berechnen, so
wird eine andere Klasse von Iterationsverfahren moglich. Dazu formuliert man die Taylor-
Entwicklung (7.31) am Fixpunkt nochmals gemé#8

U(T,) ~ T+ I, (F — 7.) (7.33)

um und 16st nach dem Fixpunkt auf, wobei angenommen wird, daf} die Matrix 1 — J,
invertierbar ist:

T, (1-J,) 1 (U(Z,) - .2 =%, — (1 - J,) (&, — V(&) . (7.34)

Wiirde man also J, kennen, so konnte man eine bessere Ndherung fiir den Fixpunkt
ausrechnen. Dazu miifite der Fixpunkt aber schon bekannt sein. Als Ausweg kann man die
Jacobi-Matrix am Fixpunkt durch die bei &, ndhern, also J, ~ J(#,)) = (Ja,3(%n)) setzen,
wobei die Elemente der Jacobi-Matrix J(Z) allgemein durch

ov,

Jo5(Z) = (7.35)
075 |3 (s,
definiert sind. Man erhéalt so ein neues Iterationsverfahren der Struktur
Tp1 =%, — (1 — J(fn))*l(fn —U(Z,)) . (7.36)

Dies ist nichts anderes als ein mehrdimensionales Newton-Raphson-Verfahren, das ja im
eindimensionalen Falle zur Nullstellenbestimmung einer Funktion f(x) verwendet wird
und dort als

et = o f(@n)
definiert ist. Um dies einzusehen, braucht man nur f(z) = x — ¥(z) zu setzen, woraus
f(x,) =1—=J(x,) mit J(x) = ¥'(z) folgt.

Das Newton-Raphson-Verfahren kann man auch so interpretieren, dafy die urspriingli-
che Tterationsfunktion ® = ¥ durch eine neue Iterationsfunktion

(7.37)

ONR(D) =7 — (1 - J(@)) (& — ¥(T)) (7.38)

ersetzt. Diese ist fiir alle & definiert, fiir die 1 — J(&) invertierbar ist, und hat die gleichen
Fixpunkte wie ¥. Auflerdem verschwindet die Jacobi-Matrix von @z an den Fixpunkten,
so daf} lokale Konvergenz im allgemeinen gesichert ist. Allerdings ist die Iterationsfunktion
beim Newton-Raphson-Verfahren hochgradig nichtlinear, so dafl selbst im eindimensiona-
len Fall chaotische Phdnomene wie zum Beispiel seltsame Attraktoren auftreten konnen
[309, S. 140].
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Es gibt aber viele Fille, wo die numerische Berechnung von Ableitungen von ¥ nicht
durchfiihrbar oder zu aufwendig ist. In diesem Fall kann man die im folgenden besproche-
nen Verfahren einsetzen.

Viele Extrapolationsverfahren fiir Iterationsfolgen kann man so auffassen, dafl man
statt der Niherung J, ~ J(%,) andere Niherungen J, ~ J,, verwendet, die wie im Falle
des Newton-Raphson-Verfahrens zu abgeinderten Iterationsfunktionen

,(7)=2—-(1-7J,) (7 U() (7.39)

fiithren. Hierbei hiingen die Niherungen J, im allgemeinen von anderen Elementen Z,,,
m # n ab. Im Falle eines eindimensionalen Sehnen- bzw. Sekantenverfahrens (requla falsi)
verwendet man beispielsweise die Néherung J,, = (¥ (zy,) — ¥(zp-1)/(xn — Tp_1).

Allgemeiner gefafit bedeutet das, dafl man durch die Extrapolationsverfahren neue
Iterationsfunktionen der Struktur ®, (%o, Z1,...,7,) wie in Gl (7.26) erhélt. Will man
umgekehrt Extrapolationsverfahren fiir Iterationsfolgen konstruieren, mufl man angeben,
wie man aus der Iterationsfunktion ® = W der direkten Iteration diese neuen Iterations-
funktionen erhélt. Ein wichtiges, relativ allgemeines Verfahren dazu wird im folgenden
vorgestellt.

Hierzu nehmen wir an, dafl man irgendein Extrapolationsverfahren 7" fiir Vektorfolgen
{5,} kennt, mit dem man aus k£ + 1 gegebenen Folgenelementen einen transformierten
Wert geméf

§ =T(5,51,-..,5k) (7.40)

berechnet, der eine bessere Niaherung fiir den Grenzwert § der Folge darstellen soll. Das
Cycling-Verfahren besteht nun aus den folgenden Schritten: Zunéchst fiihrt man die direk-
te Tteration m-mal durch und berechnet #,, , um in die Nahe des Fixpunktes zu kommen
(m = 01ist erlaubt). Jetzt fiihrt man im Wechsel k weitere direkte Iterationen und dann Ex-
trapolationen zur Berechnung neuer Startvektoren durch, bis das Verfahren (hoffentlich)
konvergiert. Formal kann man dies so beschreiben: Ein k-Zyklus beziiglich der Iterati-
onsfunktion ¥ und des Extrapolationsverfahrens 7" bei 7 ist definiert als eine Abbildung
Zy & — @, die durch den Algorithmus

17:0: f
T=(T;1), (G=1,...,k) (7.41)
fI: T(’lzo, 12'1, ce ,ﬁk)

beschrieben wird. In einem k-Zykel wird also k-mal die Funktion ¥ sowie einmal der
Extrapolationsalgorithmus 7" verwendet. Das Cycling-Verfahren ist dann fiir den Start-
vektor ¥ durch die Gleichungen

l_"o - .i')g
fj :\Ij(fj,l) y (] = 1,...,m) (742)

fm-l—j: Zk(fm-i-j—l) ) (J =1,.. )
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definiert. Das bedeutet, dal durch das Cycling-Verfahren nach m Voriterationen die Ite-
rationsfunktion ® = ¥ durch die neue Iterationsfunktion Z; beziehungsweise durch

O =T (2, V(7,),YolU(Z,),...,¥o...0U(7,)) (7.43)
k-fach

ersetzt wird. Hat man N Zyklen abgeschlossen, so wurde (k N + m)-mal die Funktion ¥
und N-mal der Algorithmus 7" verwendet.

Dieses Verfahren kann insbesondere bei divergenten Iterationen instabil werden. Dann
kann man es durch eine Relaxationsmethode stabilisieren. [59, S. 327-330] Dabei ersetzt
man die direkten Iterationen in Gl. (7.41) durch die Vorschrift

l_[j = ﬁjfl + an(\I!(ﬁj,l) — 17:];1) s (] = 1, ceey k) . (744)

Hierbei sollte die Zahl o, so gewéhlt werden, da8 fiir jeden Eigenwert \; der Jacobi-Matrix
J. die Bedingung [49]
1+ a, (N —1)] <1 (7.45)

erfiillen, falls alle Groflen (A\; — 1) Realteile gleichen Vorzeichens haben. Sonst ist die
Stabilitit am gréfiten, wenn

1+a,(A—1)]<1  mit [A—1] = max|\; — 1 (7.46)
J

gewéhlt wird. Da die A; im allgemeinen unbekannt sind, kann man das folgende Verfahren
benutzen, um «,, ausgehend von oy = 1 zu berechnen [59, S. 328]:

U_;OZ _’n )
u_;’lz ?170 + an,I(W(wo) - U_;O) ) (747)
o [ — |

(@) — @y — V(i) + wol|

mit
7] = rnoa}x|va| ) (7.48)

In der Praxis beobachtet man fiir schlechte Startpunkte bzw. instabile Fixpunkte Di-
vergenz der Iterationsfolgen. Dies trifft auch auf Newton-Raphson-Verfahren zu. Bemer-
kenswerterweise ist dies in Untersuchungen deterministischer Modelle chaotischer Systeme
ein typisches Verhalten. Auch sollte man sich vor Augen halten, daf} bei nichtlinearen Ite-
rationsfunktionen ziemlich eigentiimliche Phinomene wie fraktale Begrenzungen der Ein-
zugsgebiete verschiedener Fixpunkte oder seltsame Attraktoren auftreten kénnen. Eine
weitere Bemerkung ist, dafl die Wahl der Iterationsfunktion entscheidet, ob ein Fixpunkt
stabil oder instabil ist. Es gibt ja Fille, in denen direkte Iterationen nicht konvergieren,
wahrend beispielsweise entsprechende Newton-Raphson-Verfahren durchaus konvergieren,
da die Iterationsfunktion eine andere ist. Wie sind Vektorextrapolationsmethoden hier
einzuordnen?
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Eine erste Beobachtung ist, dal natiirlich auch nichtlineare Extrapolationsverfahren
AnlaBl zu chaotischen Phinomenen geben sollten, wenn ihr Output iterativ wieder als Input
verwendet wird. In vielen Anwendungen ist dies aber nicht die iibliche Anwendungsweise
von Extrapolationsverfahren und diese komplexe Dynamik ist folglich wenig untersucht
worden (vgl. aber [183]) Fiir Fixpunktiterationen kann ein Cycling-Verfahren als eine
gednderte Iterationsfunktion gemaf Gl. (7.43) aufgefafit werden. Ist diese neue Funktion
nichtlinear, was normalerweise der Fall ist, wenn die urspriingliche Iterationsfunktion oder
der Vektorextrapolationsalgorithmus nichtlinear ist, so sind chaotische Phinomene zu er-
warten wie fiir andere nichtlineare Iterationsfunktionen auch. Allerdings erwartet man,
daf} ein instabiler Fixpunkt von ® = ¥ durch geeignet gewihlte Extrapolationsverfahren
in einen stabilen Fixpunkt von ® transformiert wird. Dies ist tatsidchlich moglich, wie wir
in Kap. 13 sehen werden.

Dies ist verkniipft mit einem zweiten und wichtigeren Aspekt von Extrapolations-
verfahren. Sie konnen divergente in konvergente Folgen verwandeln. Dies ist fiir skalare
Verfahren wohlbekannt. Ein Beispiel ist die durch rationale Approximation vermittelte
analytische Fortsetzung von Potenzreihen in Gebiete auflerhalb ihres Konvergenzkreises.
Ein anderes Beispiel stellt die Summation von hochgradig divergenten Storungsreihen fiir
anharmonische Oszillatoren dar [79, 372, 378|.

Die Frage, ob man dergleichen auch fiir Vektorextrapolationsverfahren beobachten
kann, wird durch ein Beispiel in Kap. 13 positiv entschieden. Demnach bieten Vektor-
extrapolationsprozesse die Chance, durch Folgentransformation Konvergenz auch dort zu
erzielen, wo die urspriingliche Folge divergierte.

7.1.3 Funktionen einer Matrix

Ist A eine quadratische d x d Matrix und ist F'(x) eine Funktion einer Variablen mit einer
Potenzreihenentwicklung

Fla) =Y f7, (7.49)
j=0
mit Partialsummen .
§j=0

so kann man die quadratische d x d Matrix F(A) als Grenzwert
F(A) =) f; A (7.51)
=0

definieren, falls dieser Grenzwert existiert. Die praktische Berechnung von F(A) kann
dann im Prinzip iiber die Partialsummen

Fu(A) =Y f; A (7.52)
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erfolgen. Diese kdnnen allerdings langsam konvergieren. Es stellt sich demnach die Frage
nach der Konvergenzbeschleunigung dieses Verfahrens.

Wir bemerken, dafl andere Definitionen sowie Verfahren zur Berechnung solcher Ma-
trizenfunktionen natiirlich ebenfalls méglich sind, zum Beispiel fiir normale Matrizen iiber
die Bestimmung der Eigenwerte und -vektoren, oder iiber die Formel

F(A) = %ﬁF(z)(zl ~A)ldz, (7.53)

wobei die Kontur I' das Spektrum o(A) der Matrix in der komplexen Ebene einmal
umliuft. [133, Kap. 11, S. 539-560],[295]
Ist nun

_ Pp(x)
Qq(x)

eine rationale Approximation von F'(z) als Quotient zweier Polynome P,(z) vom Grade p
und @Q,(x) vom Grade ¢, so kann man Approximationen

Ry () (7.54)

(7.55)

definieren.

Beispielsweise kann man hier Padé-Approximationen [p/q|r(z) verwenden (siehe GI.
(2.34)). Ein andere Moglichkeit stellt die Verwendung von Levin-artigen Transformatio-
nen mit w, o« AF,(z) dar, die im allgemeinen bei Anwendung auf Potenzreihen auch
rationale Approximationen liefern. Zum Beispiel stellt die ¢-Variante t,(cn)(ﬁ, F,(2)) der
Levin-Transformation eine rationale Approximation mit p = k +n und ¢ = k dar.

Alle diese rationalen Approximationen fiir F'(A) sind eindeutig definiert, da alle Funk-
tionen einer festen Matrix A miteinander vertauschen.

Neben der Berechnung der beiden Matrixpolynome, des Zihlerpolynomes P,(A) und
des Nennerpolynomes @Q,(A), erfordert die Berechnung von R, ,(A) auch noch die In-
version des Nennerpolynomes. Diese Inversion erfordert verhéltnisméfig viele numerische
Operationen.

Ist man nur an der Anwendung von f(A) auf einen Vektor ¥ interessiert, so kann man
die Ndherungen

Upqg = By q(A)T (7.56)

betrachten, die man dann besser durch Losung des linearen Gleichungssystems
QP(A)Up,q = Pp(A)U (7.57)

bestimmt.

Hat A Bandstruktur, so kann man durch Verwendung von Faktorisierungen des Nen-
nerpolynomes (oder beider Polynome) Operationen einsparen. Der Grund ist, daf} fiir
Qq(A) = (xr11-A)--- (x,1—A) die einzelnen Faktoren (z; 1—A) ebenfalls Bandstruktur



198 KAPITEL 7. BEKANNTE NICHTSKALARE VERFAHREN

haben und damit relativ wenig Operationen fiir Inversion oder Lésung von Gleichungssys-
temen erfordern, wihrend ),(A) keine einfache Bandstruktur mehr hat, was mehr Ope-
rationen notig macht. Vergleiche auch [227].

Einen anderen Zugang bieten Matrizen- und Vektorextrapolationsverfahren, bei de-
nen auf die Inversion von Matrizen zugunsten der Verwendung von Pseudoinversen ganz
verzichtet werden kann. Dies wird spéiter untersucht.

Wir bemerken, dafl die oben beschriebene Problematik wesentlich von der der Berech-
nung von matrixwertigen Potenzreihen, also Reihen der Struktur

F(z2) = fj 2 (7.58)

mit Matrixkoeffizienten f;, verschieden ist. Auch hier kann man rationale Approximationen
einfithren, mufl dann allerdings auf die Reihenfolge der Faktoren aufpassen. Sind

p .
P,(2) =3 p;2 (7.59)
j=0
q .
Q,(2) = > q;7’ (7.60)
5=0
zwei Polynome mit Matrixkoeffizienten, so sind die beiden rationalen Matrixausdriicke
Ry ,q(2) = [Qq(z)]il P,(2) (7.61)
und
R, ,(2) = Py(2) [Qu(2)] (7.62)

im allgemeinen verschieden. Eine Bedingung
F(z) — Ry, = O(xFTth) (7.63)

wie man sie im Falle der Matrix-Padé-Approximation verwendet, liefert also andere Zahler-
und Nennerpolynome als die entsprechende Bedingung mit R;, . [15]

7.2 Algorithmen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige bekannte Verfahren fiir die Extrapolation von
Vektorfolgen dargestellt, sofern sie fiir das Folgende von Interesse sind. Wie oben bemerkt,
kann man diese Algorithmen selbstverstindlich auch fiir Matrizenfolgen verwenden.
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7.2.1 Die DIIS-Methode

Pulay hat fiir die Beschleunigung von vektorwertigen Iterationsfolgen eine Methode ein-
gefithrt, die als Direct Inversion in the Iterative Subspace (DIIS) bezeichnet wird [287].
Diese Methode basiert auf einem Ansatz

ngn—l—j—l (764)

<
Il
-

wy
I

fiir den Grenzwert 5 als Linearkombination von m Folgenelementen 5;. Die Koeffizienten
c; werden dabei nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt. Dazu werden die
Folgenelemente als Zufallsgrofien aufgefaflt. Man fordert, dafy der Differenzvektor

A5 = Z CjAgnJrj,l (765)

den Wert Null approximiert. Zu l6sen ist also das Minimierungsproblem

2

= min (7.66)

m
> €At
=1

mit ||@]|?> = @'d@. AuBerdem stellt man die Nebenbedingung 3" c¢; = 1. Das fiihrt auf die
Matrixgleichung

BU B12 e Blm —1 (4]
321 BQQ e BQm -1 Co 0
I S L= (7.67)
Bml Bm2 Bmm 1 Cm 0
-1 -1 -1 0 A -1
mit
Bij = [AF, i 1]TAZ, (7.68)

und dem Lagrange-Multiplikator A fiir die Nebenbedingung. Losung dieses linearen Glei-
chungssystems ergibt die Koeffizienten ¢;, die man in Gl. (7.64) einsetzt, um einen besseren
Schatzwert fiir den Grenzwert § zu erhalten. Eine Variante der DIIS-Methode mit der Ne-
benbedingung Y ¢ = 1 wurde von Sellers untersucht [313]. Die DIIS-Methode kann man
zur Beschleunigung von Iterationsfolgen bei der Losung der Hartree-Fock-Gleichungen, bei
der Bestimmung von selbstkonsistenten Multikonfigurationswellenfunktionen oder auch
bei Geometrieoptimierungen einsetzen [84, 150]. Erfahrung dabei zeigt, dal man m dabei
nicht zu grofl wihlen sollte. Erfolgreiche Extrapolation findet man haufig fiir 3 < m < 8.
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7.2.2 Epsilon-Algorithmen

Unter Verwendung der Pseudoinversen aus Abschnitt 7.1.1 hat Wynn [401] den skalaren
e-Algorithmus direkt zum vektoriellen e-Algorithmus verallgemeinert. Dieser wird auch als
Vektor-e-Algorithmus bezeichnet und hat die Form

e =0, &iV=3,
e =ei + ey e ]

Theoretische Eigenschaften des Vektor-e-Algorithmus und seine Beziehung zur Vektor-
Padé-Approximation und einem modifizierten Aitken-Verfahren der Form

=3 PN .
n — °on+l1 — n+1 = —
A5, TA25,

fiir Vektorfolgen §,, wurden in jlingerer Zeit von Graves-Morris und Mitarbeitern unter-
sucht [82, 139].

Um weitergehende Aussagen theoretischer Art machen zu kénnen, vor allem, um De-
terminantendarstellungen zur Verfiigung zu haben, hat Brezinski einen verwandten Algo-
rithmus vorgeschlagen [48]. Betrachtet werden — in Analogie zur Darstellung (2.23) der
Shanks-Transformation — Determinanten der Struktur

(7.70)

Sn+j o Sn+k+j
v AS, N TAA N
L U ASpip_1 oo Y A8 o
ik (5n) = : (7.71)
1 ... 1
v AS, N TAA N
U ASpip_1 oo Y A8 ok

Die Z#hlerdeterminante ist dabei als derjenige Vektor definiert, der sich als Linearkombi-
nation der Vektoren in der ersten Zeile ergibt, wenn man die Determinante formal nach
den iiblichen Regeln fiir Determinanten nach der ersten Zeile entwickelt. Der Vektor i # 0
ist hierbei beliebig, aber fest gewihlt.

Die vektorwertigen Determinanten €x(5,) = ¢€x(5,) kann man rekursiv berechnen.
Dazu dient der topologische e-Algorithmus [48], der durch [59, S. 222]

(7.72)

S (n+l) o (n)
g gt € ok € o _
2k+2 2k (g n+1) = (n) )T(g(nﬂ) 4(n))

2k+1 — € 2k 2k € ok
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definiert ist. Es gilt

() _ = (= J

N ~ (n) Y
= n) s === 5 7.73
€ o = €k(5n) € 2k+1 7T 8 (AFy) ( )

Man beachte, dafl wie im Falle des Vektor-e-Algorithmus Pseudoinverse auftreten.
Im Falle des topologischen e-Algorithmus erkennt man allerdings die Pseudoininversen
beziiglich eines symmetrischen Produktes und eines weiteren Vektors gemif Gl. (7.12),
néimlich [A,€ 5] <(7) und [A,€ 5] (A, 5).

Die Verwendung von anderen Formen von Pseudoinversen, insbesondere beziiglich ei-
ner Norm oder beziiglich eines Skalarproduktes bei komplexen Vektoren, ist sowohl beim
vektoriellen als auch beim topologischen e-Algorithmus moglich und fiihrt zu Algorithmen
mit neuen Eigenschaften [59, S. 219f, 223].

Die Groflen €k (3,) kann man mit einem eng verwandten Algorithmus berechnen, der
auch als zweiter topologischer e-Algorithmus bezeichnet wird [59, S. 223].

Fiir beide Algorithmen, den topologischen und den vektoriellen e-Algorithmus, sind
die Grofen € g,i)ﬂ nur Hilfsgréfien.

Bedingungen fiir den Kern dieser Algorithmen, die von McLeod [246], Graves-Morris
[137] und Brezinski [48] stammen, sind im folgenden Satz angegeben.

Satz 7.1

[69, Theoreme 4.2, 4.3] Wenn fiir allen > N die Gleichung ay(5, —3) + ...+ ax(Spk —
§) = 0 gilt, wobei § ein Vektor ist und die a; (reelle oder komplexe) Zahlen mit a; # 0
und ag + ...+ ap # 0 sind, dann gelten fiir alle n > N die Gleichungen e"g,i) =5, 06 = 5§
und g€ = §.

Man beachte, dafl dieser Satz keine notwendige Bedingungen an den jeweiligen Kern
formuliert, sondern nur hinreichende.

Der vektorielle und der topologische e-Algorithmus sowie der komponentenweise ver-
wandte skalare e-Algorithmus sind ezakt fiir Folgen der Gestalt (7.25) und konnen als
damit als direkte Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen eingestuft wer-
den. Genauer formuliert dies der folgende Satz.

Satz 7.2
[59, Theorem 6.17] Man wende den (skalaren, vektoriellen oder topologischen) e-Algo-
rithmus auf die Folge .

Foi = AT, +b, n=0,1,... (7.74)

mit beliebigem Startvektor ¥, an. Ist 1 — A invertierbar, so sei & = (1—A)’1l;. Ferner seim
der Grad des Minimalpolynoms P von A fiir den Vektor Z¥y—X, wobei das Minimalpolynom
von A fiir den Vektor §j als das Polynom Q) kleinsten Grades definiert ist, fiir das Q(A)y = 0
gilt. Auflerdem sei r die Multiplizitit einer etwaigen Nullstelle von P fiir verschwindendes
Argument (also r = 0 falls P(0) # 0). Dann gilt fiir alle n > 0

el =z, (7.75)

2(m—r)
Wir bemerken, dafl beide Algorithmen schon erfolgreich fiir die Konvergenzbeschleu-
nigung des Verfahrens der konjugierten Gradienten eingesetzt wurden [1, 288].
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7.2.3 Der Vektor-F-Algorithmus

Verwendet man eine Modellfolge

k
5’n:5+2aj§'j(n), neNy, keN, (776)

i=1

so ist dafiir der Vektor-E-Algorithmus mit das Rekursionsschema [59, Abschn. 4.3]

E{V =35, §)=gn), neNy,ieN (7.77a)
L Bn) )

- - gy (E, T - EL)

Ekn) = El(cn—)l I A(Zﬁ) —»(nk; : fjgcn—)lk (7.77b)
Y ( k—1,k — kfl,k)
L Ant1) _ An)
T (r—1i — Gr-1.) .

B = e e =k Lk +2, (17T
y ( k—1,k _gk—l,k)

exakt, wobei i/ # 0 ein beliebiger, aber fest gewéhlter Vektor ist, wobei natiirlich kein

Nenner in Gl. (7.77) verschwinden darf. Aufgrund der Vektornatur der §,(€nz) ist dies aller-
dings ein ziemlich aufwendiger Algorithmus, der fiir groflere Vektorlangen grofien Speicher
verlangt.

7.2.4 H-Algorithmus
Fiir Modellfolgen
k
Gn =0+ ajgj(n), neNy, keN, (7.78)

gi(n) -+ qgn+k)

A = gkin) gk(n1+ k) (7.79)
gi(n) -+ qgn+k)
() o gt B)

mit dem Rekursionsschema

ﬁé”) =3, gf{? = g;(n), neNy, i €N (7.80a)
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7(n+1 7(n
CHSD-HY

H;(gn) _ H,(C"JI ( J—i) kL (7.80b)
-1k — Jk—1,k
g(n+1 _ (n)
n n k—1, k—1, n .
g =gl - et g =k LE+2, (7.800)
Jk—1, — Jk-1,k

exakt. Dies entspricht einer komponentenweisen Anwendung des skalaren E-Algorithmus
mit g;(n), die fiir alle Komponenten gleich sind.

Der H-Algorithmus erlaubt die Berechnung einer groflen Klasse von Vektorextrapola-
tionsverfahren. Wir geben einige wichtige Fille an, wobei wir uns der Einfachheit halber
auf reelle Vektoren beschrinken:

e Das Henrici-Verfahren [155, S. 115], fiir dessen Berechnung der H-Algorithmus von
Brezinski urspriinglich eingefiihrt wurde (laut Ref. [59, S.238]), erhélt man fiir £ = d
und g;(n) = &;TAS,, wobei & = (0;,) der i-te Einheitsvektor ist.

e Fiir g;(n) = yTAS3,;_1 erhilt man die Ergebnisvektoren des topologischen e-Algo-

rithmus geméf &, = &(5,) = ™.

e Fiir g;(n) = AS,,; 1 TAS, erhilt man das MPE-Verfahren (minimal polynomial
extrapolation) von Cabay und Jackson [68].

e Fiir g;(n) = A%5,,; 1 TAS, erhilt man das RRE-Verfahren (reduced rank extrapola-
tion) von Eddy [109] und Mesina [249].

e Fiir g;(n) = 7; T A5, erhiilt man das MMPE-Verfahren (modified minimal polynomial
extrapolation) von Sidi, Ford und Smith [326].

7.2.5 Projektionsmethoden

Der topologische e-Algorithmus und der H-Algorithmus kénnen als Projektionsmethoden
angesehen werden. Auflerdem gehoren dazu polynomiale Methoden, wie die im letzten
Abschnitt angesprochenen MPE-, RRE- und MMPE-Verfahren. Es handelt sich bei allen
diesen Verfahren um Krylov-Verfahren, wenn man sie auf Iterationen vom Typ (7.25)
anwendet, und sie sind somit dem Verfahren der konjugierten Gradienten und seinen
Verallgemeinerungen dquivalent [319]. Rekursive Algorithmen fiir diese Verfahren sind
bekannt [63, 124, 321].

Die folgende Beschreibung dieser Verfahren stiitzt sich auf eine Arbeit von Jbilou und
Sadok [185].
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Alle diese Verfahren extrapolieren Folgen von Vektoren 5, € C? und haben die Struktur

Fn Sk
A RAAN R 174 2] LV
. —(n) TA.§' L _(n) TA@} B
Ty = 7] : +k—1 k"] : +2k—1 (7.81)
7z, [T AG
T8 A i oo [T Aok

mit k& < d. Hierbei sind die y‘(jn) gegebene Vektoren aus C?. Ist AE:),C die d x k Matrix
mit Spalten A3, ... A5, fiir i = 1,2 und ist Y, die d x k Matrix mit Spalten

7™ g™ so gilt

= —1
Top =5 — AL (Yar TADL)  Yoi A, (7.82)

) n,

Dabei wird angenommen, daf} die Matrix Y, ; TAEE} invertierbar ist. Wir bemerken, daf

alle diese Verfahren rekursiv mit dem H-Algorithmus mit g;(n) = g§"> T A5, ;_1 berechen-
bar sind.

All diese Projektionsmethoden sind direkte Methoden fiir die Loésung des linearen
Gleichungssystems # = AF + b, wenn man die Iteration (7.25) zugrundelegt.

Wenn man diese Methoden zur iterativen Lésung von nichtlinearen Fixpunktgleichun-
gen T, = ¥(Z,) verwenden, so kann man die folgende Variante des Cycling-Verfahrens mit
Startvektor s benutzen:

To =g
Hierbei ist Z,) ein k(n)-Zykel beziiglich U und T () bei Z, (vgl. Gl. (7.41)). AuBlerdem
ist k(n) als Grad des Minimalpolynoms der Jacobi-Matrix J, am Fixpunkt Z, fiir den
Vektor Z,, — & gew#hlt. Wir erinnern an die Definition (7.35) der Jacobi-Matrix J(#) von
U (7). Hierbei ist T, das MPE- oder das RRE-Verfahren.

Dann gilt der folgende Satz, der unter bestimmten Bedingungen ableitungsfreie, qua-
dratische Konvergenz des Verfahrens garantiert.

Satz 7.3
[59, Theorem 6.26] Wenn 1 — J, invertierbar ist, wenn ||J(i) — J(0)|| < L||@ — 9| fiir
alle i, 7 € D C R? gilt und wenn es ein o > 0 gibt, so daB fiir alle @ € Dy — {z} die

Ungleichung o(u) > « gilt, wobei Dy C D gilt und a(u) = \/det(HIZ(ﬁ)Hn(ﬁ)) iiber die
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Matrix H,, (@) ausgedriickt werden kann, deren Spalten durch

v
T (@) firi=1,...,k(n) (7.84)

W0 (i) —
W) (i) —
gegeben sind, mit OO (7) = @, U0 (7) = W(V~V (7)) und dem Grad k(n) des Minimal-
polynoms von J (i) fiir den Vektor %, — Z,, so gibt es U C Dy, so da#$ fiir alle s € U die
Folge {Z,} aus Gl. (7.83) quadratisch gegen ¥, konvergiert, also

71 = ll = O (I = 2.1P) (7.85)

gilt.

Ein entsprechendes Ergebnis besagt, dafl man auch durch ein Cycling-Verfahren mit
dem topologischen e-Algorithmus quadratische Konvergenz erhélt, ohne Ableitungen be-
rechnen zu miissen. [221]
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Kapitel 8

Die verallgemeinerte [J
Transformation

In Verallgemeinerung der skalaren J-Transformation fiihren wir eine Reihe von nichtska-
laren Folgentransformationen ein.

8.1 Varianten fiir Matrizenfolgen

Wir betrachten zunéchst Verallgemeinerungen der skalaren J-Transformation fiir die Ex-
trapolation von Matrizenfolgen.

Zu beachten ist, dafl man stets statt der Matrizenfolge s,, auch die Folgen s,, T oder s,, f
extrapolieren kann, was im Falle von rechteckigen Matrizen zu weiteren Varianten jeder
Folgentransformation T'(s,) gemif T'(s,) = [T(s, T)]T bzw. T"(s,) = [T (s, )] fiihrt, die
von T' verschieden sein konnen.

8.1.1 Matrix-I-7-Transformation

Eine Variante mit Matrixinversion fiir quadratische N x N Matrizen s,,, w, und rg” ist
der Algorithmus

=5 W= e,
S+ = o8, — Ao Al il o
i) = xSl wll, |

AP {sa} fwa, (1)) = s

Wir nennen dies die Matriz-1-7 - Transformation. Diese Variante iteriert die grundlegende
Transformation
stV = 5,01 — As,[Aw,] Wit (8.2)

n

die fiir Modellfolgen
S, = S + Ccw, (8.3)

207
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mit einer N x N Matrix c exakt ist, in hierarchisch konsistenter Weise, indem als néchste

Stufe der Hierarchie Modellfolgen der Form

S, =S+ (co + cirp)wy, (8.4)
betrachtet werden. Setzt man N*) = s®[,#E)=1 DK = [~ ynd §F) = Ar), so
kann man die Matrix-7-Transformation auch mit dem Algorithmus

N7('LO) = Splwn] ", D7('LO) = [wa] ™,
N(k+1) — AN(/C [6 k) ] 1
" men (8.5)
Ds;k—i—l) — ADslk [énk] 1
IJnk)({sn}a {wn}a {I‘ % }) Ngzk)[DSLk)]il
berechnen.
Es gilt fiir beliebige N x N Matrizen a und b
13 ({as, + b}, {wa}, {rlP}) = a1 3P ({s,}, {wa}, {r}) + b (8.6)
Ist a zusitzlich invertierbar, so gilt ferner
I ({sna + b}, {a'wea}, {a 'rPa}) = (TP ({sa}, {wa}, {rP}a+b (8.7)
sowie
1T ({sn}, fawn}, farla™}) = 3P ({sp}, {wn}, {rl0}) (8.8)
was
1P ({a” spa}, {waal, {rV}) = a7 I ({80}, {wa ), {r})a (8.9)
und
3P ({a 's,a), {a 'waal, {a 'rPa)) =a 3P ({sa ), {wa}, {r7})a (8.10)
impliziert.
Fiir beliebige Konstanten a # 0 gilt
130 ({sa} {awa ), {r}) = 3P ({0}, {wn}, {x)) - (8.11)

Als Restabschitzung kann man hier zum Beispiel w, = As, verwenden. Es sind aber

auch kompliziertere Restabschitzungen wie w, = (n+ )As,, oder auch w,,
gegebenen N x N Matrizen y,, verwendbar.

=y,As, mit
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8.1.2 Matrix-R-7-Transformation

Eine Variante mit Rechtsinversen aus Gl. (7.19) fiir M x N Matrizen s,,, K x N Matrizen
w, und K x K Matrizen r®) mit K < N ist definiert durch

ngo) = Sp, wTLO) = W,
slk+l) — sgﬁl — As{f) [Awszk)]Rw&kll’ (8.12)
A A |

rRIV {sa} {wn} {xlV}) = s

Wir nennen dies die Matriz-R-7J - Transformation. Diese Variante iteriert die grundlegende
Transformation

S(l) = Spy1 — Asn[Awn]anJrl ) (813)

n

die fiir Modellfolgen
S, =8+ cw, (8.14)

mit einer M x K Matrix c exakt ist, in hierarchisch konsistenter Weise, indem als néchste
Stufe der Hierarchie Modellfolgen der Form

Sp =8+ (co + ¢1y)wy, (8.15)
betrachtet werden.
Eine entsprechende Verallgemeinerung der [J-Transformation unter Verwendung von

Linksinversen kann man ebenso angeben, worauf hier allerdings verzichtet werden soll.
Es gilt fiir jede N x N Matrix a und jede M x N Matrix b

rIY ({asy + b}, {wa}, {r}) = a pI P ({sa}, {wn}, {rl7}) + b (8.16)
Ist A eine unitdre N x N Matrix und ist B eine invertierbare K x K Matrix, so gilt ferner
rIP ({snA}, {Bw, A}, {Br"B™'}) = pIP({s,}, {wn}, {rP}) A (8.17)

Fiir beliebige Konstanten a # 0 gilt
rIV {sa} {awn}, {r7}) = rIV ({sa}, {wa} {r7}) . (8.18)
Als Restabschétzung kann man hier nur fiir M = K den Ausdruck w, = As, verwenden.

Das gilt auch fiir w,, = (n + 3)As,. Fiir M # K kann man stattdessen w,, = y,As, mit
gegebenen K x M Matrizen y, verwenden.
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8.1.3 Matrix-T-7-Transformation

Verwendet man Pseudoinverse beziiglich der Spurnorm aus Gl. (7.21), so erhilt man fiir
M x N Matrizen s,, und w,, sowie M x M Matrizen rg“) den Algorithmus

skt = g gy (Asg’“)[Aw(’“)]tr) w® |

n

(8.19)

n n n

TJSzk)({sn}a {wn}a {rgk)}) = Sng) .

Wir nennen dies die Matriz-T-7 - Transformation. Diese Variante iteriert die grundlegende
Transformation

k) (k k
W) = ¢ ®) o®) gy ([Aw(k)]trA[r(k)w(k)]) w

stV =g, —tr (Asn[Awn]tr> Wnit (8.20)
die fiir Modellfolgen
S, =S+ cw, (8.21)

mit Zahlen ¢ exakt ist, in hierarchisch konsistenter Weise, indem als néchste Stufe der
Hierarchie Modellfolgen der Form

S, =8+ (co+ vy wy, (8.22)

betrachtet werden. Unter Verwendung der M x N Matrizen ul®) = r)w*) erhilt man
den folgenden, alternativen Algorithmus:

s =s,, w®

n = Wn,

1) = 8, — o (s AW i,

" (8.23)
WD = ulfly — tr ([AwPTALP]) wll),

n n

TJSzk)({sn}a {wn}a {rgzk)}) = Sng) .

Zur Berechnung von Restabschitzungen fiir die néichste Stufe der Iteration kann man also
auch anstelle der Matrizen r*) die Matrizen ul®) vorgeben.
Es gilt fiir jede Konstante a und jede M x N Matrix b

P30 ({as, + b}, fwu} (10)) = arIO({s) {wa). () +b. (824
Fiir beliebige Konstanten a # 0 gilt ferner
P3O ({5}, {awa}, XO)) = 1 IO ([, {wa) {20 (5.25)

Als Restabschétzungen kann man hier wieder zum Beispiel w,, = As, oder w, = (n +
()As, verwenden. Andere Moglichkeiten ergeben sich fiir w, = y,As, mit gegebenen
M x M Matrizen y,,.
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8.2 Varianten fiir Vektorfolgen

In diesem Abschnitt betrachten wir Verallgemeinerungen der skalaren [J-Transformation
auf Vektorfolgen.

8.2.1 Vektor-7-Transformation

Aus der Matrix-T-7-Transformation wird bei Anwendung auf d x 1 Matrizen, also Spal-
tenvektoren 5, und &, und Verwendung von d x d Matrizen r *) der Algorithmus

n wn )
Fk+1) g(k) [Aujv(zk)]TAik) (k)
n — on+1 [AQ_J)EL]C)]TA_)EL]C) n+1>
Nt (k) (k) (8.26)
AG k A k) = (k
o) = ¥, - BT Gl

Wir nennen dies die Vektor-7-Transformation. Man beachte, dafl hier eigentlich Pseu-
doinverse [AGF)]~ beziiglich eines Skalarproduktes auftreten (vgl. (7.1.1). Diese Variante
iteriert die grundlegende Transformation

Sp’ = Sn+1 [Au—}n].‘-A(DAnwn‘i‘l )

(8.27)

die fiir Modellfolgen
5, = 8+ ey, (8.28)

mit Zahlen ¢ exakt ist, in hierarchisch konsistenter Weise, indem als néchste Stufe der
Hierarchie Modellfolgen der Form

gn = §+ (Cg + clrn)u_}n (829)

betrachtet werden. Unter Verwendung der Vektoren @ (¥) = r )G *) erhilt man den fol-
genden, alternativen Algorithmus:

Snp n+l = [Aajnk)]TAu_jnk) n+1» ( )
8.30
Sty _ oty [ASOTATE
n n+1 [A&nk)]TAJ)nk) n+1
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Zur Berechnung von Restabschitzungen fiir die néichste Stufe der Iteration kann man also
auch anstelle der Matrizen r *) die Vektoren @ *) vorgeben.
Es gilt fiir jede Konstante a und jeden Vektor b

v P({ad, + b} {G} 2D = av T P ({53 (G (£ P} + . (8.31)
Fiir beliebige Konstanten a # 0 gilt ferner

Als Restabschitzungen kann man hier zum Beispiel &, = AS, oder &, = (n + 3)A3,
verwenden. Andere Moglichkeiten ergeben sich fir &, = y,AS, mit gegebenen d x d
Matrizen y,,.

Als wichtigen Spezialfall geben wir den Algorithmus an, der sich ergibt, wenn die
Matrizen r ) Vielfache der Einheitsmatrix sind. Wir setzen r(¥) = r(¥)1. Dann gilt 7 ») =
r®G B Damit ergibt sich der Algorithmus

iV=5, o0=a,
2(e41) _ 20 [ASPTAFE 4
n +1 [A(I} %k)]TAJ} glk) n+1
T () (8.33)
o+ — [Ag V'S 5 3 Ap®)
" Az Priag®

vT D53} (G}, (rP1)) =51

8.2.2 Topologische J-Transformation

Ahnlich wie bei den nichtskalaren e-Algorithmen kann man durch Verwendung anderer
Pseudoinverser anstelle der Pseudoinversen beziiglich eines Skalarproduktes weitere Al-
gorithmen erhalten. Im Falle der Verwendung der Pseudoinversen beziiglich eines sym-
metrischen Produktes und eines weiteren Vektors ¢ # 0 aus Gl. (7.12) nennen wir den
entsprechenden Algorithmus die Topologische J - Transformation. Fiir d-dimensionale Vek-
toren 5,, &, und 7 ¥) sowie d x d Matrizen r(¥) hat dieser Algorithmus die Form

5»510):—»”, &no):&na
ey o [TIPTTASE
Sn = Sp1 (k)11 A = (k) n+1»
[Gn 1" AGn (8.34)
o (k1) — ) () TP AP S P (k)
n n+1 k n+1»
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Diese Variante iteriert die grundlegende Transformation

Sg) = Sp41 — mwn+1 y (835)

die bemerkenswerterweise fiir &, = 7, = AS§), in das modifizierte Aitken-Verfahren (7.70)
iibergeht und die fiir Modellfolgen

5, = F+ ey (8.36)

mit Zahlen ¢ exakt ist, in hierarchisch konsistenter Weise, indem als n#chste Stufe der
Hierarchie Modellfolgen der Form

gn =5+ (Cg + clrn)u‘}n (837)

betrachtet werden. Unter Verwendung der Vektoren @ *¥) = r¥)& (%) erhiilt man den fol-
genden, alternativen Algorithmus:

0 =5, o0=g,,
2(k+1) _ 2(k) [Ay_‘r(zk)]TAsﬁgzk) - (k)
Sn = Spt1 (k)1 A = (K) Wntts
[7n " AG
(8.38)

5 (k) -»(k)l B NS _)(k)l

n n+ [g)%k)]TA(I)’ glk) n+1»
rJ (k)({gn}a {ajn}a {I‘ Szk)}a {_)gzk)}) = gng)

Zur Berechnung von Restabschitzungen fiir die néchste Stufe der Iteration kann man also
auch anstelle der Matrizen r *) die Vektoren i *¥) vorgeben.

Es gilt fiir jede Konstante a und jeden Vektor Matrix b

1T P ({as, + 53S0} e P AT = arT P53 AS) 2P} 7P} + 5. (8.39)

Fiir beliebige Konstanten a # 0 gilt ferner

v T PUEY Aad o} Ar P ATOY =2 T PUZFAG ) 2PN . (840)

Als Restabschitzungen kann man auch hier zum Beispiel &,, = A3, oder &,, = (n+3)AS,
verwenden. Andere Moglichkeiten ergeben sich fiir &, = Y,ASs, mit gegebenen d x d
Matrizen Y,,.

Als wichtigen Spezialfall geben wir den Algorithmus an, den man erhélt, wenn die
Matrizen r (¥) Vielfache der Einheitsmatrix sind. Wir setzen r ¥) = r(®)1. Dann gilt @ *) =
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r® G F) Damit ergibt sich der Algorithmus

§'£ZO):"7“ U_)‘SZO):U-})na
g(k+1) _ 2(k) ?J_‘Szk)]TAggzk) = (k)
n n-+ [g%k)]TA(D) nk) n+1»
(8.41)
5 (k+D) FETSE Sty A
" Tl Ao )T L

T D5 A8 rP1y, {g®) =30

8.3 Numerische Beispiele

Als ein Beispiel fiir die Anwendung von Vektor- und Matrizenextrapolationsverfahren be-
trachten wir die Berechnung der Matrixexponentialfunktion exp(A). Diese ist von Interesse
bei der Losung von Evolutionsgleichungen fiir Matrizen der Form

%U(t) —K(NU®#),  U0)=U,, (842)

wobei nach einer Diskretisierung der Zeitvariablen geméf
U(t + At) =~ exp(K(t)At) U(t) = exp(A) U(#) (8.43)
die Berechnung der Matrixexponentialfunktion von
A =K(t)At (8.44)
erforderlich ist. Wir nennen folgende Beispiele

e Die eindimensionale Warmeleitungs- bzw. Diffusionsgleichung in geeigneten Einhei-
ten

0 0*
&u(x, t) = wu(x,t) (8.45)
fiir
O<z<l1l, t>0, u(0,t)=u(l,t)=0, u(x,0)=uy(z) (8.46)
wird durch Diskretisierung geméf
r;=jAx, Ui(t) =u(r;1) (8.47)
und mit einer zentralen Differenzennéherung fiir die zweite Ableitung gelost. Man
erhilt so p
UL () % (Uya(t) — 2T5(8) + Uy (1)) /(A (8.48)

Dies ist von der Form der GI. (8.42) mit einer tridiagonalen, zeitunabhdngigen Matrix
K.
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e Die zeitabhingige Schrodingergleichung

., 0 A
ihod(t) = H{ty() (8.49)

hat nach Einfiihrung einer Basis fiir die Wellenfunktion mit einer resultierenden
Matrixdarstellung des Hamilton-Operators die Form der Gl. (8.42).

Auch die Berechnung von Dichtematrizen, also Matrixdarstellungen des Operators

p = exp(—BH)/tr(exp(—BH)), (8.50)

fiihren auf die Berechnung der Matrixexponentialfunktion, wie auch die Berechnung des
Operators exp(—(i/h) tHp), der bei der Transformation auf die Wechselwirkungsdarstel-
lung auftritt.

Die Berechnung der Matrixexponentialfunktion war daher das Thema umfangreicher
Untersuchungen. In einem beriihmten Review vergleichen Moler und van Loan insgesamt
19 verschiedene Methoden zur Berechnung, die meist allerdings nicht iiberzeugen konnten.
[253] Die Berechnung dieser Funktion ist auch in Lehrbiichern iiber Matrizenrechnung the-
matisiert [133]. Zu den erwihnten 19 Methoden sind inzwischen weitere hinzugekommen
[227, 341, 349, 362].

Ohne behaupten zu wollen, mit den im folgenden vorgestellten Methoden die ultimative
Methode zur Berechnung der Matrixexponentialfunktion gefunden zu haben, scheinen die
Resultate aber zumindest vielversprechend zu sein.

Die vorgeschlagene Methode stiitzt sich, wie im Abschnitt 7.1.3 dargelegt, auf die
Potenzreihenentwicklung, die im Falle der Matrixexponentialfunktion durch

exp(A) = > A7/j! (8.51)
§=0
gegeben ist. Die Partialsummen
F,=> Al/j! (8.52)
§=0

werden als Eingabe fiir Extrapolationsverfahren benutzt. Wie schon mehrfach erwéhnt,
kann man diese Matrizenfolge auch als Vektorfolge auffassen, indem man die Elemente
der jeweiligen Matrix mit Vektorkomponenten identifiziert. Dies ist vorteilhaft, da man so
Vektorextrapolationsverfahren verwenden kann und Matrizenextrapolationsverfahren mit
Matrixinversen vermeiden kann, wie sie beispielsweise in der modifizierten Padé-Methode
von Lin und Hwang [227] auftreten.

Zu beachten ist, dal man etwaige Konvergenzprobleme fiir grofie Werte von tr(ATA)
im Falle der Matrixexponentialfunktion dadurch umgehen kann, dafl man die Beziehung

exp(A) = (exp(A/L))" (8.53)
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Tabelle 8.1: Matrixexponentialfunktion: Definitionen

Gesamtzahl benutzter Partialsummen

n Index des entsprechenden Folgenelemente s,

N—-1 Aj
j=0 J-
N-1 pj

B
j=0 J-
N-1 v

O
j=0_J-

ausniitzt. Man berechnet in diesem Falle also exp(A /L) und hat dann noch Potenzen

dieser Matrix auszufiihren. Ist insbesondere L = 2! mit [ € N, so kann man den letzten

Schritt durch wiederholtes Quadrieren ausfiihren, was zu Kostenreduktion fiihrt [227, 253].
Behandelt wird die Berechnung der Matrixexponentialfunktion fiir die Matrizen

—0.001 —0.2 —0.3
A=| -04 -05 —06 (8.54)
0.7 —0.8 —0.9

1 1 1 1 1
00 01 01 0.1 0.1

B=| -5 -5 -5 -5 -5 (8.55)
03 03 03 03 03
0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

C = (8.56)

~N =

2
5
8

O O W

In den folgenden Tabellen werden die in Tabelle 8.1 angegebenen Bezeichnungen be-
nutzt. Es wurde als zu beschleunigende Folge s, = Fy_; bzw. §, = ﬁN_l verwendet,
wobei N = n + m mit m > 1 galt. Das bedeutet, da} auch die Md&glichkeit untersucht
wurde, erst ab der m-ten Partialsumme mit der Beschleunigung zu beginnen.

Aufgetragen sind jeweils die Zahl der exakten Stellen, also der negative dekadische
Logarithmus des relativen Fehlers. Dieser ist fiir eine Ndherung x fiir die Exponential-
funktion einer Matrix A durch ||x —exp(A)||/|| exp(A)|| definiert, wobei die Matrixnorm
lyll?> = tr(y'y) verwendet wird.

In Tabelle 8.2 wird das DIIS-Verfahren angewandt. Die Daten zeigen, dafl dieses Ver-
fahren im Falle der Berechnung der Matrixexponentialfunktion iiber die Potenzreihe eine
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Tabelle 8.2: Matrixexponentialfunktion: DIIS-Verfahren

N=n+4 Ay DIIS
4 09 0.9

o 14 0.9

6 1.9 2.8

7 2.5 3.4

8 3.2 3.6

9 4.0 4.1

10 4.8 3.6

11 5.6 4.0

12 6.5 4.2
N=n+9 By DIIS
9 0.7 0.7

10 1.2 0.7

11 1.7 2.9

12 2.2 2.4

13 2.7 1.7

14 3.3 2.7

15 3.9 3.5

16 4.6 2.4

17 5.2 3.1
N=n+31 Cy DIIS
31 3.2 3.2

32 3.5 3.2

33 3.8 4.8

34 4.2 5.2
35 4.5 5.4

36 4.9 5.5

37 5.2 6.1

38 5.6 6.0

39 6.0 5.9

217
N=n+11 Ay DIIS
11 5.6 5.6
12 6.5 5.6
13 74 8.6
14 83 8.5
15 9.3 10.2
16 10.3 9.3
17 11.3 10.0
18 124 11.3
19 134 124
N=n+17 By DIIS
17 5.2 5.2
18 5.9 5.2
19 6.7 8.1
20 74 8.8
21 8.2 7.6
22 9.0 8.4
23 9.8 8.1
24 10.6 9.0
N=n+41 Cy DIIS
41 6.8 6.8
42 7.2 6.8
43 1.7 8.9
44 8.1 8.9
45 8.6 9.6
46 9.0 8.7
47 9.5 9.4
48 10.0 9.6
49 10.5 9.1
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Tabelle 8.3: Matrixexponentialfunktion: e-Algorithmen

N=n+1 Ay Top.e¢€ N=n+2 Ay Vektor-e
1 0.3 0.3 3 0.5 0.5

3 0.5 1.2 5 14 2.2

5 14 2.7 7 2.5 4.1

7 2.5 4.3 9 4.0 6.2

9 4.0 6.8 11 5.6 8.4

11 5.6 8.0 13 74 10.7

13 74 10.9
15 9.3 12.7
17 11.3 15.2

N=n+1 By Top.c¢€ N=n+1 By Vektor-¢
3 -0.5 0.6 1 0.1 0.1
5 -0.4 1.4 3 -0.5 0.6
7 00 2.5 5 -0.4 1.4
9 0.7 3.9 7 00 2.5

11 1.7 5.4 9 0.7 3.9
13 2.7 7.0 11 1.7 5.4
15 3.9 8.8 13 2.7 7.0
17 5.2 10.7 15 3.9 8.8
19 6.7 12.8 17 5.2 10.7
21 8.2 14.8

N=n+1 Cx Top.e Vektor-e N=n+31 Cy Top.e€e Vektor-e
31 3.2 3.2 4.1 33 3.8 4.8 4.8
33 3.8 6.4 5.4 35 4.5 6.2 6.2
35 4.5 6.1 6.3 37 5.2 7.7 7.7
37 5.2 6.9 7.3 39 6.0 9.1 9.1
39 6.0 8.6 8.7 41 6.8 10.6 10.6
41 6.8 9.4 — 43 7.7 12.1 —
49 10.5 13.2 — 45 8.6 13.8 —
51 11.5 14.2 — 47 9.5 13.9 —
53 125 13.8 — 49 10.5 13.8 —

o1 11.5 13.8 —
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Tabelle 8.4: Matrixexponentialfunktion: Vektor-7-Transformation

N=n+1 Ay Vektor-J N=n-+1 By Vektor-J
1 03 0.3 1 0.1 0.1
3 05 2.1 3 -0.5 1.0
5 14 4.3 5 -0.4 2.4
7 25 6.9 7 0.0 4.1
9 4.0 9.7 9 0.7 6.2

11 5.6 12.6 11 1.7 8.5
13 74 15.5 13 2.7 11.0
15 9.3 15.1 15 3.9 13.6
17 11.3 15.2 17 5.2 15.3
19 134 15.2 19 6.7 15.4
N=n+1 Cuy Vektor-J N=n+31 Cy Vektor-J
11 0.0 -0.6 31 3.2 3.2
13 0.1 1.2 33 3.8 5.3
15 0.2 3.4 35 4.5 6.5
17 04 4.8 37 5.2 7.9
19 0.6 6.7 39 6.0 9.5
21 0.9 8.7 41 6.8 11.3
23 1.2 10.6 43 7.7 13.1
25 1.6 13.0 45 8.6 15.0
27 2.1 13.1 47 9.5 15.3
29 2.6 12.6 49 10.5 15.2

leichte Konvergenzverbesserung bewirkt, aber nur, wenn zwei Kriterien erfiillt sind: Das
Verfahren darf erst eingesetzt werden, wenn die Terme hinreichend klein sind, und es
diirfen nicht mehr als einige wenige Terme der Folge benutzt werden. Sonst kann es sein,
daf} die mit dem DIIS-Verfahren berechneten Niherungen sogar langsamer als die Pro-
blemfolge konvergieren.

In Tabelle 8.3 werden der topologische und der vektorielle e-Algorithmus verwandt. Die
Daten zeigen, daf} die nichtskalaren e-Algorithmen fiir die betrachteten Beispiele effizienter
als das DIIS-Verfahren sind. Der topologische und der Vektor-e-Algorithmus verhalten sich
ziemlich &hnlich. Im Falle des Vektor-e-Algorithmus ist es allerdings manchmal aufgrund
von Restriktionen des verwendeten Programs [59, Programm EPSVEC] nicht mdoglich,
zu hoheren Werten von n zu gelangen. Dies ist in der Tabelle durch einen Bindestrich
angedeutet.
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In Tabelle 8.4 sind Ergebnisse dargestellt, die man bei Anwendung der Vektor-7-
Transformation der Form 7 {” ({5,}, {A%,}, {(n + 1)"'1}) erhilt. Das heiBt, daB eine
t-Variante benutzt wurde, und daf§ als r*) der Einfachheit fiir alle k& gleiche, n-abhingi-
ge Vielfache der Einheitsmatrix verwendet wurden, wie sie auch in einer skalaren |J-
Transformation mit § = 1 zur Anwendung kommen wiirden.

Die Daten in Tabelle 8.4 deuten im Vergleich mit denen in Tabellen 8.2 und 8.3 dar-
auf hin, daf} fiir die untersuchten Féille die Vektor-J-Transformation die erfolgreichste
Extrapolationsmethode darstellt.
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Kapitel 9

Anwendung auf die Berechnung der
Linienform spektraler Locher

Eines der grundlegenden Probleme der Molekiilspektroskopie ist die Eliminierung der inho-
mogenen Verbreiterung der Spektrallinien mit dem Ziel, Linienformen mit der homogenen
Linienbreite zu bestimmen. Dies kann man mit einer wichtigen spektroskopischen Me-
thode erreichen, dem spektralen Lochbrennen. Dabei wird durch Einstrahlen mit einem
scharfbandigen Laser in die inhomogene Verteilung die Zahl der Molekiile mit Ubergangs-
frequenzen in einem schmalen Frequenzbereich verkleinert, was man als Brennen eines
Loches in die Verteilung auffassen kann. Dieses Loch wird durch einen zweiten Laserstrahl
detektiert.

9.1 Beschreibung des Modells

Um die Linienformfunktionen im Detail zu erkldren und daraus molekulare Parameter zu
extrahieren, werden iiblicherweise relativ einfache Modelle verwendet [88, 91, 102, 103,
167, 203, 261]. Im Modell fiir optisch diinne Proben von Drescher und Dick [103], das
im folgenden in seinen Grundziigen beschrieben wird, entspricht das Brennen des Loches
einem Ubergang a — b zwischen Zustéinden a und b eines Molekiils mit nachfolgendem
Ubergang zu einem Reservoirzustand r nach einem einfachen, exponentiellen Zerfallsgesetz
ohne Riickbesetzung. Die Ubergangsfrequenzen wy, sind inhomogen verbreitert, und das
Zentrum der inhomogenen Verteilung liegt bei wj, . Entsprechend entspricht die Detektion
einem Ubergang zwischen Zustéinden a und ¢ mit entsprechend verbreiterten Ubergangs-
frequenzen w,, mit Zentrum bei w?,. Man beschriinkt sich auf die Nullphononanteile in der
homogenen Spektralfunktion sowohl fiir Brennen und Detektieren, fiir die Lorentz-Form

Cop/m Coe/m
z _ 0 ab 2 ) ac
Uab(w) - Uabfab (w — U)((,)a)Q + FZb, O.ac(w) - Uacfac (w — wga)Q + FZC (91)

angenommen wird, wobei I'y, und T',, die Halbwertsbreiten, f,, und f,. Debye-Waller-
Faktoren (entsprechend dem Verhiltnis von Nullphononanteilen und den Phononensei-
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tenbanden des homogenen Spektrums) sowie 0%, und ¢, die integrierten Absorptions-
querschnitte sind. Dann kann man die Linienform des spektralen Loches beziehungsweise
die normierte Lochfunktion

A

H(w,wp) = (Ag(w) — A(w,wp))/As(w) , (9.2)

mit dem Absorptionsspektrum A, vor dem Brennen und dem Absorptionsspektrum A
nach dem Brennen, berechnen, wenn die normierten Linienformfunktionen [103]

~ o0 ! _YqZFab/ﬂ-
F; ) = ac/ / 1- "d
o (wp,wp) = f . { exp ((wB e oy UL

X ac/ ™ dz
)
(wP - = wga)Q + Fgc

9.3)

fiir n = 0 und n = 2 bekannt sind. Hier ist wp die Detektionsfrequenz, wg ist die Brennfre-
quenz und Y = f;,® 0, Fpt ist ein kombinierter Parameter, der proportional der Quan-
tenausbeute ®, dem Photonenflufl Fz und der Brennzeit ¢ ist. Die ¢-Integration entspricht
dabei einer Orientierungsmittelung iiber das nach polarisiertem Brennen anisotrope En-
semble [91]. Die z-Integration entspricht einer Faltung im Frequenzbereich. Der Index
z deutet jeweils auf den Nullphonon(zero-phonon)-Anteil und wird im folgenden unter-
driickt.

Wir beschrianken uns auf resonante Locher, fiir die die Zustédnde b und ¢ identisch sind.
Unter dieser Voraussetzung erfiillt die normierte Lochfunktion je nach Polarisation die
einfachen Beziehungen

H|=3F, (9.4)

fiir den Fall, daf§ die Polarisationsrichtungen von Brenn- und Detektionslaser zueinander
parallel stehen, und

fiir den Fall, daf sie aufeinander senkrecht stehen. Der Polarisationsgrad p ist durch
H —H,
S E—— 9.6
=W, (9-6)

definiert.

9.2 Einfache Darstellungen fiir die Faltungsintegrale

Zu berechnen sind demnach die Faltungsintegrale F}, bzw. die Integrale

G (20, Yo7, 7) :/01{/00 V'/m (expl Y‘f”/”] - 1) dx} Sdg (9.7)

—oo (T —x0)%2 + 72 22 42

fiir n = 0,2, mit reellem x, (entsprechend dem Frequenzabstand zwischen Brenn- und
Detektionslaser im Falle resonanter Locher) und positiven Parametern v, 4" und Y.
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Wir bemerken, daf§ diese Integrale die Skaleneigenschaft [168]

Gn(zo,Y,v,v) = Gu(xo/0,Y/0,v]0,7 |o) | (0 >0). (9.8)

besitzen, die man mit Hilfe einer Koordinatentransformation x — oz beweist. Dies bedeu-
tet eine Reduktion der Zahl unabhéngiger Parameter und erlaubt, einen der Parameter,
also zum Beispiel v, gleich Eins zu setzen. Physikalisch bedeutet das, dafl dieser Parameter
als Einheit der Energie bzw. Wellenzahl verwendet wird.

Die effiziente Auswertung solcher Faltungsintegrale ist trotz der relativ einfachen ma-
thematischen Form ein nichttriviales Problem, insbesondere fiir grofie Y. Wir diskutieren
zunéchst einige einfache Darstellungen. Eine grofle Anzahl von weiteren Darstellungen
findet man bei Homeier und Dick [168].

9.2.1 Integraldarstellung

Automatische Quadratur durch Riickfiihrung auf eindimensionale Integrale iiber Fehler-
funktionen ist moglich, aber zeitaufwendig [102]. Verwandt ist der folgende Zugang iiber
eine eindimensionale Integraldarstellung.

Verwendet man die in Gl. (4.25) definierten F),,-Funktionen, die aus der Quantenche-
mie bekannt sind, so kann man die ¢g-Integration in Gl. (9.7) ausfithren und erhilt eine
eindimensionale Integraldarstellung

gn = Gn(z0,Y,7,7) + L {/Oo L — /2 (%) dx} . (9.9)

n+1 oo (T —mg)2 + 42 M\ 4y

Jetzt kann man eine automatische Quadratur nach der Verwendung einer Mobius-Trans-
formation [170] als Variablensubstitution

1+¢
1—+t firz >0
z==2 1L, (9.10)

mit ¢t € (—1,1) und = > 0 auch fiir groe Y ohne Probleme durchfiihren. Allerdings ist
auch dieses Quadraturverfahren relativ zeitaufwendig.

9.2.2 Taylor-Reihe

Ein Zugang iiber Taylor-Reihen [203] fiihrt auf Reihen einfacherer Faltungsintegrale, die als
reduzierte Integrale bezeichnet werden. Fiir diese wurden von Kador, Schulte und Haarer
komplexe Darstellungen unter Verwendung des Residuenkalkiils hergeleitet. Auflerdem
berichteten diese Autoren von langsamer Konvergenz der Reihen, besonders fiir lange
Brennzeiten. [203]
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In diesem Zugang verwendet man die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion in GI.
(9.7) und fiihrt die g-Integration aus. Es ergibt sich
00 (_Y)k:

Gn 7Y7 Y ' =
(w0, ¥, 7, 7) ,;k!(?k+n+1

)Sk(xﬂvfyafy,) (911)

mit den reduzierten Integralen

sk(xo,%y):/w 7'/m { o/ }kd:p (9.12)

—oo (¥ = 20)* + 77 2% + 77

Darstellungen fiir die reduzierten Integrale

Fourier-Transformation liefert unter Verwendung des Faltungstheorems
k
T ¥1% 1
Sk(xﬂaf}/af}/) = oh—12k—1 |:_:| o
—1~2k=1(F — 1)!
212 (/f Dt el 2m , (9.13)
X 2§R/0 exp(ipmo) ki—1/2(7p) k1/2(7'p) dp

Hier treten die in Gl. (3.220) definierten reduzierten Bessel-Funktionen auf, die die Dar-

stellung
" (k=14 5)!
be 10(2) = exp(—2) S o 2T
w1p2(2) = exl Z)jgoj!(k Y
besitzen (vgl. z.B. [158, Gl. (3.2-3a)]). Einsetzen dieser Darstellung erlaubt die Ausfiihrung
der p-Integration mit dem Resultat [168]

9~ gk=1=d (9.14)

; cos((k — j)arctan(xo /[y + 7']))
([y + 2] + a5) k=972

5 N L By 9.15
k(l‘07777) — 9k—11k Z - Y ( : )
™ = It

Alternativ kann man die Darstellung [168]

k-1 2k-1-2j

2j 1—2k4+m _ 12k—1—m—2j
& 2T DL CmkY v

Y| j=0 m=0
¥ 9.16
W] 22 (g + [y + 21 (9:16)

Sk(xo,7,7") =

benutzen, wobei die Koeffizienten iiber die Rekursion

2
Cm 1 = A {2k =1 —m)epjm1p+ 2k — 1 —m)cm ik

(9.17)
+(6k — 2m)cm_1 i + (4k +1 — m)cm_ojx}
mit den Anfangs- und Randbedingungen
. j<0oderj>k sowie
Coo1=Cro1=1, Cm.jk =0 fiir 9.18
001 ot Dk { m < 0 oder m > 2k — 2j ( )
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berechnet werden konnen.
AuBerdem gilt [168]

v/ .
x%+/7fz[m] (my?/m)/2, m = o0 (9.19)

Sm(x()a Vs 7,) ~

Eine Anzahl weiterer Darstellungen fiir die reduzierten Integrale findet man bei Ho-
meier und Dick [168].

9.2.3 Modifizierte Reihendarstellung
Einsetzen des Additionstheorems der F,-Funktionen [358, Theorem 14.1],[359, Gl. (2)]

in die Integraldarstellung (9.9) liefert die modifizierte Reihenentwicklung

gn(0,Y,7,7) = 53 . [_z__ffl_jlj P}+nﬂ2<‘}214$§> Kj(z0,€,7,7) (9.21)

oI T+ £+

mit den modifizierten reduzierten Integralen

Kﬂxm5/m73=:/m ( v/m {62_$Z}jdx (9.22)

oo (T —x0)2 + 72 |22+

und dem freien, reellen Parameter &.

Interessanterweise ergibt sich fiir £ = 0 eine modifizierte Reihe, die nur Terme mit posi-
tivem Vorzeichen enthilt. Dies eroffnet die Moglichkeit, die urspriinglichen Integrale ohne
Stellenverluste aufgrund von Ausléschungen zu berechnen, sofern man die modifizierten
reduzierten Integrale K;(zo,&,7,7’) genau berechnen kann.

Darstellungen fiir die modifizierten reduzierten Integrale

Die Integrale K;(zo,£,7,7') sind ebenfalls Faltungsintegrale.
Koordinatentransformation z — 1/z liefert
n o j€2j ~, -1 -1
Kj(x()afa’)/a’)/) - (_1) %Kj(xﬂaf y Y 7’7) (923)
mit ,
~ Lo ~1 Y
- = 9.24
Ty x% + 7,2 ) Y QT% + 7,2 ( )
Eine Darstellung als endliche Linearkombination reduzierter Integrale S,, erhélt man
durch Verwendung der Identitét

a—u 1+a+b
u+b u+b

(9.25)
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mit ¢ = €2, b = 4% und u = 2? in der Definition (9.22). Die j-te Potenz kann man dann
iiber das Binomialtheorem expandieren und die resultierenden z-Integrale als reduzierte
Integrale S, identifizieren. Man erhélt

K;(10,€,7,7 Z_ <>§+ 2ym Hmsm(xo,w’) (9.26)

m=0

oder auch
! _€2j / m J —2 —2\m m =~ -1 =~
Kj(w0,&,7,7) = o D (=)™ €+ ) 1] S0, 7 A (9.27)
m=0
Diese Darstellungen werden allerdings fiir groflere 5 numerisch instabil. Dann ist eine
numerische Quadratur fiir K; vorzuziehen.

9.2.4 Asymptotische Darstellung

Fiir grofle YV ist die Konvergenz der bisher angegebenen Reihendarstellungen unbefriedi-
gend. Es soll daher noch eine asymptotische Darstellung fiir Y — oo angegeben werden.
Direkt aus der Definition erhilt man die inhomogene, lineare Differentialgleichung

Ogn  n+1 _ Y
aiY + n2Y g =L(Y), ga(Y) =Y 0HD2 (hn+/ Y("“)/an(Y)dY> (9.28)

12472 ) (x—139)2 49"

r=Y"/w 1 o0 v w? v [
/ exp |— 5 - — dw
- B N S TEey ) NPV e e

1 “exp<_ mm) o 7

1A 1 1y'm 2 2 2 1
Wﬁ(ys/?)*é 577 (620" =29 +37)(y5/z>
377 (60 204242 1+ 154" + 40 25¢ — 802974 + 8171) (—
+a75/2( 7% 3¢? Yy + 1oy +40xy — x07+7) V)2
_|_

(9.29)
fiir grofle Y. Damit ergeben sich als asymptotische Losungen der Differentialgleichung

19
g0(Y) =hy/YV? 4+ - Y 12In(Yy
o(Y) o/ WGl (Y)

—1—17 (6:00 — 24 —1—37)( Y32

8 ~3/2
; Yy —5/2
64 35/2 (607° 20" = 207”4 + 157" + 40" — 802" v +87") (—2)

+ ...
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I —1/2
¢(Y) =hy/V3¥? 4= Lyl
2(Y) 2/ NG

+lﬂ(6x2—2 ?4+397) Y2 In(Y)

3 ’717T2 2 2 2 12 4 4 2 12 14 Y o2
pves (6072 20® — 20779 + 15" + 405" — 8025” 7* + 87"*) =
T

(9.31)

Abgesehen von den logarithmischen Termen handelt es sich also um Entwicklungen nach
halbzahligen Potenzen Y~ (%~D/2_ Unter Verwendung von Maple war es mdglich, diese
Entwicklungen jeweils bis zur Ordnung O(Y ~2"/2) fortzusetzen. Diese Ausdriicke sind
sehr linglich und bringen fiir das Verstdndnis nicht wesentlich Neues, weshalb auf ihre
Auflistung verzichtet wurde. Sie wurden allerdings als Grundlage entsprechender Compu-
terprogramme verwandt.

9.3 Verwendung von Extrapolationsverfahren

Wir sind an der Berechnung der Linienform resonanter Locher interessiert und betrachten
daher numerische Verfahren fiir den Fall v = /.

Wir zeigen zunéchst, dafl man sowohl die Taylor-Reihe als auch die asymptotische
Entwicklung mit geeigneten Varianten von Levin-artigen Transformationen beschleunigen
kann.

Gleichung (9.19) impliziert, da8 der Schwanz der Taylor-Reihe (9.11) wie der Schwanz
der einfacheren Reihe in

T e (Y )™
:cg—i— 2 (7] / Z m!(2m + v _Z 1)m1/2 (9.32)

m=1

konvergiert. Diese Reihe konvergiert offensichtlich etwas schneller als die Taylor-Reihe
F(V/[7]) mit f(z) = exp(—z) — 1.

Fiir grofle Werte des Argumentes z = Y/[rv| wird die Konvergenz der Taylor-Reihe
(9.32) allerdings relativ langsam, da die Terme a,, zunéichst betragsmifiig mit m stark
steigen (|a,| o 2™) und erst ab m & z betragsmifig fallen (ap,11/am ~ —z/(m + 1)
fiir groe m). Dies trifft auch auf die Taylor-Reihe (9.11) zu. Damit hdufen sich auch fiir
grofle z auch Rundungsfehler, wenn man die alternierende Reihe termweise aufsummiert.
Diese Probleme sind analog zu den numerischen Problemen, die bei der Berechnung von
exp(—z) fiir grofle positive Argumente z mittels der Taylor-Reihe der Exponentialfunk-
tion auftreten, da dann eine sehr kleine Zahl als Linearkombination von groflen Zahlen
ausgedriickt werden muf3.

Da das asymptotische Verhalten der Terme der Reihe bekannt ist, kann man es aber
in Kombination mit Beschleunigungsverfahren auszunutzen versuchen.
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Im Anhang C wird gezeigt, dafl die Reihe mit Partialsummen

& (=Y/[my )™ T(m +3/2)

A v 2\1/2
R e L Y e ]

(9.33)

und Wert

el () ()8 o

x3 + 7" Y/[m9] 2my 21y

zur unendlichen Reihe (9.11) asymptotisch verwandt ist, die Terme also gleiche Asympto-
tik fiir m — oo haben. Hier ist I; die modifizierte Bessel-Funktion erster Art der Ordnung
1.

Tabelle 9.1: Beschleunigung der Taylor-Reihe (9.11) mit den ¢- und k-Levin-Transforma-
tionen fiir Go(5,50,1, 1)

n »C%O)(l,sn,twn) ﬁszo)(lasnakwn) ‘Cszo)(l’s;z’AS:z—l)
9 —0.10912 —0.1091009 —0.109105
10 —0.10909 —0.10910079 —0.1090998
11 —0.109102 —0.109100811 —0.1091011
12 —0.1091004 —0.1091008085 —0.10910075
13 —0.10910089 —0.1091008096 —0.10910082
14 —0.109100791 —0.10910080934 —0.109100807
15 —0.109100813 —0.10910080939 —0.1091008098
16 —0.1091008088 —0.109100809378 —0.10910080931
17 —0.10910080948 —0.1091008093794 —0.10910080939
18 —0.10910080936 —0.1091008093792 —0.109100809378
19 —0.109100809381 —0.1091008093792 —0.1091008093794
20 —0.1091008093789 —0.1091008093792 —0.1091008093791
21 —0.1091008093792 —0.1091008093792 —0.1091008093792
o0 —0.1091008093792 —0.1091008093792 —0.1091008093792

Man kann daher die Kummer-Transformation (4.6) verwenden, die zu einer transfor-
mierten Folge s/ fiihrt. Damit wird es im Zusammenhang mit Levin-artigen Transforma-
tionen auch méglich, die in Gleichung (4.13) definierte k-Variante der Restabschétzungen
kw,, 7u verwenden.

In Tabelle 9.1 vergleichen wir die ¢- und die k-Variante der Levin-Transformation fiir

die Reihe (9.11) mit Partialsummen

g cve
o = m!2m+v+1

m=1

)Sm(x0177 7,) (935)
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mit der ¢-Variante der Levin-Transformation fiir die Kummer-transformierte Reihe s/,
(unter Verwendung der Folge (9.33). Zum Vergleich seien die Werte sog = —14.94, s49 =
—0.109107, shy, = —1.111 und s}, = —0.1091010 genannt. Das heift, das die Reihe (9.11)
selbst in diesem Fall recht langsam konvergiert. Dies ist eine Folge des groflen Wertes
von Y/~ = 50. Die (einmal angewandte) Kummer-Transformation fithrt zu einer leichten
Konvergenzverbesserung. Es ist wichtig, daf§ die nichtlineare t-Variante der Levin-Trans-
formation etwas weniger effektiv ist als die lineare k-Variante der Levin-Transformation,
wenn beide auf s, angewandt werden. Die ¢-Variante der Levin-Transformation liefert bei
Anwendung auf s), Resultate, deren Qualitit zwischen diesen beiden Varianten liegt.

Die Werte in Tabelle 9.1 wurden auf einer SUN-Workstation in FORTRAN DOUBLE
PRECISION berechnet, was einer Maschinengenauigkeit von etwa 14 Stellen entspricht.
Aufgrund des alternierenden Charakters der Reihe sind die Extrapolationsverfahren nu-
merisch stabil und es ist nicht nétig, die Rechnung auch in hoherer Genauigkeit durch-
zufiihren.

Je groBer Y/~ wird, desto schwieriger ist die Extrapolation, wenn man die Taylor-Reihe
(9.11) verwendet.

Tabelle 9.2: Anwendung der ,J-Transformation auf die Taylorreihe (9.11) fiir
Go(5,100,1, 1)

n Terme Partialsummen oJ EPSEST
10 91861.213 66895.77374 -0.16361295063 1.01D-04
11 -232167.580 -165271.80699 -0.16362184363 1.25D-05
12 544003.140 378731.33315 -0.16361978724 2.83D-06
13 -1187930.521 -809199.18837 -0.16361796896 2.45D-06
14 2428559.463 1619360.27522 -0.16361740143 7.52D-07
15 -4666794.652 -3047434.37688 -0.16361728387 1.53D-07
16 8459580.437 5412146.06089 -0.16361728080 3.94D-09
17 -14511801.324 -9099655.26392 -0.16361728543 5.87D-09
18 23625300.694 14525645.43036 -0.16361728779 2.96D-09
19 -36596300.470 -22070655.03969 -0.16361728842 7.84D-10
20 54065082.816 31994427.77722 -0.16361728885 5.29D-10
21 -76338198.462 -44343770.68529 -0.16361728946 7.39D-10
22 103218778.805 58875008.11990 -0.16361729032 1.04D-09
00 -0.16361728818 -0.16361728818

EPSEST: Programmintern geschétzter Fehler

In Tabelle 9.2 wird der Fall G5(5,100,1,1) behandelt. Dargestellt sind die Terme
und Partialsummen der Taylor-Reihe (9.11) sowie die entsprechenden Transformierten

2.](()")(1, Sns kwn), also die k-Variante der sJ-Transformation. Vergleichswerte wurden mit
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Tabelle 9.3: Anwendung der ,J-Transformation auf die Taylorreihe (9.11) fiir

Go(5,100,1,1)

KAPITEL 9. SPEKTRALE LOCHER

n Terme Partialsummen oJ EPSEST
10 100609.900 73091.78105 -0.30690881936 1.47D-04
11 -252356.066 -179264.28496 -0.30692577549 2.39D-05
12 587523.391 408259.10639 -0.30692503925 1.01D-06
13 -1275925.374 -867666.26858 -0.30692311318 2.60D-06
14 2596046.323 1728380.05458 -0.30692243837 8.95D-07
15 -4967878.178 -3239498.12347 -0.30692227548 2.12D-07
16 8972282.282 5732784.15902 -0.30692226456 1.40D-08
17 -15341047.114 -9608262.95579 -0.30692226792 4.27D-09
18 24902343.975 15294081.01926 -0.30692227050 3.23D-09
19 -38473033.827 -23178952.80822 -0.30692227121 8.88D-10
20 56702403.929 33523451.12171 -0.30692227170 5.94D-10
21 -79888812.344 -46365361.22277 -0.30692227236 8.02D-10
22 107806280.085 61440918.86265 -0.30692227334 1.19D-09
00 -0.30692227095 -0.30692227095

EPSEST: Programmintern geschétzter Fehler

automatischer Quadratur bestimmt. Man erkennt deutlich, wie die Terme der Taylor-Reihe
dhnlich denen einer alternierenden, divergenten Reihe anwachsen. Trotzdem konnen aus
diesen Termen die ersten neun Stellen des exakten Ergebnisses gewonnen werden.

In Tabelle 9.3 wird analog der Fall G(5,100, 1, 1) behandelt. Auch in diesem Fall ist
die k-Variante der oJ-Transformation in der Lage, neun exakte Stellen zu reproduzieren.

Fiir groflere Werte von Y kann man erfolgreich die asymptotischen Darstellungen (9.30)
und (9.31) verwenden. Auch diese Entwicklungen kann man noch beschleunigen, was in
Tabelle 9.4 fiir den Fall der Transformation mit der s U-Transformation fiir G5(0, 200, 1, 1)
dargestellt ist.

Fiir groflere Y konvergieren die asymptotischen Entwicklungen sehr schnell.

In den Abbildungen 9.1-9.5 ist gezeigt, welche Linienformen man auf der Grundlage
des Modelles von Drescher und Dick im Falle resonanter Locher erwartet. Betrachtet wird
ein Beispiel mit Loy = Coe = 1, for = fao = 0.4, ® = 0.001, Fp =10"% o9 =00 =103,
wobei auf die Angabe von Einheiten aufgrund der Skalenrelation (9.8) verzichtet werden
kann. Verschiedene Brenndauern fiihren zu unterschiedlich grofien Werten des Parameters
Y. Grofle Y entsprechen grofien Brenndauern und damit tiefen Lochern.

Dargestellt sind der Polarisationsgrad p, das Parallelsignal —H (das Loch wird da-
mit zum Berg) und das Differenzsignal H; — H, als Funktion von zy, wobei jeweils nur
die Ergebnisse fiir zp > 0 aufgetragen sind, da es sich in allen drei Féllen um gerade
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Tabelle 9.4: Anwendung der sU-Transformation auf die asymptotische Entwicklung fiir
G»(0,200,1,1)

Terme Partialsummen U EPSEST
1 3.54D-02 -0.29808836180288 -0.29808836180288 1.00D+60
2 7.36D-04 -0.29735274293361 -0.29732904490733 7.83D-04
3 -2.45D-06 -0.29735519644055 -0.29735514825717 -2.60D-05
4 -4.01D-08 -0.29735523658597 -0.29735523845227 -9.06D-08
5 -1.29D-09 -0.29735523787345 -0.29735523793200 5.24D-10
6 -6.14D-11 -0.29735523793488 -0.29735523793921 -7.28D-12
7 -3.89D-12 -0.29735523793877 -0.29735523793911 1.04D-13
8 -3.07D-13 -0.29735523793907 -0.29735523793911 -2.66D-15
9 -2.91D-14 -0.29735523793910 -0.29735523793911 1.11D-16
10 -3.21D-15 -0.29735523793911 -0.29735523793911 1.11D-16
00 -0.29735523793909 -0.29735523793909

EPSEST: Programmintern geschétzter Fehler

Funktionen von zy handelt, sowie der Polarisationsgrad p als Funktion der parallelen und
vertikalen Lochfunktionen H| und H,. Man beachte, dafi das Differenzsignal als Funk-
tion von x fiir groflere Y zwei zu xy = 0 symmetrische Maxima aufweist, wie sie auch
im Experiment gesehen werden. Dies sollte eine spezifischere Auswertung erlauben als im
Falle des Polarisationsgrades, bei der diese charakteristischen Doppelmaxima nicht auf-
treten. Auflerdem sei bemerkt, dal man den Debye-Waller-Faktor f,;, in den Abbildungen
insofern wiederfindet, als fiir sehr lange Brenndauern die Lochtiefe sich ihm asymptotisch
annihert.
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Abbildung 9.1: Polarisationsgrad p als Funktion von zy > 0
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Abbildung 9.2: Differenzsignal H — H, als Funktion von xy > 0
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Abbildung 9.3: Parallelsignal H) als Funktion von zy > 0
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Abbildung 9.4: Polarisationsgrad p als Funktion des Parallelsignals H)
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Abbildung 9.5: Polarisationsgrad p als Funktion von H
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9.3.1 Resonante Locher in TPP

Die auf den Extrapolationsverfahren basierenden Programme wurden von Decker [87]
genutzt, um Spektren resonanter Locher mit wenigen Parametern anzupassen, die expe-
rimentelle Bedeutung haben. Das untersuchte System war Tetraphenylporphin (TPP) in
einer Plexiglasmatrix. Fiir Details der Mefimethodik sei auf die Literatur verwiesen. [88]
Da bei solchen Anpassungen sehr viele Faltungsintegrale ausgerechnet werden miissen,
handelt es sich dabei um rechenintensive Anwendungen. Wiahrend die auf automatischer
Quadratur basierenden Programme auf Silicon Graphics Workstations Rechenzeiten der
GroBenordnung O(1 Tag) bendtigten, konnten durch die Verwendung der Extrapolations-
verfahren die Rechenzeiten auf die Gréflenordnung O(1 Stunde) reduziert werden.
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Abbildung 9.6: Dreiparametriger Fit von resonanten Lochern an TPP: Parallelsignal fiir
6 verschiedene Tiefen Y

Als Beispielergebnis sei hier der Least-Square-Fit von insgesamt 12 Lochspektren (je
ein Spektrum fiir parallele Polarisation und ein Spektrum des Differenzsignals fiir 6 ver-
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schiedene Brenndauern) mit nur drei Parametern angefiihrt. Die optimierten Parameter
waren der Debye-Waller-Faktor f,,, die Linienbreite ['y, die allerdings von der gleichen
Groflenordnung wie die Linienbreite des verwendeten Lasers war, sowie als dritter Para-
meter y = Y/Tu/ fus/1.

Das Ergebnis der Anpassung ist in den Abbildungen 9.6 und 9.7 dargestellt. Aufge-
tragen ist jeweils das Signal (das “negative Loch”). Man erkennt einen befriedigenden,
wenn auch nicht sehr guten Fit, der in den Flanken systematische Fehler aufzuweisen
scheint. Es stellte sich durch diese Untersuchung heraus, dafl man weitere Experimente
durchfithren muf; um das Modell von Drescher und Dick [103] zu testen, bei denen seine
wesentlichen Annahmen, daf3 die Lochspektren an optische diinnen Proben mit einem sehr
scharfbandigen Laser gewonnen wurden, besser erfiillt sind.
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Abbildung 9.7: Dreiparametriger Fit von resonanten Léchern an TPP: Differenzsignal fiir
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Kapitel 10

Extrapolation von
Multipolentwicklungen

In diesem Kapitel wird die Anwendung der in Kapitel 5 beschriebenen Methoden auf
Orthogonalentwicklungen beschrieben, insbesondere auf Entwicklungen nach Legendre-
Polynomen.

Multipolentwicklungen bzw. Entwicklungen nach Kugelflichenfunktionen stellen solche
Orthogonalentwicklungen dar und spielen eine grofle Rolle in den Naturwissenschaften.
Daher gibt es eine immense Literatur zu diesem Gebiet. In der Chemie spielen solche
Entwicklungen beispielsweise eine Rolle

bei Ubergingen zwischen Molekiilzustinden bei der Wechselwirkung mit elektro-
magnetischer Strahlung, im Rahmen der zeitabhéingigen Stérungstheorie, (vgl. z.B.
(310, Kap. 16]),

bei der Beschreibung von NMR-Experimenten (Nuclear Magnetic Resonance) [99],

bei der Beschreibung der intermolekularen Wechselwirkungen, die fundamental in
die klassische Beschreibung von Vielteilchensystemen eingeht, wobei auch induzierte
Multipolmomente eine Rolle spielen (z.B. Polarisierbarkeit), [214, Kap. 15]

insbesondere bei der Berechnung des elektrostatischen Potentials von molekularen
Ladungsverteilungen, z.B. durch Lésung der Poisson-Gleichung [211], mit Anwen-
dungen in Dichtefunktionalprogrammen (deMon),

zur Charakterisierung von Molekiilen durch Angabe der elektrostatischen Multipol-
momente (Dipol-, Quadrupol-, Oktupol- und Hexadecapolmomente), wobei das erste
nichtverschwindende Multipolmoment unabhiingig von der Wahl des Entwicklungs-
zentrums ist [67], das meist in den Massenschwerpunkt des Molekiils gelegt wird,

zur Bestimmung von effektiven Atomladungen (Partialladungen) [344, 391] fiir Kraft-
feld- bzw. Molecular-Mechanics- und Molecular-Modeling-Rechnungen durch Anpas-
sung an das elektrostatische Potential eines Molekiils [28, 39, 83, 100, 236, 293, 397]
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als Alternative zur Ladungsbestimmung aufgrund von Populationsanalysen [13, 243,
244, 245] oder auch zu empirischen Ladungen auf der Grundlage von Wechselwir-
kungsenergien und Abstinden (CHARMm, [255, 256]) oder Fliissigkeitseigenschaf-
ten [69, 86, 85, 106, 199, 200, 201, 202,

bei der Bestimmung von effektiven atomaren Multipolmomenten, ebenfalls fiir mole-
kulare Kraftfeldrechnungen, bei denen die effektiven Kréfte zwischen zwei Molekiilen
als Summe von elektrostatische Wechselwirkungen dieser verteilten atomaren Mul-
tipolmomente von je zwei Atomen dargestellt werden [332, 343] ,

in der Fast Multipole Method (FMM) von Greengard und Rokhlin [70, 142, 143, 144,
296, 282, 281, 364, 390], deren Rechenaufwand — wie bei einigen anderen Methoden
auch, siehe den néichsten Punkt — linear mit der Zahl der Atome skaliert und
die sowohl derzeit fiir Molekiildynamikrechnungen an Makromolekiilen unter voller
Beriicksichtigung langreichweitiger Coulomb-Wechselwirkungen verwendet wird, [35,

395, 396, 403] als auch in das neue Quantenchemieprogramm Q-Chem von Johnson,
Gill und Head-Gordon einflieflen soll !,

im Distributed Parallel Multipole Tree Algorithm (DPMTA), dessen Rechenaufwand
ebenfalls linear mit der Systemgrofle skaliert und der ebenfalls schon in Programme
fiir Molekiildynamiksimulationen an Makromolekiilen Eingang gefunden hat 2,

in Tight-Binding Hartree-Fock-Rechnungen an Polymeren [90],

bei der Berechnung von Molekiilintegralen (meist von exponentialartigen Basisfunk-
tionen), vor allem wenn Additionstheoreme und/oder einzentrige Entwicklungen ein-
gesetzt werden [18, 19, 32, 36, 37, 38, 112, 114, 115, 117, 119, 130, 145, 147, 148, 158,
171, 172, 173, 174, 175, 177, 178, 188, 189, 190, 191, 192, 193, 194, 195, 196, 197,
205, 230, 238, 265, 266, 278, 280, 285, 290, 300, 301, 311, 333, 334, 335, 336, 337, 339,
340, 350, 351, 352, 353, 357, 359, 365, 367, 379, 380, 383, 382, 381, 384, 385, 386].

Wir untersuchen im folgenden die Konvergenzbeschleunigung einer einzentrigen Mul-

tipolentwicklung im Vergleich zur Entwicklung des exakten elektrostatischen Potentials in
Kugelflichenfunktionen.

Eine Ausdehnung der Resultate auf die Konvergenzbeschleunigung von verteilten Mul-

tipolentwicklungen, bei denen das elektrostatische Potential durch eine Summe von ab-
gebrochenen Multipolentwicklungen an einzelnen Zentren — meist den Atomen — dar-
gestellt wird, kann man einfach erhalten, indem man die Entwicklungen beziiglich der
jeweiligen Zentren einzeln beschleunigt und die erhaltenen Approximationen aufsummiert.

Laut einer E-mail Nachricht von W. Koch [kochw@argon.chem.TU-Berlin.DE, Message-Id:
<9505170906.AA28372@argon.chem.TU-Berlin.DE> vom 17. 5. 1995] in der Computational Chemistry

List.

2Programm namd, University of Illinois, http://www.ks.uiuc.edu:1250/Research /namd/.
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10.1 Multipolentwicklung des elektrostatischen Po-
tentials

Zur Berechnung des elektrostatischen Potentials U einer Ladungsverteilung p kann man
die Formel (in atomaren Einheiten)

p()

10.1
= a0

verwenden. Setzt man hier die Laplace-Entwicklung

1 " (/) Y )

_4 E < 10.2
7 — " 20+ 1 ro (10:2)
ein, wobei die Bezeichnungen r = |7, v’ = ||, r« = min(r,r’) und r~ = max(r,r’) ver-

wendet werden und Y,” die komplexen Kugelflichenfunktionen in der Phasenkonvention
von Condon und Shortley [81] sind (siehe auch Gl. (A.31)), so folgt bei Vertauschung von
Integration und Summation

00 =4S G T [y (10.3

Dies kann man auch als Orthogonalentwicklung nach dem vollsténdigen, orthonormierten
System der Kugelflichenfunktionen interpretieren.

Ist die Ladungsverteilung auflerhalb einer Kugel um den Ursprung mit Radius a gleich
Null und gilt r > a, so gilt immer r > ¢’ fiir alle 7, fiir die p(7) # 0 ist, und es folgt

=ar Y [ oy @ ety at (10.4)

20+1

Fiihrt man die Multipolmomente
Qr = [ Y () ar (10.5)
ein, so kann man das Potential durch eine unendliche Reihe der Form

LY/

U = Ualr) = 1n S =g L O (10.6)

berechnen, die auch als Multipolentwicklung bezeichnet wird. Ist insbesondere die La-
dungsverteilung p(7) rotationssymmetrisch um eine Achse R, so haben die Multipolmo-
mente die Form

=Y/ (R/R) q, (10.7)



244 KAPITEL 10. EXTRAPOLATION VON MULTIPOLENTWICKLUNGEN

und man erhilt unter Verwendung des Additionstheorems der Kugelflichenfunktionen

4 S e B B 7R
S Y (R = P ( - ) (108)

eine Entwicklung nach Legendre-Polynomen P,

Uo(7) = ZPZ (T R)%. (10.9)

Daf} das elektrostatische Potential diese Form hat, folgt auch aus der Tatsache, dafl die
Laplace-Gleichung V2U = 0 im Aulenraum einer Ladungsverteilung erfiillt sein muf, wo-
bei die Lésungen fiir 7 — oo in Kugelkoordinaten nur Linearkombinationen der irreguléren
Kugelfunktionen ZJ*(7) = r~“"1Y;"(7/r) sein kénnen, so daf, wenn man die Rotations-
symmetrie um die Richtung B/R beachtet, nur Linearkombinationen von r—*"!Py(cos o)
in Frage kommen, wobei @ der Winkel zwischen dem Ortsvektor und der Richtung ﬁ/ R
ist.

Ist die Ladungsverteilung nicht auf eine kompakte Teilmenge des R® beschrinkt, so
gelten die obigen Multipolentwicklungen nur noch niherungsweise fiir grofie r = |7]. Denn
dann gilt nicht immer r > ¢’ fiir alle 7, fiir die p(7) # 0 ist.

Die Differenz zwischen dem Wahren Potential U und der Multipolentwicklung Uy aus
Gl. (10.6) ist

’ ’ Y (r/r) re " e
U(7’)—UQ(7“):47r£Z;Eﬁ/p(f'){?il—r@rl Y Sty d B (10.10)
Wegen
rt 7't .
@ — m =0 firr S r (1011)

kann man die Differenz U — Ug auch iiber

T/T) = TZ r/ﬂ mk (= /! 3./
U(7) — Uo(7) —47rlz T /l>rp(r){rw+1 —m}yg (/') d* (10.12)
ausdriicken. Fillt p(7) fiir groe Argumente geniigend schnell, so werden demnach die
Beitrige mit gegebener Drehimpulsquantenzahl ¢ zur Differenz U — Uy, fiir grofie r gegen
Null gehen, wenn sie nicht aufgrund der Orthonormalitéit der Kugelflichenfunktionen so-
wieso verschwinden. Gilt zum Beispiel p(7) = exp(—~r) fiir v > 0, so tragt aufgrund der
Winkelintegration nur der Term mit £ = 0 bei und man erhilt

= 11 ) (2
U(F) — Uo(F) = 47r/r exp(—7r) {F - ;} P24y = P V:LE 1) (10.13)

In diesem einfachen Modellbeispiel verschwindet also auch die Differenz fiir grofle r expo-
nentiell.
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Wir bemerken, daf§ die Multipolentwicklung Uy fiir ¥ # 0 eine Losung der Laplace-
Gleichung V2Ug = 0 ist. Das exakte elektrostatische Potential U erfiillt jedoch die Poisson-
Gleichung (atomare Einheiten)

V2U(F) = —dmp(7) . (10.14)

Daraus erhellt, dafl auch die Differenz U — Ug der Poisson-Gleichung geniigt. Aulerdem
ergibt sich, dafl nur dort die Multipolentwicklung eine gute N&herung fiir U darstellen
kann, wo die Ladungsdichte klein ist, mithin fiir grole Absténde.

Die Multipolentwicklung bietet den Vorteil, dafl man die Momente Q07" bzw. g, zu einer
gegebenen Ladungsverteilung p nur einmal ausrechnen mufl und dann die Multipolnihe-
rung Ug(7) fir U(7) sehr einfach fiir sehr viele, beliebige Aufpunkte 7 berechnen kann.
Die exakte Entwicklung (10.3) fiir U(7) dagegen ist numerisch aufwendiger auszuwerten.
Sie erfordert die Berechnung der Integrale

/p £+1 (i fr) 43 (10.15)

die auflerdem vom Abstand r des Aufpunkts vom Entwicklungszentrum abhingen. Im Fal-
le, da3 die Ladungsdichte p um die Richtung R rotationssymmetrisch ist, gilt in Analogie
zu Gl. (10.7) die Beziechung

Zy(r) = Y (R/R) Z(r) (10.16)
womit sich die Entwicklung (10.3) zu
" (7/r) - > 7R
=dr Y, (R/R) z =Y Pb|l—| 2 10.17
D LTRSS Z(TR)W) (10.17

vereinfacht. Dies entspricht der Zylindersymmetrie des Problems, da nur noch die Koor-
dinaten r und # mit rRcosf = 7+ R eingehen.

10.2 Dreizentrige Kernanziehungsintegrale

Im Rahmen eines LCAO-Verfahrens (Linear Combination of Atomic Orbitals) treten bei
der Berechnung der Matrixelemente des molekularen Hamilton-Operators Integrale der
Form
o5 (") or (7"
|7

I¢j, or)(7) = 7|) d3’ (10.18)

auf. Hier sind ¢;(7) und ¢ (7) zwei je an einem Atom zentrierte, raumliche Orbitale, also
Funktionen R® — C, die sogenannten Atomorbitale, im folgenden auch Basisfunktionen
genannt, und die (rdumlichen) Molekiilorbitale v, () sind Linearkombinationen der Form

7)) =2 jads(7) - (10.19)
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Ist das Atomorbital ¢;(7) am Punkt ﬁj zentriert, so kann man es als

—

¢;(7) = x;(F — R;) (10.20)

schreiben, wobei die x;() = p;j(r)o;(0, ) bei den in der Quantenchemie iiblichen Ba-
sisfunktionen in einen Radial- und einen Winkelanteil faktorisieren. Bei den kartesischen
Basisfunktionen ist der Winkelanteil proportional zu Produkten der Form z%y’z¢, bei
sphérischen Basisfunktionen wird er dagegen durch Kugelflichenfunktionen Y;™(6, ¢) be-
schrieben. Der Radialteil hat die Form P(r)exp(—ar”), wobei P ein Polynom ist. Ist
T = 2, so spricht man von Gauf3-artigen, bei 7 = 1 dagegen von exponentialartigen Ba-
sisfunktionen. Die einfachsten Vertreter dieser beiden Klassen von Basisfunktionen sind

einerseits die 1s-Gauf3-Funktion

G(a, ) = exp(—ar?) (10.21)
und andererseits die 1s-Exponentialfunktion

e(a, T) = exp(—ar) . (10.22)

Letztere ist, bis auf einen konstanten Faktor, der Spezialfalln = 1, £ = m = 0 einerseits der
populérsten exponentialartigen Basisfunktionen, der Slater-Orbitale [327],[121, Gl. (2.1)]

Xie(a, @) = """ exp(—ar) Y"(6,9) , (10.23)

andererseits aber auch der im Fourier-Raum wesentlich einfacheren B-Funktionen, die
durch [121, GL. (2.14)]

1 .
(o, ) = (0 1 0)1) kn1j2(ar) I Y0, 0) (10.24)

definiert sind und somit tensorielle Verallgemeinerungen der reduzierten Bessel-Funktionen
aus Gl. (3.220) darstellen.

Die Integrale I bezeichnet man als Kernanziehungsintegrale. Sie sind Beispiele der zu
Anfang dieses Kapitels angesprochenen Molekiilintegrale.

Es treten bei Kernanziehungsintegralen drei Zentren auf (7, R}-, R, im Falle von
I[p;, px](T)), die allerdings auch zusammenfallen kénnen. Die dann auftretenden ein- und
zweizentrigen Kernanziehungsintegrale sind in der Regel wesentlich einfacher zu berechnen
als dreizentrige Kernanziehungsintegrale. Diese sind Thema dieses Abschnitts.

Je nach der Wahl der Atomorbitale ist die Berechnung der Kernanziehungsintegrale
kompliziert oder einfach.

Im Falle von Gaufl-artigen Basisfunktionen ist die Berechnung der Kernanziehungsin-
tegrale relativ einfach, da man Produkte zweier Gau-Funktionen an zwei Zentren leicht
durch GauB-Funktionen an einem einzelnen Zentrum darstellen kann. Dies hat n&dmlich
zur Folge, dal man dreizentrige Kernanziehungsintegrale mit Gauf-Funktionen auf zwei-
zentrige Kernanziehungsintegrale zuriickfiihren kann.
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Im Falle von exponentialartigen Basisfunktionen ist die Berechnung dreizentriger Kern-
anziehungsintegrale schon bedeutend schwieriger. Im Rahmen der Fourier-Transformati-
onsmethode kann man im Falle von B-Funktionen eine zweidimensionale Integraldarstel-
lung verwenden, die man dann mittels numerischer Quadratur auswerten kann [158, 171,
174]. Dabei gibt es allerdings fiir grofie Absténde der Zentren noch Probleme aufgrund
oszillierender Beitrige im Integranden, die letztlich die erzielbare Genauigkeit begrenzen.
Es besteht also noch ein Bedarf an Methoden fiir groe Abstinde. Eine Alternative ist
dabei die Verwendung von Entwicklungen nach Kugelflichenfunktionen bzw. Multipolent-
wicklungen.

Die Idee ist dabei relativ einfach:

Sind die Atomorbitale reell, so kann man sich das Produkt p;;(7) = ¢,(7)¢x(7) als eine
Ladungsdichte vorstellen. Das entsprechende elektrostatische Potential entspricht dann
gerade dem Kernanziehungsintegral I, wie man durch Vergleich von Gl. (10.1) und (10.18)
leicht einsieht.

Insbesondere kann man die exakte Entwicklung (10.3) nach Kugelflichenfunktionen
und die approximative Multipolentwicklung (10.6) sinngem&f anwenden.

Verfahren dieser Art wurde in jiingerer Zeit vor allem von Ferndndez Rico und Mit-
arbeitern [112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120] sowie Jones und Mitarbeitern
[188, 189, 190, 191, 192, 193, 194, 195, 196, 197] untersucht.

Diese Arbeiten wurden von der Gruppe um Bouferguene aufgegriffen, und man hat
in einigen Arbeiten versucht, Konvergenzbeschleunigung fiir Entwicklungen analog zu GI.
(10.3) zu verwenden, wobei der e-Algorithmus eingesetzt wurde. [37, 38]

Da es sich im wesentlichen um Orthogonalentwicklungen handelt, ist zu erwarten, daf§
spezielle Methoden fiir diesen Typ von Reihen vorteilhaft sind.

10.3 Ein einfaches Beispiel

Wir betrachten als einfaches Beispiel einer Ladungsdichte

p(7) = exp(—ar) exp(—B|7 - R]) (10.25)
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entsprechend einem zweizentrigen Produkt von 1s-Exponentialfunktionen. Fiir das elek-
trostatische Potential dieser Dichte gilt

Y= =7,

v = [ RN g

™ (7/r) »
=dr % 20 + 1 l+1 é ( /’I“)

x exp(—ar') exp(— |r — R|)d3r'

:4%2 26(—7;/{)/ ZilYm*("/r') exp(—ar’)

fm

(10.26)

Y’,"*RR
NE DD # (R /R

8 / / !
X (@) Igl+1/2(ﬂ7’<)[(@+1/2(ﬂ7’>) d37"

mit . = min(r’, R) und r{, = max(r', R). Hier wurde das Additionstheorem [386, 37]

X 0
exp(—A\\/r2 + p2 — 2rpcosf) = — > (20 + 1) Pycos ) — o —Lo41/2(A7) Kog1/2(Ap)]
=0 \/_

(10.27)

verwendet, das fiir r < p gilt. Ferner wurde das Additionstheorem (10.8) der Kugelflichen-
funktionen benutzt. Jetzt kann man die Orthonormalitit der Kugelflichenfunktionen be-
nutzen und erhélt

A7 & rt

U(F) = ZPZ( rR))/O r'3/2 ei1 exp(—ar’)

0
(86) Toap2(Bri)Kepapo(Bri)dr

Das verbleibende Radialintegral kann man mit Hilfe von Maple berechnen. Dadurch ver-
meidet man Rundungsfehler, die sonst bei der Berechnung dieses Integrals leicht auftreten
[37]. Wir bemerken, dafi das Ergebnis von der Form (10.17) ist, mit

(10.28)

z —4 < ; / 0
Zg(T‘) = Tg A r 3/2% exp(—ar ) <6ﬁ> [g+1/2(ﬂ7’<)Kg+1/2(ﬂ7’>) . (1029)
>

Analog ergibt sich fiir die Multipolentwicklung dieser Ladungsdichte eine Gleichung der
Form (10.9),

Ug(F) = \/RL;ZPZ (r R/(TR))/ rlg/Qre:r exp(—ar')

0

< (35) HeanOrKen (oo

(10.30)
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und fiir die Multipolmomente folgt

QZ:ﬁ 5

was man auch vorteilhaft mit Maple berechnen kann.

P2 exp(—ar) ( ) Tenp(Br) Keap(Brldr', (1031)

0
ap

10.4 Numerische Tests

Wir betrachten die Ladungsdichte p(7) = p(z,y, z) aus (10.25) aus dem letzten Abschnitt
fiir « = 3/10, 8 =1 und R = 2€,, wobei €, der Einheitsvektor in z-Richtung ist. Diese ist
rotationssymmetrisch um die z-Achse. In Abbildung 10.1 ist p(z, 0, z) als Funktion von x
und z aufgetragen.

Abbildung 10.1: Ladungsdichte

Das entsprechende elektrostatische Potential ist ebenfalls rotationssymmetrisch um
die z-Achse, also nur eine Funktion von z und /z? + y? oder, dquivalent, nur von r =
Va2 4+ y? + 22 und 0 mit cos§ = z/r. Das gilt auch fiir die Multipolentwicklung (10.30)
und die exakte Entwicklung (10.28) nach Kugelflichenfunktionen.

10.4.1 Multipolentwicklung

Die Multipolmomente ¢, sind in Tabelle 10.1 aufgetragen. Sie wachsen relativ schnell mit
{ an.
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Tabelle 10.1: Multipolmomente g,

¢ Q@ ¢ QU
0 9.6145542836957232-10° 15 5.6126132139082320-10*
1 1.5111468162060430-10" 16 1.0526398832720890-10°
2 2.4972140819932912-10" 17 1.9791327162842600-10°
3 4.2508094215318600-10" 18 3.7295814285560472-10°
4 7.3829280479536656-10" 19 7.0429819898685744-10°
5 1.3014160081924070-102 20 1.3325858332275628-10°
6 2.3205220342856620-102 21 2.5258921378457704-10°
7 4.1759801415517728-10? 22 4.7958001073652480-10°
8 7.5724460859402144-102 23 9.1198033217610032-108
9 1.3819758024471442-103 24 1.7367785134246278-107
10 2.5360253549353620-103 25 3.3120638623127288-107
11 4.6760909010975208-103 26 6.3243038872318152-107
12 8.6583940808828048-103 27 1.2090777865352850-108
13 1.6092055362945430-104 28 2.3141623269443344-108
14 3.0007868261207612-10* 29 4.4340905859803936-10%

In den Tabellen 10.2-10.5 sind fiir verschiedene Kombinationen von r und @ die Parti-

alsummen
)

se =Y Pj(cost) ]q+1 (10.32)
=0
und die transformierten Werte
st = K ({17 () fsed {a/r 1) (10.33)
mit 74 =(+2, 75 ) = —(2¢ 4+ 5) cos @ und 752) = { 4 3 entsprechend der Rekursion der

Legendre- Polynome Py 1(cosf) aufgetragen. Diese Werte wurden gerundet und konnen
daher nicht mehr als 16 Dezimalstellen aufweisen. Die Definition der I-Transformation
aus Gl. (5.148) wird verwendet. Auerdem ist fiir beide Folgen s, und s} die erreichte Zahl
exakter Stellen angegeben.

Die erreichte Stellenzahl wird zum besseren Vergleich in den Abbildungen 10.2-10.5
nochmals gesondert dargestellt. Man erkennt jeweils eine deutliche Steigerung der Stel-
lenzahl durch die Verwendung der Extrapolationsmethode. Schon fiir kleinere ¢-Werte ist
die Verkleinerung des Fehlers drastisch. Ein Gewinn von drei und mehr Stellen ist typisch
und bedeutet eine Verkleinerung des Fehlers um den Faktor 1000 oder mehr.

Um zu verdeutlichen, wie der Stellengewinn von r und # abhingt, wurden auf einem
Gitter in der (z,z)-Ebene an jedem Punkt die Zahl exakter Stellen der extrapolierten
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Multipolentwicklung bestimmt, wenn nur die Multipolmomente bis zu einem gewissen
maximalen ¢ = (p,,, beriicksichtigt wurden. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 10.6-
10.10 dargestellt. Man sieht, dafl in geniigender Entfernung von den Zentren am Ursprung
und bei E = 2¢, schon fiir kleine ¢ ein grofle Zahl von Stellen exakt ist. Mit wachsendem
lhax wird an immer mehr Punkten des Gitters die maximale Stellenzahl 16 erreicht.

Tabelle 10.2: K-Transformation der Multipolentwicklung (10.30) fiir r = 4 und 6 = 60
Grad

l Sy sy —lg|1 — s¢/s] —lg|1 —s)/s]
11 2.7418043436441288 2.7418396451187988 4.9 8.5
13 2.7418444420453968 2.7418396360933220 0.8 9.8
15 2.7418400997161048 2.7418396365510044 6.8 11.3
17 2.7418393319135280 2.7418396365368780 7.0 13.2
19 2.7418396810712432 2.7418396365366408 7.8 13.6
21 2.7418396408021740 2.7418396365367192 8.8 14.6
23 2.7418396335310588 2.7418396365367116 9.0 00
25 2.7418396369949232 2.7418396365367116 9.8 00

Tabelle 10.3: IC-Transformation der Multipolentwicklung fiir » = 4 und # = 2 Grad

14 S sy —lg|1 — s¢/s] —lg |1 — /5]
5 4.0055910661641912 4.0310298596769504 2.2 6.0
7 4.0258375726969488 4.0310259627927432 2.9 8.1
9 4.0299452870267560 4.0310259342473168 3.6 10.3
11 4.0307974518518776 4.0310259340256136 4.2 12.5
13 4.0309770827258808 4.0310259340268592 4.9 14.2
15 4.0310154000570728 4.0310259340268832 2.6 00
17 4.0310236476902344 4.0310259340268832 6.2 00
19 4.0310254353074664 4.0310259340268832 6.9 00

10.4.2 Exakte Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen

In den Tabellen 10.6-10.8 sind fiir verschiedene Kombination von r und @ die Partialsum-

men

4

se=)_ Pj(cos0) z(r)

J=0

(10.34)
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Tabelle 10.4: IC-Transformation der Multipolentwicklung fiir » = 12 und 6 = 2 Grad

14 Sy Sy —lg|1 — s¢/s] —lg|1 —s}/s]
2 0.9205147491201462 0.9229094827555278 2.6 5.1
4 0.9228521264440244 0.9229028304339108 4.3 9.7
6 0.9229017067530020 0.9229028306219438 5.9 11.5
8 0.9229028050126544 0.9229028306190520 7.6 00
10 0.9229028300243444 0.9229028306190520 9.2 00

Tabelle 10.5: IC-Transformation der Multipolentwicklung fiir » = 3 und 6 = 45 Grad

14 Sy s} —lg |1 — s¢/s] —lg|1 —s}/s]
14 4.3489633745055632 4.3493388832962536 4.1 8.4
16 4.3492565069391536 4.3493388972986296 4.7 9.5
18 4.3493913460628168 4.3493388992014864 4.9 10.0
20 4.3493504034221608 4.3493388987593184 5.6 11.1
22 4.3493312030632704 4.3493388987929736 5.8 12.6
24 4.3493372120197552 4.3493388987948584 6.4 12.8
26 4.3493400696609064 4.3493388987940592 6.6 13.7
28 4.3493391551806856 4.3493388987941480 7.2 00
der exakten Entwicklung (10.28) und die transformierten Werte

5o = K+ D7) () {sed {201} (10.35)

mit %SO) =(+2, %51) = —(20+5) cosf und %@ = {43 entsprechend der Rekursion der Le-
gendre-Polynome P, (cosf) aufgetragen. Wie im Fall der Multipolentwicklung sind diese
Werte gerundet und konnen nicht mehr als 16 Dezimalstellen aufweisen. Die Definition
der K-Transformation aus Gl. (5.148) wird verwendet. Auflerdem ist fiir beide Folgen s,
und sj die erreichte Zahl exakter Stellen angegeben.

Durch Vergleich der Tabellen 10.2 mit 10.6, 10.3 mit 10.7 und 10.4 mit 10.8, die
jeweils am gleichen Punkt ausgewertet wurden, erkennt man, daf} sich die konvergierten,
extrapolierten Werte durchaus unterscheiden. Das heifit, dal auf diese Weise die Differenz
U — Ug ausgerechnet werden kann.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die Beschleunigung der Entwicklung nach Le-
gendre-Polynomen mittels der K-Transformation sowohl fiir den Fall der Multipolent-
wicklung als auch fiir den Fall der exakten Berechnung des elektrostatischen Potentials
deutliche Stellengewinne erzielen 1&8t. Anders ausgedriickt reichen zur Erzielung einer
gewiinschten Genauigkeit deutlich weniger Multipolmomente beziehungsweise Entwick-
lungskoeffizienten aus, wenn man eine problemangepafite Extrapolationsmethode wie die
IC-Transformation verwendet.
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und 0 = 60

Abbildung 10.3: Zahl exakter Stellen bei der Multipolentwicklung fiir » = 4 und 6 = 2

Grad.
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Abbildung 10.4: Zahl exakter Stellen bei der Multipolentwicklung fiir r = 12 und 6 = 2
Grad.
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Abbildung 10.5: Zahl exakter Stellen bei der Multipolentwicklung fiir » = 3 und 0 = 45
Grad.
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Stell enzahl nach Beschl euni gung (I <5)

Stell en

Abbildung 10.6: Stellenzahl der beschleunigten Multipolentwicklung fiir £y, = 4

Stell enzahl nach Beschl euni gung (I <6)

Stell en

Abbildung 10.7: Stellenzahl der beschleunigten Multipolentwicklung fiir £, = 5



256 KAPITEL 10. EXTRAPOLATION VON MULTIPOLENTWICKLUNGEN

Stell enzahl nach Beschl euni gung (I <10)
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Abbildung 10.8: Stellenzahl der beschleunigten Multipolentwicklung fiir /. = 9

Stell enzahl nach Beschl euni gung (I <12)
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Abbildung 10.9: Stellenzahl der beschleunigten Multipolentwicklung fiir /., = 11
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Abbildung 10.10: Stellenzahl der beschleunigten Multipolentwicklung fiir £y, = 15

Tabelle 10.6: K-Transformation der Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen fiir r = 4
und A = 60 Grad

l Sy sy —lg|1 — s¢/s] —lg|1 —s)/s]
5t 2.6360864318669988 2.6377072675101864 3.2 0.2
6 2.6374837369057832 2.6377515327293168 4.0 2.0
7 2.6378518176502576 2.6377253830860056 4.3 6.0
8 2.6378042659979908 2.6377219784704452 4.5 6.4
9 2.6377350134378020 2.6377230006666316 2.3 8.6
10 2.6377151544952184 2.6377230256403856 2.5 8.2
11 2.6377179511190400 2.6377230015625168 5.7 8.7
12 2.6377222605455336 2.6377230070377540 6.5 10.9
13 2.6377235638641044 2.6377230071786740 6.7 10.2
14 2.6377233701261704 2.6377230069889060 6.9 11.1
15 2.6377230603586148 2.6377230070087064 7.7 12.7
16 2.6377229633254132 2.6377230070085216 7.8 12.8
17 2.6377229782819236 2.6377230070080356 8.0 13.5
18 2.6377230028127904 2.6377230070081392 8.8 14.2
19 2.6377230106880184 2.6377230070081228 8.9 00
20 2.6377230094424720 2.6377230070081228 9.0 00
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Tabelle 10.7: K-Transformation der Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen fiir r = 4

und 8 = 2 Grad

14 Sy s} —lg |1 — s¢/s] —lg|1 —s}/s]
10 4.5865590596837048 4.5866525846910224 4.7 6.4
12 4.5866776132666136 4.5866544475900856 5.3 7.7
14 4.5866762505499168 4.5866543754774488 5.3 8.5
16 4.5866652462194176 4.5866543587750376 5.6 9.4
18 4.5866588085511440 4.5866543606914784 6.0 10.8
20 4.5866559736808440 4.5866543607829960 6.5 11.4
22 4.5866548859890528 4.5866543607630656 6.9 13.1
24 4.5866545102511760 4.5866543607625712 7.5 13.5
26 4.5866543942048184 4.5866543607627224 8.1 15.3
28 4.5866543637663352 4.5866543607627240 9.2 15.5

Tabelle 10.8: IC-Transformation der Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen fiir » = 12

und § = 2 Grad
1 S sy —lg |1 — s¢/s] —lg |1 —s}/s]
2 0.9205059009697086 0.9228996042830154 2.6 5.1
3 0.9225472237960400 0.9228930830704692 3.4 6.0
4 0.9228417168669332 0.9228922656178376 4.3 8.2
5t 0.9228847832640386 0.9228922593965848 5.1 9.8
6 0.9228911451439840 0.9228922591923836 5.9 10.3
7 0.9228920922347056 0.9228922592384774 6.7 11.4
8 0.9228922340878756 0.9228922592424316 7.6 12.6
9 0.9228922554386146 0.9228922592422232 8.4 13.6
10 0.9228922586651554 0.9228922592421988 9.2 15.0
11 0.9228922591544072 0.9228922592421998 10.0 15.7
12 0.9228922592288100 0.9228922592421998 10.8 16.0




Kapitel 11

Quasiteilchenenergien und die
inverse Dyson-Gleichung

Dieser Abschnitt stiitzt sich auf [166].

Trotz des unbestreitbaren Erfolgs des Hartree-Fock(HF)-Self-Consistent-Field(SCF)-
Verfahrens hat es auch einige Schwachpunkte. Beispiele sind die niherungsweise Berech-
nung von Elektronenaffinititen und Ionisierungsenergien iiber Einteilchenenergien mit-
tels des Theorems von Koopmans. [345, S. 127] Es ist wohlbekannt, dal Koopmans-
[onisierungsenergien relativ gute Ndherungen an das Experiment darstellen, wéihrend
Koopmans-Elektronenaffinitdten Fehler von mehreren eV aufweisen. Dies wird durch Un-
terschiede zwischen Ton und neutralem System bedingt, die sich auf Orbitalrelaxationsef-
fekte aufgrund unterschiedlicher HF-Orbitale sowie auf unterschiedliche Korrelationsener-
gien erstrecken. Diese beiden Effekte bedingen Fehler, die fiir Ionisierungsenergien von
unterschiedlichem Vorzeichen sind und sich n&dherungsweise aufheben, wéhrend fiir Elek-
tronenaffinititen die Fehler gleiches Vorzeichen haben und sich daher addieren. [5, 94] Man
kann sagen, dafl vor allem die Energien von virtuellen HF-Orbitalen unzuverléssig sind. Als
eine Folge dieser Fehler approximieren die HF-SCF-Energien von HOMO (Highest Occu-
pied Molecular Orbital) und LUMO (Lowest Unoccupied Molecular Orbital) im Falle von
Molekiilen bzw. die Bandkanten von Valenz- und Leitungsband auf HF-SCF-Niveau im
Falle des Festkorpers die spektroskopischen Resultate nicht besonders gut. Man benétigt
daher Einteilchenenergien, die hinsichtlich Korrelationseffekten korrigiert sind, die soge-
nannten Quasiteilchenenergien. Diese sind als Pole der Einteilchen-Green-Funktion(GF)
definiert, die man in einem Vielteilchenformalismus berechnet.! Die Einteilchen-GF ist
die Losung der Dyson-Gleichung und héngt von der Selbstenergie ab, die man als ein
energieabhéingiges, effektives Potential interpretieren kann.

Die Quasiteilchenenergien sind die exakten Energiedifferenzen zwischen Systemen mit
N und N =+ 1 Teilchen. Der GF-Formalismus erlaubt, in systematischer Weise Korrektu-
ren zu den HF-Einteilchenenergien zu bestimmen und so genauere lonisierungsenergien,

'Eine leicht zugiingliche Einfithrung in GF-Methoden findet man in Buch von Szabo und Ostlund [345,
Kap. 7].

259
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Elektronenaffinitdten und elektronische Spektren zu berechnen. Der storungstheoretische
GF-Formalismus erfordert nur die vertrauten Zweielektronenintegrale sowie die Energien
der HF-Orbitale. In diesem Formalismus wird die Selbstenergie mit Vielteilchenstérungs-
theorie bestimmt.

Der Hauptvorteil des GF-Formalismus ist, daf er die Beschreibung von Korrelations-
effekten auf dem Einteilchenniveau ermdglicht.

Die fehlerhaften HF-Einteilchenenergien stéren besonders im Falle von ab initio Be-
rechnungen von Bandstrukturen von Polymeren oder Festkorpern mit der Methode der
Kristallorbitale (Crystal Orbitals (CO)) im Rahmen des LCAO-Verfahrens (Linear Combi-
nation of Atomic Orbitals). [7, 8, 9, 10, 11, 291, 219, 217, 218, 232, 279, 284] Als Beispiel
genannt sei die Bandliicke in alternierendem trans-Polyacethylen, fiir die man im Rah-
men des HF-Verfahrens 4.427 eV ausrechnet, wihrend Quasiteilchenmethoden auf dem
MP2-Niveau (Mgller-Plesset-Storungstheorie 2. Ordnung [254]) das Resultat 2.980 eV lie-
fern, wenn man eine 6-31G** Basis verwendet. [219, Tab. 5.4] Der zweite Wert ist schon
sehr viel dichter an dem experimentellen Ergebnis von etwa 2 eV fiir den ersten Peak
im Absorptionsspektrum des reinen Polymers [219, S. 211]. Die verbleibende Differenz ist
wahrscheinlich ein kombinierter Effekt von Basissatzméngeln und verbesserungswiirdiger
Beschreibung der Elektronenkorrelation.

Programme fiir die Berechnung der Korrelationskorrekturen sind verfiighar [271], aber
die Verbesserung ihrer Effizienz ist Gegenstand aktueller Forschung [277].

Die Berechnung von Korrelationskorrekturen fiir Bandstrukturen kann auf der Ba-
sis der MP-Storungstheorie [219], von GF-Methoden [224, 225, 226] und oder auch des
Coupled-Cluster(CC)-Verfahrens [20, 21, 33, 75, 76, 125, 129, 157, 215, 258, 275, 276, 348,
347, 402] erfolgen. Einen Uberblick iiber die Literatur zu diesem Thema findet man bei
Forner [125].

Im folgenden untersuchen wir die Kombination von Extrapolationsmethoden mit dem
Zugang [126], der auf der iterativen Losung der inversen Dyson-Gleichung in diagonaler
Néherung griindet. Die Iteration konvergiert, wenn die groBte Polstéirke groBer als 1/2 ist,
jedoch mitunter relativ langsam [126].

Wir geben in Abschnitt 11.1 zunéchst eine kurze Einfiihrung in die Berechnung von
Quasiteilchenkorrekturen im Kontext der inversen Dyson-Gleichung.

Dann wird in Abschnitt 11.2 anhand von Beispielen gezeigt, dafl die Konvergenz der
Lésung der inversen Dyson-Gleichung mittels direkter Iteration durch die Verwendung
von Extrapolationsverfahren deutlich beschleunigt werden kann. In Abschnitt 11.2.1 wer-
den Beispiele untersucht, die diskreten Spektren wie im Falle von LCAO-Rechnungen an
Molekiilen entsprechen, in Abschnitt 11.2.2 solche, die CO-Rechnungen korrespondieren,
wobei das einfache Tight-binding-Modellbeispiel von Forner [126] behandelt wird. Die Bei-
spiele sind sehr vereinfacht und so gew#hlt, dafl alle mathematisch wichtigen Strukturen
beriicksichtigt werden, ohne spezifische chemische Systeme zu beschreiben. Das Ziel ist al-
so nicht, physikalische Einsichten zu gewinnen, sondern verbesserte numerische Methoden
fiir die Losung der inversen Dyson-Gleichung darzustellen.
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11.1 Physikalische Grundlagen

In diesem Abschnitt wird ein Abrifl einer Methode fiir die Berechnung von Quasiteil-
chenkorrekturen auf der Grundlage der inversen Dyson-Gleichung in diagonaler Ndherung
[126, 225, 226] gegeben. Die Darstellung folgt eng der in [126]. Allerdings werden nur die
wesentlichen Resultate angegeben. Wie oben bemerkt, kann auch das Buch von Szabo und
Ostlund [345, Kap. 7] fiir weitere Details hinsichtlich der Anwendung von GF-Methoden
im molekularen Fall herangezogen werden. Fiir GF-Verfahren in Anwendung auf Polymere
ist das Buch von Ladik [219, Kap. 4,5] eine reichhaltige Informationsquelle.

Bei geeigneter Wahl von Basisfunktionen verbindet die Dyson-Gleichung die Matrix-
elemente Gr;(w) der korrelierten Green-Funktion bei der Energie w mit Matrixelementen

Gg?,) (w) der ungestorten Green-Funktion gem#f
Gri(w) = G (W) + 3 G (w) MiL(w)Gr(w) . (11.1)
KL

Die ungestorte Green-Matrix kann man diagonal wihlen,
GO(w) = (w—€) 075 (11.2)

wobei € die entsprechenden SCF-Eigenwerte sind. In Gl. (11.1) sind die Groflen Mg (w)
die Matrixelemente der Selbstenergie. Bei Rechnungen an Molekiilen sind sie in Stérungs-
theorie zweiter Ordnung durch [345, Gl. (7.38)]

IMyyw) = 3 (RS|ITA)(TA[|RS) 5 (AB||IR)(JR||AB)

(11.3)
ARS W T €A —€R— €5 ABR WTER—€A—¢€B

gegeben, mit besetzten Zustidnden A, B und virtuellen Zustinden R,S. Dabei treten an-
tisymmetrisierte Zweielektronenintegrale

1

T12

TKITL) = (axw®) |- xoWxe @) - xe (@) (114

zwischen Spinorbitalen x; auf. In diagonaler Ndherung setzt man
MU(w) :M[[(U})éjj. (]_]_5)

Verwendet man rdumliche Orbitale ¢; mit Zweielektronenmatrixelementen

Vit = (ér(1)ox(

¢J(1)¢L(2)> — (ILJ|KT), (11.6)

1
T12
die der Deutlichkeit halber auch in der in der Quantenchemie iiblichen Schreibweise an-
gegeben sind, so sind in MP Stérungstheorie 2. Ordnung, also auf dem MP2-Niveau, die
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Selbstenergien durch

M[[(U)]) = lim

n—0t

[ ViE @V - viE):
TReWI T €7 —€p — €5+ 1N
Vir Vg — Vil )* ]

+ ;
;RLU[_GJ_EK_FER_ZT/

J
l Vi Vs — Vig)*
JSTwR+6J—65—6T+i77
oy Vs CVis' = Veg)" ] .

TRGWR — €] — € + €5 — N

(11.7)

gegeben. Hier gehoren Indizes I, .J, K zu doppelt besetzten und Indizes R, S,T zu virtu-
ellen Zustinden. Im Falle von Molekiilen kann man hier einfach den Grenzwert n — 07"
ausfiihren, nicht jedoch im spéter behandelten CO-Fall.

Der wichtige Punkt ist, daf§ die relativ kompliziert wirkende Selbstenergie in Gl. (11.7)
eine sehr einfache mathematische Struktur hat: Es handelt sich um eine Summe iiber
Terme der allgemeinen Form a/(w+b). Beispielsweise kann man die erste dreifache Summe
in Gl (11.7) fiir festes I als eine einzelne, lange Summe

>, a/(w+b) (11.8)

v={JRS}
mit
ay = %?S(Q‘G?S - Vﬁs)* by =€; — €r —€s (11.9)

auffassen. Die zweite dreifache Summe kann man analog umschreiben. Demnach kann die
gesamte rechte Seite von Gl. (11.7) als (endliche) Summe

flw) =3y~ (11.10)

—~w+0b,

geschrieben werden, was die Struktur einer Partialbruchzerlegung hat. Die Parameter a
und b kann man dabei aus Standarddaten (Zweielektronenintegrale, SCF-Energien) von
elektronischen ab initio Methoden berechnet werden.

Im Falle von HF-Kristallorbitalen bedeutet eine Summation {iber einen Index I eine
Summation {iber einen entsprechenden Bandindex 7 und zusétzlich eine Integration iiber
den Quasiimpuls k; (geteilt durch 27):

>[5 (11.11)

In diesem Fall sind die Zweielektronenintegrale VAL als Funktion der HF-Kristallorbitale
¢¥(1) in Band i zum Quasiimpuls k fiir Elektron [ durch

vish = (ob (el 2)

—|omate) (1L12)
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gegeben.
Die Dyson-Gleichung kann man auch als Matrixgleichung

G(w) = ([G(W)] ' = M(w)) ! (11.13)

schreiben.
Quasiteilchenenergien erhélt man als Pole der korrelierten Green-Matrix G(w) oder,
gleichbedeutend, als Losungen der Sékulargleichung

detfwI —E — M(w)] =0, (11.14)

wobei I die Einheitsmatrix und E = diag(e;) die Diagonalmatrix der SCF-Energien ist.
Diese Gleichung wird als inverse Dyson-Gleichung bezeichnet.

In diagonaler Niaherung faktorisiert die Sékulardeterminante. Folglich verkniipft die
inverse Dyson-Gleichung in diagonaler Ndherung die Quasiteilchenenergie w; von Zustand
I mit dem entsprechenden SCF-Eigenwert ¢; iiber die diagonale Selbstenergie Mj;(wy)
geméaf

w1=61+MU(w1) . (1115)

Die j-te Wurzel der inversen Dyson-Gleichung (11.15) bezeichnen wir als w;;. Hier
kann I ein Index fiir einen besetzten oder einen virtuellen Zustand sein. Die Polstéirke zu
wjr ist definiert als

_ 8M[[(w)

1
ow

Pjr =

-1
] : (11.16)
w=wjJ

Die Quasiteilchenniherung ist berechtigt, wenn die Polstérke eines bestimmten Pols von
GL (11.15) viel groBer ist als die Polstéirken der anderen Pole. Solch einen Pol bezeichnen
wir als Hauptwurzel (principal root).

Von jetzt an vernachlissigen wir zur Vereinfachung den Index I des jeweiligen Zustan-
des.

Im Fall von diskreten Spektren, wie sie bei quantenchemischen Rechnungen an Mo-
lekiilen auftreten, kann man die inverse Dyson-Gleichung in diagonaler Ndherung auf dem
MP2-Niveau vereinfachen. Wir formulieren sie als Problem der Nullstellenbestimmung

F(w;)=0, j=1,...,M+1, (11.17)
einer neuen Funktion F', die durch
Flw)=w—€— f(w) (11.18)

definiert ist. Hierbei ist f(w) die oben beschriebene Partialbruchzerlegung der Selbstener-
gie

flw) = Z (11.19)

a;
=1 w+ bl
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und M € N ist eine geeignete natiirliche Zahl. Die Polstérken der M + 1 Losungen w; sind

dann durch | .
P, = — 11.20
T T L . (1120
= (wj+b)?

gegeben. Sie sind mit der Green-Funktion iiber

M+1 P,
Gw)=w—€e—fw)]"'=> o Pj = Res,,G(w) (11.21)
j=1 W — Wwj
verkniipft und erfiillen
M+1
S P=1, 0<P<l (11.22)

Wie von Foérner gezeigt [126], konvergiert eine Losung der inversen Dyson-Gleichung
durch direkte Iteration mit dem HF-Eigenwert als Startpunkt gemaf

wl =e+ f(W) =€+ fle), ... (11.23)

nur dann, wenn es eine Losung mit 1/2 < P; < 1 gibt. Die letztere ist dann der Grenz-
wert der Iteration. Aus Gl. (11.22) folgt, daBl im Falle der Konvergenz die Polstéirke der
erhaltenen Losung grofier ist als die Polstédrke jeder anderen Losung. Mit anderen Worten
erfolgt Konvergenz nur zu einer Hauptwurzel. Man kann also mit diesem Verfahren nur
Losungen erhalten, die physikalisch sinnvoll sind und fiir die die Quasiteilchenndherung
berechtigt ist.

Im Fall von CO-Rechnungen an Polymeren ist die Situation dhnlich. Hier kann die
inverse Dyson-Gleichung auf die Form

w=e(k)+ f(k,w) (11.24)
gebracht werden, wobei

flk,w) = — lim 2/ dk’/ i — 2 koK EY) (11.25)
w+b (k,k,k”,n) '

7T2 n—0t

der Partialbruchzerlegung f(w) im molekularen Fall dhnelt. Die Parameterfunktionen a
and b kann man aus Standarddaten (Zweielektronenintegralen, SCF-Energien) des CO-
Verfahrens berechnen. Da in diagonaler Ndherung Gleichungen fiir unterschiedliche Werte
von k voneinander unabhiingig sind, wird die Abhéngigkeit von k£ im folgenden unter-
driickt.
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Die Polstiarken kann man dann iiber

~1
!/ n
P = {1+— lim 3 / dk’/ ' dULILY } (11.26)

T2 n=0t [w+ b (k, k' k", n)]?

berechnen.

Forner [126] hat ein vereinfachtes Modell vom Tight-Binding-Typ fiir eine Kette mit
zwei dquivalenten Pldtzen pro Elementarzelle vorgeschlagen. In diesem Modell werden ein
Band mit €;(k) = a + 2 cos(k/2) und ein Band mit e3(k) = —a — 2 cos(k/2) verwendet,
die durch eine Bandliicke 2a > 0 getrennt sind. Die Selbstenergie wird durch die Funktion

1
Q =— 1 dk +
(w) 472 ,,L%L {w+3a+i77+2 CoS g w—3a—1m—2 cos g } (11.27)
[Hy ( )+H2( )]
mit
3 2 3a — 2
Hi(w) = sen(w + 3a +2) arctanﬁiw Toa (11.28)
(w+3a)?2—4 w+3a+2
und

—3a—2 “3a+2
Hy(w) = 81w =30 =2 arctan | 2212 (11.29)
(w—3a)?2 —4 w—3a—2

modellméfBig gefafit. Hier gilt sgn(z) = 1 fiir x > 0 und sgn(z) = —1 fiir x < 0.
Die inverse Dyson-Gleichung ist fiir dieses Modell also durch

w=¢€+Qw) (11.30)

gegeben.

Es sei betont, daf3 es sich bei dem Modell von Forner nicht um ein physikalisches
Modell handelt, sondern um ein eher mathematisches zum Studium von auftretenden
Konvergenzproblemen, das aber wesentliche physikalische Aspekte beinhaltet.

11.2 Numerische Tests

Wir verwenden das Overholt-Verfahren (2.60) fiir die Beschleunigung der durch direkte
[teration (11.23) erhaltenen Iterationsfolge.

Die im folgenden beschriebenen numerischen Tests belegen, dafl die vorgeschlagene
Methode gut funktioniert.

Aufler wenn etwas anderes explizit erwéhnt ist, wurde bei den Rechnungen FORTRAN
DOUBLE PRECISION benutzt, was etwa 14-16 Dezimalstellen entspricht.

In allen Tabellen fiir diskrete Spektren in Abschnitt 11.2.1, wird die Iteratlonsfolge
{s0,81,...} = {e,e+ f(e),...} gemaB Gl. (11.23) direkt der transformlerten Folge {V,*}
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Tabelle 11.1: Diskrete Spektren (M =2, e =0.1)

n Sp—1 Vn(E)Q
20 0.3906114035354 0.46621891988970
25 0.3056800855266 0.33734464666098
30 0.3587529290888 0.33679296897305
35 0.3232109378745 0.33679324925836
40 0.3459419484338 0.33679324927298
45 0.3309657563707 0.33679324927297
50 0.3406422268206 0.33679324927297

GL (113 mit e=0.1, M =2, a1 =as = 0.1, by =0, by = —2.
Fehler: F (VL)) = 6.4948046940572 - 1017,
Polstirke: P(V,{)) = 0.52144350086495

gegeniibergestellt, die man durch Verwendung des Overholt-Verfahrens aus (2.60) und
(2.70) erhilt. Werte v = V(E)Q(so, ...,Sn_1) stehen in den gleichen Zeilen mit Werten

Sn—1, um den Vergleich von Werten zu ermdglichen, die die gleiche Zahl von Elementen
der Iterationsfolge verwenden.

Ahnlich werden in den Tabellen in Abschnitt 11.2.2 die Iterationsfolgen {sg, s1,...} =
{e,e+Q(e), ...} (cf. Eq. (11.30)) als Input fiir das Overholt-Verfahren verwendet und mit
der so extrapolierten Folge verglichen.

Als Maf} fiir den Fehler des extrapolierten Wertes geben wir in den Tafeln den Wert
der Funktion F aus Gl. (11.17) an. Dieser Wert sollte dicht bei Null liegen, da wir ja nach
einer Nullstelle dieser Funktion suchen. In den Tabellen fiir diskrete Spektren ist auch die

Polstérke des extrapolierten Wertes gem#f Gl. (11.20) angegeben.

11.2.1 Diskrete Spektren

Im Fall diskreter Spektren hat die inverse Dyson-Gleichung die Form (vgl. GIn. (11.18),
(11.19), (11.17)

M a;

i:1w+bi‘

w=¢€+ (11.31)
Als einfachen Testfall kann man M = 2 wihlen. Dieser Wert von M wird in einer Rechnung
an HeH™ in einer minimalen Basis benétigt, wie sie im Detail im Buch von Szabo und
Ostlund [345, Abschn. 7.3] als ein illustratives Beispiel diskutiert wird. Sogar in diesem
Zweipolfall kann langsame Konvergenz auftreten wie in Tabelle 11.1 gezeigt.

Sogar in Fillen, wo die Konvergenz der Fixpunktiterationen schneller ist, fiihrt die

Verwendung des Overholt-Verfahrens zu einer deutlichen Konvergenzverbesserung, wie in
Tabellen 11.2 und 11.3 gezeigt.
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Tabelle 11.2: Diskrete Spektren (M =2, e =0.2)

n Sn—1 Vn(E)Q
5) 0.43882394220272 0.39256019272400
6 0.36382754850966 0.39251500157768
7 0.41373724054133 0.39253956588696
8 0.37865803848226 0.39254072029834
9 0.40241322117594 0.39254068825580
10 0.38590637278326 0.39254068856368
11 0.39717593678654 0.39254068854342
12 0.38938771017377 0.39254068854315
13 0.39472525798161 0.39254068854315
14 0.39104613555664 0.39254068854315
15 0.39357211573944 0.39254068854315

GL (11.31) mit e =02, M =2, a1 =as = 0.1, by =0, by = —2.
Fehler: F(V\¥) =0,
Polstirke: P(V,L)) = 0.59252945913648.

Tabelle 11.3: Diskrete Spektren (M =2, e = —1)
Sn—1 Vn(2)2
—1.1213234822867 -1.1212275936060
—1.1212180235021 —1.1212267135782
—1.1212274940469 -1.1212267135864
—-1.1212266434934 —1.1212267135864
—-1.1212267198814

—-1.1212267135864
—-1.1212267130210

~1.1212267135864
9 ~1.1212267136371 ~1.1212267135864

GL (1131 mite=—1, M =2, a, =a, =0.1, by =0, by = —2.

Fehler: F(Vi") = —1.3877787807814 - 10~'6,

Polstéirke: P(Vi") = 0.91759129330767.

O ~J O Ut A w3

In den Tabellen 11.4 und 11.5 ist M = 10 gewahlt. Man beachte, da} in dem betrach-
teten Beispiel die Konvergenz relativ langsam ist, da die HF-Energie € dicht an einem der
Pole von f(w) liegt. Einige der Pole von f(w) wurden absichtlich dicht benachbart gew#hlt,
um gegebenenfalls numerische Schwierigkeiten bei der direkten Iteration oder ihre Extra-

polation aufzudecken. Zu diesem Zweck wurden die Rechnungen in zwei verschiedenen
Genauigkeiten durchgefiihrt, nimlich in QUADRUPLE PRECISION (entsprechend 30-32
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Tabelle 11.4: Diskrete Spektren (M = 10, e = 3.91001, 30-32 Stellen)

n Sn1 Vn@Q
55 7.4003154605957068373 8.3384701910462795931842734343718462
60 9.2082847763260724577 8.3384722473509295890091131284905515
65 7.7760071222293895115 8.3384722473618568128944554836000645
70 8.8161696359070212707 8.3384722473618567744775399147775924
75 8.0082181314418697200 8.3384722473618567744775230624673552
80 8.6052241022533880180 8.3384722473618567744775230624634586
85 8.1468921280763697484 8.3384722473618567744775230624606622
90 8.4888389705654434186 8.3384722473618567744775230624598009
95 8.2281070544241024081 8.3384722473618567744775230624631243

100 8.4236876329794771683 8.3384722473618567744775230624615219

GL (11.31) mit e = 3.91001, M = 10, a; = 0.1, b; = 0, az = 0.11, by = —2, a3 = 1.1,
by = —2.1, ay = 1.11, by = —2.2, a5 = 2.1, by = —3.1, ag = 2.11, bg = —3.2, a7 = 3.1,
b7 = —3201, ag = 3]_]_, bg = —4., g = 4:]_, bg = —404, ag = 4:]_]_, b10 = —4.041.

Fehler: F (VL)) = —2.0268486734731270117561111867763775 - 10~

Polstirke: P(V.{)) = 0.51401680008558854497560319237979828.

Tabelle 11.5: Diskrete Spektren (M = 10, e = 3.91001, 14-16 Stellen)

n Sn—1 Vn(2>2
25 7.4003138888925 8.3384701907166
60 9.2082865690098 8.3384722473576
65 7.7760061286812 8.3384722473655
70 8.8161705852427 8.3384722473638
75 8.0082175305779 8.3384722473580
80 8.6052246212724 8.3384722473611
85 8.1468917736629 8.3384722473677
90 8.4888392595856 8.3384722473607
95 8.2281068483188 8.3384722473624

100 8.4236877956289 8.3384722473686

GL (11.31) mit € = 3.91001, M = 10, a; = 0.1, b; = 0, ap = 0.11, by = —2, a3 = 1.1,

by = —2.1, ay = 1.11, by = —2.2, a5 = 2.1, by

—3.1, ag = 2.11, bg = —3.2, a7 = 3.1,

b7 = —3201, ag = 311, bg = —4., Qg = 41, bg = —404, ag = 411, b10 = —4.041.
Fehler: F(Vy)) = 1.3155698752598 - 107,
Polstiirke: P(VoY)) = 0.51401680008632.
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Dezimalstellen), mit Ergebnissen in Tabelle 11.4, und ebenfalls in DOUBLE PRECISION
mit Resultaten in Tabelle 11.5. Auf diese Weise kann man die numerische Stabilitit des
Algorithmus testen. Als Ergebnis stellt man gute Ubereinstimmung der entsprechenden
Werte und damit Fehlen numerischer Instabilitdten des Extrapolationsverfahrens fest. Die
Konvergenzverbesserung ist drastisch.

11.2.2 Tight-Binding-Modell

Tabelle 11.6: Tight-Binding-Modell (¢ = 8.95)

n Sn—1 Vn(2)2
2 8.8196464293037 8.7362303906648
4 8.8057510219372 8.8047548332261
6 8.8048191233635 8.8047542651339
8 8.8047584776799 8.8047542651341
10 8.8047545387066 8.8047542651341

Gl. (11.30) mit € = 8.95, a = 3.
Fehler: F(Vi") = 1.3877787807814 - 10~'°.

Tabelle 11.7: Tight-Binding Modell (e = 11.05)

n Sn—1 Vn(g)Q
2 11.189623281403 11.714994782656
4 11.263671095950 11.291132537710
6 11.286350306990 11.294351295534
8 11.292327814905 11.294351625706
10 11.293843689909 11.294351625712

GL (11.30) mit e = 11.05, @ = 3.
Fehler: F(Vi") = —2.7755575615629 - 10~15.

Wie in [126] diskutiert, hat das Modell fiir gegebenen Parameter a ohne Beriicksichtigung
von Korrelationskorrekturen zwei Bénder in den Intervallen (—a — 2, —a) und (a,a + 2)
und demnach eine Bandliicke der Griofle 2a. Die Selbstenergie ist im Modell durch die (a
abhéngige) Funktion Q(w) aus Gln. (11.27)-(11.29) gegeben. Diese Selbstenergie ist nicht
reell in den Intervallen (—3a — 2, —3a) und (3a,3a + 2), wo Schnitte in der komplexen
Ebene liegen. Korrelationskorrekturen werden mit der inversen Dyson-Gleichung (11.30)
berechnet. Wir wéhlen a = 3.

Fiir a = 3 ist ein Ende eines Schnittes nahe 3a = 9. In Tabelle 11.6 wird gezeigt,
daf} sogar fiir einen Wert ¢ = 8.95 nahe am Schnitt die direkte Iteration relativ schnell
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Tabelle 11.8: Tight-Binding-Modell (e = 5)

n Sp—1 Vn(E)Q
2 4.9799427349003 4.9798084456719
3 4.9799418448323 4.9799418506929
4 4.9799418507318 4.9799418506930
5 4.9799418506927 4.9799418506930
6 4.9799418506930 4.9799418506930

Gl (11.30) mit €e =5, a = 3.
Fehler: F(V{") = —2.3939183968480 - 10~'6.

konvergiert. Nach zehn Iteration sind die ersten sieben Dezimalstellen des Ergebnisse
korrekt. Man beachte aber, dal das Overholt-Verfahren schon nach fiinf Iterationen sogar
neun fiihrende Stellen ergibt. Die Zahl der fiir eine bestimmte Genauigkeit benétigten
Iterationen wird also durch das Extrapolationsverfahren mehr als halbiert.

Tabelle 11.9: Tight-Binding-Modell (e = 3)

n Sn—1 Vn(E)Q
1 2.9899691659779

2 2.9900091322503 2.9899691659779
3 2.9900089731560 2.9900089737868
4 2.9900089737893 2.9900089737868
5) 2.9900089737867 2.9900089737868
6 2.9900089737868 2.9900089737868

GL (11.30) mit e = 3, a = 3.
Fehler: F(V{”)) = 1.3357370765021 - 10~'6.

Wie in Tabelle 11.7 gezeigt, ist die Konvergenz der direkten Iteration fiir Werte von €
leicht iiber der oberen Grenze des Schnittes bei 3-a+ 2 = 11 sehr viel langsamer. Nach 10
Iterationen hat man erst fiinf Dezimalstellen exakt erhalten. Nach der gleichen Zahl von
Iterationen ist der extrapolierte Wert dagegen maschinengenau.

Fiir Werte von € an den HF-Bandkanten bei ¢ = 3 und a + 2 = 5 konvergiert die
direkte Iteration relativ schnell, wie in Tabellen 11.8 und 11.9 gezeigt. In beiden Féllen
wird nach sechs direkten Iterationen schon Maschinengenauigkeit erreicht. Aber sogar in
dieses Fillen kann man — fast ohne numerischen Aufwand — die Zahl der Iterationen
durch das Overholt-Verfahren drastisch reduzieren und Maschinengenauigkeit nach drei
oder vier Iterationen erreichen.



Kapitel 12

Anwendung auf die
Vielteilchenstorungstheorie

In diesem Kapitel sollen die in Kapitel 6 eingefiihrten Methoden auf die Vielteilchen-
storungstheorie (MBPT, Many-Body Perturbation Theory) angewendet werden. Dieses
Kapitel stiitzt sich auf [165].

12.1 Uberblick

Vielteilchenstorungstheorie ist eine der Standardmethoden zur Berechnung der Korrelati-
onsenergie in molekularen ab initio Rechnungen. Die Konvergenzbeschleunigung der Viel-
teilchenstorungsreihe ist ein in jiingerer Zeit verstirkt untersuchtes Thema [93, 95, 96, 94,
98, 97, 165, 307], das ebenfalls im Kontext zeitabhéngiger Phinomene von Interesse ist
[92].

Wir schrinken unsere Untersuchungen auf Verfahren ein, die auf der Mgller-Ples-
set(MP)-Storungstheorie [254] basieren, da die letztere routineméfig in der Quantenche-
mie fiir Systeme mit abgeschlossenen Schalen benutzt wird. Fiir Systeme mit offenen
Schalen wurde von Knowles, Andrews, Amos, Handy und Pople [210] das RMP (restricted
MP)-Verfahren entwickelt, dafl auf einer ROHF (restricted open-shell HF)-Bestimmung des
ungestorten MP-Hamiltonoperators beruht. Auf diese Weise vermeidet der RMP-Zugang
weitgehend Spinkontaminationen, die fiir UMP (unrestricted MP)-Verfahren charakteri-
stische sind, die von einer UHF (unrestricted HF)-Rechnung in nullter Ordnung der Sto-
rungstheorie ausgehen.

Fiir kleinere Molekiile machen Berechnungen bis zur vierten oder gar fiinften Ordnung
der Storungstheorie keine iiberméfligen Probleme und M Pn-Rechnungen mit n = 2,4
stellen einen verbreiteten Weg zur Berechnung der Korrelationsenergie dar.

Der Rechenaufwand steigt jedoch steil mit der beriicksichtigten Ordnung der Storungs-
theorie und mit der Grofle der Molekiile bzw. Basissétze an. Daher ist es von besonderer
Wichtigkeit, den Informationsinhalt der Terme niedrigerer Ordnung bestméglich auszu-
nutzen, da Terme hoherer Ordnung schwierig zu berechnen sind.
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Die termweise Aufsummation der Storungsreihe Ordnung fiir Ordnung gem#fl
n
E™ =N"E;, (12.1)
=0

ist nicht der beste Weg, den Informationsgehalt der Terme F; zu nutzen. Schmidt, Warken
und Handy [307] haben gezeigt, daf} die in Kapitel 6 besprochene Feenberg-Reihe bessere
Néherungen fiir die Korrelationsenergie liefert.

Wir erinnern daran, dafl die Feenberg-Reihe einen Spezialfall der Geometrischen Ap-
proximation [6, 31, 308, 393] darstellt und der Wahl o = E3/F, fiir alle Feenberg-Energien
F,, auf der Grundlage der Renormierung Hy — (1 — a)H, des ungestorten Hamilton-
Operators entspricht. Fiir die Goldhammer-Feenberg-Energien GF), verwendet man dage-
gen fiir jedes n unterschiedliche Werte von a.

Als Alternative kann man Padé-Approximationen aus Gl. (2.34) verwenden, die ratio-
nale Approximationen [p/q] fiir die Stérungsreihe (6.28) liefern. Padé-Approximationen
kann man auch auf der Basis der mittels Feenberg-Skalierung renormierten Storungsreihe
(6.6) berechnen. Wie von Wilson, Silver und Farrell [393] gezeigt, haben die speziellen
Padé-Approximationen [n + 1 /n] die Eigenschaft, daf} sie invariant unter der Feenberg-
Skalierung sind, also fiir die urspriingliche und die renormierte Stérungsreihe iibereinstim-
men. Diese Invarianz ist eine wichtige Eigenschaft fiir MBPT-Naherungsverfahren zur
Berechnung der Korrelationsenergie, da die wahre Korrelationsenergie von unserer Wahl
des ungestorten Hamilton-Operators unabhéngig ist.

Wir bemerken, dafl mitunter auch etwas andere Ausdriicke als Padé-Approximationen
bezeichnet werden, die auf der Grundlage anderer Potenzreihen berechnet werden[212].
Fiir die Anwendung rationaler Approximationen auf die MP-Reihe siehe auch Ref. [152].

Man kann ferner die Methode der effektiven charakteristischen Polynome [42, 43, 44,
45, 77, 79, 101, 346] verwenden, die ebenfalls in Kapitel 6 besprochen wurde. Wie wir
in Gl. (6.33) gesehen haben, hat die Ndherung II, die vorteilhafte Eigenschaft, invariant
unter der Feenberg-Skalierung zu sein.

Ein wichtiges Kriterium fiir den Vergleich von Niherungsmethoden ist die Frage, ob ein
Verfahren die richtige Abhéngigkeit von der Systemgrofie liefert, ob es also size-eztensive
ist. Dies bedeutet, daf} fiir ein Supermolekiil aus N wechselwirkungsfreien identischen
Systemen die korrekte Energie proportional zu N sein mufl. Es ist wohlbekannt (siehe
beispielsweise [181, 213]), dal Rayleigh-Schrédinger MBPT Ordnung fiir Ordnung diese
Eigenschaft besitzt. Ist also E; der j-te Term der Storungsreihe eines der N Subsysteme,
so ist der j-te Term der Storungsreihe fiir das Supermolekiil N E;. Dies hat zur Folge,
da8 aufgrund der Gleichungen (6.24), (6.25) und (6.34) die Feenberg-Energien F,, die
Goldhammer-Feenberg-Energien GF}, und die [12-Ndherung auf der Grundlage der effek-
tiven charakteristischen Polynome ebenfalls size-extensive sind.

Alle diese Methoden erfordern nur die Terme E; der Mgller-Plesset-Storungsreihe. Der
Zusatzaufwand fiir ihre Berechnung neben den iiblichen N&dherung MPn, n = 3,4,5 ist
vernachlissigbar. Im folgenden werden numerische Resultate vorgestellt, die zeigen, dafl
man mit diesen Verfahren in vielen Fillen wesentlich verbesserte Né&herungen fiir die
Korrelationsenergie erhalten kann.
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Trotzdem stellt sich die Frage, wann man diese Verfahren verwenden darf, da die Viel-
teilchenstorungstheorie mit eindimensionalem Referenzraum bekanntlich fiir grofie Ab-
weichungen von den Gleichgewichtsgeometrien unzuverléssig wird, und wann man vom
Rechenaufwand aufwendigere Verfahren [20, 21, 76, 93, 95, 96, 94, 98, 97, 128, 151, 157,
181, 179, 180, 187, 204, 213, 247, 248, 258, 272, 273, 274, 275, 297, 298, 303, 307, 315,
338, 345, 392] verwenden muf.

Ein praktisch leicht anwendbares Kriterium zur Beantwortung dieser Frage wurde vom
Autor vorgeschlagen [165]. Es beruht auf der fiir viele Testfille giiltigen Beobachtung, daf
kleine Abweichungen der Feenberg-, Goldhammer-Feenberg-, Padé- und I[12-Naherungen
untereinander normalerweise mit der guten Qualitit dieser Naherungen verkniipft ist.
Streuen die Naherungswerte also stark, mufl man in jedem Fall auf die aufwendigeren
Verfahren zuriickgreifen. Kleine Streuungen deuten dagegen normalerweise darauf hin,
daf den erhaltenen Nidherungen fiir die Korrelationsenergie vertrauen kann.

12.2 Numerische Resultate

Gliicklicherweise stehen hervorragende Daten fiir den Test der Methoden aus dem voran-
stehenden Abschnitt in einer Arbeit von Schmidt, Warken und Handy [307] zur Verfiigung.
Diese Datensammlung enthilt auch Ergebnisse einer Arbeit von Kucharski, Noga und
Bartlett [212]. In diesen Arbeiten sind eine grofie Zahl von Mgller-Plesset-Resultaten
bis zur fiinften Ordnung sowie zum Vergleich FCI(Full Configuration Interaction)- oder
CCSDT(Coupled Cluster Singles Doubles Triples)-Resultate fiir die Grundzustandsener-
gien einer Reihe von kleinen Systemen (BH, HF, CHy, H,O, NHy, NH3, CO, CyH,, Os,
CN) zu finden. Auf diese Daten wurden die oben erwihnten Methoden zur Berechnung
der Korrelationsenergie angewandt. Die Resultate findet man in in Tabelle 12.1. Energien
sind in Hartree. % K orr bedeutet Korrelationsenergie in Prozent. Der Vollstindigkeit hal-
ber sind auch die MP-Ergebnisse mit angegeben. Wenn nicht anders angegeben, bedeutet
MPn die Verwendung von RMPn fiir Systeme mit offenen Schalen. Abgesehen vom Fall
n (NH;) entspricht die linke Hélfte der Angaben in Tabelle 12.1 Stérungstheorie bis zur
vierten Ordnung, wéihrend die Daten in der rechten Hélfte auch von MP5-Ergebnissen
abhéngen.

Man sieht, da} in vielen Féllen die neuen N#herungsverfahren exzellente Resultate
fiir die Korrelationsenergie liefern. Problematische Félle sind s, t und u. Dafiir gibt es
allerdings physikalisch einleuchtende Begriindungen. Im Fall s, der einer Rechnung an CN
entspricht, ist die Storungsreihe divergent. Der Grund ist, daf§ die Stérungsreihe auf dop-
pelt besetzten ROHF-Orbitalen basiert, im Gegensatz zu RMP-Rechnungen, bei denen die
besetzten a- und J-Orbitale jeweils unterschiedlich rotiert werden. [151, 307] In den Féllen
t und u, die Rechnungen an H5O in einer gestreckten Geometrie entsprechen, handelt es
sich um eine UMP-Storungsreihe, die monoton und aufgrund von Spinkontaminationen
sehr langsam konvergiert. [152, 307]
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Tabelle 12.1: Vergleich von Verfahren zur Berechnung der Korrelationsenergie

Methode Energie %Korr ‘ Methode Energie %Korr
Fall a: BH ('S, r = 2.329 ay, DZP, [212, 153, 22])
SCF -25.125260 0.00 MP5 -25.225101 97.53
MP2 -25.198988 72.02 F5 -25.226881 99.27
MP3 -25.216566 89.19 GF5 -25.226971 99.36
MP4 -25.222567 95.06 GFb5b -25.227088 99.47
F4 -25.226167 08.57 3/2] -25.227299 99.68
2/2] -25.225294 97.72 2/3] -95.227478 99.85
12 -25.226555 98.95 FCI -25.227627 100.00
Fall b: BH ('S, r — 1.5 x 2.329 a, DZP, [212, 264])
SCF -25.062213 0.00 MP5 -25.172372 96.83
MP2 -25.139869 68.26 F5 -25.174484 98.69
MP3 -25.160249 86.18 GF5 -25.174544 98.74
MP4 -25.168745 93.64 GF5b -25.177010 100.91
F4 -25.175345 99.45 13/2] -25.175078 99.21
[2/2] -25.173623 97.93 12/3] -25.175106 99.24
I12 -25.176791 100.72 FCI -25.175976 100.00
Fall c: BH ('S, r = 2 x 2.320 ag, DZP, [212, 264])
SCF -24.988201 0.00 MP5 -25.121278 95.65
MP2 -25.074503 62.03 F5 -25.126844 99.65
MP3 -25.100221 80.51 GF5 -25.126983 99.75
MP4 -25.114005 90.42 GFb5b -25.130104 101.99
F4 -25.128829 101.08 (3/2] -25.129407 101.49
2/2] -25.124953 98.29 2/3] -25.129475 101.54
12 -25.137084 107.01 FCI -25.127333 100.00
Fall d: HF (r = 1.733 a9, DZP, [212, 23])
SCF -100.047087 0.00 MP5 -100.250158 99.60
MP2 -100.243165 96.17 F5 -100.250099 99.57
MP3 -100.245531 97.33 GF5 -100.250276 99.66
MP4 -100.251232 100.13 GF5b -100.251988 100.50
F4 1100251443 100.23 3/2] -100.250468 99.75
2/2] 1100.251547 100.28 2/3] 1100.250481 99.76
112 -100.251820 100.42 FCI -100.250969 100.00

Fall e: HF (r = 1.5 x 1.733 ao, DZP, [212, 25))
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(Tabelle 12.1 — Fortsetzung)

SCF -99.933230 0.00 MP5 -100.158121 99.00
MP2 -100.149756 95.32 EF5 -100.158152 99.01
MP3 -100.148543 94.78 GFb5 -100.158247 99.05
MP4 -100.159627 99.66 GF5b -100.161609 100.53
F4 -100.159443 99.58 13/2] -100.158750 99.28
[2/2] -100.160091 99.87 12/3] -100.158757 99.28
112 -100.160708 100.14 FCI -100.160395 100.00

Fall f: HF (r = 2 x 1.733 ao, DZP, [212, 25])
SCF -99.817571 0.00 MP5 -100.073004 96.93
MP2 -100.057062 90.88 E5 -100.073139 96.98
MP3 -100.054148 89.77 GF5 -100.073301 97.04
MP4 -100.076267 98.16 GFb5b -100.079678 99.46
F4 -100.075480 97.86 13/2] -100.075064 97.71
[2/2] -100.077899 98.78 12/3] -100.075072 97.71
112 -100.080476 99.76 FCI -100.081107 100.00
Fall g: CH, ('Ay, r = 2.11aq, 0 = 102.4°, DZP, [212, 27])
SCF -38.886297 0.00 MP5 -39.024234 97.91
MP2 -38.996127 77.96 EF5 -39.025336 98.69
MP3 -39.016593 92.48 GFb5 -39.025450 98.77
MP4 -39.022203 96.47 GF5b -39.025413 98.74
F4 -39.024615 98.18 13/2] -39.025674 98.93
[2/2] -39.024049 97.78 12/3] -39.025895 99.09
112 -39.024791 98.30 FCI -39.027183 100.00
Fall h: H,O ("A;, r = 1.88973 ag, 6 = 104.5°, DZP, [212, 26])
SCF -76.040542 0.00 MP5 -76.255924 99.68
MP2 -76.243660 94.00 E5 -76.255918 99.67
MP3 -76.249403 96.66 GF5 -76.255929 99.68
MP4 -76.255706 99.58 GFb5b -76.257338 100.33
F4 -76.256262 99.83 13/2] -76.256134 99.77
2/2] 76.256282 99.84 2/3] _76.256135 99.77
112 -76.256729 100.05 FCI -76.256624 100.00
Fall i: H,O ("A;, r = 1.5 x 1.88973 ay, 6 = 104.5°, DZP, [212, 26])

SCF -75.800494 0.00 MP5 -76.066422 98.16
MP2 -76.048095 91.40 EF5 -76.066368 98.14
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(Tabelle 12.1 — Fortsetzung)

MP3 ~76.045081 90.28 GF5 -76.066442 98.17
MP4 ~76.065641 97.87 GF5b -76.068395 98.89
F4 ~76.064909 97.60 3/2] -76.068528 98.94
2/2] -76.066937 98.35 [2/3] -76.068533 98.94
12 ~76.068954 99.10 FCI ~76.071405 100.00
Fall j: H,O ("Ay, r = 2 x 1.88973 ag, 6 = 104.5°, DZP, [212,
SCF -75.582286 0.00 MP5 -75.935304 95.41
MP?2 -75.898603 85.50 F5 -75.934525 95.20
MP3 -75.877664 79.84 GF5 -75.935353 95.43
MP4 -75.937410 95.98 GF5b -75.923566 92.24
F4 -75.927115 93.20 3/2] -75.949379 99.22
2/2] -75.941045 96.97 2/3] -75.949401 99.22
12 ~75.954930 100.72 FCI -75.952269 100.00
Fall k: NH, (2B;, r = 1.013 A, § = 103.2°, 6-31G, [152, 210])
SCF -55.530177 0.00 MP5 -55.632426 99.18
MP2 -55.617272 84.48 F5 -55.632818 99.56
MP3 -55.627501 94.40 GF5 -55.632834 99.57
MP4 -55.631220 98.01 GF5b -55.633280 100.00
F4 -55.632525 99.27 [3/2] -55.633011 99.74
[2/2] -55.632204 98.96 [2/3] -55.633022 99.75
12 -55.632825 99.56 FCI -55.633276 100.00
Fall 1: NH, (3B, r = 1.5 x 1.013 A, 6 = 103.2°, 6-31G, [152, 210))
SCF -55.367729 0.00 MP5 -55.520522 96.14
MP?2 -55.489967 76.91 F5 -55.521721 96.89
MP3 -55.504270 85.91 GF5 -55.521724 96.90
MP4 -55.516470 93.59 GF5b -55.523319 97.90
F4 -55.521456 96.73 3/2] -55.523696 98.14
2/2] -55.521125 96.52 2/3] -55.523706 98.14
12 -55.526202 99.71 FCI -55.526658 100.00
Fall m: NH, (2B, r = 2 x 1.013A, § = 103.2°, 6-31G, [152, 210])
SCF -55.181593 0.00 MP5 -55.418215 91.36
MP?2 -55.357617 67.96 F5 -55.420149 92.11
MP3 -55.375463 74.85 GF5 -55.420173 92.12
MP4 -55.409165 87.87 GF5b -55.412429 89.13
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(Tabelle 12.1 — Fortsetzung)

F4 155.421427 92.60 3/2] -55.432003 96.72
2/2] -55.426946 04.73 2/3] -55.432101 96.72
I12 -55.478348 114.58 FCI -55.440593 100.00

Fall n: NH; (r = 1.91165 ao, § = 106.7°, DZ, [153, 22])
SCF -56.165931 0.00 F4 -56.291937 99.47
MP2 -06.277352 87.95 [2/2] -56.291782 99.35
MP3 -56.285281 94.21 I12 -56.292636 100.02
MP4 -56.290692 98.48 FCI -56.292612 100.00
Fall 0: CO ('X, DZ, [212])
SCF -112.760093 0.00 MP5 -113.059117 98.36
MP2 -113.045824 93.99 EF5 -113.059254 98.41
MP3 -113.044659 93.61 GF5 -113.060859 98.93
MP4 -113.067749 101.20 GF5b -113.073579 103.12
F4 _113.067469 101.11 3/2] ~113.062479 09.47
[2/2] -113.069566 101.80 [2/3] -113.062539 99.49
12 -113.072074 102.62 CCSDT -113.064100 100.00
Fall p: CoH, ('Y, DZP, [212])
SCF -76.831819 0.00 MP5 -77.118892 102.18
MP2 -77.085307 90.23 F5 -77.120192 102.65
MP3 -77.097232 94.47 GF5 -77.122141 103.34
MP4 -77.111732 99.63 GF5b -77.117205 101.58
F4 -77.113928 100.42 13/2] -77.127079 105.10
2/2] 77.114110 100.48 2/3] 77.127731 105.33
I12 -77.116235 101.24 CCSDT -77.112760 100.00
Fall ¢: O3 (A, DZP, [212])
SCF -224.295920 0.00 MP5 -224.929902 97.54
MP2 -224.931924 97.86 F5 -224.933812 98.15
MP3 -224.888104 91.11 GF5 -224.934513 98.25
MP4 -224.952784 101.07 GF5b -224.952167 100.97
F4 1224.941418 99.32 3/2] 1224938301 08.84
2/2] 2224950280 100.68 2/3] -224.938367 08.85
12 -224.952387 101.00 CCSDT -224.945859 100.00
Fall r: CN (2%, r = 1.1619 A, STO-3G, RMP [210))
SCF -90.99752 0.00 ‘ MP5 -91.16157 95.07
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(Tabelle 12.1 — Fortsetzung)

MP2 -91.15437 90.90 F5 -91.16165 95.12
MP3 -91.14799 87.20 GF5 -91.16166 95.12
MP4 -91.16300 95.90 GF5b -91.16360 96.24
F4 -91.16133 94.93 3/2] -91.16297 95.88
2/2] -91.16321 96.02 2/3] -91.16297 95.88
112 -91.16426 96.63 FCI -91.17008 100.00
Fall s: CN (2%, r = 1.1619 A, STO-3G, Hubac-Carsky, [151, 182])
SCF -90.99752 0.00 MP5 -91.12039 71.20
MP2 -91.17762 104.37 F5 -91.15212 89.59
MP3 -91.14160 83.50 GF5 -91.15998 94.15
MP4 -91.19422 113.99 GF5b -91.18190 106.85
F4 -91.17389 102.21 3/2] -91.16350 96.19
2/2] -91.18753 110.11 2/3] -91.16359 96.24
112 -91.19152 112.42 FCI -91.17008 100.00
Fall t: H,O (r = 1.5 x 0.967 A, # = 107.6°, 6-21G,[152])
RHF -75.707206 0.00 UMP5 -75.853895 76.41
UHF -75.735012 14.48 F5 -75.855560 77.28
UMP2 -75.829388 63.65 GF5 -75.856608 77.82
UMP3 -75.836823 67.52 GF5b -75.850870 74.84
UMP4 -75.848211 73.45 3/2] -75.862349 80.81
F4 -75.851276 75.05 2/3] -75.862421 80.85
2/2] -75.851994 75.42 FCI -75.899180 100.00
112 -75.857074 78.07
Fall u: HyO (r =2 x 0.967 A, § = 107.6°, 6-21G,[152])

RHF -75.491406 0.00 UMP5 -75.763370 90.72
UHF -75.699298 69.35 F5 -75.763704 90.83
UMP2 -75.754669 87.82 GF5 -75.763826 90.88
UMP3 -75.760219 89.67 GF5b -75.763657 90.82
UMP4 -75.762422 90.41 3/2] -75.764089 90.96
F4 -75.763098 90.63 2/3] -75.764104 90.97
2/2] -75.762941 90.58 FCI -75.791180 100.00
112 -75.763281 90.69

Energien in Hartree. %Korr: Korrelationsenergie in Prozent

Abgesehen von diesen problematischen Fillen erkennt man, dafl Fall m, der einer
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Rechnung an NH, bei doppelten Gleichgewichtsabstdnden entspricht, relativ hohe Feh-
ler aufweist. Schlieft man diesen Fall ebenfalls aus, so kann man das Abschneiden der
verschiedenen Verfahren zur Berechnung der Korrelationsenergie statistisch bewerten, wie
in Tabelle 12.2 gezeigt. Angegeben sind jeweils der maximale Fehler, der mittlere absolute
Fehler, der mittlere quadratische Fehler (rms, root mean square) und der mittlere Prozent-
satz der erhaltenen Korrelationsenergie. In den Féllen o, p und q, die Rechnungen an den
Molekiilen CO, CyHs bzw. O3 entsprechen, stand kein FCI-Vergleichswert zur Verfiigung.
In diesen Fillen wurden die CCSDT-Ergebnisse zur Berechnung der Korrelationsenergie
herangezogen, weshalb die Werte fiir die Korrelationsenergien mit Vorsicht zu bewerten
sind. Um daraus resultierende systematische Fehler zu vermeiden, wurde der statistische
Vergleich einmal unter Ausschlufl dieser Félle und einmal unter ihrem Einschluf} vorge-
nommen. Als Ergebnis kann man festhalten, daf} sorgfiltig ausgew#hlte Methoden auf der
Grundlage auf der Grundlage der Storungstheorie bis zur vierten Ordnung — wie das
[12-Verfahren — durchaus mit Methoden auf der Basis der fiinften Ordnung mithalten
kénnen. Was diese Methoden betrifft, so ist die Goldhammer-Feenberg-Energie GF5 der
Feenberg-Energie F5 stets leicht iiberlegen, und die N&herung GF5b liefert erstaunlich
gute Ergebnisse, obwohl man sie nicht direkt als eine Sattelpunktsmethode klassifizieren
kann. Bei den Padé-Approximationen schneidet die [3/2]-Approximation (die invariant un-
ter Feenberg-Skalierung ist) ziemlich erfolgreich ab, wihrend die [2/3]-Approximation sich
sehr dhnlich verhilt. Andere Padé-Approximationen (die nicht in Tabelle 12.1 angegeben
sind), sind den angegebenen Varianten bei Anwendung auf die gleichen Daten unterlegen.

Eine sorgfiltige Analyse der Daten in Tabelle 12.1 fiihrt zum Schluf}, daf} die n&he-
rungsweise Berechnung der Korrelationsenergie auf der Grundlage der MP-MBPT um so
besser ist, je mehr man sich der Gleichgewichtsgeometrie des jeweiligen Molekiils néihert.
Das ist insofern nicht iiberraschend, als sich — wie oben angesprochen — die Qualitét
der MP-Storungsreihe mit zunehmenden Auslenkungen aus den Gleichgewichtspositionen
verschlechtert. Man vergleiche zum Beispiel die Tripel der Félle (a,b,c) fiir BH, (d,e,f)
fiir HF, (h,i,j) fiir H,O sowie (k,1,m) fii NH,, bei denen sich die jeweiligen Absténde wie
1:1.5:2 verhalten. Die Werte bei Auslenkungen aus dem Gleichgewicht kénnen verniinftig
sein, miissen es aber nicht. Die Daten deuten allerdings deutlich darauf hin, dafl die be-
rechneten Korrelationsenergien dann vertrauenswiirdig sind, wenn — wie in den Fillen f
fiir HF bei 2 x 7, und i fiir HyO bei 1.5 x r.— die Werte von 12, F4 und [2, 2] nicht viel
voneinander abweichen. In dieser Situation scheint die [12-Methode die besten Resultate
zu liefern. Andererseits sind grofie Differenzen zwischen den Energien 12, F4 und [2, 2] —
wie in den Fillen j fiir HyO bei 2 X r, und m fiir NH, bei 2 x r, — ein klares Zeichen dafiir,
daf in diesen Fillen ausgefeiltere, aufwendigere Methoden verwendet werden miissen (zum
Beispiel die A-Transformation [93, 95, 96, 94, 98, 97, 307] oder Multi-Referenz-Verfahren
[181, 187, 228, 259, 338, 360, 388]), um verlifliche Resultate zu erhalten. Ahnliches gilt
fiir die Methoden, die auch MP5-Energien beriicksichtigen.

In den Tabellen 12.3 und 12.4 werden die Verfahren benutzt, um die Dissoziations-
barriere fiir HLCO—H, + CO sowie die Barrierenhdhe und Reaktionswarme fiir CHs +
CyH,; — C3H7 zu berechnen.

In beiden Fillen stiitzt sich die Rechnung auf bekannte MP-Energien bis zur vierten
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Tabelle 12.2: Statistischer Vergleich verschiedener Verfahren zur Korrelationsenergiebe-

rechnung

Methode max |Fehler| mittl. |Fehler| rms |Fehler| mittl. %Korr
Auswertung von 14 Fillen (a-1,n,r)

F4 0.02515 0.00433 0.00767 98.3

2/2] 0.01122 0.00319 0.00433 08.3

12 0.00975 0.00199 0.00329 100.1
Auswertung von 17 Féllen (a-1,n-r)

F4 0.02515 0.00409 0.00710 98.6

2/2] 0.01122 0.00329 0.00430 08.8

12 0.00975 0.00269 0.00398 100.3
Auswertung von 13 Féllen (a-l,r)

S 0.01774 0.00407 0.00628 98.2

GF5 0.01692 0.00394 0.00607 98.2

GF5b 0.02870 0.00400 0.00834 99.0

[3/2] 0.00711 0.00228 0.00308 99.1

[2/3] 0.00711 0.00224 0.00307 99.1
Auswertung von 16 Féllen (a-1,0-r)

S 0.01774 0.00483 0.00678 98.5

GF5 0.01692 0.00470 0.00664 98.6

GF5b 0.02870 0.00452 0.00811 99.6

[3/2] 0.01432 0.00332 0.00492 99.4

[2/3] 0.01497 0.00332 0.00503 99.5

Ordnung [307, Tab. 2-4]. Die Resultate zeigen, daBl verldflliche N#herungen fiir die Kor-
relationsenergie, wie sie die Feenberg-Energie [307], die Padé-Approximation [2/2] und
das TI2-Verfahren liefern, zu guter Ubereinstimmung mit dem Experiment fiihren. Das
[12-Verfahren liefert in beiden Fillen die besten Resultate.

Zusammenfassend 1483t sich sagen, dafl die Verfiigbarkeit verschiedener Verfahren auf
der Grundlage der (R)MP-Energien in vielen Féllen eine genaue Berechnung der Korrela-
tionsenergie bei vernachlissigbaren Zusatzkosten erlaubt. Weiterhin sind grofiere Abwei-
chungen der Ergebnisse untereinander ein klarer Hinweis, wann weitere Untersuchungen
notwendig sind.

Schliefllich sei bemerkt, daf} sich die vorliegenden Verfahren wahrscheinlich auch fiir die
Beschleunigung von Storungsreihen im Multireferenzfalle als niitzlich erweisen kénnten.
Dies ist eine vielversprechende Fragestellung fiir weitere Untersuchungen.
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Tabelle 12.3: Dissoziationbarriere (kJ/mol) fiir HHCO—H; 4+ CO mit einer TZ2P-Basis

bei MP2-Geometrien ¢

Methode Minimum Ubergangszustand Barriere Ref.

SCF —113.912879 —113.748693 431.1 [307]

MP2 —114.329202 —114.182435 385.3 [307]

MP3 —114.334186 —114.185375 390.7 [307]

MP4 —114.359894 —114.219892 367.6 [307]

F4 —114.360838 —114.220603 368.2 [307]

[2/2] —114.362267 —114.223409 364.6 Diese Arbeit
12 —114.364840 —114.227767 359.9 Diese Arbeit
BS® 360 [107]

¢ [307]

b Beste Schiitzung [107]

Tabelle 12.4: Barrierenh6he und Reaktionswérme (kJ/mol) fiir CH3 + CoHy — C3H7 mit

einer 6-31G*-Basis®

Methode Reaktanden Uzb Produkt Barriere RW¢
RHF —117.585674 —117.553736 —117.626572 83.8 —107.4
RMP2 —117.967150 —117.952092 —118.014126 39.5 —123.3
RMP3 —118.004259 —117.986543 —118.049999 46.5 —120.1
RMP4 —118.022888 —118.008072 —118.066816 38.9 —115.3
F4 —118.028674 —118.014137 —118.071720 38.2 —113.0
[2/2] —118.027529 —118.013226 —118.070703 37.6 —113.3
12 —118.030923 —118.017302 —118.073432 35.8 —111.6
exp.? 33.1 —107

“ [307]

b Ubergangszustand
¢ Reaktionswirme
d [206, 71, 307]
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Kapitel 13

Zur Losung der
Ornstein-Zernike-Gleichung

In diesem Kapitel soll die Anwendung von Extrapolationsverfahren auf die Losung der
grundlegenden Gleichung fiir die Paarverteilungsfunktion klassischer Vielteilchensysteme,
die sogenannte Ornstein-Zernike-Gleichung (OZ) diskutiert werden. Die Darstellung stiitzt
sich auf eine Arbeit von Homeier, Rast und Krienke [169].

13.1 Physikalischer Hintergrund

Die thermodynamischen Eigenschaften von klassischen Vielteilchensystemen werden von
den Wechselwirkungen dieser Teilchen untereinander bestimmt. Wenn man die Zweiteil-
chenverteilungsfunktion g kennt, kann man alle thermodynamischen Eigenschaften des je-
weils betrachteten Systems berechnen. Diese Funktion ist im kanonischen Ensemble durch
[127, Kap. 4]

g(7, ) = V? , (13.1)

definiert. Hierbei ist V' das Volumen des Systems, n ist die Teilchenzahl und 8 = (kgT) !,
wobei kg die Boltzmann-Konstante und 7" die absolute Temperatur ist.

Wir beschrianken uns hier auf Paarpotentiale u, und damit auf eine potentielle Energie
U der Form

n

U(Fry ey T) = > ulf 7)) - (13.2)

i<j
Der Einfachheit halber betrachten wir auch nur Systeme mit radialsymmetrischen Wech-

selwirkungen zwischen identischen Teilchen. Fiir die theoretische Beschreibung (siehe z.B.
[127, Kap. 6, 7]) ist es niitzlich, die Mayer-Funktion f iiber

f(r) = exp(=pu(r)) - 1, (13.3)

283
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einzufiihren, die von der potentiellen Energie u(r) zweier Teilchen im Abstand r abhéngt.
Dieses Paarpotential nennt man regulir oder kurzreichweitig (vgl. [302, S. 72]), wenn es
von unten beschrénkt ist und

/|exp(—ﬁu(r)) 1 dr(A<oo ¥ B>0 (13.4)

erfiillt. Von diesem Typ sind das Lennard-Jones(LJ)-Potential

w(r)=4-c- <<%>12 - <%>6> , (13.5)

mit einem Abstandsparameter o und einer Potentialtiefe £ als Parameter. Ebenfalls kurz-
reichweitig ist das Hartkugelpotential

U(r)z{oo voreo (13.6)
0 V r>o
Andererseits gibt es Paarpotentiale u(r), die die Relation (13.4) nicht erfiillen. Nichts-
destoweniger geben auch sie Anlafl zu thermodynamischem Verhalten von Systemen, deren
Teilchen iiber solche Paarpotentiale miteinander wechselwirken. Ein beriihmtes Beispiel
ist das klassische Einkomponentenplasma (one-component plasma, OCP) mit dem Paar-
potential /
a (Zeg)? 3\

U(T‘) = Fp kBT; s Fp = m s a = (m) (137)
zwischen Teilchen der Ladung Z in einem neutralisierenden Hintergrund. Hierbei ist ey der
absolute Wert der Elementarladung, €, ist die Dielektrizitdtskonstante im Vakuum, €, ist
die relative Permittivitdt und p ist die mittlere Teilchenzahldichte, die man auch benutzen
kann, um eine Laéngeneinheit wie angegeben zu definieren. Der Plasmaparameter I, ist
eine dimensionslose GriBe. Fiir die weiteren Uberlegungen zerlegen wir dann das Potential
in einen langreichweitigen Anteil v (r) und einen kurzreichweitigen Anteil «®(r) in der
folgenden Weise, die auf Ng [260] zuriickgeht:

uV(r) =T, kgT % erf (ar) ,  u®(r) =u(r) —u(r). (13.8)

Hierbei ist « ein frei wihlbarer Parameter, der iiblicherweise als o = 1.08/a gew#hlt wird
[260]. Fiir die Definition der Fehlerfunktion erf(x) vergleiche man [2, Kap. 7]. Die Fourier-
Transformierte von u((r) kann — #hnlich zur Fourier-Transformierten des Coulomb-

Potentials — im Distributionssinne berechnet werden. Man erhilt den kurzreichweitigen
Ausdruck

a k?

Ist das Potential u radialsymmetrisch und damit nur eine Funktion von r = || — 7],
dann ist auch die Paarverteilungsfunktion g eine Funktion von r. Um diese Grofie zu
bestimmen, benutzen wir die Ornstein-Zernike(OZ)-Gleichung [127]:

h=c+p-cxh, (13.10)

i (k) = 4nT, kgT
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in der * eine Faltung bezeichnet, die durch

[f # g](7) = /f — g (7" dr(7) (13.11)

definiert ist. Die Dichte p ist dann die mittlere Teilchenzahldichte. Die Funktion h(r) =
g(r) — 1 wird als totale Korrelationfunktion bezeichnet, die Funktion ¢(r) als direkte Kor-
relationsfunktion. Man beachte, dafl die Faltung zweier radialsymmetrischer Funktionen
ebenfalls eine radialsymmetrische Funktion ist. Fiir die Bestimmung der beiden unbe-
kannten Funktionen A und ¢ benétigen wir eine zweite Gleichung, die der Abschluff der
OZ-Gleichung genannt wird und allgemein die Form [127]

g(r) = exp(—ﬁ u(r) + h(r) —c(r) + E(r)) (13.12)

besitzt. Hier ist E eine unendliche Reihe iiber sogenannte Briickengraphen, deren Bei-
triage man im Prinzip als komplizierte mehrdimensionale Integrale berechnen kann. Diese
Rechnung ist sehr aufwendig. Daher benutzt man in der Praxis meist verschiedene ein-
fache N#herungen. F(r) = 0 ist die HyperNetted Chain(HNC)-AbschluBnéherung [127],
E(r) =In(1+ h(r) — ¢(r)) — h(r) + c(r) ist die Percus-Yevick(PY)-Nédherung [127]. Fiir
harte Kugeln haben Labik und Malijevsky(LM) eine semiempirische Néherung fiir F ein-
gefiihrt [235], die numerische Resultate von Monte-Carlo-Rechnungen exzellent beschreibt.
Es gibt noch andere Néiherungen wie der sehr erfolgreichen Abschlufl von Martynov und
Sarkisov (MS) [237], wobei E(r \/1 +2(h(r) — ¢(r)) — h(r) + ¢(r) — 1 gilt. Die pro-
grammtechnische Berucksmhtlgung der verschledenen Abschlufirelationen wird unten ge-
nauer behandelt.

Zusammen mit der Abschlufirelation ist die OZ-Gleichung eine nichtlineare Integral-
gleichung, die man normalerweise nur numerisch l6sen kann. Fiir harte Kugeln in der
PY-Ni#herung gibt es allerdings auch ein analytische Losung [355, 389].

13.2 Ein Algorithmus fiir Direkte Iteration

Der einfachste Algorithmus zur Losing der OZ-Gleichung in Verbindung mit einem gegebe-
nen Abschluf} ist die direkte Iteration unter Verwendung der Fast-Fourier-Transformation
(FFT). Aufgrund des Faltungstheorems der Fourier-Transformation ergeben sich die fol-
genden Gleichungen im k-Raum:

hk) =c(k)+p-ék)-h(k), k=]|k. (13.13)

Die Fourier-Transformierten sind dabei im radialsymmetrischen Falle durch Fourier-Bes-
sel-Transformation gegeben und lauten fiir jede Funktion f(r)

oo

: in (k 1
Flk) = 47r-0/f(r)smk(r ") gy, =55 0/ yinkr) o g (13.14)
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Fiihrt man F(r) = f(r)-r und F(k) = k- f(k) fir f = ¢, h ein, so erhilt man eine
Fourier-Sinus-Transformation

F(k) = 4r - /F(r) sin(kr) dr, / ) sin(kr) dk . (13.15)
0
Multiplikation von Gl. (13.13) mit £? und Einfiihrung von ' = H — C ergibt jetzt

r=-r-_. (13.16)

Die verschiedenen Abschlufirelationen kann man ebenfalls durch ¢(r) = C(r)/r, was man
auch als Funktional ¢[vy] von v(r) = I'(r)/r auffassen kann, und durch die Mayer-Funktion
f (vlg. den vorigen Abschnitt) gemif

HNC: C(r)=r-c(r)=r-(f(r)+1)-exp(T(r)/r) —=T(r)—r,

PY: O = (fln) + 1)+ (4 T0) =T = = F0)- (4T,
LM:  C(r)=r-(f(r)+1)-exp(T(r)/r + ELp(r)) = T(r) — 7,

MS:  C(r)=r-(f(r)+1)-exp(y/1+20(r)/r—1)=T(r) —1r.

ausdriicken. Hier ist Fy,/(r) die Briickenfunktion von Labik und Malijevsky [235].

Im Falle von klassischen Einkompoentenplasmen, die im vorigen Abschnitt eingefiihrt
wurden, mufl man etwas anders vorgehen. Wegen der langreichweitigen Potentialanteile
mufl man GI. (13.16) abéndern. Unter Verwendung der Vorgehensweise von Ng [260] ergibt
sich

i k (C® (k) — ki®(k))

=, (COk) = kO (k)

) — CO9(k). (13.18)

Hier ist 4 die Fourier-Transformierte des langreichweitigen Anteils u) des Paarpoten-
tials. AuBerdem ist C® (k) die Fourier-Transformierte des kurzreichweitigen Anteils der
direkten Korrelationsfunktion, multipliziert mit k. Die explizite Beziehung von C®) zu I'
hidngt vom verwendeten Abschlufl ab. Wir verwenden im folgenden den HNC-Abschluf}
ohne irgendeine Briickenfunktion, der hinreichend gute Ergebnisse fiir den interessierenden
Bereich von Plasmaparametern T, liefert [260]. Dann ist C'*)(r) durch

HNC: CO(r) =1 exp (—fu®(r) + T(r)/r) =T(r) —r (13.19)

gegeben, wobei u(® der kurzreichweitige Anteil des OCP-Paarpotentials aus dem vorigen
Abschnitt ist. In diesem Fall ist ' durch I' = H — C'® gegeben. Dies impliziert g(r) =
(T(r) + C®)(r))/r 4 1 fiir die Paarverteilungsfunktion.

Gleichung (13.16) definiert in Verbindung mit einer gew#hlten Abschlufirelation aus
Gl. (13.17) eine Integralgleichung. Ebenso verhélt es sich mit den Gleichungen (13.18)
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und (13.19). Die Losung jeder solchen Integralgleichung kann man als Fixpunktproblem
fiir die unbekannte Funktion I" auffassen.

Diese Integralgleichung 16st man auf einem Gitter von M #quidistanten Punkten und
setzt F, = F(a- Ak), F, = F(a-Ar) und Ar - Ak = n/M. Gleichung (13.15) fiir die
Fourier-Sinus-Transformation und ihre Umkehrung wird zu [66]

» M—1 T Ak M-1 _ T
F, =4rAr - 5221 Fs - sin(aﬁﬂ) : 0« =55 5221 Fs- sin(aﬁM) . (13.20)

Demnach kann man den folgenden Algorithmus verwenden: Wiihle ein I'®) (beispielsweise
I'® = 0) fiir eine Menge von #dquidistanten r und bestimme in Verbindung mit dem Ab-
schluf die GroBe C(©). Dies kann man mittels Gl. (13.20) transformieren, in G1. (13.16)
oder (13.18) einsetzen und so I'™ bestimmen, woraus man '™ durch inverse Transfor-
mation bestimmt. Dieses I'") wird jetzt als neue Eingabe fiir die Iteration verwendet.
Diese Schleife wird solange durchlaufen, bis fiir gegebene Konvergenzschranke n > 0 die
in folgender Gleichung definierte Grofle ¢ > 0 die Schranke unterschreitet:

M

G =3 (T9 -1 ) <o (13.21)

i=1

Die zeitaufwendigen Schritte sind die Transformationen von C' und I'. Deshalb méchte
man die Zahl der bendtigten Iterationen reduzieren. Man braucht iiblicherweise 200 bis
100 Tterationen, um ¢ < 107'% zu erzielen.

Die Ornstein-Zernike-Gleichung mit entsprechendem Abschlufl auf einem Gitter kann
man als Fixpunktgleichung

—

I'= () (13.22)

fiir den Vektor [ = (Ty,Ty,...,Ty) interpretieren. Direkte Iteration entspricht dann
genau der Gleichung

LU+ = g (F'0)y (13.23)

mit einem geeigneten Startvektor.

Unser Ziel ist daher, fiir die Vektorfolge [') = (ng), ng), e 1“5(}) der Komponenten
der diskretisierten Funktion I' auf dem Gitter eines aus friiheren Kapiteln bekannten
Vektorextrapolationsverfahren zu benutzen.

13.3 Numerische Resultate

Verschiedene Beispiele wurden untersucht, wie unten diskutiert. Es wurden ein Programm
directit fiir direkte Iterationen ohne Vektorextrapolation und ein Programm m2vj be-
nutzt, das ein Cycling-Verfahren der Form (7.42) fiir die Iterationsfunktion ¥ der direkten
[teration mit einer u-Variante der in Gl (8.33) definierten Vektor-7-Transformation mit
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Tabelle 13.1: Harte Kugeln

Durchmesser: ¢ = 1, Teilchenzahldichte: p* = p/o—3. Startvektor: ['©) = 0, Gesamtzahl
der Tterationen: N, Zahl der Gitterpunkte: M, Schranke: n = 1-107 (vgl. GL. (13.21)),
Abweichung: § (vgl. Gl. (13.25)), Zyklusldnge: m, Offset: nqsyser, Plattform: Sun.

Programm m Nof fset 0 N
PY'-Niherung, p* = 0.7 (Ar = 0.010, M = 512)
directit - - - 592
m2vj 8 14 Keine K bis 900 Iterationen
m2vj 9 14 7.092- 10710 295
m2vj 9 15 4.955- 10710 306
m2vj 10 14 4.935-107° 400
m2vj 10 15 8.240 - 10710 346
PY!-Niherung, p* = 0.4 (Ar = 0.010, M = 512)
directit - - - 124
m2vj 7 10 4.904 - 10710 51
m2vj 8 5 5.640 - 10~ 41
m2vj 8 10 4.681 10710 47
PY'-Niherung, p* = 0.7 (Ar = 0.040, M = 128)
directit - - - 488
m2vj 8 10 2.318-107° 209
HNC'-N#herung, p* = 0.7 (Ar = 0.010, M = 512)
directit - - - 384
m2vj 9 14 3.080 - 107 455
m2vj 10 13 2.716 - 107 179
m2vj 10 14 2.963-107° 257
m2vj 11 13 3.022-107° 182

T Die Abkiirzungen fiir die Abschliisse sind auf Seite 285 erklirt. Siehe auch Gl. (13.17).

r®) = 1/(n + 1) implementierte. Verwendet wurden m-Zyklen der Form (7.41) mit der

Transformation
T(dy, @1, - - -, i) = vT T ({@n}, {(n + DAT, 1}, {(n+1)"'1}). (13.24)

und ngyrser Voriterationen ohne Extrapolation.

Die Lange m der Zyklen wurde variiert. Man beachte, dafl die Verwendung des Pro-
grammes m2vj mit m = 0, also ohne Cycling ebenfalls auf direkte Iterationen ohne
Extrapolation hinausléuft.
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Tabelle 13.2: Lennard-Jones-Potential

LJ*-Parameter: 0 = 1, 3¢ = 0.5, Teilchenzahldichte: p* = p/o=3. Gitter: M = 512,
Ar = 0.010, Schranke: n = 1- 107, Startvektor: T(® = 0, Plattform: Sun. Weitere
Symbole siehe Tabelle 13.1.

Programm m Mo f fset ) N
PY'-Niherung, p* = 0.5

directit - - - 137

m2vj 7 10 6.532- 10710 51

m2vj 8 10 4.950 - 1010 56
PY'-N#herung, p* = 0.9

directit - - - 958

m2vj 7 20 8.174-107° 349

m2vj 7 30 4.296 - 1077 383

m2vj 8 20 4.705-107° 372

m2vj 10 50 7.854-107° 480

HNCf-Niherung, p* = 0.9
directit - - - 615
m2vj 8 30 1.234-10°10 517

f Die Abkiirzungen fiir die Abschliisse sind auf Seite 285 erklirt. Siehe auch GI. (13.17).
} Das Lennard-Jones-Potential ist in G1. (13.5) definiert.

Um festzustellen, ob man zum richtigen Fixpunkt iteriert, wurde die Differenz der
konvergierten Vektoren I' = (I',) mit und ohne Extrapolation bzw. die Grofe

M

§ = J > (Tdirectit — Fg””j)2 (13.25)
a=1

berechnet, wobei M die Vektorlinge bzw. Zahl der Gitterpunkte bedeutet.

Als erstes Beispiel betrachten wir ein System harter Kugeln bei verschiedenen Dichten
und den PY- und HNC-N&herungen. Die Rechnungen wurden auf eine Sun Sparc Work-
station durchgefiihrt. Gewéhlt wurden 512 oder 128 Gitterpunkte fiir die Funktion I' mit
Ar = 0.01c0, wobei o der Kugeldurchmesser ist. Die Zahl der Iterationen, die man zum
Erreichen der Konvergenzschranke 1 gem#f Gl. (13.21) mit T'®© = 0 benétigt, wird mit N
bezeichnet. Die Resultate in Tabelle 13.1 zeigen, dafl es moglich ist, die Gesamtzahl der
Iterationen N etwa um den Faktor 2 zu reduzieren. Der Beschleunigungseffekt hingt nicht
wesentlich von der Wahl der Briickenfunktion F ab. Es gab auch eine ganze Bandbreite
von Werten fiir m und nqsyse, fiir die man relativ gute Ergebnisse erzielen konnte. Wie in
Tabelle 13.1 gezeigt, gab es keinen signifikanten Unterschied zwischen den resultierenden
Vektoren T' mit und ohne Extrapolation, da § &~ 1071 gilt.
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Tabelle 13.3: Harte Kugeln und Lennard-Jones-Potential
Kugeldurchmesser/LJ*-Parameter: ¢ = 1. Startvektor: ['® = 0, Schranke: n = 1 - 107"
(vgl. GL. (13.21)), GittergroBe: M = 1024. Programm: m2vj, Plattform: Iris Indigo. Wei-
tere Symbole siehe Tabelle 13.1.

m Nof fset N
LM Briickenfunktion, harte Kugeln, p* = 0.75 (Ar = 0.0050)

0 - D76
14 150 361
15 100 309
16 120 308
16 150 389

MS'-Niiherung, harte Kugeln, p* = 0.80 (Ar = 0.0050)
— 913
0 611

9 1 572
15 100 581
15 200 237

MS'-Niherung, Lennard-Jonest, 3 = 0.5, p* = 0.90 (Ar = 0.0050)

0 - 840
15 20 661
15 100 469
15 120 681

MS'-Niherung, Lennard-Jones!, s = 0.1, p* = 1.20 (Ar = 0.010)

0 - 956

7 0 241

7 1 378

 Die Abkiirzungen fiir die Abschliisse sind auf Seite 285 erklirt. Siehe auch Gl. (13.17).
! Das Lennard-Jones-Potential ist definiert in G1. (13.5).

Die gleichen Abschlufirelationen wurden auch fiir Lennard-Jones-Systeme angewen-
det. Die Resultate findet man in Tabelle 13.2. Wiederum sind deutliche Reduktionen der
Gesamtzahl der Iterationen mdoglich.

Untersucht wurde auch die N&herungen von Labik und Malijevsky (LM) sowie von
Martynov und Sarkisov (MS) fiir harte Kugeln und fiir Lennard-Jones-Systeme. Die Re-
sultate findet man in Tabelle 13.3. In diesem Fall wurden die Rechnungen auf eine Iris
Indigo von Silicon Graphics durchgefiihrt, mit 1024 Gitterpunkten und Ar = 0.0050. Der
Startvektor war T'® = 0. Wie oben bemerkt, entspricht der Fall m = 0 der alleinigen
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Tabelle 13.4: Einkomponentenplasmen

Plasmaparameter: [',, a = 1 (vgl. Gl. (13.7)). HNC'-Néherung. Ng-Renormierung, o (Pa-
rameter in der Fehlerfunktion): 1.08/a (vgl. Gl. (13.8) und [260]). Teilchenzahldichte:
p = 3/(47a®). Gitter: M = 1024, Ar = 0.01 a. Startvektor: T(®) = 0. Programm: m2vyj,
Plattform: Iris Indigo. Weitere Symbole siehe Tabelle 13.1.

I, m Nof fset N
10 0 - 70
10 5 0 %)
10 7 5 30
10 8 D 33
10 10 0 23
50 0 - 252
50 7 10 75
50 10 0 78
50 10 10 7
100 0 - 458
100 8 40 275
100 8 60 412
100 10 10 275
100 10 50 161
100 14 40 341
120 0 - 037
120 8 100 614
120 10 50 414
120 10 100 189
120 12 100 361

T Die Abkiirzungen fiir die Abschliisse sind auf Seite 285 erklirt. Siehe auch Gl. (13.17).

Verwendung der direkten Iteration.

Als weiteres Beispiel zeigen wir in Tabelle 13.4 Resultate von Rechnungen an klassi-
schen Einkomponentenplasmen mit Ng-Renormierung [260] in HNC-N&herung Es wurden
wieder M = 1024 Punkte im Gitter und ein Startvektor I'®) = 0 verwendet. Man beachte,
daf es fiir groflere Plasmaparameter I', vorteilhaft ist, eine groflere Zahl ngsfser von Vo-
riterationen ohne Beschleunigung als fiir kleinere I'y, die Lange m der Zyklen aber nicht
wesentlich verdndert zu werden brauchte. Die besten Resultate ergaben sich fiir fast alle
I') mit m = 10.

Den Tabellen kann man entnehmen, dafi die Extrapolation erfolgreich verlduft, wenn
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Tabelle 13.5: CPU-ZeitenPlasmaparameter (vgl. Gl. (13.7)): T',. Plattform: Sun

I',  Direkte Iterationen allein Direkte Iterationen 4+ Extrapolation Ersparnis
100 37.7s 28.0 s 25.7 %
120 44.1 s 22.0 s 50.1 %

man eine geniigende Zahl von Voriterationen ausfiihrt, wobei oft gréflenordnungsméflig
Noffset=10 ausreicht. Bei grofleren Teilchenzahldichten wie in Tabelle 13.3 kann es nétig
sein, mehr Voriterationen auszufiihren. In dem angefiihrten Fall erhielt man meist die be-
sten Resultate mit 100 oder mehr Voriterationen. Allerdings kann man manchmal auch
ganz auf Voriterationen verzichten, selbst bei hohen Dichten, wie im letzten Beispiel in
Tabelle 13.3. Die Lénge m der Zyklen braucht nicht besonders hoch zu sein, hiufig erzielt
man gute Resultate mit Werten zwischen 8 und 20. Dies ist vorteilhaft, weil der Zusatz-
aufwand aufgrund der Extrapolation um so geringer ist, je kiirzere Zyklen man verwenden
kann. Zu lange Zyklen kénnen auch die Qualitit der Resultate beeintrichtigen, wie man
in den Tabellen 13.2 und 13.3 sieht. Fiir Lennard-Jones-Systeme erhélt man Resultate
dhnlicher Qualitit wie im Falle harter Kugeln, wie die Tabellen 13.2 und 13.3 belegen.
Vor allem beachte man die relativ hohen Dichten bis p* = 1.2 in Tabelle 13.3, fiir man
bisher keine Konvergenz unter Verwendung direkter Iteration mit Startvektor 'O =0 fiir
moglich hielt [216].

Um die Zusatzkosten fiir die Extrapolationsschritte im Cycling-Verfahren zu bestim-
men, wurde die gesamte CPU-Zeit (Central Processing Unit) fiir die Ausfiithrung der Pro-
gramme fiir verschiedene Beispiele bestimmt. Man beachte allerdings, dafl derartige An-
gaben vorsichtig interpretiert werden miissen, da die Resultate nicht nur von den zugrun-
deliegenden Algorithmen, sondern auch von den Fihigkeiten der Programmierer (auch der
der Compiler) sowie von der Architektur und der zur Laufzeit vorliegenden Auslastung
der verwendeten Rechner abhéngen.

Als wesentliches Ergebnis erhélt man die Aussage, daf fiir typische Zykluslingen und
GittergroBen die Kosten pro Iteration fiir den Extrapolationsanteil etwa gleich den Kosten
fiir die direkte Iteration allein sind. Das heif}t iibrigens, dafl die Kosten fiir die direkte Ite-
ration ziemlich gering sind, was durch die Verwendung des FFT-Verfahrens bedingt ist.
Fiir kompliziertere Iterationsfunktionen ¥ erwartet man, dafl die relativen Kosten fiir die
Extrapolation sinken, so daf} sich die Niitzlichkeit der Extrapolationsverfahren wesentlich
deutlicher bemerkbar machen wiirde. Aber selbst fiir solch schnelle direkten Iterationen wie
in der vorliegenden Anwendung auf die OZ-Gleichung kann man die Gesamtausfiihrungs-
zeit reduzieren, in einigen Fillen sogar auf die Hélfte, wenn man Vektorextrapolation
verwendet. Dies wird in den folgenden Beispielen belegt. Wir bemerken noch, daf sich in
diesem Fall auszahlt, dafl man nicht wie im Falle des Newton-Raphson-Verfahrens Ablei-
tungen zur Berechnung einer abgednderten Iterationsfunktion heranziehen muf}, was die
Kosten pro Iteration deutlich erh6hen wiirde.

Der Fall klassischer Einkomponentenplasmen ist in Tabelle 13.5 dargestellt. Fiir gege-
benen Plasmaparameter I') wird die gesamte Zeit fiir die direkte Iteration allein, also mit
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Tabelle 13.6: Harte Kugeln fiir hohe Dichten
Dichte p* = 0.85. LMf-Niherung. Programm: m2vj, Plattform: Iris Indigo. Gitter: M =
512, Ar = 0.01c. Schranke: n = 10!%. Weitere Symbole siche Tabelle 13.1.

Beispiel m Nof fset N
1 9 40 991
2 9 100 891
3 9 150 881
4 9 200 981

 Die Abkiirzungen fiir die Abschliisse sind auf Seite 285 erklirt. Siehe auch Gl. (13.17).

m = 0, verglichen mit der gesamten Ausfiihrungszeit fiir das Cycling-Verfahren mit der
laut Tabelle 13.4 hinsichtlich der Iterationszahl optimalen Zahl der Voriterationen und
Zyklenldnge m # 0. Fiir [';) = 120 wird beispielsweise die CPU-Zeit fiir m = 0 mit der fiir
m = 10 und nyfper = 100 verglichen.

Ein dhnliches Resultat ergab sich fiir das letzte Beispiel aus Tabelle 13.3: 88.5 Sekunden
brauchte die direkte Iteration, dagegen 44.6 Sekunden das Cycling-Verfahren, was einer
Ersparnis von 49.6 % der CPU-Zeit entspricht.

Es sei betont, daf§ fiir die vorgeschlagene Methode auf der Grundlage der OZ-Gleichung
die Rechenzeiten sehr gering sind. Auf heutigen Workstations erfordert jeder Lauf Zeiten
in der Ordnung von Minuten. Dies sollte man mit Laufzeiten von Computersimulationen
vergleichen, die Stunden oder gar Tage betragen.

Aufgrund der geringen Laufzeiten ist die Losung der OZ-Gleichung als nichtriviales
Beispiel auch gut fiir Untersuchungen von Vektorextrapolationverfahren geeignet.

Schliefllich soll noch ein Beispiel angegeben werden, dafl man mit Vektorextrapolations-
verfahren erfolgreich Fixpunkte bestimmen kann, fiir die die direkte Iteration divergiert.
Der Startvektor ist dabei ['® = 0. Bemerkenswerterweise divergiert fiir diesen Startvektor
sogar der Newton-Raphson-Algorithmus von Labik, Malijevsky, und Vonka [216].

Das Beispiel ist ein System harter Kugeln der Dichte p* = 0.85 in der LM-Né&he-
rung. Mit M = 512 Gitterpunkten mit Abstinden Ar = 0.01c erhélt man die folgenden
Resultate:

e Der Newton-Raphson-Algorithmus [216] konvergiert nicht fiir T(® = 0 als Startvek-
tor. Es konvergiert fiir einen besseren Startvektor (beispielsweise aus einem Lauf mit
geringerer Dichte)

e Die direkte Iteration konvergiert nicht fiir einen Startvektor [© = 0. Sie konvergiert
auch nicht, wenn man das konvergierte Resultat des Newton-Raphson-Algorithmus

als Startvektor verwendet. Das zeigt, dal es sich um einen instabilen Fixpunkt han-
delt. Siehe auch die Abbildungen 13.1 und 13.2.

e Direkte Iteration in Verbindung mit der Vektorextrapolation konvergiert fiir einen
Startvektor T'®© = 0 zur gleichen Losung wie der Newton-Raphson-Algorithmus.
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Einige Beispiele sind in Tabelle 13.6 dargestellt.

\ directit - PPt

10 F -
0 200 400 600 800 1000

Abbildung 13.1: Instabiler Fixpunkt der Direkten Iteration

In Abbildung 13.1, sind die Werte von ¢ aus Gl. (13.21) fiir dieses Beispiel fiir den Fall
der direkten Iteration halblogarithmisch aufgetragen. ( ist also ein Maf fiir die Differenz
aufeinanderfolgender Iterationsvektoren.

Man sieht deutlich, daf§ die direkte Iteration zunéchst zu konvergieren scheint, dann
aber beginnen rasche Anderungen, bis ein quasiperiodisches Verhalten erreicht wird. Letz-
teres ist in expandierter Darstellung in Abbildung 13.2 zu sehen.

In Abbildung 13.3 sind analog die Werte von ¢ aus Gl. (13.21) fiir das dritte Bei-
spiel aus Tabelle 13.6 gezeigt, wobei jetzt auch Vektorextrapolation verwendet wird. Die
Konvergenz ist ziemlich glatt abgesehen von einigen Stufen.

Interessanterweise konvergiert fiir das gleiche System bei der geringfiigig kleineren
Dichte p* = 0.8 und gleichem Gitter die direkte Iteration ausgehend vom Startvektor
[ = 0, wiahrend der Newton-Raphson-Algorithmus von Labik, Malijevsky und Vonka
[216] ausgehend vom gleichen Startvektor auch in diesem Fall nicht konvergiert.

Ein wichtiger Vorteil der beschriebenen Vorgehensweise ist die einfache Form der di-
rekten Iteration. Dies erleichtert die Behandlung komplizierterer Systeme wie Teilchen
mit Dipolen oder realistischeren Paarpotentialen auf einem Gitter. Im wesentlichen muf3
man nur ein Unterprogramm zur Berechnung der Mayer-Funktion dndern. Auch vom Falle
von renormierten OZ-Verfahren wie im OCP-Falle sind die nétigen Anderungen an den
Programmen relativ gering. Das ist natiirlich fiir andere Algorithmen, die Ableitungen
benotigen, deutlich komplizierter.

Die Anwendung weiterer Vektorextrapolationsverfahren konnte zu dhnlich guten Er-
gebnissen fiihren. Dies ist ein aussichtsreicher Punkt fiir weitere Untersuchungen, wie auch
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Abbildung 13.2: Quasiperiodisches Verhalten der Direkten Iteration
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Abbildung 13.3: Konvergenz des Cycling-Verfahrens
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die Ausdehnung der Extrapolationsmethodik auf kompliziertere Modellpotentiale und Sy-
steme mit mehreren Komponenten.

Zusammenfassend hat sich die Kombination von direkter Iteration und der Vektor-
J-Transformation als fruchtbare Alternative zu anderen Verfahren zur Loésung der OZ-
Gleichung erwiesen.



Kapitel 14

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Extrapolationsverfahren fiir Zahlen-, Vektor- und Matrizenfolgen
und ihre Anwendung in der Theoretischen und Physikalischen Chemie behandelt.

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile. In Teil I werden Methoden fiir die Extrapolati-
on vorgestellt und in ihren Eigenschaften charakterisiert, in Teil II werden Anwendungen
dieser Methoden auf eine ganze Reihe verschiedener Probleme aus dem Bereich der Theo-
retischen und Physikalischen Chemie besprochen und in Teil I wird ergéinzendes Material
in Anhéngen bereitgestellt.

Nach einer Einleitung in Kapitel 1 beginnt Teil I. In Kapitel 2 werden bekannte Ver-
fahren fiir die Extrapolation von Zahlenfolgen besprochen. Dabei werden zunéchst als
Grundlagen eine Klassifikation von Zahlenfolgen, die fiir die richtige Wahl der Extrapo-
lationsverfahren hilfreich ist, einige allgemeine Kriterien fiir die Konstruktion von Extra-
polationsverfahren sowie die Rolle von Rekursionsschemata bei der Darstellung und Im-
plementierung dieser Verfahren besprochen. Im Anschlufl werden dann wichtige bekannte
Verfahren vorgestellt, soweit sie fiir diese Arbeit von Bedeutung sind.

In Kapitel 3 werden iterative Folgentransformationen behandelt. Hier werden zunéchst
Grundprinzipien zu und Probleme bei ihrer Konstruktion, dann im Detail das Konzept
der hierarchischen Konsistenz dargestellt, das diese Probleme l6sen hilft und eine neue
methodische Basis fiir die Konstruktion iterativer Verfahren an die Hand gibt. Dabei wer-
den Hierarchien von Modellfolgen eingefiihrt und die Iteration als Abbildung zwischen den
verschiedenen Ebenen der Hierarchie beschrieben. Dann wird die [J-Transformation zum
Thema, bei deren Herleitung und theoretischen Behandlung das Konzept der hierarchi-
schen Konsistenz in voller Breite seine Niitzlichkeit erweist. Da die J-Transformation eine
sehr allgemeine Extrapolationsmethode darstellt, wird sie griindlich untersucht. Verschie-
dene effiziente Algorithmen zu ihrer Berechnung werden eingefiihrt. Es werden grundle-
gende mathematische Eigenschaften dieser Transformation bewiesen. Der explizite Kern
der Transformation wird abgeleitet, was insofern beachtenswert ist, als dies fiir die mei-
sten anderen iterativen Transformation bisher nicht oder nur unvollstindig gelungen ist.
Fiir die theoretische Charakterisierung der Transformation werden Determinantendarstel-
lungen angegeben und eine Reihe von Séitzen bewiesen, in denen die Konvergenzeigen-
schaften behandelt werden. Ausfiihrlich wird auf die Relation zu anderen Folgentransfor-

297
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mationen eingegangen. Dabei zeigt sich, daf} viele bekannte Verfahren Spezialfille der [J-
Transformation sind. Durch die Vielzahl von Varianten aufgrund von verschiedener Wahl
von Hierarchie sowie der Restabschitzungen erweist sich die J-Transformation als sehr fle-
xibel. Sie kann aufgrund einfacher heuristischer Prinzipien an eine Vielzahl von Problemen
angepafit werden. Daher verwundert es nicht, dafl die am Ende von Kapitel 3 dargestellten
numerischen Tests erweisen, dafy geeignete Varianten der [J-Transformation zu den besten
bekannten Transformationen bei gutuntersuchten Modellproblemen gehoren.

In Kapitel 4 werden die im Zusammenhang von Levin-artigen Transformationen be-
deutsamen Restabschitzungen genauer untersucht. Es wird im besonderen auf die Méglich-
keiten eingegangen, die sich bieten, falls eine Kummer-Transformation fiir die Partialsum-
men unendlicher Reihen méglich ist, wenn also das asymptotische Verhalten der Terme
bekannt ist und eine asymptotisch verwandte Reihe geschlossen aufsummiert werden kann.
Es wird eine neue Form der Restabschitzung vorgeschlagen, die auf dieser verwandten
Reihe basiert. In numerischen Beispielen wird demonstriert, da} dieses neue Verfahren
bekannten durchaus iiberlegen sein kann.

In Kapitel 5 wird auf Verfahren fiir die Extrapolation von Orthogonalentwicklungen
eingegangen. Es werden am Anfang Methoden fiir Fourier-Reihen behandelt. Zunéchst
wird die ‘H-Transformation auf der Grundlage einer Modellfolge eingefiihrt, die die von
Levin verallgemeinert. Rekursive Algorithmen zur effizienten Berechnung und grundlegen-
de mathematische Eigenschaften dieser Transformation werden abgeleitet. Im Anschluf}
werden Sétze bewiesen, die Aussagen iiber die Konvergenzbeschleunigung mittels der H-
Transformation beinhalten. Es wird auf die Implementierung der Transformation einge-
gangen, was zu einem sehr einfachen Programm mit geringen Speicherplatzanforderungen
fiihrt. Dies ist als Beispiel fiir die dhnlich knappen und effizienten Programme der an-
deren neu eingefiihrten Transformationen in Anhang D angegeben. Numerische Beispie-
le belegen, daf} diese Transformation sehr erfolgreich zur Konvergenzbeschleunigung von
Fourier-Reihen eingesetzt werden kann. Eine Verallgemeinerung der H-Transformation
auf Fourier-Reihen mit mehrere Grundfrequenzen wird hergeleitet. Im Anschlufl wird als
eine iterative Methode fiir die Extrapolation von Fourier-Reihen die Z-Transformation
eingefiihrt, wobei das Konzept der hierarchischen Konsistenz zur Herleitung und Charak-
terisierung eingesetzt wird. Verschiedene Algorithmen zur effizienten Berechnung dieser
Transformation werden diskutiert. Mit numerischen Test wird belegt, daf diese Transfor-
mation ebenfalls in der Lage ist, Fourier-Reihen zu beschleunigen, wobei geeignete Vari-
anten dhnlich effizient wie die H-Transformation sein konnen. Es wird auf die besonderen
Schwierigkeiten eingegangen, die sich in der N&he von Sprungstellen und Singularitéiten
ergeben, und als Ausweg die Verwendung der Methode der Frequenzvervielfachung ein-
gefiithrt. Als Alternative zur Verwendung spezieller Algorithmen fiir Fourier-Reihen wird
vorgeschlagen, die Fourier-Reihen auf andere Reihentypen zuriickzufiihren, fiir die dann
die aus Kapitel 2 und 3 bekannten Verfahren anwendbar werden. Hier spielt einerseits die
Riickfiihrung auf alternierende Reihen eine Rolle, die sich als recht erfolgreich in der N&he
von Singularitéiten erweist, andererseits die Riickfithrung auf komplexe Potenzreihen. Diese
ist in einfacher Form schon lange bekannt (Methode der assozierten Reihen fiir reelle Rei-
hen, deren Koeffizienten nicht oszillieren), konnte aber in der Methode der zugeordneten
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Reihen und vor allem in der neu eingefiihrten verallgemeinerten Methode der zugeordne-
ten Reihen zu einer effizienten Verfahrensweise fiir kompliziertere Félle ausgebaut werden.
Im Anschlufl wird gezeigt, wie man diese Methoden auf Entwicklungen nach Orthogonal-
polynomen verallgemeinern kann. Als iteratives Verfahren wird die -Transformation auf
der Grundlage des Konzepts von der hierarchischen Konsistenz eingefiihrt, fiir die einfa-
che Algorithmen vorliegen. Alternativ kann man auch hier die verallgemeinerte Methode
der zugeordneten Reihen verwenden. Beide Verfahren kann man in der N&he von Singu-
laritdten mit der Methode der Frequenzvervielfachung kombinieren. Die Effizienz beider
Zuginge wird mittels numerischer Beispiele belegt.

In Kapitel 6 werden Extrapolationsverfahren vorgestellt, die auf stérungstheoretische
Probleme zugeschnitten sind. Ein Problem, das die Anwendung anderer Extrapolations-
methoden behindert, ist die oft nur kleine Zahl der berechenbaren Terme der Stérungs-
entwicklung. Es werden Verfahren besprochen, die auf einer einfachen Renormierung der
Storungsreihe beruhen, bei der der ungestorte Hamilton-Operator mit einem konstanten
Faktor skaliert wird, der variativ bestimmt wird. Dies fiihrt zu neuen Approximationen
der Gesamtenergie iiber die Goldhammer-Feenberg- und die Feenberg-Reihe. Alternativ
kann man das Verfahren der effektiven charakteristischen Polynome verwenden, in dem
die Koeffizienten des Polynoms nicht im Sinne eines linearen Variationsverfahrens, sondern
durch Anpassung an die Stérungstheorie bestimmt werden.

In den Kapiteln 7 und 8 werden Extrapolationsverfahren fiir Vektor- und Matrixfol-
gen behandelt. In Kapitel 7 werden bekannte Verfahren besprochen, wobei zunichst als
Grundlagen das Konzept der Pseudoinversen, die bei Vektoren echte Inverse ersetzen, fer-
ner Besonderheiten bei Iterationsfolgen sowie Funktionen von Matrizen im allgemeinen
behandelt werden. Im Anschlufl werden dann einige bekannte Algorithmen fiir Vektor-
und Matrixfolgen vorgestellt.

In Kapitel 8 werden Verallgemeinerungen der [J-Transformation auf Vektor- und Ma-
trixfolgen eingefiihrt. Diese stiitzen sich auf die in Kapitel 7 eingefiihrten Pseudoinversen
und stellen Transformationen mit groem Potential fiir die Anwendungen dar. Dies wird
durch numerische Beispiele belegt, bei denen die Berechnung der Matrixexponentialfunk-
tion behandelt wird.

Mit Kapitel 9 beginnt Teil 2. In Kapitel 9 wird besprochen, wie Extrapolationsver-
fahren auf die Berechnung der Linienform spektraler Locher angewendet werden kénnen.
Dazu wird zunéchst ein einfaches Modell umrissen, in dem bestimmte Faltungsintegrale
auftauchen. Im Anschlufl werden Darstellungen fiir diese Faltungsintegrale diskutiert, auf
deren Grundlage dann die Integrale berechnet werden. Als Beispiel wird die Bestimmung
von interessierenden Parametern durch den Fit experimenteller Daten unter Verwendung
von auf den Extrapolationsverfahren beruhenden Programmen dargelegt.

In Kapitel 10 werden Anwendungen der in Kapitel 5 eingefithrten Methoden fiir Ortho-
gonalentwicklungen auf Multipolentwicklungen des elektrostatischen Potentials sowie drei-
zentrige Kernanziehungsintegrale mit exponentialartigen Basisfunktionen diskutiert. An
einem einfachen Beispiel wird dann gezeigt, dafl Extrapolationsverfahren — hier in Gestalt
der K-Transformation — zu deutlichen Konvergenzverbesserungen bei Multipolentwick-
lungen und Entwicklungen dreizentriger Kernanziehungsintegrale nach Kugelflichenfunk-
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tionen fithren konnen.

In Kapitel 11 wird die Berechnung von Quasiteilchenkorrekturen auf der Basis der
inversen Dyson-Gleichung referiert. Diese ist von Interesse, um den Einflul der Korrela-
tion im Rahmen eines Einteilchenbildes zu beschreiben. Die inverse Dyson-Gleichung in
diagonaler Ndherung wird durch direkte Iteration gelost. Es wird gezeigt, wie man diese
Methode durch ein geeignetes Extrapolationsverfahren, das Overholt-Verfahren drastisch
beschleunigen kann.

In Kapitel 12 werden die in Kapitel 6 beschriebenen Methoden auf die Mgller-Plesset-
Storungsreihe angewandt. Es wird gezeigt, dafy diese kombinierten Methoden zu N&herun-
gen fiihren, die size-extensive sind. Auflerdem wird durch Betrachtung einer Vielzahl von
Benchmarkrechnungen an kleineren Molekiilen gezeigt, dafl die Feenberg-, Goldhammer-
Feenberg- und Padé-Extrapolationen sowie die [Io-Methode auf der Grundlage von effekti-
ven charakteristischen Polynomen zu verléfllichen und genauen Schéitzwerten fiir die Kor-
relationsenergie fiithren. Es wird vorgeschlagen, die Abweichung der verschiedenen Nahe-
rungen untereinander als Kriterium fiir die Anwendbarkeit der auf der Mgller-Plesset-
Storungsreihe basierenden Verfahren zu verwenden.

In Kapitel 13 wird die Losung der Ornstein-Zernike-Gleichung mit verschiedenen Ab-
schlufirelationen behandelt. Die Losung dieser Gleichung liefert die Zweiteilchenvertei-
lungsfunktion g der klassischen Vielteilchentheorie, aus der man die thermodynamischen
Eigenschaften des jeweils betrachteten Systems berechnen kann. Die Ornstein-Zernike-
Gleichung mit dem jeweiligen Abschluf ist eine nichtlineare Integralgleichung, die man
durch direkte Iteration 16sen kann. Es wird gezeigt, dafl man durch die Verwendung ei-
ner Variante der Vektor-J-Transformation den Rechenaufwand um bis zu 50 % verrin-
gern kann. Auflerdem werden Beispiele vorgestellt, bei denen eine bei direkter Iteration
divergente Iterationsfolge durch das Extrapolationsverfahren in eine konvergente Folge
transformiert wird.

Die vorliegende Zusammenfassung beschliefit Teil 2.

In Teil 3 findet man als ergdnzendes Material einige Anhéinge. In Anhang A werden
grundlegende Notationen und Definitionen zusammengestellt. In Anhéngen B und C wer-
den einige mehr technische Lemmas bewiesen, die die Ausfiihrungen in den Kapiteln 3
und 9 ergénzen. In Anhang D wird exemplarisch fiir verschiedene Extrapolationsverfah-
ren ein Fortran-Programm fiir die Implementierung der H-Transformation vorgestellt. In
Anhang E schliefflich wird gezeigt, wie man die Methode der effektiven charakteristischen
Polynome aus Kapitel 6 auf den Fall mehrerer Storungsreihen erweitern kann.
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Anhang A

Zusammenstellung wichtiger
Notationen und Definitionen

A.1 Definition von Mengensymbolen

Nattirliche Zahlen:
N={1,2,3,...}, Ny = NuU{0}

Ganze Zahlen:
Z=NuU{0,—-1,-2,-3,...}
Rationale Zahlen:
Q = {x : z rational}
Reelle Zahlen und Vektoren:

R = {x: x reell},

Ry ={zx €eR:z > 0},

R® = {7= (z,y,2) : 2,y,2 € R},

R* = {(@1,....,2,) 1 2z; e R j=1,...,n}

Komplexe Zahlen:
C={z+iy: 7R yeR i¥=-1}

Ist z =z + 1y, so sind Real- und Imaginirteil iiber x = R(2), y = I(z) gegeben.

(A.4)

A.2 Definition spezieller Symbole und Funktionen

Gamma-Funktion [234, S. 1]:
r(z) :/wtﬂ exp(—t) d t
0
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Fakultéit: ;
nl=Tn+1)=1]]J

7j=1
Doppelfakultét:
(-DHt=10l=1(n+D!!'=(n+1) - (n—1)!
Pochhammer-Symbol [234, S. 2]:
Fla+n) L

(a)n = ) [[a+i—1)

=1

Binomialkoeffizient [2, S. 256, G1. (6.1.21)]:

Beta-Funktion [234, S. 7]:
B(z,y) = w = /0175“(1 — ) tdte

Differenzenoperator:

Apf(k) = f(k+1)— f(k), Ak = Gk+1 — Gk -

Standardméssig wird die Differenz beziiglich n genommen:
A=A,.
Entier-Funktion:
[zf] =max{j € Z: j <=z, xR}
Summe in Zweierschritten:

N
S Pa; = an +anis+ .. +ay_s +ay

j=n
Spezielles Summationssymbol:
n—1 n;—1 Niyp—2—1

N>N>N41> >N 4 k-1 n;=0mn;41=0 ny4yr—1=0

fiir positive k£ and [. Leere Summen werden als Null angenommen.
Gauf’sche hypergeometrische Funktion [234, S. 37]:

oF1(a,b;¢;2) = Z (a);(b); 2’

j=0 (c); F

(A7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)
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Konfluente hypergeometrische Funktion [234, S. 262]:

\Fi(a; b 2) :Z(Z—Z—

Verallgemeinerte hypergeometrische Funktion [234, S. 37:
> (al) (a ;
pFolar, . ap; by, . by 2) = Z W_

Bessel-Funktion erster Art [234, S. 65]:

ZV

Ju(2) = YT +1)

oF1 (v +1; —2%/4)

Bessel-Funktion zweiter Art [234, S. 66]:
cos(mv)J,(2) — J_,(2)

Yo(z) = sin(7v)

Hankel-Funktionen [234, S. 66]:

HY(2) = J,(2) +1Y,(2)
HP)(2) = J,(2) =Y, (2)

Modifizierte Bessel-Funktion erster Art [234, S. 66]:

ZV

2 F(v+1;22/4
2T(w+1)° v+ 127/4)

I,(z) =

Modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art [234, S. 66]:
w I_,(2)—1,(2)

2 sin(7v)

K,(z) =

Reduzierte Bessel-Funktion [334, S. 275, Gl. (3.1)]:

() = <3>1/2 P (2)

™

Verallgemeinertes Laguerre-Polynom [234, S. 240):

Dn
L (z) = @ 1Fi(=n;a 4+ 1;2)
n!

oFi(—n,a+8+n+1;6+1;(14+x2)/2)
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(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)
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Gegenbauer-Polynom [234, S. 220]:

I'(n+2X\)

Calr) = a0 (2))

oF1(—n,n+2X A +1/2; (1 —x)/2) (A.28)

Legendre-Polynom [234, S. 229]:

dm (2 — 1)
dz™  2"nl

Zugeordnete Legendre-Funktionen [257, S. 1325]:

P,(x) =

= oFi(-n,n+1;1;(1 —1)/2) (A.29)

iz M (22 —1)F
dxttiml 20p!

Im|
P"(z)=(1- x2)|m|/2dd i De(@) = (1= z?)
_(+m)!(Q—= 2)lml/2

ol [m[1(€ — |m])!

(-1 <z <)
(A.30)
Kugelflichenfunktion [366, S. 3, Gl. (1.2-1)]:
, 2+ 1(0— |m|)"? .
m __ :m+|m)| |m|
Y, (0,0) =1 [ (05 m)) P, (cos 0) exp(imo) (A.31)
Regulire Kugelfunktion:
Vi (i) = 'y (0, ¢)
20+ 1 12 — i)™ (1 — iy)i 2t (A.32)
— 0+ 0 —m)!
[ N m)] § G + - m =)
Irregulidre Kugelfunktion:
20 =r 0, 9) (A.33)
A.3 Differentialoperatoren
Bessel-Operator:
1d
D,=-—: D"=(D,)" A.34
~=5 Dr=(D.) (A.34)
Partielle Ableitung:
0 . "
Laplace-Operator im n-dimensionalen Raum
A=Y 0; (A.36)
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Nabla-Operator:

) e
V=|8 |. Vi=| % (A.37)
s 5%
A.4 Exponentialartige Basisfunktionen
Slater-Funktionen (STO’s; [327], [121, S. 2, Gl. (2.1)]):
X, ™) = (ar)" ™" exp(—ar) Y"(0,¢), neN (A.38)
B-Funktionen [121, S. 2, Gl. (2.14)]:
B y(,) = [27 (04 0] kuerpo(ar) V(0 (A.39)
A-Funktionen [122, S. 2728, Gl. (3.4)]:
A™ (a0, 7) = a*2N (n, £) LT (20r) exp(—ar) Yi(2a7) (A.40)
(n—¢—1)1"?
= |8 —~ A.41
N, 0) [8(n+€+1)! (A.41)
Coulomb-Sturmians [367]:
1/2
m N 3/2 (n—¢-1)! 20+1) _ m
o) = 20 [ G L0 o) exploan) Vp2en) (a2)

A.5 Stieltjes-Reihen

Eine besonders fiir theoretische Aussagen bedeutsame Klasse von Reihen sind die Stieltjes-
Reihen. Eine Stieltjes-Reihe ist eine formale Entwicklung der Form

oo

F() = 3 (1) 2" (A.43)

n=0

Die Koeffizienten p, sind die Momente eines eindeutig gegebenen, positiven Mafles ¢ (t),
t € 10,00):

i = /°° PAet), neN. (A.44)
0

Formal kann die Stieltjes-Reihe mit einem Stieltjes-Integral der Form

f(z) = /000 ff(jz, larg(2)| < 7 (A.45)
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identifiziert werden. Wenn ein solches Stieltjes-Integral fiir eine Funktion f existiert, dann
nennt man eine solche Funktion eine Stieltjes-Funktion. Zu jeder Stieltjes-Funktion gibt es
genau eine asymptotische Stieltjes-Reihe (A.43), gleichméBig in jedem Sektor |arg(z)| <
fiir alle # < 7. Zu jeder Stieltjes-Reihe kénnen jedoch mehrere verschiedene zugehdrige
Stieltjes-Funktionen existieren. Um Eindeutigkeit zu garantieren, braucht man zuséitz-
liche Kriterien. Wichtig im Bereich der Konvergenzbeschleunigung und der Summation
divergenter Folgen ist die Tatsache, dafi fiir festes z die Reste einer Stieltjes-Reihe be-
tragsméfig durch den ersten Term der Reihe abgeschétzt werden kénnen, der in der je-
weiligen Partialsumme nicht mehr beriicksichtigt wurde. Folglich gilt fiir Stieltjes-Reihen

die Restabschitzung
wWn = (1) pypq 2" (A.46)

streng. Dies entspricht aber der Wahl w,, = As,,, also den ¢-Varianten.



Anhang B

Einige Lemmas

Lemma B.1
Setze fiirn € N

(k1) _

qslk) = % y k € NU y (Bla)
Sn — S

(k) _

bk = Snw - i keN, (B.1b)
(#)

e = 12l ke, (B.1c)
Wn

mit s*) und w*) aus GI. (3.24). Dann folgt:
a) Es gilt b¥) = NV — s D) und

DD = VIO = (AbT) /610 (B.2)
b) Die ¢\¥) kénnen mittels der folgenden Formeln berechnet werden:
k k
(k) _ —w51+>1 bgzkﬂ) k) _ 1 bgzkﬂ) stk — w5L+)1/w%k) b%’““) sk (B.3)
dy Aw%k) b%}c) n w(k)/w(k-i)—l 1 b%k) n egc) b%}c) n .
c) Es gilt
k k k k k
51:11) _ 551421 WEzJZ2 Wgwil WEzJZ1 - w%’“’ (B.4a)
e I NG )
k k
— w51422 651421 6gzk) (B.4b)
wgzk-l)—l o) 652'1)1
und folglich auch
s (k)
k+1) n+l1 %n (k)
e’SL J=1- 5(k) 6(k) (1 - 6n+1) : (B-5)
n n+1
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d) Gleichung (3.154) gilt.
Beweis:

a) Als direkte Folgerung aus Gl. (3.38) und der Deﬁnition (B.1b) ergibt sich bk
N® — s D®) " Damit folgt Gl. (B.2), da sowohl N als auch D) die Rekursmn
X B+ = ng)X%k) erfiillen, wie aus Gl. (3.41) folgt

n

b) In Definition (B.1a) substituiere man s{¥) —s = bF)w*) und sk+1) — 5 = plht1)y(k+1),
Im Resultat ¢ = [p*+D /0] [w gk“)/wnk ] benutzt man Gl. (3 24), um wF+1) /)

n

zu berechnen. Gleichung (B.3) folgt.
c¢) Gleichungen (B.4a) und (B.4b) folgen sofort aus Gl. (3.24) und den Definitionen.

d) Anwendung der Formel

k—1
Uy Uj41

Zk e B.6
” g " (B.6)

mit u; = s() — s fiihrt auf eine Darstellung von [s%*¥) — s]/[s,, — s] als ein Produkt

der ¢!, und folglich kann b) benutzt werden. Das Resultat kann man dann durch

erneute Anwendung von Gl. (B.6) mit u; = b)) vereinfacht werden.
O

Lemma B.2
Es gelte Annahme (B-2) von Satz 3.15. Dann existiert der Grenzwert

Ey=1limel =1-Q, #1. (B.7)

n—o0

Ferner gilt das folgende:
a) Ist Q # 1 und demnach Ey # 0 fiir alle k, dann gilt

Qk = Fk 1Qk 1 = Qg/q)k s (B8a)
n l/w [QO]k
nlg& 1:[ + = ) (B.8b)
- I (® — )
1=0
Gleichung (B.8b) folgt auch aus Qo & {Pg =1, Py,..., Pr_1}.
b) Gilt Q = 1 und folglich E;, = 0 fiir alle k, dann gilt
el
T}LI{JO 6%19) =F, ke Ny. (Bg)

Wenn umgekehrt Gl. (B.9) gilt, dann impliziert Qy = 1 die Giiltigkeit von Q) = 1
und folglich von E) = 0 fiir alle k.
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c) Ist Q =1 fiir alle k, dann gilt
k=1, 7 1) k—1 -1
wn—l—l/wn l
{II[ ) ]} ’{Iléﬂ} (B.10)
=0 €n
fiir n — oo.
Beweis:

a) Aufgrund der Annahmen geht e(¥)/ 62’21 gegen Ey/Ey = 1 fiir n — oo. Der erste Teil
von Gl (B.8a) ist demnach eine direkte Konsequenz von Gl. (B.4b). Zum Beweis
des zweites Teils iteriert man die erste Teilgleichung mit dem Zwischenresultat

Qk:kal Fk72---FOQO (Bll)

und verwendet darin schlieBlich die Definition (3.63) fiir die . Aus Gl. (B.8a) folgt

lim w&“l/wg) = L — £
L () - & -

(B.12)

Jetzt ergibt sich Gl. (B.8b) durch Produktbildung iiber /. Die letzte Aussage folgt
daraus, dal Qp & {®y = 1,Py,...,Pr_1} zusammen mit Gl. (B.8a) impliziert, dafl
Q; # 1 und folglich E; # 0 fiir [ € {0,1,...,k — 1} gilt. Also darf man Grenzwerte
wie in Gl. (B.8b) nehmen.

b) Dies folgt fiir n — oo in Gl. (B.4b).
c¢) Dies folgt aus der Definition der €.
U

Lemma B.3
a) Wenn GI. (3.165) fiir | = k mit a,(cl) # 0 gilt und wenn

) 3
=1 O - B.13

gilt, dann gilt

1 1 2 1 1 1 2 2 1
SO I L O T
n n+ 3 (n+ )2

e

fiir grofie n, und folglich gilt

1 1 1 2 2 1 50 1 2 2) , (1
all,=a’ —1-d", o) =al +aVd —dV) —dP —a /ol . (B.15)
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b) Gilt
00 =An+ 5+ (p-1)k) ",
dann folgt
dV=—2, 4P =202+ @(p-1)k),
und

¢) Gilt fiir Konstanten u,(co) # 0 und u,(cl)

(1)
wk) = (n 4 gy~ (u,(go) + nuj_ 3 +O((n+ ﬁ)_Q)) : n— 0o,
dann folgt
(1) 4, (0)
k) _ Ok oo +1)/2 —wy fuy, O 4
= DL L O+ ) )

fiir grofle n und folglich gilt
a,(;) =y, a,(f) = ooy +1)/2 — u,gl)/u,go) .
Beweis:

a) Dies folgt durch einfache Umformungen aus Gl. (B.5).

(B.16)
(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

b) Dies ergibt sich durch Reihenentwicklung von 6, /6(®) in (n + 8)! und aus GI.

(B.15).

¢) Dies ergibt sich aus der Definition von e{¥) durch Reihenentwicklung in (n + 3)~".

O



Anhang C

Eine asymptotisch verwandte Reihe

Wir untersuchen, welche Reihen zur Taylor-Reihe (9.11) im Sinne von Kummer asympto-
tisch verwandt sind, also Terme mit gleichem asymptotischen Verhalten fiir grofle Lauf-
indizes haben. Eine solche Reihe ist in Gleichung (9.32) gegeben. Diese ist allerdings in
geschlossener Form nicht einfach auszurechnen, weshalb nach einfacheren Reihen gleicher
Asymptotik gesucht wird, die man iiber bekannte Funktionen leicht ausrechnen kann. Wir
zeigen, dafl die Reihe

7,/ 1/2 i Y/ 777) F((Z::;’;?) (Cl)

mit Partialsummen (9.33) diese Bedingung erfiillt. Vom Vorfaktor wird im folgenden zur
Vereinfachung abgesehen.
Wir stellen fest, daf die Reihe (9.32) das gleiche Konvergenzverhalten wie die Reihe

> e (©2)
fiir z = Y/[27y] aufweist. Unter Verwendung der asymptotischen Relation
% ~ 2070 z — 00, (C.3)
kann man mit gleicher Berechtigung auch das Konvergenzverhalten der Reihe
_ i ' ['(m+ ) (C.A)
= m! T(m+a+3/2)

fiir beliebiges a@ > 0 betrachten. Die Terme dieser Reihe sind fiir jede Wahl von «a eine
asymptotische N#iherung der Terme der Reihe (9.32) und damit auch — bis auf einen
konstanten Faktor — eine asymptotische Niherung der Terme der Taylor-Reihe (9.11).
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Im Falle & = 3/2 kann man diese Reihe gemifl [289, p. 126, Theorem 43, p. 116, Eq.
(1), p. 24, Eq. (2)]:

F'3/2) & (=22)" (3/2)m

I'(3) mZ:o m! (3)m
= 47 7Y%, F(3/2;3; —22)
= 47712 exp(—z)gFl(—2;2;22/4) (C.5)
= 47 7Y% exp(—2) T(2) ;[1(2)

172

= 5, exp(—z) [1(2)

durch die modifizierte Bessel-Funktion [;(z) erster Art der Ordnung 1 ausdriicken. Die
Berechnung dieser Bessel-Funktion ist aber ein Standardproblem und mit Programmen
aus der NAG-Bibliothek moglich. Damit ist alles gezeigt.



Anhang D

Eine Implementierung der
H-Transformation: GTRLEV

Das folgende Unterprogramm ist eine FORTRAN 77 DOUBLE PRECISION Implemen-
tierung der H-Transformation aus Gl. (5.16) fiir die Beschleunigung von Fourier-Reihen.
Das Programm stiitzt sich auf die Implementierung aus Abschnitt 5.1.6. Die Grofle AL-
PHA entspricht 2 cos(«), wihrend SOFN und OMOFEN den neuen Inputdaten s, und w,
(bzw. ¢; aus dem Beispiel (5.56)) entsprechen. Der Einfachheit halber wird =1 in dem
Programm zugrundegelegt. Die Zdhler- und Nennersummen in Gl. (5.16) werden iiber
die Rekursion (5.22) berechnet und in zwei eindimensionalen Feldern AN und AZ wie in
Abschnitt 5.1.6 beschrieben abgespeichert. Im Programm sind keine Vorkehrungen gegen
ein Verschwinden des Nenners getroffen worden. Das Programm muf} in der folgenden
Weise angewandt werden: Die Werte von s, und w, mit n = 0,1,2,... miissen in einer
Schleife im aufrufenden Programm berechnet werden. Nach jeder Berechnung von einem
Paar (s,,w,) mufl das Unterprogramm GTRLEV aufgerufen werden. Es berechnet einen
Schitzwert SEST fiir den Limes (oder Antilimes) der Reihe unter Verwendung von GI.
(5.23). In dem gegebenen Unterprogramm wird keine Konvergenzanalyse vorgenommen.
Dies mufl im aufrufenden Programm durchgefiihrt werden.

Es sei bemerkt, dafl im Falle der Z-, der J- und K-Transformation &dhnlich einfache
Programme existieren, die allerdings aus Platzgriinden nicht in die Arbeit aufgenommen
wurden.
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100

ANHANG D. PROGRAMM FUR DIE H-TRANSFORMATION

SUBROUTINE GTRLEV(ALPHA,N,SOFN,OMOFN,NMAX,AZ,AN,EVEN,SEST)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

LOGICAL EVEN

DIMENSION AZ(0:NMAX) ,AN(O:NMAX)

IF(N.EQ.0) THEN

EVEN = .TRUE.
ENDIF
AN(N) = 1.DO / OMOFN / DBLE(N+1)
AZ(N) = SOFN * AN(N)
DO 100 K=1, N/2, 1
M =N-2=x%K
M1 =M+ 1
M2 =M+ 2
MIK =Ml + K
M1K2 = M1K + K
DM1 = DBLE(M1)
DM1K = DBLE(M1K)
DM1K2 = DBLE(M1K2)
AN(M) = DM1 % AN(M) + DM1K2 * AN(M2) - ALPHA * AN(M1) * DMiK
AZ(M) = DM1 % AZ(M) + DM1K2 * AZ(M2) - ALPHA * AZ(M1) * DMiK
CONTINUE

IF(EVEN) THEN
SEST = AZ(0) / AN(O)

ELSE
SEST = AZ(1) / AN(1)

END IF

EVEN = .NOT. EVEN

RETURN

END



Anhang E

Verwendung mehrerer
Storungsreihen zur Berechnung von
effektiven charakteristischen
Polynomen: Eine Maple-Fallstudie

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal man das Computeralgebrasystem Maple [72, 73, 74]
verwenden kann, um ein effektives charakteristisches Polynom P,(FE) der Form (6.27) aus
den Storungsreihen
Ev=) BB, Ea=) By (E.1)
j=0 Jj=0
zweier nichtentarteter Eigenwerte F; und F, zu bestimmen. ! Zur Bestimmung der fiinf

unbekannten Koeffizienten benétigt man fiinf Gleichungen, die man iiber die beiden Be-
dingungen

P, (i El,jﬂj) = 0(53) (EQ)
und
Py (i Ez,gﬂj) = 0(3%) (E.3)

erhalten kann. Ist das effektive charakteristische Polynom bekannt, stellen seine beiden
Nullstellen E; und E, Néherungen fiir die gesuchten Eigenwerte dar. Man beachte, dafl
diese beiden Nullstellen unter Maple als F; und FE, bezeichnet werden.

Diese Bedingungen wurden unter Maple V Release 3 implementiert. Man beachte,
daf} die beiden gesuchten Nullstellen unter Maple als E; und F5 bezeichnet werden. Der

!Diese sollten nicht mit den Termen der Stérungsreihe des Grundzustandes verwechselt werden. Die
Terme der Storungsreihen tragen hier zwei Indizes.
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folgende Text dieses Anhangs wurde aus dem Maple-Worksheet als XTEX-Quelle exportiert
und nur geringfiigig modifiziert.
> restart:

Wir definieren das effektive charakteristische Polynom in Abh#ngigkeit von n, F und :

> P:=(n,E,beta)->
> sum(’E"j*sum(’f.n.j.kxbeta"k’,’k’=0..n-j)’,’j’=0..n);

P:=(nE,B)— znj 'EI (nz_j] 'f.n.j.mk'>

1§'=0 1! —0

Wir definieren einige Konstanten:
> n:=2;N:=n*(n+3)/2;N.1:=3;N.2:=2;f.n.n.0:=1;

n =2
N:=5
N1 :=3
N2 :=2
220 =1

Das effektive charakteristische Polynom wird fiir die erste Stérungsreihe nach Taylor bis
zur zweiten Ordnung in 3 expandiert:
> ppp.1l:=convert(
> simplify(
taylor (
P(n,sum(’E[1,1]*beta~1’,’1°=0..N),beta),
beta,
N.1)
),
polynom) ;

pppl = f200 + Ey1 4210 + Ey »°
+ (f201 + By f211 + By, f210 + 2 By Fy,) f
+ (202 + vy f211 + Fy2 f210 + 2 By g By + F1y) 52

vV V. V V V V

Nullsetzen der Koeffizienten liefert drei Gleichungen fiir die f’s:
> for a from O to N.1-1

> do
> eq.a:=coeff (ppp.1,beta,a)=0;
> od;

eq0 = f200 + E1 o f210 + E, 4> = 0



319

6q1 = f201 —+ EI,O f211 —+ El,l f210 —+ 2 EI,O El,l =0
eq? = f202 + By 1 f211 + E19f210 + 2 E1 g E1o + E11* =0

Das effektive charakteristische Polynom wird fiir die zweite Stérungsreihe nach Taylor bis
zur ersten Ordnung in 3 expandiert:

> ppp.2:=convert(

> simplify(

> taylor (P(n,sum(’E[2,1]*beta"1’,’1°=0..N) ,beta),
> beta,

> N.2)

> ),

> polynom) ;

ppp2 = f200 + Fy” + Fy f210
+ (f201 + By f211 + By f210 +2 By Fy,) B

Nullsetzen der Koeffizienten liefert zwei weitere Gleichungen fiir die f’s:

> for a from N.1 to N.2+N.1-1

> do
> eq.a:=coeff (ppp.2,beta,a-N.1)=0;
> od;

eq3 = f200 + By + Fa0 210 = 0
€q4 = f201 —+ EQ’[) f211 —+ E2’1 f210 + 2 EQ’[) E2,1 =0

Diese fiinf Gleichungen werden gel6st,

> solve({eq.(0..N-1)},{seq(seq(f.n.j.k,k=0..n-j),j=0..n-1)});

und dann den f’s zugewiesen:
> assign(");
{fQU =—Fy1 — E11,f202 = E1 o By + By By — Eig B,
201 = E, 1 Eyp+ E1oFy1, f210 = —Fy 9 — Fy g,
f200 = By Ey o}
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Es ergibt sich dann als effektives charakteristisches Polynom 2. Grades:
> PP:=simplify(P(n,x,beta));
PP :=FyoFE g+ BFEi1Eyy+BEpFEsy + 3 Ei5Esp
+ ﬂQ E1,1 E2,1 - 52 El,[) E1,2 - X E2,0 - X E1,0 - E2,1 54
—x B, B+ z°

Die beiden Nullstellen werden berechnet und in einer Liste abgespeichert:

> golu:=simplify([solve(PP,x)]);
1 1

1 1 1
= |~ Byo+ =~ Ero+ - F “E = (Byy?
solu 5 2,0+2 1,0+2 2,15‘1‘2 1,15+2( 2,0

—2FEy0E10+2FEs0 By 3—2BE ) By + Eig°
—208E190Eo; +2E10E1 1 8+ Esyy® 2 — 2% Ey 1 By

1/2 1
+ El,l2 B — 44 FEioFyp+4 3 Eip E1,2) = Fy
1 1 1

72 3

1
—FE —FE —FEi1B—=(Ey > —2F5F
+2 1,0'|-2 2,1ﬁ+2 110 2( 2,0 2,0 1,0

+2Ey0Ey1 B—28E11 Eypg+ E1g> —28E19Fy,
+2E10E11 B+ E2 > —2B°Ei1 Eay + Ei 1 5°

1/2
— 45 FEioFyo+4 3 Eip E1,2) }

Vereinfachung der Taylorreihe der ersten Losung zeigt, dal dadurch die Stérungsreihe von
E, bis zur ersten Ordnung reproduziert wird: 2

> assume(e.2.0>e.1.0):

> subs(e.1.0=E[1,0],e.2.0=E[2,0],

> simplify(

> taylor(

> subs(E[2,0]=e.2.0,E[1,0]=e.1.0,s801ul1]),
> beta,N

> )

> )

> );

(—F21 + Ev1) Erp
—FEyo+ Ei

Esp+ Esi B — E1 3 + B3 — Ei s

2Wir nehmen dabei an, daf§ die ungestérten Energien eine bestimmte energetische Ordnung haben und
miissen aus technischen Griinden bestimmte Ersetzungen von Konstanten vornehmen, die jeweils nach
der Vereinfachung wieder riickgéingig gemacht werden.
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(_EI,O Fio—2FE 1 Fyy + Eyg B+ E2,12 + E1,12) /(
El,o2 —2FE50Fp + E2,02) B'+0 (55)

Vereinfachung der Taylorreihe der zweiten Losung zeigt, dal dadurch die Stérungsreihe
von FE; bis zur zweiten Ordnung reproduziert wird:
> subs(e.1.0=E[1,0],e.2.0=E[2,0],

> simplify(

> taylor(

> subs(E[2,0]=e.2.0,E[1,0]=e.1.0,s801ul2]),
> beta,N

> )

> )

> );

Ey, — F E
E1,0+E1,15+E11252_( 21 11) B

(E1,2 Eoo + EQ,l2 —2FE, By + El,12 —Eip E1,2) /(
Esp® —2Ey0Eyg+ E1,02) B'+0 (55)

Dies muf} nach Konstruktion auch so sein.

Schliefilich werden die beiden Néherungen fiir die Energien mit Kopplungskonstante 5 = 1
ausgewertet:

> E[1]=simplify(subs(beta=1,s0lul2]));

> E[2]=simplify(subs(beta=1,s0lul1]));

1 1 1 1 1
By == ~E - “ By — = (Ey® —2EyF
1= 2,0+2 1,04'2 2,1+2 1,1 2( 2,0 2,0 /1,0

+2F50E21 —2E1 By + El,o2 —2FE0Es,
+2E1p b + E2,12 —2FE, By + E1,12 —4F5E,

1/2
+4 E E1,2)
1 1 1 1 1
E, = 3 F20 + 3 Eip+ 5 Eaqy + 5 Eiq+ 5 (Ez,o2 —2FE50 B

+2Fy0FEy) —2FE) Fyp + El,o2 —2FE,yFEs,
+2Ep b1 + E‘2,12 —2FE, By + E1,12 —4F5E,

1/2
+4F ) E1,2)
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