
Die Schrödingergleichung
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Mathematische Hilfsmittel: Rechnen mit Operatoren

Multiplikation ist assoziativ , aber nicht immer kommutativ ≠

Beispiel:

Es gilt also:



Mathematische Hilfsmittel: Rechnen mit Operatoren



Lineare und nicht-lineare Operatoren



Die zeitunabhängige Schrödingergleichung

kinetische potentielle Energie

erhält man



Die zeitunabhängige Schrödingergleichung

ist eine “Eigenwertgleichung”.
E ist der Eigenwert, in der QM eine skalare, messbare Grösse (hier die Energie).

Die Lösung der Schrödingergleichung liefert in der Regel mehrere, diskrete
Lösungen, die durch eine oder mehrere Quantenzahlen charakterisiert werden.



Schrödingergleichung für Systeme mehrerer Teilchen

Atomkerne Elektronen

Beiträge zur potentiellen Energie V:



Schrödingergleichung für Systeme mehrerer Teilchen

Atomkerne Elektronen

Anziehung zwischen
Atomkernen und Elektronen

Bsp: H3+



Schrödingergleichung für Systeme mehrerer Teilchen

Atomkerne Elektronen



Schrödingergleichung für das einfachste Molekül H2
+

1 2

kinetische Energie potentielle Energie

Ortskoordinaten:
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Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom

-

+



Koordinatentransformation

Schwerpunktskoordinaten Interne Koordinaten

SP

𝑟



Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom

SP

𝑟



Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom

Der Ansatz:

SP

ermöglicht eine Separation der Schrödingergleichung.



Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom

Einsetzen des Produktansatzes in die Schrödingergleichung ergibt:



Schrödingergleichung für das Wasserstoffatom



Wahrscheinlichkeit, das Teilchen innerhalb eines infinitesimalen Volumens 
dV=dxdydz an der Stelle (x,y,z) zu finden beträgt 

Wahrscheinlichkeit, das Teilchen innerhalb eines makroskopischen Volumens V 
zu finden beträgt 



Das Teilchen im Kasten (1D)

Hamiltonoperator

Potential

Schrödingergleichung

Ein Teilchen der Masse m befindet sich in einem Kasten der Länge L.
Die Wände sind unendlich hoch.



Das Teilchen im Kasten (1D): Lösung der Schrödingergleichung

Born’sche Interpretation der Wellenfunktion:
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ausserhalb des Kastens verschwindet:

Schrödingergleichung (= homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung)



Das Teilchen im Kasten (1D)
Allgemeine Lösung

Eigenzustände und Eigenwerte

Die Energieeigenwerte sind «quantisiert»!



Das Teilchen im Kasten (1D)
Normierung der Wellenfunktion



Das Teilchen im Kasten (1D)
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Das Teilchen im Kasten (1D)





Eigenschaften quantenmechanischer Systeme

• Das Auftreten von Quantenzahlen und der Quantisierung ist die Folge der 
zu erfüllenden Randbedingungen.

• Quantenzahlen dienen der eindeutigen Bezeichnung der Lösungen. Jede 
Lösung beschreibt einen Zustand (Wellenfunktion und Eigenwert).

• Anzahl der Quantenzahlen entspricht der Dimension des Problems.

• Nullstellen der Wellenfunktion werden als «Knoten» bezeichnet. Die 
Energie der Zustände nimmt mit der Anzahl der Knoten zu.

• Die Energie des tiefsten Zustandes wird als «Nullpunktsenergie» 
bezeichnet.

• Quantenzahlen können auch den Wert null oder negative Werte
annehmen (s. später).



Schrödinger Gleichung

Eigenzustände und Eigenwerte

Molekulare Schwingungen
Der harmonische Oszillator

m2

Rücktreibende Kraft

v Schwingsungsquantenzahl
ne Schwingungsfrequenz
we Schwingsungswellenzahl

;



Der harmonische Oszillator

Eigenzustände und Eigenwerte

Hermite Polynome



Die Hermite-Polynome



Schwingungen von mehratomigen Molekülen

• Mehratomige Moleküle besitzen mehrere «Schwingungsmoden».

• In der harmonischen Näherung beeinflussen sich diese Moden nicht und 
können unabhängig voneinander beschrieben werden.

• Jede Mode i mit der Frequenz ni kann mit einer Anzahl vi von Quanten 
angeregt sein und somit eine Energie Ei=hni(vi+1/2) zur gesamten 
Schwingungsenergie E=Si Ei beitragen.

• Die Anzahl der Schwingungsmoden kann aus der Anzahl Freiheitsgrade 
berechnet werden:
Ein Molekül mit N Atomen hat 3N Freiheitsgrade
Davon entfallen 3 auf Translationen des Schwerpunkts
und 3 auf Rotationen à 3N-6 Schwingungsmoden

• Spezialfall: Lineare Moleküle: Nur 2 Rotationen à 3N-5 Schwingsungsmoden



Schwingungen von mehratomigen Molekülen

Beispiel: Schwingungsmoden von SO2

w1=1151.4 cm-1 w2=517.7 cm-1 w3=1380.9 cm-1

n1=35.542 THz n2=15.531 THz n3=41.427 THz

T1=28.136 fs T2=64.387 fs T3=24.139 fs

Wellenzahlen

Frequenzen

Perioden



Schwingungswellenzahlen

Bei einer Isotopensubsitution ändert sich nur die reduzierte Masse

Die Kraftkonstante k wird durch die Isotopensubstitution nicht beeinflusst.



Der anharmonische Oszillator

wexe, weye, etc. nennt man «Anharmonizitätskonstanten».



Der anharmonische Oszillator


