2. Vorlesung

2.) LOSUNG DER LINEAREN DIFFUSIONSGLEICHUNG MIT VERSCHIEDENEN RANDBEDINGUNGEN
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2.2) Kontinuierliche, planare Quelle (Lineare Diffusion im halbunendlichen Medium)

2.2.1) Fehlerfunktion
2.2.2) Eigenschaften der Lésung fiir die kontinuierliche, planare Quelle
2.3) Instantane, planare Diffusionsquelle
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2.5) Diffusionspaar
2.5.1) Superpositionsprinzip
2.5.2.) Vergleich mit der Losung aus 2.2.)
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2.) Lésung der linearen Diff.Gl: Integraltransformation zur Losung von PDEs

Solution

Easy Solve the easy problem ; of

problem | (Step 2) easy
1 problem
Integral transform Inverse transform

(Step 1) (Step 3)
Obstacle Solution

Hard of

problem hard '
problem
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2.1) Lésung der linearen Diff.-Gl.: Transformationsmethoden

L{F(t)} = [F(OK(t, p)dt=F(p)

(L {F(1)}
t

K(t,p)

e ™

wobei <

-

Die Laplace-Transformation tberfuhrt eine
Objektfunktion, F(t), in eine Bildfunktion, F(p).

Unabhangige Variable: Zeit

Kern der Transformation

Laplace-Kern
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2.1) Laplacetransformation

TABLE 3.1 Short table of Laplace transforms

Object Function Image Function
Fit) L{Fin} =f(p) Condition
?
oS it - ! -
P+ o
Lo
Sin o 5 3
Pt
et PI . p=a
[t
| 1
;J
dir) 1
1}
1 ”'1 n=10
P
" Gn+1) » = a,n > —1
' (p—ayt! I !
a 204 ;
e e a=10
Wreh
L(" 4 L 2/ P a=10
Jat N
"'“(raf) :;" n az0
vl
(2P erfe (;-{-{, ) pinRemar a=0,n=-1
21
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2.2) Kontinuierliche o )
planare Quelle Initial state '

Lineare Diffusion in ein halb-
unendliches Medium

t=4

Zeit

-
Il

=

o
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2.2) Kontinuierliche, planare Quelle:Randbedingungen

» Die Diffusionsgleichung ist eine PDE 2. Ordnung. Es werden
daher 2 Rand- oder Anfangsbedingungen bendtigt, um eine
eindeutige L6sung zu finden.

1) Anfangszustand:
oC (azcj C=0,firx>0,t=0.
—=D

- 2
ol Ok 2) Bedingung am linken Rand:
Bei x = 0 ist Cy konstant fir t > 0.
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2.2) Kont. planare Quelle: Laplacetransformation der “x-Ableitung”

C(x,p)= IC (x,t)e ™ dt
) —

2 Lineare
1
‘ (2: __8_C =0 Diffusions-
OX D ot gleichung
N T 0P C Laplace-
C(x, 1) Objektfunktion je ptydt transformation

_pt der x-Ableitung.
€ Laplace Kern

C Bildfunktion > ﬁ

C (x Laplace- "
(x.p) transformierte i 0’ C
von C(x,t) _/ Ie ox>

d’C
d x?

0

2 o0
dt=—=|Ce "dt =
ang
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2.2) Kont. planare Quelle: Laplacetransformation

Partielle Integration

r N\

1 p ~
——|Cce™™ - Ce ™Mdt|=-=C
D pj‘ J D

Ce- pt|;° Randbedingung

Laplacetransformation des 2. Fickschen Gesetzes fiir RB C(x,0)=0

——je M@C\dt_
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2.2) Kont. planare Quelle: Lsg. Der DGL nach Laplacetransformation

Transformation der Randbedingung C(0,t)=C,:

C(0)=[C,e "dt = _&e”’t[f
0 P
c0)=
Y
~ C. /2
Allgemeine L6sung der C= —Le D
Transformation: p

Die spezielle Losung fur die Bildfunktion ist die negative Wurzel, weil die positive

Losung nicht-physikalisches Verhalten zeigt: C(x) — «©
& C. -

C(x)=—te 'P

Y
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2.2) Rucktransformation

TABLE 3.1 Short table of Laplace transforms

Object Function Image Function
Fir) L{F(n)} = f(p) Condition
F’
5 (e -5 2
€05 @ Tt
Lo
Sin e o 5
Pt
|
& p=a
p—a
1
|
;J
dir) 1
1}
! - n=0
P
o Gin+1) p=an=>—I
t - n=—
3 (p—a)t 1
g e P a=0
N
L(i:u Lf /P a=0
Vat JP
a 1 ,
| el il a=1{
> B> (3\5’) P B
(2P erfe (_f ) pinRemar a=0,n=-1
21
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2.2) Kont. planare Quelle: Ricktransformation der Lsg.

Das Konzentrationsfeld, welches zur zuvor bestimmten Bildfunktion
gehdrt, wird formal durch Rucktransformation gefunden.
(Hilfsmittel: Tabellen, Mathematische Software)

C(x,1)=C, erfc(sz_t)

Die Fehlerfunktion, erf (z) , und dessen Komplement, erfc (z) , sind
folgendermal3en definiert:

2 ¢ L
fc(z)=1-erf(z)=1-—=|e"d
erfc (2) erf(z) ‘/;J)‘ n
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2.2.1) Fehlerfunktion

* Fur kleine Argumente:

erf(z) = —erf(—2) = %(z - (; 5t (5%2)! - (72_3)! + ) (zl<1)

 FUr sehr grof3e Argumente:

2

e’ 1
erf(z):l—zﬁ(l—ﬁ+...), (z > 4,)
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2.2.1) Fehlerfunktion

« Stlckweise Naherung fir bestimmte Argumentbereiche:

1.12838 z, (0<2<0.15)
- ~0.0198 + z(1.2911 —0.4262 z), (0.15<z<1.5)

eri( zZ) =
0.8814 +0.0584 z,

(1.5£2<2)
1,

(2<2)

+ Rationale N&herung fur positive Argumente, z > O:

1+0.278393 z + 0.230389 z° + Py
erf(z)=1- A +¢&(z)<5x%x10
0.000972 z* + 0.078108 z

Nutzlich fur Tabellenkalkulationen
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2.2.1) Fehlerfunktion

1 TTTTT 7T TTTT T

05
— Antisymmetrisch: erf(z)=-erf(-z) |
N i
= 4
S
w ot P .

05 F i

T S SR oo S S Y TS S SO ST SOV S SR S

-3 -2 1 0 1 2 3
Z

VORSCHAUVERSION

14




2.2.1) Komplementéare Fehlerfunktion

15

Erfc(z)

0.5

AN

Nicht-antiSymmetrischi[erfc(z) #erfc(-z)

A

N

A 4

-2 -1 0 1 2

3
VORSCHAUVERSION 15
2.2.2) Eigenschaften der Losung:
Konzentration als Funktion der Ahnlichkeitsvariablen
1 L L L L L L L
o o8 c(x,t)=C erfc( X ) §
Q ’ 0 2~/Dt
@) L
N 06 -
C L
e)
4
@ 04 .
=
©
S:-’ 0.2 .
0 PR PR PR PR P T . " PR PR "
0.5 1 1.5 2 2.5 3

Ahnlichkeitsvariable (Raum-Zeit),
x/2(Dt)Y2 -
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2.2.2) Konzentrationsfeld als Funktion des Abstands

A =2(Dt)"2 ist ein Maf fur die Zeit oder Diffusivitat

[N

(Beachte: A hat die Einheit einer Lange !)

20=1

Relative Conc. C/C o

Distance, x [units of A=1]
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2.2.2) Diffusive Durchdringung X*

X* =K 12

Relative Conc. C/C,

6
Distance, x [units of A=1]

VORSCHAUVERSION
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2.2.2) Durchdringungslange X* als Funktion der Quadratwurzel der Zeit
far verschiedene Konzentrationen

Singularitat fir C->0, Durchdringungsgeschwindigkeit geht gegen unendlich ! Problem der parabolischen
PDE !

Penetration Distance, X*(C/C,)

0 1 2 3 4
Time tag, 2(Dt) 12

o
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2.3) Instantane planare Diffusionsquelle in einem unendlichen Medium

Anfangszustand /M
t=0
- 0 X —> o0

Zeit

Endzustand
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2.3) Instantane planare Diffusionsquelle in einem unendlichen Medium
Anfangszustand )VI

t=0
- 00 0 X—> o0
t=1 Eine endliche Menge eines
diffundierenden Materials breitet
= sich in die benachbarten
— N Bereiche aus.
a
= t=10
1]
L]
t > v

Endzustand
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2.3) Instantane planare Diffusionsquelle

Aus der Laplacetransformation des 2. Fickschen Gesetzes folgt:

f
t=0, C (x,0)=0, fir alle x=0

d’C(x,p)  C(x,0) < Anfangsbedingung
d x> D C (+0,1)=0

C(Xa p)_

Olo

Randbedingung
.

Fir das gestellte Problem gilt Massenerhaltung (pro Einheitsflache):
IC(x,t) dx=M

VORSCHAUVERSION 22
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2.3) Instantane planare Diffusionsquelle
Reduktion der Laplacetransformierten wegen C (x, 0)=0 zu:

d*C(x, p) _

C(X9 p)_ dXZ

P
D
Mit der allgemeinen LOsung:

é: Ae(«/W)x+ Be—m)x

C = Ae VPIPx, C = Be “WIPX,
X0 (B0} x>0, (A=0)
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2.3) Instantante planare Diffusionsquelle

Massenerhaltung (symmetrisch): IC(X,t) dx = %
0

Laplacetransformierte der Massenerhaltung:

L{TC(X,t)dx}=L{%} oder Ie DtJ'C(x t)dx dt zf%e iy

0

Daraus folgt fur x > 0:

o0

~ M B —( %)x
C(x,p)dx =— oder - e
{ (. p)dx = 7

und deshalb B = L

2+/pD

VORSCHAUVERSION
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2.3) Instantane planare Diffusionsquelle

Transformierte Losung C(x,p)=
2

Inversion der transformierten Losung

1R\ _ M -1 -ayp .

L' {C }—C(X,t)—ﬁL {IO e """ § wobei a=x/(D)"?
e—a«/_p}: 1 e,a%t
\'p

Aus Tabelle der Laplacetransformierten: L'l{

LOsung:

VORSCHAUVERSION
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2.3) Normalisierte Darstellung fur die L6sung der 1-dim. planaren
Diffusionsquelle

15

C (x) M [length] -!

0.5

[N
LABNLINL L N B S L L B B L L B B

x [distance]
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2.3) Massenerhaltung fur die planare Quelle

+00

Jde:l
M

—00

C(X’t) = p(x)’ daher > Ip(X)dX = 1

I
Gaussintegral: = Ie u=
9 T
Beachte Verbindung von Wahrscheinlichkeitstheorie =
und Diffusionsfeldern !
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2.4) Dinnschicht-Konfiguration

Dunnschichtkonfigurationen werden in experimentellen Untersuchungen
verwendet, um Diffusionskoeffizienten fiir Tracerdiffusion zu bestimmen. Die
Dunnschichtkonfiguration ist der Losung fur die instantane planare Quelle
ahnlich. Die Quelle (diinne Schicht) ist an der Oberflache der Probe und die
Diffusion erfolgt nur in einen Halbraum.

M X
X < ) Cit)=—pere P,
Minin fim eix/“Dt 2~+/nDt

C(x,t)=—
00 ="t
wobei M,.sim die Starke der Quelle beschreibt.

2Min-fiim=M

VORSCHAUVERSION 28
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2.4) Analyse von Diinnschichtdaten

Logarithmieren von C(x,t)= ML;[;':" o A
M i fim X’
Ergibt: ln[C(X,t)]=ln{ «/tn_Dt } =0

Aus der halblogarithmischen Darstellung
InC Uber x2 ergibt sich die Steigung=-1/4Dt

VORSCHAUVERSION 29

2.4) Dunnschichtexperiment

Ziahlraten aus Geiger-Miiller-Zahler fiir 25 verschiedene Mikroschliffe.

510° R e B e A e B ey
I o ]
- o .
410° | o o Counts 100s T
. L ]
g : ° -
- s [ o 1
g 8100k o 7
%)
§ o
o 5 [ © N
210° —
O r ° .
o
L o ]
110° o E
L o, ]
o
L [¢)
0 e e 1 %0 010000100
0 10 20 30 40 50

Distance, [microns]

VORSCHAUVERSION 30

15



2.4) Log Konzentration versus x?2

e

log Radioactivty, InA*

Slope=-1/4Dt ¢

08 Lot v vty vt et vt ]
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

x2, [em?x 25x104]
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2.5) Diffusionspaar
Alloy ’Pu/re §ol\fer1t / / ;
///////////////
é Verschweilte Grenzflache
<— C(x,0)=Ci E C(x,0=0 ——
i
dx —): ; X 0 X
L.
Differentielle Quelle
VORSCHAUVERSION 32
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2.5) Diffusionspaar: Koordinaten der Quelle und des Feldes

Ein Quellpunkt bezeichnet
die Stelle, an dem
Diffundanten emittiert
werden.

£ X i
Der Feldpunkt beschreibt die
Quellpunkt Feldpunkt Stelle, an der sich die
gewilnschte Konzentration

C(x, t) einstellt.

Die Konzentration C(x,t) hangt von Quell- und Feldpunkt ab.

VORSCHAUVERSION
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2.5.1) Diffusion in verbundenen Materialblécken: Superposition

Die Konzentration fur die Diffusion im Falle zweier verbundenener
Materialblocke ist gegeben als 1-dim. Superposition des
Quellintegrals: 0. (xe)?

e 4Dt
cout=¢ | E— ax

4 7Dt

—00

Bei unendlicher Dicke der Materialblocke, kann folgende

Substitution @ Der Feldounkt x wird al
. _ er Feldpunkt x wird als
verwendet werden: u Woori Konstant angesehen!

Das total Differential von u ist:

—dx

du=——
24Dt

(X = const .)

VORSCHAUVERSION
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2.5.1) Diffusion in verbundenen Materialblécken

WP, o
. . e" e
Quellintegral als Funktion der  C(X,t) = —-C, f du=C du
VAl BN

neuen Variablen u(X,t)

24Dt
Umschreiben der rechten C( 27 2 i .
. Cx,t)=—| —=|e“du-—= |e"d
Seite (*.t) 2t4/_ﬂ--([ U= .[ u

Integral ausgedriickt C(x,t) =
durch Fehlerfunktion

l\)|0

| [erf(oo) - eﬁ“(ﬁ) }

. C X
Grube-Jedele Lésung C(x,t)=— erfc( J
(.0 2 2~/ Dt

VORSCHAUVERSION
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2.5.1) Grube-Jedele Losung

C(X,t)=&erfc( X )
2 2~/Dt

At x=0, C,/2=0.5 ——

N
AN
.

Distance, x [units of 2(Dt) ]

VORSCHAUVERSION
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2.5.1) Grube-Jedele Losung

5570
C(x,t)= =L erfc
(x.)= e
1.00 === —
:\\\ 1 0.5 0.1
\\\ 2 \\
0.750 [ ™ 3\\
. i \5 \
:\\11) \
Oo | | \\
O 0500 F 2(Dt) *? =00+ <+ Atx=0, C,/2=0.5
0.250
0.00 “
4 3 -2 -1 0
Distance, x [units of 2(Dt) ]
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2.5.2) Vergleich mit 2.2.): Diffusion mit fester Konzentration am Rand

Vergleiche

el oSl

Feste Randkonzentration Grube-Jedele

Die Konzentrationsverteilung im Fall der verbundenen Materialblocke
“rotieren” um den Punkt (C(0, t)/ C)=1/2.

Der Konzentrationslevel C/2 ist ein Fester Punkt des Diffusionsfeldes.

VORSCHAUVERSION 38

19



2.5.2 Grube-Jedele Lésung

C(x,t)= % erfc( X )

2~/ Dt
1.00 r~——cg ™ ™ T
\Q\ 1L 05 o1
\ 2
0.750 [ \\ 3\\ Fester Punkt
' - 5 ester Pun
- L 10
O | 1
O 0500 2(Dt) ¥ =00
[ ~ |
L T~
0.250 I \\\ ~ ]
: ]
0.00 = = E—
-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4
Distance, x [units of 2(Dt) ]
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2.6.) Schichtanordnung: Quelle endlicher Breite
C(x,0)=0 C(x,0)= G, C(x,0)=0
< -h I h -
-0 0 X +0

\ J
Y

Verteilte Quellen

Formale Integrallésung:

P (x-%)°

CO J’e 4Dt
V4rzDt

h

C(X,t;h)z d X
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2.6) Quelle endlicher Breite

Standardform des Integrals:

C(x,t)=

Aufteilung in zwei Beitrage:

0 24Dt \
C(X,t)=& 2 je’“ du+i Ie‘” duJ
2 \V7 5 N
Ausgedrickt als Fehlerfunktion:
C X+h X—=nh
coxt = S arf( 21 e 251
Y A NG T O WG
Diffusionslosung:
coxhty 1| [ ¥+1 )
———==—|erf = | —erf
C, 2 Lz Dt/hJ Lz Dt/h

VORSCHAUVERSION
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2.6) Konzentration als Funktion des Abstands

VORSCHAUVERSION

1
0251 Noi
0.8 0.5
O
~ o6
~—~
-l—:_ '
o
-
X o4
O .
2
02
<(Dt) /=0
0
-4 2 0 2 4
x/h
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Zusammenfassung

» Instantane planare Quellen kénnen aufintegriert werden, um die Lésung
der linearen Diffusionsgleichung (2. Ficksches Gesetz) fir Geometrien mit
ausgedehnten Quellen zu finden.

e Die Grube-Jedele Losung kann als komplementéare Fehlerfunktion
ausgedriickt werden.

< Durch die Analyse der Durchdringung in klassischen Diffusionspaaren,
kdnnen die Diffusionskoeffizienten bestimmt werden.

< Zeitschritte fir Quellen in Schichtanordnung lassen sich druch die
Ahnlichkeitsvariable [2(Dt)¥2](1/h) ausdriicken, die zwei Langenskalen
enhalt: Eine geometrische Skala, h, und eine “Diffusions” skala, (Dt)2.
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Lernziele

Sie sollten in der Lage sein,

» die Integraltransformation als Losungsverfahren des 2. Fickschen Gesetzes zu
erlautern
» Randbedingungen und Losungen des 2. Fickschen Gesetzes in linearer, 1-dim.
Form fur verschiedene Geometrien anzugeben:
-Planare, kontinuierliche Quelle
-Instantante, planare Quelle
-Diinnschichtanordnung
-Schichtsystem
anzugeben

+ die physikalische Bedeutung der Ahnlichkeitsvariablen zu erlautern
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