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Zur Beriicksichtigung von Scherung und Umschlagwinkel bei
der Neigungsmessung mit zweiachsigen Neigungssensoren

Christian Hirt

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird ein neuer Auswerteansatz fiir Nei-
gungsmessungen mit zweiachsigen Neigungssensoren in zwei
Lagen vorgestellt. Es werden Formeln zur strengen Beriick-
sichtigung der Scherung zwischen den Sensorachsen her-
geleitet sowie eine Modellbildung fiir Abweichungen vom
180°-Umschlagwinkel zwischen den beiden Messlagen vor-
genommen. Fiir die Anwendung des vorgestellten Ansatzes
ist die Bestimmung der Modellparameter Scherung und Um-
schlagwinkel notwendig. Das Modell kann fiir hochgenaue
Neigungsmessungen mit zweiachsigen Neigungssensoren an-
gewendet werden.

Summary

This paper deals with a new rigorous transformation model for
(plumb line referred) tilt measurements using two-axial incli-
nation sensors in two observation directions. The approach ac-
counts for deviations from the perpendicular orientation of the
two sensor axes as well as for misalignment between both ob-
servation directions. The model requires numerical values both
for the shearing between the sensor axes and for the misalign-
ment between both observation directions. Formulae are de-
rived which can be applied for precise tilt measurements per-
formed in two observation directions.

1 Einleitung

In der geoditischen Messtechnik wird unter dem Be-
griff der Neigung der Winkel verstanden, den eine Ge-
rade (z.B. Stehachse eines Instrumentes oder Achse ei-
ner Maschine) mit der Lotrichtung bzw. mit der Horizon-
talebene im Messpunkt einschlieBt. Fiir die Bestimmung
der Neigung einer Achse gegeniiber der Horizontalebene
kommen Neigungssensoren, z.B. Setzlibellen mit analo-
ger Ablesung oder elektronische Neigungsmesser mit Pen-
del oder Flissigkeitshorizont, zum Einsatz (siehe Schwarz
1995, S. 104 ff).

Da ein Neigungssensor bei der Bestimmung der Nei-
gung n einer horizontalen Achse aufgrund einer im-
mer vorhandenen, mehr oder weniger groBen Nullpunkt-
abweichung (Dejustierung) An nicht den Messwert 0 Bo-
gensekunden anzeigen wird, fiihrt man eine Neigungs-
messung lblicherweise in zwei Lagen durch, die sich um
180° unterscheiden. Bezeichnet man die in Lage I und
Lage II erfassten Messwerte mit nl und n!l, setzen sich
diese - unter Vernachlidssigung von zufilligen Mess-
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abweichungen - aus der (gesuchten) Neigung #n und der
Nullpunktabweichung An wie folgt zusammen:

nl =n+ An, nll = —n+ An. (1)
Die Neigung n wird (in diesem Beispiel) in Lage I posi-
tiv und in Lage Il negativ registriert; die Nullpunktab-
weichung An des Neigungssensors verfilscht dagegen in
beiden Lagen die gemessenen Neigungswerte n! und n'!
in gleicher Richtung. Jedem Geodéten ist bekannt, dass
sich die gesuchte Neigung n der Achse als Hilfte der Dif-
ferenz beider Neigungswerte n! und n!! ergibt:

I_ 11
— = n (2)

Fiir die Bestimmung der Nullpunktabweichung An gilt
entsprechend:

nl +n!l

2
Besteht die Aufgabe darin, die Neigung einer Ebene ge-
geniiber der Horizontalebene zu bestimmen bzw. ist die
raumliche Abweichung einer Instrumentenstehachse ge-
geniiber der Lotrichtung gesucht, werden Neigungswerte
n1 und n, in zwei Achsrichtungen 1 und 2 benétigt, die
sich (azimutal) um 90° unterscheiden. Fiir die Messung
werden in der Regel zweiachsige Neigungssensoren ver-
wendet, die mit einer Dreheinrichtung fiir die Messung
in zwei Lagen ausgestattet sind. Natiirlich kann auch ein
einachsiger Neigungssensor fiir die Bestimmung von Nei-
gungswerten 71 und 7, durch Messung in zwei Achsrich-
tungen genutzt werden (z.B. Messsystem Rotlevel, sieche
Schwarz 1995, S. 118).

Als Beispiel fiir den Einsatz von zweiachsigen Nei-
gungssensoren sei die Erfassung der Stehachsneigung
moderner Tachymeter (Witte und Schmidt 2004, S. 255 f.)
oder digitaler Zenitkamerasysteme (z. B. Hirt 2004, Biirki
et al. 2004) genannt. Hier werden die Messelemente (Ze-
nitdistanzen, Horizontalrichtungen bei Tachymetern bzw.
Lotabweichungen bei Zenitkamerasystemen) durch rech-
nerische Korrektion der Stehachsneigung auf die Lotrich-
tung im Beobachtungspunkt bezogen. Bezeichnet man die
mit einem zweiachsigen System in Lage I erfassten Nei-
gungswerte mit n{, né und in Lage I mit n{l, nél, ergeben
sich die Neigungen in Achsrichtung 1 und 2 in Analogie
zu Gl. (2):

= An. (3)

[ _ 10 [ II
m—-m ny = =M (4)
2 7 2

ny =
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Die Anwendung von Gl. (4) setzt implizit voraus, dass

1. die beiden Achsrichtungen 1 und 2, in denen die
Neigungswerte n{, né, n{l und ng erfasst werden,
streng orthogonal zueinander sind (Orthogonalitiits-

bedingung) und

2. sich die Achsausrichtungen in Lage I und II
streng um 180° voneinander unterscheiden (180°-
Bedingung).

In der Praxis sind Abweichungen von den beiden Bedin-
gungen hiufig unvermeidbar. Als Ursache sei die endliche
Prézision genannt, mit der die Achsen 1 und 2 eines zwei-
achsigen Neigungsmesssystems zueinander orthogonal
ausgerichtet (justiert) werden konnen. In der Folge weisen
die beiden Achsen eine mehr oder weniger groBe Sche-
rung auf. Beim Umschlag zwischen den Lagen I und II
kann ein gewisses Spiel der Drehvorrichtung dazu fiihren,
dass die 180°-Bedingung nicht exakt eingehalten wird.
Fiir hohe Genauigkeitsforderungen ist es notwendig, Ab-
weichungen von beiden Bedingungen rechnerisch zu be-
riicksichtigen.

Der in diesem Beitrag vorgestellte Auswerteansatz mo-
delliert einerseits Abweichungen von der 180°-Bedin-
gung beim Umschlag zwischen den beiden Lagen, ohne
Anforderungen an die GréBe der Nullpunktabweichungen
Anq, Any der Neigungssensoren zu stellen. Andererseits
werden MaBstabsfaktoren berticksichtigt, eine Scherung
zwischen den Achsen der beiden Sensoren zugelassen und
Formeln fiir die Rotation der Neigungswerte um beliebige
Winkel angegeben, so dass das resultierende Auswerte-
modell affinen Charakter bekommt. Die Modellierung der
Scherung von zweiachsigen Neigungsmesssystemen baut
auf den Arbeiten von Hirt (2004) und Kahlmann et al.
(2004) auf.

Ein in der Literatur bereits verfiigharer Ansatz (Che-
si 1984, S. 57 f.) zur Berticksichtigung von Abweichun-
gen von der 180°-Bedingung kann nur unter der Vor-
aussetzung angewendet werden, dass keine Nullpunktab-
weichungen Anq, Any der Neigungssensoren vorliegen.
Da diese Voraussetzung in der Praxis nur in den seltens-
ten Fillen erfiillt ist, stellt die Losung von Chesi einen
Spezialfall dar und wird hier nicht weiter behandelt.

Der Fokus des vorliegenden Beitrages liegt auf der Be-
ricksichtigung von Scherung und Umschlagwinkel im
Rahmen der funktionalen Modellbildung (Abschnitt 2).
Auf ein verfiigbares Feldverfahren zur Bestimmung des
Scher- und Umschlagwinkels wird in Abschnitt 3 im Zu-
sammenhang mit der Neigungsmessung bei Zenitkamera-
beobachtungen kurz eingegangen. Das entwickelte Aus-
wertemodell kann grundsitzlich fiir alle in der Praxis
vorkommenden Fille der hochgenauen Neigungsmessung
mit zweiachsigen Neigungssensoren angewendet werden,
sofern Kalibrierwerte fiir die Modellparameter Scherung
und Umschlagwinkel vorliegen. Der vorgestellte Ansatz
ist fiir solche Anwendungen relevant, bei denen geoda-
tische MessgroBen (z.B. Zenitwinkel, Lotabweichungen)
hochgenau auf die Lotrichtung bezogen werden miissen.

2 Das Auswertemodell

Nachfolgend werden Neigungswerte immer dann mit dem
zusitzlichen Index . versehen, wenn es sich um GréBen
handelt, die in einem streng orthogonalen Koordinaten-
system definiert sind.

Ausgangspunkt ist ein zweiachsiges Neigungsmesssys-
tem mit den Achsen 1 und 2, das zur Bestimmung der Nei-
gung einer Ebene (z.B. Drehkreis eines Instrumentes) ge-
geniiber der Horizontalebene im Beobachtungspunkt ge-
nutzt werden soll. Beide Sensoren des Zweiachssystems
weisen Nullpunktabweichungen Anq (Sensor 1) und Any
(Sensor 2) auf. Die beiden Achsen, entlang derer die Nei-
gungen erfasst werden, schlieBen einen Scherwinkel ¢ ein
(Abb. 1), der im Allgemeinen von 90° abweicht. In Lage
I liefert das Messsystem die Neigungswerte n{, né. Nach
einem rechtsldufigen Umschlag um den Winkel «, der im
Allgemeinen ungleich 180° ist (sieche Abb. 2, links), be-
findet sich das System in Lage II. Die zugehorigen Nei-
gungswerte werden mit n{l , ng bezeichnet. Gesucht sind
die Neigungen ni, und njy,. Diese sind von den Null-
punktabweichungen befreit und im streng orthogonalen
Koordinatensystem in Lage I definiert (vgl. Abb. 2, rechts).

Im Abschnitt 2.1 werden Gleichungen hergeleitet, die
die gesuchten Neigungen n1, und np, in Abhingig-
keit der gemessenen Neigungswerte n{, né, n{l und nél
ausdriicken. Die Herleitung erfolgt in Vektorschreibwei-
se Uiber Scher- und Drehmatrizen. Die abgeleiteten ex-
pliziten Gleichungen eignen sich einerseits zur direk-
ten Berechnung der gesuchten Neigungen, andererseits
z.B. flir Analysen zur Varianz-Kovarianzfortpflanzung,
da die Unbekannten als Funktion der Beobachtungen aus-
gedriickt werden.

Demgegeniiber werden im Abschnitt 2.2 Gleichun-
gen zur Berechnung der gemessenen Neigungswerte n{,
né, n{l und ng aus den gesuchten Neigungen 71, und
1y, angegeben, wobei die Herleitungen ihren Ausgangs-
punkt in der Falllinie der geneigten Ebene haben. Die
Formulierung erfolgt im Sinne Beobachtungen als Funk-
tion der Unbekannten, kann jedoch auch durch Inver-
sion zur Berechnung der Unbekannten verwendet wer-
den. Die angegebenen Ausdriicke konnen fiir die Aus-
gleichung nach vermittelnden Beobachtungen verwendet
werden. Die beiden vorgestellten Ansétze sind gleichwer-
tig und ineinander tiberfithrbar.

2.1 Herleitung liber Scher- und Drehmatrizen

Aus den vier gemessenen Neigungswerten n{, né, n{l und
ng werden die Neigungen 71, und n,, nachfolgend be-
rechnet, indem fiir beide Lagen der Einfluss der Sche-
rung ¢ korrigiert wird (Abschnitt 2.1.2) und anschlie-
Bend eine strenge Auswertung der Zweilagenmessung un-
ter Berticksichtigung des Umschlagwinkels « erfolgt (Ab-
schnitt 2.1.3). Optional kann vor der Scherkorrektion eine
MaBstabskorrektion erfolgen oder abschlieBend eine Ro-
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tation der Neigungen 71, und n,, in ein beliebiges Ziel-

koordinatensystem mit Gl. (15) durchgefiihrt werden.

2.1.1 MaBstabskorrektion

Falls das zweiachsige Neigungsmesssystem »rohe« Mess-
I I 11 11 ;

werte ”1(mw)’ nz(mw), ”1(mw) und nz(mw) liefert (z.B.

Spannungen, die Ma8 fiir die Neigung sind), gelingt eine

Umrechnung in Neigungswerte n{, né, n{l und nél sehr

einfach durch Verwendung der MaBstabsfaktoren m1 und

my:

I _ I
nm = mlnl(mw)’ ny = mznZ(mw)’
I _ 11 I __ 11
ny = mlnl(mw)’ ny = m2n2(mw) (5)

Die MaBstabsfaktoren mq,m, werden iiblicherweise auf
einem Neigungstisch (Libellenpriifer) bestimmt, wobei
i.d.R. ein linearer Zusammenhang zwischen Sensorsignal
und Neigung angenommen wird. Beschreibungen zur
genauen MaBstabskalibrierung von elektronischen Nei-
gungssensoren werden beispielsweise von Geiger (1982),
Ingensand (1985), Hirt (2004) sowie Hirt und Kahlmann
(2004) gegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass die MaB-
stabsfaktoren m1, my von der Querneigung der Neigungs-
sensoren abhingen. Die Querneigung ist vor der MaB-
stabskalibrierung daher zu beseitigen.

2.1.2 Korrektion der Abweichung von der
Orthogonalitdtsbedingung (Scherkorrektion)

Fiir die Herleitung der Scherkorrektion sollen zunéchst
- unabhéngig von der Messlage I oder II - zwei verschie-
dene Koordinatensysteme betrachtet werden. Abb. 1 zeigt
das durch die Messrichtungen (Sensorachsen) der beiden
Neigungssensoren 1 und 2 realisierte Koordinatensystem
(n1,n7). Beide Achsen kreuzen sich unter dem Scherwin-
kel e. Als zweites Koordinatensystem wird ein (streng) or-
thogonales System (11, 115, ) eingefiihrt, dessen Abszisse
(n1+-Achse) mit der Sensorachse 1 identisch ist. Man

n1*! n1
S1
€ A\
w
[
o
>N,

Abb. 1: Geschertes Koordinatensystem (n,, n,) und streng
orthogonales Koordinatensystem (n;x, n,x). Die Achsen
des gescherten Systems zeigen an, in welche Richtung die
beiden Sensoren S1 und S2 fiir Neigungen sensitiv sind.
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sieht, dass die Sensorachse 2 mit der n,,-Achse des or-
thogonalen Systems einen Winkel von

6=90° —¢ (6)

einschlieBt. Eine Vorschrift fiir die Transformation der ge-
scherten Neigungswerte (n11,71;) in streng orthogonale
Neigungswerte (7114, 112, ) lésst sich leicht durch Umkeh-
rung der Aufgabenstellung finden. Gegeben seien ortho-
gonale Neigungswerte (7114, 77, ), die in gescherte Nei-
gungswerte (111, 11p) zu tiberfithren sind. Die Rotation der
orthogonalen Werte (7114, 12,) um den Winkel & (links-
laufig, wenn 9 positiv ist) liefert:

<n1>:<c955 —sin5>_<n1*>. )
1o sind  cosd N7y

Wir konnen direkt den Ausdruck fiir 7, ablesen:

Ny = Ny, COS O + N1, SIN O (8)
bzw. in Abhingigkeit des Scherwinkels ¢:

Ny = Moy, SIN € + N1, COSE. 9)

Die Komponente 71 darf natiirlich nicht durch Rotation
berechnet werden, da nur die 7,-Achse bei dem gescher-
ten Koordinatensystem rotiert wird. Es gilt vielmehr auf-
grund der Identitdt der Abszissen beider Koordinatensys-
teme:

ny = nis. (10)

Die Transformation der gescherten Neigungswerte
(n1,n2) in orthogonale Werte (n1,,15,) kann nun
durch Umstellung der Gl. (9) und (10) nach nq, und 7y,
erfolgen.

Die erste Komponente 11, ergibt sich direkt aus Gl. (10)
und fiir die zweite Komponente 7,, findet sich durch Um-
stellung von GI. (9)

no cos e
Ny = : —-—m
sine¢
und Einsetzen von Gl. (10) der Ausdruck (Hirt 2004, S.
114):

(11

* -
sme

np ny

_ . 12
tane (12)

Npy = ——

sin¢
Die beiden Terme in Gl. (12) kénnen geometrisch wie
folgt interpretiert werden. Der Neigungssensor 2 regis-
triert einen zu kleinen Anteil vom gesuchten Wert #y,;
durch Division von 7, mit sin ¢ erhilt man den Neigungs-
wert #15,, den der Sensor 2 bei orthogonaler Ausrichtung
messen wiirde. Mit dem zweiten Term kommt zum Aus-
druck, dass aufgrund der Scherung ein Anteil von 1/ tan ¢
von n1 registriert wird; n,, wird von diesem aufgrund des
negativen Vorzeichens vollstindig befreit.

Unter Verwendung der Gl. (10) und (12) kann nun die
Schermatrix S aufgestellt werden, die die Transformation
von gescherten Neigungswerten n{, né in Lage [ und
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Abb. 2: Links: Geschertes Koordinatensystem in Lage I (schwarz) und Il (grau). Rechts: Orthogonales Koordinatensystem
in Lage I und Il nach der Scherkorrektion. Die Koordinatensysteme in Lage / und Lage /I sind jeweils um den Umschlag-

winkel o verdreht.

n{l, nél in Lage II - getrennt fiir beide Lagen - in streng

orthogonale Neigungswerte n{*, né*, nﬁ und néi erlaubt:

1 0
S(e) = ( ~1 1 >,
tane sine

I
S(e) - ( il ) (13)

Die geometrische Situation vor und nach der Scherkorrek-
tion ist in Abb. 2 verdeutlicht. Eine Diskussion zur Rol-
le der Nullpunktabweichungen Anq, An, bei der Scher-
transformation findet sich in Abschnitt 2.1.4.

2.1.3 Beriicksichtigung der Abweichung von der
180°-Bedingung

Die Berechnung von (orthogonalen) Neigungswerten 1,
und 7y, aus den (um die Scherung korrigierten) Nei-
gungswerten n{*, né o nﬁ und néi ist nicht trivial, wenn
beim Umschlag zwischen Lage I und Lage II ein anderer
Winkel « als 180° realisiert wird und die Neigungssen-
soren 1 und 2 Nullpunktabweichungen Anq; sowie An,
aufweisen. In solchen Féllen gelingt es nicht, die gesuch-
ten Neigungen mit der einfachen Gl. (4) zu berechnen.
Nachfolgend wird die Losung fiir den allgemeinen Fall
der Neigungsmessung in zwei Lagen hergeleitet, also fiir
Umschlagwinkel «, die von 180° abweichen diirfen, und
Neigungswerte mit beliebigen Nullpunktabweichungen
Anq, Anp. Gegeben seien in Lage I die Neigungswer-
te n{*, né*, die sich unter Vernachldssigung von zufil-
ligen Messabweichungen aus den gesuchten Neigungen

(1114,174) und den Nullpunktabweichungen (Anq,, Any,)
im orthogonalen System zusammensetzen:

I
Gl = G )elam) o

An dieser Stelle soll ausdriicklich darauf hingewiesen
werden, dass sich die Nullpunktabweichungen (Anq,,
Any,) auf das streng orthogonale Koordinatensystem be-
ziehen, in das die gescherten Neigungswerte inklusive
der Nullpunktabweichungen der Neigungssensoren (Anq,
Anp) mit Gl. (13) transformiert wurden. Folglich sind
Anq, und Anq identisch, Any, und An, weichen jedoch
aufgrund der vorgenommenen Schertransformation von-
einander ab (siehe Abschnitt 2.1.4).

Fir Lage II kann man die Neigungswerte n{i, néi
ebenfalls in Abhingigkeit der Neigungen und Nullpunkt-
abweichungen ausdriicken, wobei die Rotationsmatrix R

R(oc):( cos o sinoc) (15)

—sinx cos«a

mit dem Umschlagwinkel « auf die Neigungen (r11,124)
angewendet wird. Die Rotationsmatrix R, wie sie in
Gl. (15) angegeben ist, dreht bei positivem Argument «
das Koordinatensystem im Uhrzeigersinn. Damit ist sie
geeignet, das Koordinatensystem der Neigungen (121.,124)
von Lage [ rechtsldufig in Lage I zu drehen (vgl. Abb. 2,
rechts). Es ergibt sich fiir die Neigungswerte nﬁ, néi:

11

M) = R ™) 4 ( Ame 16
<ﬂ§i > @\ . Ay, ) 19
Anmerkung 1: Es ist entscheidend, dass die Rotations-
matrix R nur auf die Neigungen (n14,71,) angewen-

det werden darf, nicht jedoch auf die Nullpunkt-
abweichungen (Anq,, Anp,).
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Die Nullpunktabweichungen verfilschen die gemesse-
nen Neigungswerte in beiden Lagen in die gleiche Rich-
tung und sind vom Umschlagwinkel o unabhdngig.

Anmerkung 2: Man erkennt durch Einsetzen von a = 180°
in Gl. (16) leicht die in der Einleitung beschriebene Tat-
sache, dass die Neigungen (11,,1,4) in Lage II bei exak-
ter Einhaltung der 180°-Bedingung mit negativem Vor-
zeichen registriert werden:

11
ny, _ —N1x Anqy
= + . 17
( . ) < — 12 ) ( Any. ) 1)
Wir wollen nun die Neigungen (11,,%5,) in Abhingigkeit

der vier Messwerte n!_, n} , nil und nl und des Um-

schlagwinkels a« - der von 180° abweichen darf - be-
rechnen. Dazu stellen wir Gl. (14) nach den Nullpunkt-
abweichungen um:

ANy . n{* ([ M
< Angs ) - ( 3, ) ( 2 1e)

und setzen diesen neuen Ausdruck in GI. (16) ein:
nil n i
1x _ 1% COS & + Ny, SIN &
ng —N1, SIN & + 1y, COS &

I
+<n}*)—(”1*>. (19)
1‘[2* M2
Die Nullpunktabweichungen (Anq,, Ans,) sind - unter
der Voraussetzung, dass sie sich zwischen dem Umschlag
von Lage I nach Lage II nicht verdndert haben - nun
eliminiert. Die Terme in Gl. (19) konnen nachfolgend et-

was umsortiert werden, so dass auf der linken Seite die
Differenzen der vier gemessenen Neigungswerte stehen:

M1 COS X + Moy SIN X [ N1 .
—N14 SIN & + Moy COS @ Moy o
(cosa—1) +sina 14
( (cosa—1) nos ) 0

—sina
Nach Einfiihrung der HilfsgréBen
11 I 11 I
ap = nl* - nl*/ ap = 7’12* - nZ*/
by = cosa—1, b, = —sina,

c1 = sinaq, cp =cosa—1 (21)

erhilt man ein einfaches lineares Gleichungssystem
1 by nix
— : , 22
(“2> (bz Cz><”2*) 2

dessen Losung sich sofort durch Linksmultiplikation mit
der Inversen der Koeffizientenmatrix (b1 bis cp) ergibt:

N1 _ 1 Cr —(C1 ) a
Moy bicy — bycq ) by ay )’
(23)
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Fiir die gesuchten Neigungen (rn14,12,) erhilt man die
wichtigen Ausdriicke:

Cod1 —C14ap
bicy — bacq

II I . II I
(COS‘X — 1)(711* — nl*) — s ‘X(nZ* — 7’[2*)

2(1 —cosa) ’

N1y =

—boay + bya;
bica — bacy
(cos o — 1) (nj}, —nh,) + sina(nf}, —nj,
2(1 —cosa)

Ny =

) .(24)

Mit Gl. (24) lassen sich Neigungen (1114,715,) direkt als
Funktion der vier Neigungswerte n{ . né " nﬂ und
néi, die paarweise entlang orthogonaler Achsen gemes-
sen wurden, und des Umschlagwinkels o berechnen, der
von 180° abweichen darf. Die berechneten Neigungen
(n14,17,) beziehen sich auf das orthogonale Koordinaten-
system aus Lage I.

Es soll zum Ende dieses Abschnittes noch darauf hin-
gewiesen werden, dass sich die in der Einleitung angebe-
ne Gl. (4), die bei einem fehlerfreien Umschlag zwischen
den beiden Lagen giiltig ist, aus Gl. (24) durch Einsetzen
von « =180° ergibt. Man erkennt auch, dass die Nenner
in Gl. (24) den Wert O annehmen, wenn « = 0° betrigt
und die Gleichungen dann natiirlich nicht 16sbar sind.

2.1.4 Rolle der Nullpunktabweichungen im
Auswertemodell

In der Einleitung wurde formuliert, dass das Auswertemo-
dell keine Anforderungen an die GréBe der Nullpunktab-
weichungen Anq, An, der Neigungssensoren stellt, d. h.
das Modell bei unbekannten Nullpunktabweichungen
richtige Neigungen n1,, 1y, liefert.

Die Nullpunktabweichungen Anq, Any der Neigungs-
sensoren, die ja Bestandteil der gemessenen Neigungen
n{, né, n{l und nél sind, werden durch Anwendung der
Schermatrix S (Gl. 13) auf die gemessenen Neigungen au-
tomatisch in streng orthogonale Nullpunktabweichungen
Anqy, Any, umgewandelt:

Anl* = Anl/
An An

Any, = —2 - =L (25)
sin € tane

Aus Gl. (25) ist ersichtlich, dass Anq, direkt der Null-
punktabweichung vom ersten Neigungssensor entspricht,
Any, dagegen geometrisch nicht deutbar ist, da gemisch-
te Terme (trigonometrische Funktionen und Anteil Anq)
enthalten sind. Die Komponenten Anq,, Any, sind — mit
gleichem Vorzeichen - sowohl in den streng orthogona-
len Neigungswerten der ersten Lage n{*, né* als auch in
denen der zweiten Lage (nﬁ, néi) enthalten.

Bei der Berechnung der Neigungswerte werden die
Nullpunktabweichungen Anq,, Ans, in Gl. (21) durch
Differenzbildung der orthogonalen Neigungswerte aus
der ersten und zweiten Lage (HilfsgroBen a; und a»)
streng eliminiert. Daher kann das Auswertemodell auch
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bei unbekannten Nullpunktabweichungen problemlos an-
gewendet werden.

Besteht z. B. fiir Analysezwecke die Aufgabe, die Null-
punktabweichungen Anq, Any der Neigungssensoren zu
berechnen, so sind zuerst die Nullpunktabweichungen
Any,, Anp, im orthogonalen System mit Gl. (18) zu
berechnen und dann in Nullpunktabweichungen im ge-
scherten Koordinatensystem (durch die Neigungssensoren
realisiert) zu transformieren. Dies geschieht in Anlehnung
an GI. (9) und (10):

Any =
Ai’lz =

Anl*/
Any, sine + Anq, cose. (26)

2.2 Herleitung iiber die Falllinie

Jede geneigte Ebene hat eine Falllinie, in der eine ma-
ximale Neigung #;,,, gemessen werden kann. Man er-
hélt den Betrag #;,,r in Abhingigkeit der Neigungen

(nlw 1’12*)2

Npax = \/ 13, + 13,. (27)

Die Richtung w der Falllinie, bezogen auf die 71,-Achse,
ergibt sich durch

n
w = arctan < 2*> ) (28)
N1

Die beiden GroBen 7y, und w entsprechen der Darstel-
lung der Neigung in polaren Koordinaten (vgl. Abb. 3).
Die Neigung 7, in einer beliebigen Richtung kann néhe-
rungsweise tiber (Schwarz 1995, S. 252)

My = Nygyx COS Y (29)

berechnet werden, wobei der Winkel  auf die Richtung
der Falllinie bezogen ist. Setzt man z.B. fiir ¥ den Win-
kel w ein, dann erhilt man die Neigung in Richtung der
n14-Achse und fiir den Winkel 90°-w entsprechend die
Neigung in Richtung der nj,-Achse. Es ergeben sich
die (kartesischen) Neigungskomponenten (r1,,15,) als
Funktion der polaren Elemente 7,,,, und w:

N1x = Mypgx COS W, Ny = Mgy SIN W. (30)

Ausgehend von Gl. (29) ist es moglich, die registrierten
Neigungswerte n{, né, n{l und nél in Richtung der ge-
scherten Sensorachsen in Lage I und Lage I (vgl. Abb. 2
links) in Abhéngigkeit der Winkel w, o und ¢ sowie der
Nullpunktabweichungen Anq und Any zu konstruieren

(Schwarz 2008):

n{ = Mgy cOs(—w) + Anyq,

né = Npyaxcos(—w +¢) + Any,

= nyey cos(—w + ) + Any,

nél = Npaxcos(—w + a+¢) + Any. (31)

> n!
2%
n2*

Abb. 3: Neigung einer Ebene in polaren Koordinaten (n,,.,
und ®) und kartesischen Koordinaten (n;x, nyx)

Auf das gleiche Ergebnis kommt man auch durch An-
wendung der Rotationsmatrix (Gl. 16) mit dem Winkel
—a und der inversen Schertransformation (Gl. 9) auf die
Neigungen (711, 112,) sowie anschlieBender Addition der
Nullpunktabweichungen Arnq und Any.

In dem zunichst nichtlinearen Gleichungssystem (31)
sind die GréBen 7,,y, w, Ani und Anp Unbekannte und
n{, né, n{l und ng die Beobachtungen. Eine Linearisie-
rung von Gl. (31) gelingt durch Anwendung des Addi-
tionstheorems fiir die cos-Funktion (Schwarz 2008)

I

ny = MNygxCOSW+ Any,

né = Mpax COS W COS € + Nyay SIN W SIN € + Anp,
n{l = Mygx COS W COS X + Ny SIN W SIN ¢ + Anq,
il = ey cos wcos(a+€) +

Nmax SInw sin(a + ¢) + Anp (32)

und anschlieBende Substitution mit den Beziehungen aus
Gl. (30)

I

ny = Ny +Ang,

né = 714 COSE+ Ny, sine + Anp,

n{l = N4 COSa+ Ny, sina + Ang,

il = ny, cos(a+e) + no,sin(a+e) + Any.  (33)

In Matrizenschreibweise ergibt sich schlieBlich:

I’l} M1y
n n

2 | = A 2% 34
n{I Anq (54)
ny! Any

mit der Koeffizientenmatrix

1 0 1 0
Ccos € sin e 0 1

A= cos sin o 1 0 (35)
cos(a+¢) sin(aw+e¢e) 0 1

Dieses lineare Gleichungssystem driickt die beobachte-
ten Neigungswerte n{, né, n{l und nél in Abhéngigkeit
der unbekannten Neigungen 71, und n,, (im orthogona-
len Koordinatensystem in Lage I) und den unbekannten
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Nullpunktabweichungen Anq und An; der Neigungssen-
soren aus. Durch Linksmultiplikation von (34) mit der in-
versen Koeffizientenmatrix A~! konnen die Unbekann-
ten berechnet werden. Eine manuelle Auflésung von (34)
fiihrt nach einigen Umformungen, die hier nicht darge-
stellt werden sollen, auf die im Abschnitt 2.1 dargestell-
te funktionale Modellierung, bei der die Unbekannten als
Funktion der Beobachtungen ausgedriickt wurden. Beide
Ansitze sind somit zueinander dquivalent.

2.3 Zahlenbeispiel

Die vorgestellte strenge Auswerteprozedur fiir Neigungs-
messungen in zwei Lagen soll mit einem einfachen Zah-
lenbeispiel verdeutlicht werden. Gegeben seien Neigungs-
werte, die mit einem zweiachsigen Neigungsmesssystem
in zwei Lagen erfasst wurden und bereits maBstabskorri-
giert sind:

— 20//
=—40".

n{ =10", né
I _ _anr TI
ny = —30", 1y

Die beiden Achsen 1 und 2 schlieBen einen Scherwinkel
& =89°

ein und der Umschlagwinkel zwischen den beiden Lagen
I'und I betragt

a=179°.

Beim ersten Ansatz (Abschnitt 2.1) werden die Neigungs-

werte n{, né in Lage [ und n{I , nél im gescherten Koordi-

natensystem mit Gl. (13) - getrennt fiir beide Lagen - in
Neigungswerte n!_, n}_, nll und nll im streng orthogo-

nalen Koordinatensystem transformiert. Wir erhalten:

nl  =10", nl ~ =19"8285,
il =-30",  nll =-3974824.

Mit GI. (21) werden die HilfsgréBen aq bis ¢, berechnet:

ay =—40”, b1
a, =-59.3109, b,

=—1.9998, ¢; =0.0175,
=—0.0175, ¢ =-1.9998.

Fir die gesuchten Neigungen (n1,,75,) findet sich mit
Gl. (24):

n. =2072588, ny. =2974809.

Die Nullpunktabweichungen Any und Any der beiden Sen-
soren konnen tiber Gl. (18) und (26) berechnet werden:

Any = —1072588, An, = —9"8300.

Eine alternative Losung der Aufgabe ist durch Auflésung von
Gl. (34) nach den Unbekannten méglich (vgl. Abschnitt 2.2).
Die Koeffizientenmatrix A aus GI. (35) lautet:

1 01 0

A— 0.0175 09998 0 1
—0.9998 0.0175 1 0
—0.0349 —-0.9994 0 1
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Fiir die Inverse A~! der Koeffizientenmatrix ergibt sich:

0.4999 0.0044 —0.4999 —0.0044
Al —0.0131 0.5001 0.0131 —0.5001
0.5001 —0.0044 0.4999 0.0044
0.0044 0.4999 —0.0044 0.5001

und fiir den Unbekanntenvektor durch Linksmultiplikation
des Vektors der beobachteten Neigungswerte mit A~ 1:

1 2072588
nye | 2974809
Anp |~ | —1072588
Any —9/8300

Die Werte fiir die Unbekannten stimmen, wie erwartet, bei
beiden Ansitzen tiberein. Wendet man zur Berechnung der
Neigungen dagegen den konventionellen Ansatz (Gl. 4) an,
bei dem weder Scherung der Sensorachsen noch Abweichun-
gen von der 180°-Bedingung beriicksichtigt werden, so er-
hilt man 20" fiir die Neigung 17 und 30" fiir 11,. Es zeigen
sich bei dem gewéhlten Beispiel Abweichungen zwischen
dem strengen Auswertemodell und dem konventionellen An-
satz von etwa 0725 sowie 0”5, die bei hohen Genauigkeits-
anforderungen nicht vernachldssigbar sind.

3 Diskussion

Mit dem in diesem Beitrag vorgestellten Auswertemodell las-
sen sich Neigungsmessungen mit zweiachsigen Messsyste-
men streng auswerten. Der Modellansatz beriicksichtigt ei-
nerseits den Scherwinkel ¢ zwischen den Sensorachsen. An-
dererseits werden Abweichungen von der 180°-Bedingung
beim Umschlag zwischen den beiden Lagen zugelassen und
rechnerisch unter Verwendung des Umschlagwinkels « kor-
rigiert.

Es wurden zwei unterschiedliche Herleitungen gezeigt, die
beide zu dquivalenten Ergebnissen fiihren. Beim ersten An-
satz (Abschnitt 2.1) wurde zuerst der Schereinfluss korri-
giert (Gl. 24) und danach der Einfluss des Umschlagwin-
kels (Gl. 13). Beim zweiten Ansatz (Abschnitt 2.2), der von
Schwarz (2008) vorgeschlagen wurde, werden beide Einfliis-
se in einem Schritt korrigiert, eine Losung ergibt sich durch
Inversion der Koeffizientenmatrix in Gl. (34). Wihrend der
erste Ansatz im Sinne Unbekannte als Funktion der Beob-
achtungen formuliert ist, driickt der zweite Ansatz die Beob-
achtungen als Funktion der Unbekannten aus.

Vor der praktischen Anwendung des neuen Modell-
ansatzes ist es notwendig, Werte fiir die beiden Parameter ¢
und « zu ermitteln. Dies kann grundsétzlich tiber geeignete
Kalibrierverfahren (Scherwinkel ¢) oder z.B. iiber die Nut-
zung von Messwertgebern (Umschlagwinkel «) geschehen.
Die Entwicklung eines Laborverfahrens fiir die Bestimmung
der Modellparameter ¢ und « kann eine zukiinftige Aufga-
be sein; ein Feldverfahren zur Kalibrierung ist dagegen bei
Zenitkamerasystemen schon verfiigbar und getestet.

Das vorgestellte Auswertemodell wird seit 2005 routine-
miBig fir die Auswertung von hochgenauen Neigungsmes-
sungen verwendet, die im Rahmen der Lotrichtungs- und
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0.5 T T T -
= T2
()]
s Or -7 Abb. 4: Abweichungen zwischen dem konventio-
S I ) nellen Auswerteansatz und dem neuen Auswerte-
%‘0-5 '—___,4——-‘“”" T modell bei der Berechnung von Neigungen.
< Oben: Einfluss des Scherwinkels €. Unten: Einfluss
_188 88I s 8IQ 89; s % des Umschlagwinkels . Bei der oberen Gra-
‘ Scherwinkel & [°] ' fik wurde der Umschlagwinkel & =180° gesetzt
und der Scherwinkel ¢ variiert. Fiir die erste
1 T T T Neigungskomponente n, ist die Abweichung im-
% mer 0. Bei der unteren Grafik wurde dagegen der
= Schwerwinkel e =90° gesetzt und « variiert. Fiir
S beide Berechnungen wurden Nullpunktabwei-
g chungen von =10" (Sensor 1) und -=10" (Sen-
2 sor 2) sowie Neigungswerte von +20" (Sensor 1)
-0.5 ' ' ' und +30" (Sensor 2) angesetzt. Die gezeigten

178 178.5 179
Umschlagwinkel o [°]

Lotabweichungsbestimmung mit dem Hannoverschen Ze-
nitkamerasystem (Hirt 2004) durchgefiihrt werden. Die Be-
stimmung des Scherwinkels ¢ erfolgt bei dieser Anwendung
durch ein spezielles Kalibrierverfahren, der zilestischen Kali-
brierung. Dabei wird der Parameter ¢ aus einer Vielzahl von
Neigungsmessungen, die astrometrisch ermittelten Neigun-
gen gegeniibergestellt werden, durch Ausgleichung ermittelt.
Eine detaillierte Beschreibung des zélestischen Kalibrierver-
fahrens findet sich in Hirt (2004), S. 108 ff. Der Umschlag-
winkel «, der zwischen den Lagen I und II bei Zenitkamera-
beobachtungen realisiert wird, steht direkt als Differenz von
astronomischen Azimuten zur Verfiigung, die fiir beide La-
gen durch astrometrische Auswertung ermittelt werden.

Abb. 4 zeigt die Abweichungen, die sich zwischen dem
konventionellen Auswerteansatz (Gl. 4) und dem neu ent-
wickelten Auswertemodell (Abschnitt 2) bei der Berechnung
von Neigungen bei verschiedenen Scherwinkeln ¢ und Um-
schlagwinkeln o ergeben. Die Abweichungen kdnnen - je
nach GroBe der Neigungswerte und der Parameter € und o -
bis in der GréBenordnung von 1” liegen (vgl. auch Zahlen-
beispiel im Abschnitt 2.3), sofern Scherung und Umschlag
nicht mechanisch justierbar sind. Bei Verfligbarkeit von Jus-
tiervorrichtungen sollte dagegen eine laterale Justiergenau-
igkeit von wenigen 0.1 mm und besser erreichbar sein. Dies
entspricht bei Sensorldngen von etwa 10 cm einer Winkel-
abweichung von etwa 0%1 und Auswirkungen auf die Nei-
gungswerte von etwa 0”05 (vgl. Abb. 4).

Verglichen mit der heute erreichbaren Neigungsmessge-
nauigkeit von etwa 0704 - 0”05 (Hirt und Kahlmann 2004)
kénnen die verbleibenden Restabweichungen durchaus ei-
ne Rolle im Fehlerhaushalt von Neigungsmessungen spie-
len. Fiir hochprizise Neigungsmessungen mit zweiachsigen
Neigungssensoren ist es daher empfehlenswert, das in die-
sem Beitrag vorgestellte Auswertemodell zu verwenden, so-
fern signifikante Abweichungen von der Orthogonalitiitsbe-
dingung und der 180°-Bedingung nicht ausgeschlossen wer-
den konnen.

Abweichungen Uberlagern sich additiv.
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