Inverse einer Matrix

Ist a € R eine reelle Zahl und a # 0, dann ist

a~1ist das  (multiplikative) Inverse” von a.

Inverse in der Matrizenwelt?

1. Das Einselement fiir Matrizen ist die Einheitsmatrix 1,
2. Die Inverse einer n x n Matrix A ist die n x n Matrix X, fir die gilt
XA=AX =1,

Man bezeichnet dann X mit A—1.

— Typeset by Foil TEX —

70



ol 4l 0 - G AR _ ae1s
A-(5 10)}(-(_1/4 1/4) st X = A=

AX =1 R AT

Es geniigt ,eine Richtung zu zeigen: YA<T L= A

; : 1 :
Zeigen Sie, dass A = ( 5 g ) keine Inverse hat.

Es tauchen die folgenden Fragen auf:

A. Welche Matrizen haben Inverse?

B. Kann eine gegebene Matrix mehr als eine Inverse haben?

C. Wie finden wir die Inverse, falls sie existiert?
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Eigenschaften der Matrix-Inversen

A. A hat eine Inverse <= det(A) # 0

B. Die Inverse A™! einer Matrix A ist eindeutig.

C. z.B. durch Losen linearer Gleichungssysteme:

1 3 3 11 12 13
Inverse von A= 1 3 4 X = To1 Too  To3 7
1 4 3 r31 T32 X33

Es muss gelten AX = I3, also

1 3 3 11 12 13 1 0 0
1 3 4 21 929 23 = 0 1 0
1 4 3 31 32 33 O O 1

Gleichungen und Unbekannte
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Berechnung von inversen Matrizen mittels LGSe

A-X =15
ail ai2 ais 11 T12 X13 1 0 O
az1 Q22 Qa3 : To1 X2 X3 = 0O 1 O
a3y asz as3 r31 T32 33 0 0 1

Ausmultiplizieren:

a11T11+0a12721+a13L31 Q1112+ QA12L22+A13L32 A11L13+A12L23+ A13T33
A21T11 T+ a22T21+A23T31 QA21L12T+A22L22+A23L32 A21T13+A22T23+A23T33 | =
a31T11 1+ Q32721 +A33C31 Q31T12+QA32L22+A33L32 A31L13+ A32L23+ A33T33

Elementweise gleichsetzen:

.
a11T11+a12x21+a13xr3; = 1 ail aiz Q13 1

a21T11+a2x1+azsxrs; = 0 a1 Qa2 Q23 0

a31T11+as2xra1+assxrs; = 0 asz1 a3z2 ass 0

a11T12+a12x22+a13x3s = 0 ai; aiz Q13 0 ail a2 ai13
a21T12+ a22T22+as3x3s = 1 a1 Qa2 Q23 1 > a1 Q22 G23
a31T12+as2xro2+assxrss = 0 as1 a3z2 ass 0 azi1 a3z2 ass
a11T13+a12x23+a13x33 = 0 ai; aiz Q13 0

a21T13+ a2x23+az3x33 = 0 a1 Q23 Q23 0

az113+asz2x23+assxsz = 1 azgi1 as2 asz | 1/ ]
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Berechnung von inversen Matrizen mittels LGSe -
Fortsetzung

Das lineare Gleichungssystem in 9 Variablen zerfillt in 3 lineare Gleichungssystemen mit je 3 Variablen,
die alle dieselbe Koeffizientenmatrix A aber verschiedene Ergebnisvektoren haben. Die 3 Gleichungssy-
steme werden simultan mit dem Gaussalgorithmus umgeformt:

(

1 0 0 C11 11 = C11

0 ]. O C21 21 =— C21

0 0 1 | ez T3] = C31

ail a2 ais 1 O O 1 O 0 C11 C12 C13 1 0 0 C12 12 = C12
a1 a2 a3 | 010 ] — | 010 | ca1 cag ca3 | < O 1 O C22 T2 = C22
as1 as2 Aass 0 0 ]. 0 0 ]. C31 C32 C33 0 O 1 C32 32 = C392
1 O O C13 13 = C13

0O 1 0 | co3 T23 = C23

\ 0 0 1 C33 33 — C33
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Zusammenfassung zur Berechnung der inversen Matrix
durch Losen eines linearen Gleichungssystems:

1. Die Matrix A und die Einheitsmatrix I,, werden in ein Gauss-Tableau geschrieben:

ail a2 ais ail a2 ais 1 0 O
A= | an ax azs — az1 Q22 Qa3 0O 1 0
as1 as2 as3 az1 azz a3z | 0 0 1

2. Das Tableau wird mit den Operationen fiir den Gauss-Algorithmus so umgeformt, dass links die
Einheitsmatrix I,, steht.

1 0 O Ci1 Ci12 C13 Ci1 Ci2 Ci13
—1

O 1 O Ca21 Co2 €23 — A = C21 C22 C23

0O 0 1 C31 C32 C33 C31 C32 C33

3. Rechts kann die inverse Matrix A" abgelesen werden.
Die Methode funktioniert fiir invertierbare Matrizen beliebiger GroRe!
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Ein Beispiel
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Inverse fiir 2 x 2 und Diagonalmatrizen

. a b : : —1 1 d —b
oIstA—(C d)mltdet(A)%O,dannlstA _ad—bc(_c a)'
di1 0 0
_ 0 da 0 L . o
o Ist D= : = diag(d11, - - -, dny), Diagonalmatrix mit
0 0 dnn det(D) = di1 -+ dnn # 0, dann ist
diit 0 0
—1
p-l=| O dyp O | = diag(, . )
0 0 d-1
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Anwendungsaufgaben: Losen von Matrizengleichungen

Es seien A, und B invertierbare n X n-Matrizen. Bestimme die n X n-Matrix X!

a) A-l.B=A-B+ Al X-B

b) AX = AB — X

) (A-B)- X =1,
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Rechenregeln fiir Inverse

allgemeine Eigenschaften der Inversen

Es seien A und B invertierbare n x n Matrizen. Dann gilt:

| (@) A~ istinvertierbar und (A™1)"! = A.

(b) AB ist invertierbar und (AB)~' =B™'A™".

() Die Transponierte A’ ist invertierbar und (A")~* = (A7').

h Rl (cA)! = ¢~ 'A™" fiir jede Zahl ¢ # 0.
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Beispiel: Vereinfachen von Matrizenausdriicken

) (4-B) +a| (B4 4 1] - B4t

b) (A+ B) - [B—l - (A+B)—1] AT =
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Beispiel:

Fir welche reellen Zahlen x ist die folgende Matrix invertierbar?

A= |-

N KO
SRS )
1 B NSRS
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Beispiel: Losen von linearen Gleichungssystemen

Ein Gleichungssystem in n Gleichungen und n Variablen kann

geschrieben werden als

A-x=0>b

wobei A die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist.

z.B.:

r1 + 3xo + 3x3 = 2
331—|—3£U2—|—4£U3:1
$1+4$2+3$3:2

1 3 3 I 2

1 3 4 9 — 1

1 4 3 I3 2
I 1 3 3
xo | = |1 3 4
I3 1 4 3
I 7T -3
o = —1 0
I3 —1 1
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Lineare Gleichungssysteme und inverse Matrizen

Ein lineares Gleichungssystem mit n Variablen und n Gleichungen der Form

A-x=0b
kann durch die Umformung
A-x = b |- A1 von links
r = A '.b

gelost werden, wenn die inverse der Koeffizientenmatrix A existiert.
Die Losung des Gleichungssystems ist in diesem Fall eindeutig.

Wir wissen: A7l existiert <= det A#0

Das heilst: Ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Variablen ist genau
dann eindeutig losbar, wenn die Determinante der Koefhzientenmatrix ungleich null ist.

Kiirzer:
A-x =0b isteindeutig losbar <= det A # 0
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Ein Beispiel:

Fir welche reellen Zahlen a ist das folgende Gleichungssystem eindeutig |6sbar?

3r — 2y + a-z = —2
r + a-y = 0
dr + 3y + Hz = 12
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