Vertiefungskurs Mathematik
Losungen: Aufgaben zum Beweis durch vollstandige Induktion
AUFGABE 1

(1) Induktionsanfang: n =1 = 1=%-1-(1+1) =1

(2) Induktionsschritt: Fur ein k € IN gilt1+2+3+---+k=§k-(k+1) (%)
2uzeigen:1+2+3+---+k+(k+1)=§(k+1)-(k+2)

Mit (+) folgt: 1+2+3+---+k+(k+1)=%k-(k+1)+(k+1)

=2k e+ D)+ (k+1) 2=k +1)- (k+2)

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 2

(1) Induktionsanfang: n = 1 = 12 =§-1-(1+1)-(2-1+1)=%-2-3=1

(2) Induktionsschritt:

Fireink € IN gilt 12 + 22 + 32 + - + k2 :%k-(k+1)-(2k+1) ()

Zu zeigen: 12 + 2% 4+ 32 + -+ k2 + (k + 1)? =%(k+1)-(k+2)-(2(k+1)+1)
=%(k+1)-(k+2)-(2k+3)=%(k+1)-(2k2+7k+6)

Mit (*) folgt:

124224324+ k2 + (k+1)? ==k~ (k +1)- 2k + 1) + (k + 1)?
=(k+1)-[Fk-@k+ 1)+ (k+ D] =2k +1)- [k @k +1)+6- (k+1)]

= 2(k+1) - [2k? + k + 6k + 6] = = (k + 1) - [2k? + 7k + 6]

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 3

(1) Induktionsanfang: n = 1 2 13 = i 12-(1+1)2 = i 1-4=1

(2) Induktionsschritt:

Firein k € IN gilt 13 + 23 4+ 33 + .- + k3 =ik2-(k+1)2 (%)
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Zu zeigen: 13 + 23+ 33 + -+ k3 + (k + 1)3 :i- (k + 12 - (k + 2)?
Mit () folgt:

13+23’+33+---+k3+(k+1)3=§k2-(k+1)2+(k+1)3
= (k+ 1% [;k? + (k + D] = (k + 1) -2+ [k? + 4k + 1)]
= 2(k+ 1% [k? + 4k + 4] = 2 (k + 1) - (k +2)?

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 4

(1) Induktionsanfang:n =1=22=1-(1+1) =2

(2) Induktionsschritt: Fireink € IN qilt2+4+ 6+ -+ 2k=k-(k+1) (¥

Zuzeigen:2+4+6+--+2k+2-(k+1)=(k+1)-(k+2)

Mit () folgt: 2+4+6+--+2k+2-(k+1)=k-(k+1)+2-(k+1)
=((k+1)-(k+2)

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.ed

AUFGABE 5

1) Induktionsanfang:n =1=>6'—-1=5=5-1 5|5

(2) Induktionsschritt: Fireink € IN qilt6* —1=5-m (mitm €IN) (¥

Zu zeigen: 61 —1 =51 (mitl €IN)

Mit (+) folgt: 6%¥*1 —1=6-6¥—-6+5=6-(6"—1)+5=6-5-m+5
=5-(6m+1)=5-1(mitl €IN)

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 6

(1) Induktionsanfang:n =1=213—-1=0=6-0 6|0

(2) Induktionsschritt: Firein k € IN qiltk> —k=6-m (mitm€IN) (¥

Zuzeigen: (k+1)3—(k+1)=6-1 (mitl €IN)

Mit (%) folgt: (k+1)3—(k+1)=k3+3k*+3k+1-k—-1
=k3—k+3k?+3k=6m+3k*+3k=6m+3k-(k+1)



Falll: k ist gerade, d.h. k = 2r mitr € IN
em+3k-(k+1)=6m+3-2r-(k+1)=6m+6r-(k+1)
=6-(m+r-(k+1)=6-1

Fall2: k ist ungerade, also ist k + 1 ist gerade, d.h. k + 1 = 2s mit s € IN
bm+3k-(k+1)=6m+3k-2s=6m+6ks=6-(m+ks) =6-1

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 7 Furalle n€IN gt n*+ (n+1)3+ (n+2)>=9-mmitme€ IN.
(1) Induktionsanfang:n =1 =2 13+23+33=1+8+27=36=9-4

(2) Induktionsschritt: Fireink € IN qilt k3 + (k+1)3+ (k+2)3=9-m (%)
Zuzeigen: (k+ 1)+ (k+2)°3+(k+3)3=9-1L (mitl €IN)

Mit (*) folgt:
k+13+(]k+22+(k+3)°3=(+1)3+(]k+2)3+k3+9k?>+ 27k + 27
=9m+9k?+27k+27=9-(m+k*+3k+3)=9"-1

= 2 (ke + 1% [k? + 4k + 4] == (k + 1) - (k +2)?

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 8

(1) Induktionsanfang:n =1 =21 =2>1

(2) Induktionsschritt: Fiir ein k € IN gilt 28 > k (%)

Zu zeigen: 281 > k + 1

Mit (x) folgt: 2k*1 =22k >2-k=k+k >k +1

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 9

(1) Induktionsanfang:n =1=> 31 =3>12=1

(2) Induktionsschritt: Fiir ein k € IN gilt 3% > k? (%)

Zu zeigen: 3%t > (k + 1)?

Mit () folgt: 3¥*1 =3-3 >3- k2 = k2 + k> +k? > k*+k?+1
FUrn=2gilt 32 =9 > 22 = 4 =» Fir k > 2 folgt demnach k? > 2k.



D3 S k2 4+ k2 +1>k%>+2k+1 = (k+1)?
(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 10

(1) Induktionsanfang:n =3 = 32=9>2:34+1=7

(2) Induktionsschritt: Fir ein k € IN mitk> 3 gilt k2 > 2k +1 ()

Zuzeigen: (k+1)?>2-(k+1)+1=2k+3

Mit (*) folgt: (k +1)? = k? +2k+1>2k+1+2k+1=2k+2k+2>2k+3
(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 11

(1) Induktionsanfang: n = 5 = 2°> = 32 > 52 = 25

(2) Induktionsschritt: Fir ein k € IN mit k> 5 gilt 2% > k? (%)

Zu zeigen: 281 > (k+ 1)2 = k2 + 2k + 1

Mit (*) folgt: 2¥*1 = 2- 2% > 2k? = k? + k? > k? + 5k = k? + 2k + 3k

> 2Ft1 > k2 4+ 2k + 3k > k* + 2k + 1

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 12

(1) Induktionsanfang:n =1 = f'(x) =x-e*+e*=e*-(x + 1)

(2) Induktionsschritt: Fiir ein k € IN mit k> 1 gilt f®(x) = (x + k) - e* ()
Zu zeigen: f**V(x) = (x +k + 1) - e*

Es gilt: f*+V(x) = (f(") (x))

Mit (x) folgt: £*+1) (x) = (f® (x)) = ((x+k)-e¥) = (x+k)-e* +e

fFEDO)=(x+k+1)-e*
(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.



AUFGABE 13

(1) Induktionsanfang:n =1=> f'(x) =x-e*-(-1)+e*=e*- (1 —x)
ff)=e™ A-x)=CD""1-x)-e*

(2) Induktionsschritt: Fiir ein k € IN mitk> 1 gilt f®(x) = (=1D*1(k —x) - e7* (¥)

Zu zeigen: fE V() = (-1D)*-(k+1—x)-e7*

Es gilt: f**D(x) = (f(k) (x)),

Mit (+) folgt: £+ (x) = (f(") (x))' = (D) '(k—x)-e™)

FED@E) = (1) (<1) e + (=DFL (k= x) e (=)

fED() = (—1D)* e+ (-DF-(k—x)-e*=(-1)*e*-(k+1—x)

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 14

(1) Induktionsanfang: n = 1 = f'(x) = 2x-e* + x?-e* = e* - (x? + 2x)
(2) Induktionsschritt:

Fireink € IN mitk> 1 gilt f®(x) = [x2 + 2k -x+ k- (k—1)]-e* (*)
Zu zeigen: f**V(x) = [x2+2(k+ 1) x+(k+1)-(k+1-1)]-¢e*
D.h. fED(x)=[x2+2(k+1) x+(k+1)-k]-e*

Es git: f4* 0 () = (F9(x))

Mit () folgt: £ *+D (x) = (f<k> (x))' = (X2 + 2k -x+ k- (k—1)]-e*)

fED(x) = 2x +2k) e+ [x2+ 2k x+ k- (k—1)]-€*

fED) =[2x+ 2k +x2 + 2k x + k? —k]-e* =[x+ 2k -x + 2x + k2 + k] -

FOD) =[x2+2(k+ 1) x+ (k+1) k] -e*
(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.

AUFGABE 15
(1) Induktionsanfang: n = 3 = % -3:(3—=3)=0

Da man in ein Dreieck keine einzige Diagonale einzeichnen kann, ist die Behauptung
fir n = 3 nachgewiesen.



(2) Induktionsschritt: Fir ein k € IN mit k> 3 gilt fur die Anzahl a; der Diagonalen in

einem konvexen k- Eck: a; = % k-(k—3)(®

Zu zeigen: Fur die Anzahl a,; der Diagonalen in einem konvexen (k + 1)- Eck gilt
1
Gsr = 5+ (k+1) - (k= 2).

o
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Alle ,alten“ a; = g -k - (k — 3) Diagonalen des k- Ecks sind auch Diagonalen des

(k + 1) - Ecks. Es kommen aber noch ,neue” Diagonalen hinzu.
Anzahl b, der ,neuen” Diagonalen, die hinzukommen:

Man kann die Verbindungsstrecke vom Punkt P, ; zu allen k Punkten P; mit
i € {1;2; ...; k} einzeichnen. Von diesen k verschiedenen Strecken sind zwei,

namlich P, ,,P; und P, P, , Seiten des (k + 1) — Ecks (also keine Diagonalen).

Allerdings wird die ,alte“ Seite P, P, jetzt zu einer Diagonalen.
2bh,=k—-2+1=k-1
Somit gilt: ayyq = a +k—1=2k-(k=3)+k—1=2k? =k +k—1

Qpor = k? =~k —1=--(k2—k—2) =2 (k—2)- (k +1)
(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.
AUFGABE 16
(1) Induktionsanfang: n = 1

- (124+1+42) =

N | =

4 =2

Da eine Gerade die Zeichenebene in genau zwei Gebiete zerlegt, ist die
Behauptung fir n = 1 nachgewiesen.



(2) Induktionsschritt: Fir ein k € IN mit k> 1 gilt fir die Anzahl a; der Gebiete
a =2 (kP +k+2) (¥

Zu zeigen: Fur die Anzahl a, ., der Gebiete qgilt:
Qepr = 57 (U + 12 + (k+ 1) +2) = - (k? + 3k + 4)

Die ,neue“ Gerade g, schneidet die bisherigen k Geraden in maximal k ver-
schiedenen Punkten P; mit i € {1; 2; ...; k}. Diese k Punkte unterteilen die Gerade
Jr+1 in maximal k + 1 Teile (dies sind k — 1 Strecken und zwei Halbgeraden).
Diese k + 1 Teile liegen in maximal k + 1 Gebieten und zerlegen jedes dieser
Gebiete in zwei Teile. Daher entstehen dadurch maximal k + 1 ,neue” Gebiete.

Die Abbildung verdeutlicht die Situation fir k = 4.
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Somit gilt: a.q = a, +k+1

Mit(*)folgt:ak+1=%-(k2+k+2)+k+1=%-(k2+k+2+2k+2)

Qpar = 7+ (K2 + 3k + 4)

(3) Induktionsschluss: Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. g.e.d.



