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Aufgabe 1 (orthogonale Komplemente von orthogonalen Komplementen . . . ). Sei
(V, 〈 · , · 〉) ein euklidischer Vektorraum und sei A ⊂ V . Welche der folgenden
Aussagen sind in dieser Situation immer wahr? Begründen Sie Ihre Antwort
(durch einen Beweis oder ein geeignetes Gegenbeispiel)!

1. Es gilt (A⊥)⊥ = A.

2. Es gilt
(
(A⊥)⊥

)⊥
= A⊥.

Aufgabe 2 (Orthonormalisierung). Sei

A :=


2 1 1 0
0 1 −1 −2
1 0 1 1
7 5 2 −3

 ∈M4×4(R).

1. Bestimmen Sie mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren eine Basis des
Untervektorraums V (A, 0) = {x ∈ R4 | A · x = 0}.

2. Wenden Sie nun das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt
auf diese Basis an, um eine Orthonormalbasis von V (A, 0) (bezüglich dem
euklidischen Skalarprodukt) zu erhalten.

Aufgabe 3 (Eindeutigkeit orthogonaler Projektionen). Sei (V, 〈 · , · 〉) ein euklidi-
scher/unitärer Vektorraum und sei U ⊂ V ein Untervektorraum. Zeigen Sie: Es
gibt höchstens eine lineare Abbildung p : V −→ V mit

im p ⊂ U und im(p− idV ) ⊂ U⊥.

Aufgabe 4 (Spiegelei).

1. Zeigen Sie: Ist A ∈ O(2) \ SO(2), so ist L(A) eine Spiegelung (im Sinne
von Aufgabe 3 auf Blatt 2).

2. Folgern Sie: Jede lineare Isometrie der euklidischen Ebene (R2, ‖ · ‖2) ist
eine Spiegelung oder kann als Komposition von zwei Spiegelungen ge-
schrieben werden.

Bonusaufgabe (Legometrie). Beim Bauen nach einer Lego-Anleitung finden Sie
statt des eigentlich gesuchten Teils nur das (an einer Ebene) gespiegelte Teil.
Erfreut stellen Sie fest, dass sich dieses durch eine ebene Rotation in das gesuchte
Teil überführen lässt. Was können Sie daraus über Ihr Teil schließen?

gesucht gefunden . . . rotiert
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