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Die erste Abhandlung 1) behandelte die automorphen Kollineationen, die Invo-
lutionen und die Polarentheorie der linearen Strahlenkongruenz, danach allgemeine
Theoreme über die in der linearen Kongruenz mit ihren Regelscharen enthaltenen Regel-
flächen und insbesondere die difierentialgeometrischen Eigenschaften dieser Flächen.
Im Anschluß hieran ergab sich eine neuartige Bedeutung der Differentialgleichung
erster Ordnung für die Geometrie der linearen Kongruenz mit zahlreichen neuen geo-
metrischen Theoremen. Eine sich hieran anschließende Abhandlung über die Geometrie
des linearen Strahlenkomplexes 1) beschäftigte sich in entspreohender Weise mit der
Geometrie dieses Gebildes. Die jetzt vorliegende Arbeit setzt jene Untersuchungen
fort. Der erste und zweite Abschnitt bringen eine kurze Theorie der Regelscharen dritter
und vierter Ordnung in der linearen Kongruenz auf Grund der früheren Ergebnisse,
Der dritte behandelt die hier sogenannten Ringsysteme und Ketten von Regelscharen
zweiter Ordnung mit merkwürdigen neuen Sätzen. Im vierüen Abschnitt erscheinen die
neuen Begriffe der konjugierten Richtungen und der Polarinvarianz in der Umgebung
eines Kongruenzstrahles. Ihre Einführung ermöglicht es geradezu, bestimmte Methoden
und Ergebnisse der Theorie analytischer Funktionen für die Erforschung der Geometrie
der linearen Kongruenz dienstbar zu machen, wodurch neue Ergebnisse gewonnen werden.

Die Darstellung der linearen Strahlenkongruenz als Schnitt zweier Strahlen-
komplexq gestattet die Elimination zweier Linienkoordinaten aus der quadratischen
Plückerschen Grundgleichung und die Behandlung der hyperbolischen, der elliptischen
und der parabolischen linearen Kongruenz als Strahlenfläche, als strahlenlose Fläche und
als Kegel zweiten Grades. Eine anschließende stereographische Projektion dieser Flächen
bildet die drei Arten der linearen Kongruenz auf die Ebene mit zwei reellen, mit zwei
konjugiert imaginären und mit zwei vereinigten Fundamentalpunkten ab. Von diesem
Ililfsmittel wird hier, wie früher, haufig Gebrauch gemacht.

I. Die Regelseharen fuitter Orilnung in iler linearen Strahlenkongruenz.
1. Die Abbildung der linearen Strahlenkongruenz Cl auf die Ebene mit zwei

Fundamentalpunkten Z, Ä stellt eine Regelschar dritter Ordnung Ss der Kongruenz
t) H".ntel, Die Geometrie der linearen Strahlenkonguenz, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik 1?8

(193ö), S.91-113. - Ilaenzel, Die Geometrie des linearen Strahlenkomplexes, Journal f, d. reine u. angew. Mathe-
matik 174 (1936), S.226-236.
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170 Haenzel, Die Geometrie ilet lincaren gtraünftoryruatz.

als ebene Kurve dritter Ordnung rs dar mit einem Doppelpunküe in den einea Fun-
damentalpunkte .R und einem einfachen punkte in dem anderen t (Fig. i) i). Die
Punkte .L, Ä sind stets reell; sie können zusammenfallen, so da8 die Fundamental-
gerade der Bildebene die rationale Bildkurve rB in ihrem Doppelpunkte beruh*.

Eine rationale ebene Kurve dritter Ordnung ist von vierüer Klasse und hat einen
Doppelpunkt odereine Spitze oder einen isolierten Punkt. Im ersten und zweiten FaIIe
besitzt sie einen leellen und zwei konjugiert imagin€ire Wendepunkte, im letzten drei
reelle Wendepunkte. Hieraus ist zu ersehen 1):

Die Regelfltiche dritten Grad,es Ra besitzt eine iloppelte Leitgerad,e und, eine zw i1v
windschiele einlache Leitgerade, die sich aaeh oereinigri hönnrn. Thre Regelschar W li4t
in einer hyperholischen od,er in einer parabolischen linearen Strahlenkongruinr. Jedc Regel-
fläche dritten Grades tst rationul und vom Rang vier. Sie besitzt d.rei Wenileregelstalüat,
d,eren oskalierende Regelflrichen zweiten Grad.es stahlenparaboloide sind..

dritter ordnung enthalten. In der hyperbolischen rinearen
Typen von Regelscharen dritter Ordnung.

liegen

2. Der Doppelpunkt ,R einer rationalen ebenen Kurve f in der Bildebene trennt
die Schleife der Kurve von der übrigen Kurve. Jede Gerade durch einen gegebenen
Punkt X der Schleife schneidet die Kurve in zwei weiteren reellen punkten, ää aos X
lassen sich. zwei konjugiert imaginäre Tangenten an die Kurve legen. Aus einem Kurven-
punkte X' des übrigen Kurventeiles führen außer der Geraden- X? und der Tangentein X'noch zwei weitere reelle Tangenten an die Kurve. Der Strahlenbüschel X, wird
durch diese Tangenten in zwei Teile zerlegt, die Strahlen des einen Teiles enthalten
außer Xt zwei reelle Kurvenpunkte, die Strahlen des and.eren zwei konjugiert imaginäre.

Der eine Fundamentalpunkt der Bildebene ist der Doppelpunkt A. Liegü der zweite
Fundamentalpunkt Z nicht auf dem Schleifenteile der Biidkurve, so geten 1fig. l) aus
.L noch zwei reelle einfache Tangenten an die Kurve. Ihre Berüh*""g*p""kt* Tr, T,
stellen zwei reelle Torsalstrahlen lr, t, dar 3), die beiden reellen Torsalpunkte liqen auf
der doppelten Leitgeraden, und die beiden reellen Torsalebenen 

"r, 
r, gehen aulcn aie

einfache Leitgerade. Die beiden Torsalpunkte begrenzen auf der aopi"rt"" teitgeradea
eine Strecke; durch jeden inneren Punkt der Strecke gehen zwei reeUe n"gehliuiteo;'
durch ieden äußeren Punkt zwei konjugiert imaginare Regelstrahlen oder ämgekehrt.

-Li9gj dagegen der zweite Fundamentalpunkt Z auf dem Schleifenteile (Fig. t),
so schneidet jede Gerade durch L noch in zwei weiteren Kurvenpunkten. Die iieraden

2) Haenzel, o. u. 6. t;, S. g4,
3) Ilaenzel, a. a. O.1) S.106.
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durch .L stellen aber die Kongruenzstrahlenbüschel erster Ordnung dar, deren Mittel-
punkte auf der doppelten Leitgeraden I liegen und deren Ebenen durch die einfache
Leitgerade r gehen. Durch jeden Punkt von I gehen in diesem Falle zwei reelle Regel-
strahlen der Fläche dritten Grades, und in jeder Ebene durch r liegen zwei reelle Regel-
strahlen. Die Regellläohe besitzt zwei konjugiert imaginäre windschiefe Torsalstrahlen
und keine reellen. Die beiden konjugiert imaginären Torsalpunkte liegen auf der dop-
pelten Leitgeraden und die beiden konjugiert imaginären Torsalebenen gehen durch die
einfache Leitgerade.

Die doppelt berührenden Ebenen einer Regelfläche bilden ihre Doppeltorse. Die
Doppeltorse der Regelfläche dritten Grades besteht in beiden Fällen aus dem Ebenen-
büsehel mit der Achse r. Insgesamt gilt der Satz:

Die Regelflriche dritten Grades uom Typus I hat zwei reelle wind,schiefe Torsalstrahlen,
die Regelfldche dritten Grades oom Typus II hat zwei konjugiert imaginrire wind,schiefe
Torsalstrahlen, daher auch konjugiert irnaginöre Torsalpunkte und Torsalebenen. Die
DoppeJkuroe der Regelfld,che besteht in beiden Ftillen aus einer reellen d.oppelten Leitge-
railen, die Doppeltorse aus einem reellen Ebenenbüschel erster Ordnnng, dessen Ack*e
einfache Leitgerade ist. - Die Regd,scharen dieser Fltichen kommen nur in d,er hyper-
boltschen linearen Kong\uenz vor.

Die gegebene Tangentialebene o der Regelfläche dritten Gerades schneidet die
Fläche in einem Regelstrahle und in einem mit der doppelten Leitgeraden inzidenten
Kegelschnitt s2. Die beiden durch die einfache Leitgerade gehenden Torsalebenen müssen
aber jede Kurve der Fläche und somit den Kegelschnitt sz berühren. Deshalb gilt:

Aal einer Regelflriche dritten Grades vom Typus I schneidet die einlache Leitgerad,e

idc Tangntialebene aaperhalb des in der Tangentialebene gelegenen Kegekchnittes; bei
cinanl&ancom Typas II schneid.a,sic jd.e Tangentialebeneinnerhalb dinses Kegetschnittes.I '3. Der rln't{c'Typus itir Regellteche dril*cn' Grailes ist iti-e'Cayleysche Flache 1.
Sie liegt mit ihrer Regelqchar iir einer paräbolischen linearen Kongruenz. Ihre beiden
vereinigten Torsalstrahlen sind mit den vereinigten Leitgeraden der Kongru enz zu-
sammengefallen. Wir brauchen auf diese Regelfläche dritten Grades vom Typus III
nicht weiter einzugehen.

Jeder der drei Typen ist gegen reelle Kollineationen invariant.
Ein mit den Fundamentalpunkten l?, Z inzidenter, osl;ulierender Kegelschnitt

eiaer rationalen ebenen Kurve enthält keine weiteren Kurvenpunkte. Daraus folgt:
Ein gegebenes oshwlierendes Hyperboloid, der Regelfltiche dritten Grad,es enthrilt außer

dem osltulierend,en Regelstrahl nar d,ie beiden Leitgeraden der Fltiche.

II. Die Begelscharon vierter Orilnung in tler linearon Strahlonkongruenz.
4. Eine gegebene Regelschar n.-ter Ordnung in der linearen Kongruenz hat die

deren eine Leitgerade zum a-fachen Leitstrahl, die andere zum B-fachen, und es ist
e * f : rL. Für o : F läßt sich die Regelschar z-ter Ordmrng als vollständiger Schnitt

der linearen Kongruenz mit einem Strahlenkomplexe vom Grade { darstellen o). Für

c+PkanndieRegelschardurchHinzufügungvonlü-flKongruenzstrahlenbüscheln
erster Ordnung zum vollständigen Schnitt der Kongruenz mit einem Strahlenkomplexe
ergänzt werden, dessen Grad die größere der Zahlea u, B ist.

a) Zuersü entdeekt von M. Chasles, Comptes Renclus 68 (1861), 5.888, Änm. 1.
5) Ilaenzel, a. a. O.r), S.95.
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Infolgedessen teilen sich die Regelscharen vierter Ordnung der linearen Kongruenz
vorerst in zwei Arten. Die Regelschar vierüer Ordmrng erster Ärt hat die beiden l,eit-
geraden zu doppelten Leitstrahlen. Es ist a : F :2. Die Regelschar vierter Ordnung
zweiter Art hat die eine Leitgerade zum einfachen, die andere zum dreifachen Leitstrahl,a: l, f :3. Die Regelschar vierter Ordnung erster Art ist der vollständ,ige Schnitt
der linearen Kongruenz mit einem quadratischen Strahlenkomplexe, und lurch sie
gehen unendlich viele quadratische Strahlenkompiexe 5). Die Reg€kchar rierter Ordnung
zweiter Art ist der Teilschnitt der hyperbolischen linearen Kongruenz mit einem kubi-
schen Strahlenkomplexe, der außerdem noch zwei Kongruenzstrahlenbnschel erster Ord-
nung enthält. Die Punkte der einen Leitgeraden sind dreifache, die der anderen einfache
Punkte. Der Leser erkennt, daß die Bezeichnungen in Anlehnung an die Theorie der
biquadratischen Raumkurven gewählt sind:

Die biquadratische Raumkurve erster Art ist die Schnittkurre yon oor Flächen
zweiten Grades; hat dagegen eine reelle Strahlenfläche zweiten Grades .rR2 mit einer
Regelfläche dritten Grades .RB zwei Rbgelstrahlen gemein, so durchdrilgen sie einander
noch in einer biquadratischen Raumkurve zweiter Art fta. Die Leitstrahlen von Äz sind
Trisekanten, die Regelstrahlen von .R2 Unisekanten von if- Dureh die Raumkurve
geht keine einzige.weitere Fläche zweiten Grades.

5. Die Regelflachen vierten Grades erster Art. Wird die Regelsehar vierüer Ord-
nung erster Art als Schnitt der (hyperbolischen, parabolischen oder elliptischen) line-
aren Kongruenz mit einem biquadratischen Strahlenkomplexe erzeugt und d.ie Korrgr,ren"
als Flache zweiten Grades gedeutet, so stellt sich die Regelschar vierter Ordnungierster
Art auf ihr als biquadratische Raumkurve erster Art dar. Die stereographiscile pro-
jektion der Flache zweiten Grades venuaudelt daqrr die vierter Ordnung in
eine ebene bizirkulare Kurve vierter ordnung - bizirkula" i*-Sänö ifurch die
beiden Fundamentalpunkte L, R in der Bildebene bedingten Metrik.

Setzen wir als Fläche zweiten Grades vorübergehend eine Kugel, was den Reali-
tätsverhaltnissen der elliptischen linearen Kongruenz entspricht. 

-Durch 
die Raum-

kurve vierter ordnung erster Art gehen vier Kegel zweiten Grades x?, K,r, xI, xl,. Ihre
Mittelpunkte Pr, Pr, P", Pu sind die Eckpunkte des gemeinsamen Polartetraeders aller
oo1 durch die Raumkurve gehenden Flächen zweiten Grades. Einen der vier Kegel K!
greifen wir heraus. Seine Tangentialebenen schneiden die Kugel in m1 Kreisen. Die
Kreise umhüllen die Raumkurve vierter Ordnung erster Art, jeder von ihnen berührt
sie in zwei Punkten. Auch schneiden alle diese Kreise den Berührungskreis brz des Kegels
Kl aut der Kugel senkrecht o). Das gleiche gilt für die übrigen drei Kegel. Die vier
Berührungskreise Öi sind die Schnittkreise der Kugel mit den vier Ebenen des polar-
tetraeders PrPrPrPn, erfü]len also gegenseitig die Orthogonalitatsbedingung. Durch
stereographische Projektion ergibt sich daraus folgendes Theorem:

Die bizirkulare ebene Kurve vierter Ordnung ist Hüllkurve von oo1 Orthogonal-
kreisen eines festen Kreises bf. Die Kurve berührt jeden Hrillkreis in zwei für O? in-
versen Punkten, ist also ftir ä? sebstinvers. In der gleichen Beziehung steht die Kurve
zu drei weiteren Kreisen uZ, n?, u?,. Die vier Inversionskreise ä1, t?,03, nX sind je zu-
einander orthogonal. Die m1 Mittelpunkte einer Schar von Hüllkreisen erftillen je einen
Kegelschnitt, den Deferenten. Durch einen Inversionskreis und den zugehorigÄ Defe-

i

6) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algdbriques, paris 1gZB, S,81. Iq
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rrnten ist die bizirkulare Kurve als Hüllkurve bestimmt, und es lassen
übrigen Inversionskreise nebst Deferenten angeben.
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sich die drei

Setzen wir für die Kugel eine StrahlenJläche zweiten Grades, was den Realitats-
verhältnissen der hyperbolischen linearen Kongruenz entspricht, so führt die stereo-
grryhische k'ojektion auf die gleichen.Ergebnisse, wenn die Begrifle Kreis, Inversion,
bizirkular und orthogonal auf die durch zwei reelle Fundamentalpunkte bedingte Metrik
del Bildebene bezogen werden. Erinnern wir uns daran 1), daß der Kreis äer Ebene
die ftegelschar zweiter Ordnung der linearen Kongruenz wiedergibt, die Orthogonalität
zwder Kreise die Polarinvarianz der Regelscharen, so gilt:

Eine mit ihrer Regelschar in der linearen Kongruenz enthaltene Regetfläche pierten
Grades erster Art Ra ist polarinoariant für pier einscharig in d,er Konglurn, enthaltene
Regelfltichen zweitenGrad,es Rl, R!, R3, R\: Jed,e dieser Reg:etfltichenistJür d,ie übrigen polar-
inpariant' Die Regetflriche vierten Grad,es erster Art R4-ist Hüllflttuhe ()on pier Sustemen
einscharig in d,er Kongruenz enthaltener Regelfltichen zweiten Grad,es. Diese sind. ie lar eine
der eier Fkichen Rl polarinvariantj.

Die Mittelpunkte der oos einscharig in der linearen Kongruenz enthaltenen Regel-
flächen zweiten Grades erfüllen die Fluchtebene p der Kongruenz. Ein gegebener punkt
M der Fluchtebene ist der Mittelpunkt rron ool solchen konzentrischen Fl:ichen zweiten
Grades. Der durch /4 gehende Kongruenzstrahl ist der einzige in der Kongruenz ent-
haltene Durchmesser dieser Flächen. Eine gegebene einscharrg i" der Kon[ruenz ent-
haltene Mittelpunktsfläche zweiten Grades besitzt einen Durchror...r, der ilongruenr-
sürahl is1- Sie ordnet ihm den unendlichfernen Kongruenzstrahl als reziprok, pol'are ,o.

Wind bei der Abbildung der linearen Kongruenz auf die Ebene der unendlich-
ferne Kongruenzstrahl in das 'nendlichferne Element der Ebene überführt, so stellt
4ff.P$fgkt._o"o,,B-ildlggiqs den in der Kongruenz. en.thalt_eten Dqrchmesqer der
entqnechenden Regelfläehe zweiten Grades dar; zwei für die Regelflache zweiten Cr";;.
Fezipmk polare Kongruenzstrahlen sind auf zwei inverse Punkie des Bildkreises abge-
bildet.

Die bizirkulare ebene Kurve vierter ordnung umhtillt vier Systeme von Kreisen.
Die o1 Kreise je eines Systems sind Orthogonalkreise je einer Inversion, und ihre Mittel-pmkte erfüllen je einen Kegelschnitt, den Deferenten. Ein gegebener Kegelschnitt,
de'r nicht durch die Fundamentalpunkte geht, stellt aber eine Regelsctrar viertei Ordnung
ensüer Art darT). Aus alledem folgt:

Die in d,er linearen Kongruenz enthaltene Regelflriche pierten Grades erster Art wm-
hüllt eier Systeme cton Regelfldchen zweiten Grades. Die aL Fltichenmittelpunk;t;e der EülI-
fltichen erfüllen in der Fluchtebene pier ebene Kurven vierter Ord,nung (r,,om Geschlechte 0
oder l'), ihre in d'er Kongruenz enthaltenen Durchmesser erlüllen oier" Regelschatrien (,ierter
Ordnung erster Art-

6' Klassifikation der Regelflächen vierten Grades in der linearen Kongruenz.
Eine in der linearen Kongruenz enthaltene Regelflache vierten Grades hat die (reellen,
vereinigten oder konjugiert imaginären)_windschiefen Leitgeraden l, r d.er Korrg*,r"n,
zu Leitstrahlen. Aus der Bildkurve der Fläche kann man sJfort rot ihr" gro;"i*irrn..,
Eigenschaften schließen 8). Es ergeben sich folgende sechs Typen:

?) Ifaenzel, a. a. O. r) S. g5.
8) Haenzel, a. a. o.1). Insbesondere Abschnitt rlr, Differeaüialgeometrische Eigenschaften der mit ihren

@elscharen in der Kongruenz enthalteaen Regelflächen



I' Die Regelflaehe vierten Grades hat die beiden (reellen oder konjugiert imagi-nären) windschiefen Strahlen I, r nt doppelten Leitgeradln. Ihre Doppetlo".rre bestehtaus diesen Geraden, ihre Doppeltorse aus den Eblnenbüscheln ersier ordnung mitden Achsen l, r. Sie kann erzeugl werden dureh eine (2, 2)-Verwandtschaft zwischenden Punktreihen l, r oder zwischen den Ebenenbuscheln i, r. Die Bildkurve der Regel-schar ist eine ebene bizirkulare Kurve vierüer ordnmg vom Geschlechte l, hat nebenden Fundamentalpunkten L,.R keine anderen ooppei[unkte oder spitzen, g Doppel_
tangenten und t2 Wendetangenten. Da sie von aehter ß1"*" i*, s"h"" "oo 

ä"o ooppet-punkten Z, 'R außer den Haupttangenten noch je vier rfnfache Taaggnten an die Kurve.
Diese beiden Tangentenquadrupel haben gleiches DoppeüverüÄtGnis- Aur Grund dieser
Eigenschaften der Bildkurve s) gilt:

Die Regelflriche ttierten Grad'es oom Typus I hd das Mlaht l, adü Torsalregel-
strahlen, zwöIf Wend,eregelstrahlen, keine itoppeltn da frficldc'arqelstrahlen. Ihre achtTorsalebenen gehen ie zu vieren d'arch d,ie i"ta" d,oppeat htaaaacn l, r und, ihre achtTorsalpunkte liegen ie zu vieren aul l,r. DinsebeirläWfufu su Torsalebenen und, uon
T or s al pnnkten hab en gleiches D o p p elv erhältnis.

Der Typus I enthätt zwei Unterarüen, denn die doppdten Lcitgeraden sind ent-weder reelle oder konjugiert imaginäre windschiefe strahlen-
II' Die Regelfläche vierten Grades !a! als Doppdhwe dne doppelte Leitgerader : l, längs der die Flache sich selbst noch bertihrt.- 

-Für 
üe Bildküree fallen diJ Fun-damentalpunkte ,R, Z zusammen. Die Untersos[rrng der Bildkurve führü sofort aufoen bat,z:

Die Regelfläche pierten Gradns vom Tgpas Ir hd aIß Ggchlectü l; sie besitzt ()ier

t74 Eaenzel, Dia Geometric iler linearen Strahlenlnngrwenz.

Torsalstrahlen zweiter Ordnang erster ilä, aief'Iffine
Torsalpunkte unil vier 

- 
Torsa,Iebenen sind, mit d,er d,ioppZitr" Lri;;;;ffi;ff*,:?!:!:, o.:.e Fkiche,sich aul\erdem serbst berührt. Ihre Doppertorse ist d,as d.opperte Ebenen-

büschel mit der Achse r : I.
Der Typus I kommt in der elliptischen und der hSryerbolischen, Typus II nur inder parabolischen linealen Kongruenz vor.
III' Die Regelfläche vierten Grades hat außer den beiden doppelten Leitgeraden

r, I einen doppelten Regelstrahl e, Die Bildkurve geht zweimal durch jeden FundÄental-punkt und besitzt einen drittenDoppelpunkt^{, sechswendepunkte,vier noppJi*g"rrt"o
und ist von der sechsten Klasse. Daraus folgt:

Die Regelfltiche pierten Grad'es aom Tgpus III hd das Geschlecht 0, zwei wind,schiefe
doppelte Leitgeraden r,l und einen d,oppetten Regelsnahl e od,er isolierteÄ Regelst,ahl od,er
Rückkehrregelstrahl; im ersten und, zweiten Falle sind ci"t, im driaen Falle zwei Torsal-
regelstrahlen vorhanden, sowie sechs Wend,eregelstrahlzn. Dic Doppeltorse besteht aus d,endrei Ebenenbüscheln mit den Achsen r,l,e.

Es sind zwei Arten dieses.Typus zu unterscheiden, je nachdan db rdtgeradnnr,l 
-teell 

oder konjugiert imaginär sind. Der Typus kommi also in fu 11'p.üö""f,;
und der elliptischen linearen Kongruenz vor.

IV. Rücken die doppelten Leitgerad.en r, t zusammm, n eegibt sich die Regel-
flache vierüer ordn'ng vom Typus IV. Hier gilt auf Grud cnforcchäderüberlegungen:

Die Regelflriche Qierten Grades vom Typas IY hd tlas Hüceht 0. Ihre Doppellm4te
\s(ht aus der doppelten Leitgera.ilen 7 _'1, Iütgs da glei&zeirtg Selbstberühruig ,rorr-
findet, und aus einem Regelstrahl e, ilcr Doppelradstahl, isotiertei Regelstrahl odei Rück-
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kchrregelstrahl sein kann. Im ersten und zweiten Falle sind zwei Torsalregelstrahlen zweiter

Ordnung ersttr Art, im letzten Falle ein solcher Torsalregelsffahl porhand'en. Die Doppel-

tarse buteht aus dem doppelten Ebenenbüschel mit d,er Achse r : I und, dem einlachen mit
üe Aehse e.

Dem Typus I-IV gehören die Regelflächen vierten Grades erster Art an (vgl. 4).

V. Die Regelflache vierten Grades vom Typus V hat eine dreifache und eine ein-

fache Leitgerade. Die Bildkurve geht dreimal durch den einen und einmal durch den

andern Fundamentalpunkt. Aus der Betrachtung der Bildkurve ergibt sich ohne weiteres:

Die Regetfläche vierten Grad,es vom Typus V ist oom Geschlecht 0; sie hat eine drei-

fache Leitgerad.e I und eine einlache Leitgerade r, beide stets reell. Ihre Regelschar enthtilt

oier (erttl paarweise vereinigte) Torsalstrahlen und kommt nur in d'er hyperbolischen linearen

Kongruenz vor. Die Dappeltorse ist das dreilache Ebenenbüschel mit der Achse r.

VI. Die beiden reellen Leitgeraden r und I vereinigen sich, die Regelschar der

Flache liegt in der parabolischen linearen Kongruenz mit den vereinigten Leitgeraden

r : l. Die Gerade r : I ist dreifache Gerade der Fläche und Achse des Ebenenbüschels

der dreifach berührenden Ebenen. Sie ist zweifache Torsallinie zweiter Ordnung erster

-{rt und einfache Leitgerade der Fläche. Die beiden Kuspidalpunkte auf r : I sind reell

oder konjugiert imaginär. Die Fläche hat das Geschlecht 0. - Einen Sonderfall dieses

T1rp* stellt die Voßsche Regelfläche vierten Grades dar, bei der die dreifache Gerade

eine Rückkehrtorsallinie ist e).

Zum Typus V und VI gehören nur Regelflächen vierten Grades zweiter Art (vgl. 4).

Die Typen I, III kommen in der hyperbolischen und der elliptischen linearen Kongruenz
voro V nur in der hyperbolischen, II, IV, VI nur in der parabolischen.

I-rr-.*'-re fr. I-YI entsprechen den Nr. I, II, VII, VIII, X, XII der von R. Sturmlo)
F.intsililng. Die übrigen sechs T5ryen von Regel{lächen vierten Grades'in der

Sturmschm Einteilung kommen mit ihren Regelscharen in der linearen Kongruenz nicht
roro sondern sind im (allgemeinen oder speziellen) linearen Strahlenkomplex enthalten.

III. Ringsysteme unil Ketten yon Regelflächen zweiten Grailes in iler linearen Kongruonz.

7. Die im Laufe der Ausftihrungen haufig benützte Abbildung der linearen Kon-
grüenz besteht aus der Elimination zweier Linienkoordinaten aus der quadratischen

Plüekerschen Fundamentalbeziehung (mit Hilfe der Gleichungen zweier durch die Kon-
grnenz gehenden linearen Komplexe), aus der Deutung der übrigbleibenden Gleichung

als Flaehe zweiten Grades und aus der stereographischen Projektion dieser Fläche. Da

das Projektionszentrum willkürlich wählbar ist, laßt sich der unendlichferne Kon-
gruenzstrahl in das unendlichferne Element der Bildebene überführen. Dann entsprechen

nieht nur die Kreise der Bildebene den Regelscharen zweiter Ordnung, sondern die Ge-

raden den parabolischen Regelscharen, der Mittelpunkt eines Bildkreises stellt den in
der Kongruenz enthaltenen Durchmesser der zugehörigen Regelfläche zweiten Grades

dar. und konzentrische Kreise sind die Bilder konzentrischer Regelflächen zweiten Grades.

8. Zwei gegebene, einscharig in der linearen Kongruenz enthaltene Regelflachen

nxeiten Grades H?, HZ werden von zwei Systemen von Regelscharen zweiter Ordnung

der Kongruenz umhüllt. Eine gegebene Regelschar R:" des ersten Systemes

5(fr,lü, ..., R:",. . .) berührt .tIf langs eines Regelstrahles r, und berührt ,t/3 langs

,l Yos, Zur Theorie tter windschiefen Flächen, Mathem. Ännalen 8 (18?5), S. 54-135, insbes: S. 134.

r0"r R. Sturm, T,iniengeometrie I, Leipzig 1892, S. 62-61.
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1?6 Eaenzel, Die Geometrie iler I'inewen Strahlenltongruena'

eines Regelstrahles rr; die Berührungen von Ä? und EZ miiÄi sind ungleichartig. Eine

gegebene Regelschar Ri' des zweiten Systemes S'(Ri', Rt',..., R;',.. .) berührt H?

Iängs eines Regelstrahles ri und ä3 langs eines Regelstrahles rj; die Berührungen von

11? und HZ mir Äj' sind gleichartig.

Wir kennen die Darstellung der Regelscharsysteme .S,.9' und der von ihnen um-

hüllten Flächen zweiten Grades H?,HZ in der Bildebene (Fg.2 und 3):

Fig.2. FE 3.

Der Mittelpunktsort aller Kreise, die zwei gegebene Kreise h?, hZ ie gleichartig
oder je ungleichartig berühren, sind 4.yei Kegelsc!ry!-tp...=!sr=.1 4g_q*Sg"punkten in den

Mittelpunkten von h? :lrrrd, h3. Der eine Kegelschnitt /rz ist nnitteipurFisbTt aller gleieh-

artig berührenden Kreise, seine Hauptachse ist die Radiendifferenz von h? und. h7. Der

andere Kegelschnitt lt'z isl Mittelpunktsort aller ungleichartig berührenden Kreise, seine

Hauptachse ist die Radiensumme von äl und rti. Die verschiedenen Möglichkeiten, die

sich aus der gegenseitigen Lage der Kreise n\, nZ nr die Kegelschnitte k', k'' ergeben,

sind durch J. Steiner 11) bekannt. Jede Verbindungsgerade zweier ungleichartiger Be-

rührungspunkte auf den festen Kreisen h\, hZ gltt durch das eine Ahnlichkeitszentrum -I
dieser Kreise, jede Verbindungsgerade zweier gleichartiger Berührungspunkte geht durch
das andere Ahnlichkeitszentrum -4.

In jedem Falle sind die Mittelpunktsorte der beiden Hüllkreissysteme die Bilder
zweier Regelscharen vierter Ordnung erster Art. Der Mittelpunkt jedes Hüllkreises
stellt den in der Kongruenz enthaltenen Durchmesser der entsprechenden Hüllfläche dar.
Die Strahlenbüschel erster Ordnung mit den Ahnlichkeitszentren,4, .I als Mittelpunkten
geben zwei Büschel von parabolischen Regelscharen zweiter Ordnung wieder. Werden
die beiden Systeme von Flächen zweiten Grades, welche die Htillregelscharen tragen,
als Ringsysteme ()on Regelfltichen zweiten Grades bezeichnet, die Flächen zweiten Grades

HI,HZ als deren Leitflrichen, so folgt:
Zwei gegebene Fltichen zweilen Grades n?, nZ werd.en pon zwei Ringsystemen ()on

Regelflächen zweiten Grades umhüllt. Die qr Fkichen des einen Ringsystems berühren die

beid,en Leitfltichen n?, nZ gleichartig, d.ie aL Fltichen des and,ern Ringsystems berühren

11) J. Steiner, Allgemeine Theorie übef das Berühren und Schneitlen der Kreise und der Kugeln, herausgegeben

von Rud. Fueter, Zärich u. Leipzig 1931, $ 32.

Fig. 2.
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sie ungleichartig. Die Mittetpnnlüsorte der Flächen beider Ringsysteme sind zwei ebene

Kuraen eierter Ordnung in d,er Fluchtebene, und ilie in d,er Kongruenz enthaltenen Darch'

nßsser d,er Fltichen beider Ringsysteme erfüllen zwei Regelscharen pierter Ordnung. Die

at strahlönparaboloide durch d,ie q! Paare von Berührungsstralüen der Regelfltichen eines

Ringsystems mit den beid'en Leitfltichen bililen einen Büschel-

Sind die beiden umhüllten Leitflächen H?, H', konzentrisch, so besteht der Mittel-
punktsort beider Ringsysteme aus zwei Kegelschnitten, der Ort jener Durchmesser

aber aus zwei Regelscharen zweiter Ordnung.

9. Die Ringsysteme von einscharig in der linearen Kongruenz enthaltenen Flaehen

zweiten Grades geben zu eigenartigen und interessanten Flächenkonfigurationen Anlaß.

Sie drängen sich uns bei der Betrachtungvon Kreisketten atf. rz;. Wir betrachten n Kreise

,?,r2,...,t, die zwei feste Kreise n\, hZ (gleichartig oder ungleichartig) berühren;
jeder Kreis ro2 schneide den folgenden unter rechtem Winkel und der lelzbe r2^ sei zum

ersten orthogonal. Wir nennen die Folge der Kreise rl, . . ., rf eine zylilisch orthogonale

n-gtied,rige Kreiskette. Von selbst ergibt sich hier der BegriII d'er zyklisch awtopolaren

t<itte (,oi Regelflächen zweiten Grad'es.

Eine n-gliedrige zyklisch autopolare -Rz-Kette besteht aus z einscharig in der

linearen Kongruenz enthaltenen Regelflachen zweiten Grades A?, A?, . . ., R?, . . ., R3

als Gliedern der Kette (z > 3). Jede gegebene Regelflache Ä;2 der Kette ist für die ihr
in der Kette vorangehende und für die ihr nachfolgende Regelflache zweiten Grades

autopolar. Es ist auch Ri ttir .Rt autopolar. Die Kette schließt sich also nach n Gliedern

und umhtillt zwei Regelflachen zweiten Grades H?, HZ als Leitflächen in einem oder

mehreren Umläufen. Sie ist daher stets in einem Ringsystem von Flächen zweiten Grades

enthalten. Eine automorphe Kollineation K det linearen Kongruenz, die das Ketten-

glietl''n! in R;'tibitr-führt, verwandelt auch tl"s btim Aiin'ffi, und'ttai lelzte RPaiin das

erste ,R?. Jede zyklisch autopolare n-gliedrige Kette bedingt eine Kollineation, die

zyklisch vom z-ten Grade ist; ihre z-malige Wiederholung erzeugt die Identitat.

Die beiden Leitflächen H?, HZ der Kette bestimmen einen Büschel von einscharig

in der linearen Kongruenz enthaltenen Flächen zweiten Grades. Jede einzelne Fläche

dieses Büschels geht durch die Kollineation ff in sich über. Die ool Flächen des reziprok
polaren Büschels von Flächen zweiten Grades werden dagegen durch die Kollineation
ineinander überführt; da die Kollineation K zyklisch vom n-ten Grade ist, ordnet sie

die Flächen des reziprok polaren Büschels in Gruppen nt ie n'

IY. Konjugierto Bichtungon unil Polarinvarianzin iler Umgebung oines Kongruenzshahles.

10. Durch einen gegebenen Kongruenzstrahl s der linearen Kongruenz gehen

coz einscharig in der Kongruenz enthaltene Regelflächen zweiten Grades. Sie bilden
einen Bündel und lassen sich auf oo1 Büschel von Regelflächen zweiten Grades verteilen.
Die auf je einen tsüschel entfallenden Flächen berühren je einander längs des Strahles s.

Diese oor.Rz-Büschel durch s sind paarweise reziprok polare -Bz-Büschel im polaren

Raume der Kongruenz $). Jeder von ihnen enthält ein und nur ein Strahlenparaboloid.
Mit anderen Worten:

12) Haenzel, Über eine Klasse von Abelsohen Gleichu:rgen, Jahresber. d. deutschen Mathem.Vereinigung4l

(1931), S.73-79.
ls) Jolles, Die Polarität als Grunillage in der Geometrie der lineareu Strahlenkongruenz, Math. Ztschr. SS

(1S1), S. ?31-e0.
J@nal für Mathematlk. Bd. 1?5. Eeft 3,
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Die aL dwrch einen gegebenen Kongruenzstrahl s gehenden in der Kongruenz ein-
scharig enthaltenen Strahlenparaboloide sind paarweise lüreinaniler polarinvariant, und, ihre
in d,er Kongraenz enthaltenen Regelscharen bilden in il.icser Anordnang eine Inpolntion
koniugierter Regelscharen im polaren Raume d,er Kongruenz.

Beschreibt ein Kongruenzstrahl eine (algebraische oder transzendente) Regel-
schar ffi und passiert er dabei den Strahl s, so wird die Regelschar S - unter der Voraus-
setzung, daß s für sie ein regulärer Strahl ist - von einer und nur einer durch s gehenden
parabolischen Regelschar zweiter Ordnung berührt. Die parabolischen Regelscharen
zweiter Ordnung durch s geben die oo1 Richtungen an, in denen die s eathaltenden Regel-
scharen der Kongruenz durch den Strahl s hindurchführen. Wir nennen sie die qL Kon-
gruenzrichtwngen durch den Kongruenzstrahl s und bezeichnen zwei durch konjugierte
Regelsoharen bedingüe Richtungen als koniugierte Kongruenzrichtangen Mit anderen

Die qL Kongrwenzrichtwngen durch einen gegebenen Kongruenzsffahl s sind paar-
weise konjugiert im polaren Ranme d,er Kongruenz und, bild,en tn dicser Anorilnung eine
Inpolution koniwgierter Richtungen. Führen z:wei {algebraische oder transznnd,ente) Regel-
scharen frt, 4, der linearen Kongruenz in zwei koniugierten Richtungen ilarch s, so ist
ied,e d,ie Regölschar ft, kings s berührende Regelschar zieiter Ordnung lür ieite 8, kings s
berührende Regelschar zweiter Ordnung awtopolar. Insbesondere gitt ilas auch pon d,en

beiden oskwlierenden Regelscharen zweiter Ordnung und den beiden berührenilen parabo-
lischen Regelscharen zweiter Ordnung.

Man erkennt, daß die Involution konjugierter Richtungen eine hyperbolische,
parabolische oder elliptische ist, je nachdem die hyperbolische, parabolische oder ellip-
tische Kongruenz vorliegt. Auch werden zwei,konjugierte.'Riehtungsr-durch den Kon-
gruenzstrahl s in der Bildebene als senkrechte Richtungen durch den Bildpunkt'.1 clar-
gestellt.

1,L. Zwei Systeme von Regelscharen der linearen Kongruenz, die sich überall in
konjugierten Richtungen durchdringen, bezeichnen wir als koniugierte Systeme tton
Regelscharen, ihre Trägerflächen als koniugierte Flächensystenxe. Als Beispiele konju-
gierter Systeme von Regelscharen in der linearen Kongruenz seien hier die folgenden
angeführt:

a) Zwei reziprok polare 13) Büschel Br, Br von Regelscharen zweiter Ordnung;
sie senden durch einen jeden gegebenen Kongruenzstrahl zwei füreinander autopolare
Regelscharen zweiter Ordnung; ihre Bilder sind zwei zueinander senkrechte Kreisbüschel.

b) Besteht der eine der beiden reziproken Büschel von Regelscharen zweiter Ord-
nung aus parabolischen Regelscharen, so haben diese außer dem unendlichfernen Kon-
gruenzstrahle noch einen im Endlichen liegenden Kongruenzstrahl s gemein. Die col
Regelscharen des anderen Büschels liegen dann auf konzentrischen Strahlenhyper-
boloiden und diese haben den Kongruenzstrahl .s zum gemeinsamen Durchmesser. Als
Bild erscheint jetzt der Geradenbüschel durch den Bildpunkt J des Strahtes ö und
der Büschel konzentrischer Kreise um 

^S.

' c) Insbesondere lassen sich aus Regelscharen vierter Ordnung erster Art kon-
jugierte Systeme von Regelscharen herstellen. In der Bildebene erscheinen sie im all-
gemeinen als zwei orthogonale Scharen von ebenen Kurven vierter Ordnung (Fig. Nr.4)1a).
Haben die Regelscharen vierter Ordnung der beiden konjugierten Systeme den unend-

ra) Orthogonale Netze aus Kurven vierter Orclnung behandelte zuersü Darboux, a, a. O.c), S.58.
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liohfernen Kongruenzstrahl zum Doppelregelstrahl oder zum isolierten Regelstrahl, so

bilden sie sich als konfokale Kegelschnitte ab'

{.2. Die nun folgenden Untersuchungen beschränken sich auf die elliptische lineare

Kongruenz. Sie läßt sich auf die Kugel und auf die Ebene der gewöhnlichen komplexen

Zablä" abbilden. Die in der Theorie der analytischen Funktionen verwendeten BegrilTe:

Bereich, Weg u. a. sollert daher auf die elliptische lineare Kongruenz übertragen werden.

Eine einfach geschlossene, stückweise aus regulären Regelstrahlen bestehende

Regelschar der Kongruenz, die nicht durch den unendlichfernen Kongruenzstrahl geht,

beg"renzt einen einlich zusammenhringend.en end,lichen Bereich der elliptischen linearen

KJrrgrn.rr". Da zwei Kongruenzstrahlen sich niemals reell schneiden, erfüllen die co2

Konlruenrstrahlen des Bereiches das von der Regelschar umgrenzte Raumstück ein-

tach] Zwei gegebene Regelstrahlen des Bereiches lassen sich stets durch Wege, d-h.

Regelscharenlv"erbinderr, diu gutt" dem Bereiche angehören. Die Rolle des Kreisbereiches

aäft iu diesery- lqsamnenh+ugq dor.Ilyperboloidber,eieh, Dee Kreis kz der komtplexen

Z'ahlenebene entspricht einer hyperbolischen Regelschar ß2, sein Mittelpunkt /)y' dem

in der Kongruenz enthaltenen Durchmesser rn des zugehörigen Hyperboloides. 
_Dieser

Durchmesser rn schneideü das Hyperboloid niemals in reellen Punkten. Der Hyper-

boloidbereioh besteht demnach aus der Menge aller von der hyperbolischen Regelschar

umschlossenen Kongruenzstrahlen, die auf derselben Seite des Hyperboloides verlaufen

wie der Asymptotenkegel.

Die für den Regularitätsbereich einer analytischen Funktion w : l@) in der kom-

plexen Zahlenebene Lewirkte Abbildung überträgt sich sinngemäß auf die elliptische

iiou"r" Kongruenz I insbesondere aber findet das ganze Verfahren der analytischen Fort-

setzung länts einer Kreiskette und die bekannte Entwicklung des analytischen Gebildes

aus einem Funktionselemente hier wie dort seine Anwendung; dabei ist die Kreiskette

der Zahlenebene durch die Kette oon Regelscharen zweiter Ord'nang zu ersetzen'

Weil nun die konfornen Abbildungen orthogonale Kurvennetze des Regularitäts-

bereiches in ebensolche überführen, so verwandelt die durch eine analytische Funktion

bedingte Abbildung der elliptischen linearen Kongruenz konjugierte Richtungen !vgl. t0)

und k-onjugierte Systeme von Regelscharen (vgl, tt) in ebensolche; sie erhtilt die Polarität

im Kleinen.

Diese übertragung der Funktionentheorie analytischer Funktionen in die Linien-

geometrie liefert .rr. u. .itt sehr allgemeines Verfahren für die Transformation von Regel-

flächen.

13. Gegeben seien zwei reziprok polare rr1 Büschel Br(ffi2), Bu(fr',) von Regel-

23*

1?9

FrC. 4.
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scharen zweiter Ordnung der elliptischen lingaren Kongruenz. Die oor Regelscharendes einen Büschers Br(ffi,) gehen äurch zwei reelle c"uriast"aNen [r, fr, die Lr Reger_scharen des anderen Btischels Brr(ffit) gehen durch "*"i t or;ogiert imaginäre Grund_strahlen' Jede Regelschar des einen Eüschels ist ftu ax; Regelscharen des anderenautopolar' Die Bilder in der Ebene sind^zwei_o*logo"J-Kreisbtisch el B1(kz), Bu(k ).Die oo1 Kreise des einen Büschers B{k ) gehen aä"n 
"*.i reelre Grundpunkte, ge-geben durch die komplexen Zahlen sr, sr.

Eine automorphe Kolineation der Kongruenz, die dea Grundstrahl i, in denunendlichfernen Kongruenzstrahl und den_ör'ndi* i 
" 

einen vorgegebenenstrahl o überführt, verwandelt den Büschel Br(ffit) in aeo g;r*ner parabolisciri nug"t-scharen zweiter ordnung durch o und a* g;.Ä"i AE", ia den Bnschel konzen_trischer Regelscharei 
-1*gj.tr" 

ordnung 
.mit-o "t, g"onÄo** Duruhmesser. Ia der

äffi'äfT::tf#lollineation als lebrochene tin-eare-r;rormarion derkomplexen

I A 
- 

Sa

z_s2 (a komplexe Konstante),

und jene beiden Büschel v-on Regelscharen zweiter ordaung stellen sich dar als Geraden-

Itr ff*if, J;. = ;,: T:l#;*;T,XX-sp 
un kt und ars uoät;*rc. K*i,bü;l J 

- 

1,, | :,

Die analytische Funktion verwandelt also auch die beiden reziprok polaren Büschelvon Regelscharen zweiter ordnung &(ffirl, Bu(ffir) t;;;;i konjugierre sysreme vonRegelscharen vierter- ordnung erstä A"i, d""gu.iuli a*rn di" 
"og"g*benen 

konfokalenEllipsen und Hyperbeln (vgl. lI, c).
Die Regelsch"rt" 

"j:-r1er 
ordnung des einen konjugierten systems {sie eind durchkonfokale Ellipsen abgebildet) haben'den unendlichferien Kongruenzstmhl zum iso-Iierten Regelstrahl, die Regelscharen de1 anderen (algebildet auf die konfokalenHyperbeln) haben ihn zum öoppelstrahl (vgl. ll, c). 

r--o-
Die Inversion am Kreise vom Radius g um den Anfangspunkü oder auch die Trans-formation:

verwandelt die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln in die beiden orthogonalen scharenvon bizirkuraren Kurven vierter ordnung [rig. r1 nit den Greichungen:

(tz 4 yz'12 (* -#)' -t ,* * uz) : o,
(nz 4 gzlz sinz2c - 4qz(xz * yr) - 0.

Der Inversionskreis ist in der elliptischen linearen Kongruenz durch eine Rqet-schar zweiter ordnung'vertreten, und zwei inverse punkte Ju"ch zwei reziprok polareKongruenzstrahlen in bezug u,rf di. von den negelscharen bedeckten Rqgüächen

ab:
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h lirmrsion entspricht einer primtiren Involution in der linearen

A t-*""aat dämnaoh öe speziellen I""j"Tt*:" :t:*;::l
H;[äffi;ä""*a .ng.*ri"" 

-koniugierte 
sysreme solcher Reger-

furi die algegebene Transformation der linearen Kongruenz

lffiäd;'p?ü'i'ou"ianter Reget:'l*l- 1T:1:: ::i::::
';iätTö;;t;. svsteme von Regelscharen vierter ordnung

enster Ärt übwführt.

tingegangen 3. Januar 1936'

fig- 5.


