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SYNTAX

1. Logische Symbole:
1.1: Wie in der Aussagenlogik: T, L; =; V, A, =, <>
1.2: Quantoren: V, 3.

2. Nichtlogische Symbole: Signatur X = (2, ),
2.1: Q Menge von Funktionssymbolen. Notation: f/n: f hat Stelligkeit n > 0,
2.2: I Menge von Pradikatensymbolen. Notation: p/m: p hat Stelligkeit m > 0.
(Das Gleichheitspradikat &~ kann (muss aber nicht) enthalten sein.)

Funktionsssymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Konstante
Préadikatensymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Aussagenvariablen
3. Variablen: X vorgegebene Menge von abzihlbar unendlich vielen
Symbolen ist, die wir fiir (die Bezeichnung von) Variablen verwenden.
e Terme
o Formeln

e Substitutionen




SEMANTIK

o Y -Struktur

A= (U, (fa:U" = U)t/nea, (Pa € U™)p/men)
wobei U # 0 eine Menge, genannt Universum von A.
e Valuation: Abbildung 8 : X — U
e Wert eines Terms in A bzgl.

e Wahrheitswert einer Formel in A bzgl. 8




BEISPIEL

Uyn={0,1,2,...}
Oy =0 € Uy
syt Uy — Uy, sn(n) =n+1
+N: Ué—) Uy, +n(n,m)=n+m
*N U§ — Uy, *n(n,m)=n%xm
<n= ‘“kleiner-gleich” C Ué
<n= ‘“kleiner" C U§
Mit B(x) = 1, B(y) = 3 ergibt sich beispielsweise:

N(B)(s(x) + s(0)) =
N(B)(x +y = s(y))
N(B)(Vx,y(x +y = y + x))
N(B)(Vz z < y)
N(B)(Vx3y x < y) =

Il
= O = = W




BEISPIEL

(1) N(B)(s(x) + s(0)) = sn(B(x)) +n sn(0n) = (1 +1) +(0+1) =3
(2) N(B)(x+y=s(y) =1
Erklarung:

NB)(x+y)=B8(Xx)+nB(y)=1+3=4
N(B)(s(¥)) = sn(B(y)) =3+ 1 =4

@) NB)(Vx,y(x+y =y +x))

min N(B[x — a])(Vy(x +y = y +x))
= min min N(B[x — a,y = b)(x +y = y +x)
= min N(Blx = a,y = bl)(x +y ~ y +x)

1

da fiir alle a, b € N:
N(B[x + a,y — b))(x+y)=a+b=b+a=N(B[x — a,y — b])(y + x)




BEISPIEL

(4) N(8)(Vz z < y) = min N(Blz ~ al)(z < y) =0
Erklarung:

Falls a =4, so N(B[z — a])(z < y) =0, da:
N(B[z+ a])(z) =a=14
N(B[z — a])(y) = B(y) =3
und (4, 3) €<n.

(5) N(B)(Vx3y x < y)=min N(B[x — a])3y x <)
=min_max NBx = aym—b)(x<y)=1
Erklarung:
Fiir jede Zahl a € N: max N(B[x = a,y = b))(x < y) =1,

daesgibtb=a+1€eNmitN(B[x—ay—b)(x<y) =1
weil N(B[x — a,y — b])(x) = a
N(B[x = ay—b)(y) =b=a+1 und (a,a+1) €<n.




GULTIGKEIT UND ERFULLBARKEIT

Definition. F gilt in A unter 3:

A BEF gdw. AB)(F)=1

Definition. F gilt in A (A ist Modell von F):
AEFgdw. A BEF, firalle g: X — Uy
Definition. F ist (allgemein-) giiltig:
E Fgdw. A= F, firalle A€ X-Str

Definition. F heiBt erfiillbar gdw. es A und 3 gibt, so dass A, = F.
Sonst heiBt F unerfiillbar.




FOLGERUNG UND AQUIVALENZ

Definition. F impliziert G (oder G folgt aus F), i.Z. F = G
gdw. fiir alle A € X-Str und B : X — Uy4 gilt:
Falls A,B = F,so A, B EG.

Definition. F und G sind dquivalent
gdw. fiir alle A € £-Strund B : X — Uy gilt:
A, B = F genau dann, wenn 4,8 = G.

Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise:

Definition. N = G gdw.
fir alle A € X-Strund 8: X — Uy:
falls (A, B |= F, fiir alle F € N), so (A, 8 = G).




FOLGERUNG/AQUIVALENZ UND GULTIGKEIT

|Satz. F = G gdw. (F — G) ist giiltig |

Beweis
FEG gdw. firalle A€ ¥-Strund B: X — Uy4: Falls A,B = F,s0 A, B E G.
gdw. fiir alle A € X-Strund 8 : X — Ua: A(B)(F) =5 A(B)(G) =1
gdw. fiiralle A € ¥-Strund B8: X — Us: A(B)(F > G) =1

Satz. F und G sind dquivalent gdw. (F + G) ist giiltig. |

Beweis
F und G sind dquivalent gdw. FEGund FEG
gdw.®. EF—->GundEG—F
gdw. EF <G




GULTIGKEIT UND UNERFULLBARKEIT

Nachweis von Giiltigkeit (und damit Folgerung oder Aquivalenz) durch
Unerfiillbarkeitstest:

F giiltig genau dann, wenn —F unerfiillbar

N |= F genau dann, wenn N U —F unerfiillbar




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

Quantoren gleicher Art kommutieren
VxVy ist das gleiche wie VyVx
dx3y ist das gleiche wie JyIx

Informell: Fiir jede Formel F gilt: VxVyF = VyVxF; 3x3ayF = Jy3axF.

Theorem
Sei X = (£, M) eine Signatur. Fiir alle ¥-Formeln F gilt:

(1) VxVyF=VyVxF

(2) 3IxIy F=3JyaxF




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

Beispiel:
Vx3dy Mutter(y, x) Jeder hat eine Mutter (richtig)
JyVx Mutter(y, x) Es gibt eine Person, die die Mutter von jedem ist

(falsch)

Bemerkung: Vx3yF = JyVxF gilt nicht immer.
Es gibt eine Formel F so dass Vx3yF und dyVxF nicht logisch dquivalent.

Theorem. Sei ¥ = (€, 1) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F gilt:
IxVy F =Vyax F

Es gibt eine Signatur X = (€, 1) und eine Formel F mit:
Vx3y F (£ JyVx F




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

Dualitat der Quantoren
Vx... ist das gleiche wie =Ix—...

dx... ist das gleiche wie =Vx—...

Beispiel:
Vx mag(x, eiscreme) ist das gleiche wie =3x —-mag(x, eiscreme)

Ix mag(x, broccoli) ist das gleiche wie =V x —mag(x, broccoli)

Informell: Fiir jede Formel F gilt: VxF = —-3x—~F; AxF = -Vx-F.

Theorem. Sei ¥ = (2, ) eine Signatur. Fiir alle ¥-Formeln F gilt:

(1) Vx F = —-3x-F
(2) dx F = ~Vx—F




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

V distributiert iiber A

Vx(... A ...) ist das gleiche wie (Vx...) A (Vx...)
Beispiel
Vx (studiert(x) A arbeitet(x)) ist das gleiche wie

(Vx studiert(x)) A (Vx arbeitet(x))

Informell: Fiir alle Formeln F, G gilt: Vx(F A G) = VxF A VxG.

Theorem. Sei X = (£, ) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F, G gilt:
Vx(F A G) = VxF AVxG




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

3 distributiert iiber v

Ix(... V ...) ist das gleiche wie (Ix...) V (Ix...)
Beispiel
Ix (gerade(x) V ungerade(x)) ist das gleiche wie

(Ix gerade(x)) V (Ix ungerade(x))

Informell: Fiir alle Formeln F, G gilt: Ax(F Vv G) = 3xF v 3xG.

Theorem. Sei ¥ = (£, M) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F, G gilt:

Ax(FVG)=(3AxF)Vv(3IxG)




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

V distributiert NICHT iiber v
Vx(... V...) ist NICHT das gleiche wie (Vx...) V (Vx...)

Beispiel
Vx (gerade(x) V ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Vx gerade(x)) V (Vx ungerade(x))

Theorem. Es gibt eine Signatur X = (2, 1) und X-Formeln F, G mit:
Vx(F V G) # VxF V YxG

(1) VxF vV VxG = Vx(F V G)
(2) Vx(F V G) £ VxF V VxG




EIGENSCHAFTEN VON QUANTOREN

3 distributiert NICHT iiber A
Ax(... A ...) ist NICHT das gleiche wie (Ix...) A (Ix...)

Beispiel

dx (gerade(x) A ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Ix gerade(x)) A (Ix ungerade(x))

Theorem. Es gibt eine Signatur ¥ = (€, ) und X-Formeln F, G mit:
Ax(F A G) # 3xF A IAxG

(1) Ax(F A G) E IAxF A IXG
(2) IxF A 3G £ Ax(F A G)




ZUSAMMENFASSUNG /WICHTIGE AQUIVALENZEN

Wichtige Aquivalenzen

VxVyF = VyVxF

AxIyF = Ay3IAxF

Vx(F A G) = (VxF) A (VxG)

Ix(F vV G) = (AxF) Vv (IxG)

VxF = —3x—F —VxF = 3Ix-F
AxF = ~Vx—F —3dxF = Vx-F




ZUSAMMENFASSUNG /WICHTIGE AQUIVALENZEN

o VxVyF = VyVxF
e dx3JyF = JydxF

e Vx(F A G) = (VxF) A (VxG)
e Ix(FV G) = (IxF) Vv (IxG)

o VxF = —Ix—F —VxF = Ix-F

o IxF = ~Vx—-F —3dxF = Vx—F
Falls x in der Formel H nicht vorkommt, dann:

o (VxF(x))V H = Vx(F(x)V H)

o (VxF(x)) A H=Vx(F(x)AH)

e (IxF(x)) vV H=3Ax(F(x)V H)

e (IxF(x)) A H = 3x(F(x) A H)




ZUSAMMENFASSUNG

Aber Vorsicht

Vx3IyF # AyVxF
e JyVxF = Vx3IyF
o Vx3yF [~ yVxF

Vx(F V G) # (VxF) V (VxG)
e (VxF)V (VxG) = Vx(F V G)
o Vx(FV G) £ VxF vV VxG

Ax(F A G) # (IxF) A (IxG)
e Ix(F A G) E (IxF) A (3IXG)
e (IxF) A (IxG) = IAx(F A G)




ANDERE WICHTIGE AQUIVALENZEN

(FAF)=F (FVF)=F

(Idempotenz)

(FAG)=(GAF) (FVG)=(GVF)

(Kommutativitét)

(FA(GAH)=((FAG)AH)
(FV(GVH)=((FVG)VH)

(Assoziativitat)

(FA(FVG)=F
(FV(FAG)=F

(Absorption)

(FA(GVH))=((FAG)V(FAH))
(FV(GAH))=((FVG)A(FVH))

(Distributivitat)

(—|—\F) =F

(Doppelte Negation)

~(F A G) = (=F V G)
=(FV G) = (—F A—G)

(De Morgan's Regeln)

(FA) G) E(ﬁG%ﬁF)

(Kontraposition)

(F—>G)=(—-FVG)
FoG=(F—>G)A(G—F)

(Elimination Implikation)

(Elimination Aquivalenz)




STRUKTURELLE INDUKTION

B Fir Terme

B Fiir Formeln in Pradikatenlogik




STRUKTURELLE INDUKTION: TERME

(Menge Tz (X) der X-Terme: )
Die kleinste Menge mit: & X C Tx(X)
Wenn e f €Q,

e n ist die Stelligkeit von f

dann f(t,.... tn) € Ts(X)
\\§




STRUKTURELLE INDUKTION: TERME

¥ =(Q,n)

Sei p(t) eine Eigenschaft der X-Terme in Pridikatenlogik
Behauptung: Fiir alle Terme t, p(t) gilt

Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(t) gilt fiir t € X und fiir alle Konstanten.

Sei t ein Term (nicht Variable oder Konstante).
Induktionsvoraussetzung:
p(s) gilt fiir alle Teilterme s von t (mit s # t)

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(t) gilt:

Fallunterschied iiber alle f € Q mit t = f(t,..., tn).




STRUKTURELLE INDUKTION: FORMELN

(Menge Fory der Formeln iiber %:
Die kleinste Menge, die

o Alle atomaren Formeln enthilt,
e T € Fory, L € Fory,

e Wenn F, G € Fory, dann auch
-F.FANG, FVG F— G, F < G ¢ Forg,

e Wenn F € Forys und x € X, dann
VxF € Fory,AxF € Forys




STRUKTURELLE INDUKTION: FORMELN

Sei p(F) eine Eigenschaft der ¥-Formeln in Pradikatenlogik

Behauptung: Fiir alle Formeln F, p(F) gilt

Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:

p(F) gilt fiir F € {T, L} und fiir alle atomaren Formeln.

Sei F eine Formel (nicht atomar oder T oder _L).

Induktionsvoraussetzung:

p(G) gilt fiir alle Teilformeln G von F (mit G # F)

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(F) gilt:

Fall 1 F =-G Fall 2
Fall 3 F=G NGy Fall 4
Fall5 F =G+ G Fall 6

Fall 7

F=G VG
F=G — G
F =VxG
F =3xG




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A,BEF[t/x] gdw. A, B[x — AB)t)] EF

Beweis: Strukturelle Induktion

Plan: Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma: Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3,
Variable x und Terme t;, t:

A(B)(tilt/x]) = A(Blx — A(B)(1)])(t;)




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Lemma: Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3,
Variable x und Terme t;, t:

A(B)(ti[t/x]) = A(B[x—A(B)(1)])(t:)
Beweis Strukturelle Induktion

p(ti)  AB)tilt/x]) = A(BIx—A(B)()])(t:)
Zu zeigen: Fiir alle Terme t;, p(t;) gilt.

1. Induktionsbasis: p(t;) gilt fiir t; € X und fiir t; = ¢ Konstante.
Fall 1: t; € X.
e Fall 1a: t; = x. Dann: ti[t/x] = t.
AB)(ti[t/x]) = A(B)(t) = A(BIx—A(B)(1)])(x) = A(BIx—A(B)(1)])(t:).
e Fall la: ti = y, mit y # x. Dann: tj[t/x] =y
AB)(tilt/x]) = A(B)(y) = A(BIx—A(B)()])(y) = A(BIx—A(B)()])(t:).
Fall 2: t; = ¢, ¢/0 € Q (Konstante). Dann: t;[t/x] = ¢
A(B)(ti[t/x]) = A(B)(c) = ca = A(B[x—A(B)(t)])(c) = A(Blx—A(B)(1)])(t:)-




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Lemma: Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen £,
Variable x und Terme t;, t:

A(B)(ti[t/x]) = A(BPx—A(B)(1)])(t)
Beweis (ctd.)

2. Induktionsvoraussetzung: Sei t; Term (nicht Variable oder Konstante).

Annahme: p(s) gilt fiir alle Teilterme s von t; (mit s # t;)

3. Induktionsschritt: Zu zeigen: p(t;) gilt, wobei t; = f(s1,. .., Sn).
ABElt/x]) = AB)(F(si-- -, sn)[t/x]) =
= AB)(f(si[t/x], ..., sa[t/x]) = (Anw. Subst.)

= fa(AB)(slt/x]). - - -, A(B)(sn[t/x]))

= fa(ABIx = AB)B](s1), - - - A(BIx = A(B)(1)])(sn))
A(Blx = AB) D (s1, - - -, sn))

= A(Blx = AB)(B)(%)




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A B Flt/x] gdw. 4 B[x — AB)(t)] E F

Beweis: Strukturelle Induktion

1. Induktionsbasis: Zu zeigen: Die Eigenschaft gilt fiir T, L und alle atomaren Formeln.
Fall 1: F =T Dann F[t/x] =T;
A(B)(FIt/x])=A(B)(T)=1=A(Bx—A(B)())(T)=A(Bb—A(B) ()] (F)
Fall 2: F = 1 Dann F[t/x] = L;
A(B)(FIt/x])=A(B)(L)=0=A(Bx—A(B)()])(L)=A(Bx—>A(B)(t)])(F)-
Fall 3: F =p(t1,..., t,) mit p/n € M. Dann F[t/x] = p(t1[t/x], ..., ta[t/x]).
AB)FIt/D=AB)(p(tlt/], ... talt/x]))=1 iff (A(B)(t2[t/X]). ... A(B)(ta[t/x]))EPA

A(BP—AB) () (p(t1, -, t))=Liff (A(Bx—A(B)(D)])(11), -, A(Bx—A(B)(B)])(tn))EP,
Lemma: A(B)(ti[t/x]) = A(B[x—.A(B)(t)])(t;). Aquivalenz folgt daraus.




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle ©-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B | Flt/x] gdw. A, Blx — AB)(t)] E F

Beweis: ctd.
2. Induktionsvoraussetzung: Sei F eine Formel (nicht atomar oder T oder L).
Annahme: p(G) gilt fiir alle Teilformeln G von F (mit G # F)
3. Induktionsschritt: Zu zeigen: p(F) gilt:
Fall 1: F = —G. Dann F[t/x] = —=(G[t/x]).
A(B)(F[t/x]) = A(B)(—(G[t/x]) = 1 iff A(B)(G[t/x]) = 0 iff (Ind.Voraus.)
A(BIx—A(B)(D)])(G)=0iff A(B[x—A(B)()])(~G)=1 iff A(B[x—A(B)(D)])(F)=1
Fall 2-5: F = GiopGy, op € {V, A, —, <>}. Dann F[t/x] = Gi[t/x]opGz[t/x].
A(B)(Flt/x])=A(B)(G1[t/x]opG2[t/x])=A(B)(G1[t/x])opg A(B)(Ga[t/x])= (1.V.)
A(Blx—A(B)(1)])(G1)opg A(BIx—A(B)(1)])(G2)=A(B[x—A(B)(1)])(G10pG2).

F




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E Flt/x] gdw. A B[x = A(B)(t)] E F
Fall 6: F = VyG.

Fall 6.1: y = x. Dann F[t/x] = VxG[t/x] = VxG.
A(B)(FIt/x)=A(B)(VxG)=min{ A(B[x > a])(G) | a € Ua}
A(BPe— AB)(E)(YXG)=min{ A(B[x—>A(B)(t)]x—a])(C) | a € Ua} =
min{A(B[x — a])(G) | a€ Ua}.

Fall 6.2: y # x, t enthilt nicht y. Dann F[t/x] = VyG[t/x] = Vy(G[t/x]).
A(B)(Flt/x])=A(B)(Vy(G[t/x])=min{ A(Bly—a])(G[t/x])|]a€UA} = (Ind.Vor.)
min{ A(Bly—a, x—A(Bly—a])(t))(G)|lacUa}=

min{ A(B[y+ra, x—A(B)(t)])(G)|acUa} (y kommt in t nicht vor)
A(Blx—AB)()(VyG)= = min{ A(B[x—A(B)(t)lly—a])(G)|a€Ua}=
min{ A(Bly — a,x—A(B)(1)])(G) = [a€U}.




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A,BEF[t/x] gdw. A B[x = AB)t)] EF
Fall 6: F = VyG.
Fall 6.3: y # x, t enthdlt y. Dann F[t/x] = Vy’G[y’/yl[t/x].
A(B)(FIt/x1)=A(B)(Vy' (Gly’ /ylit/x])=
—min{ A8l 2l (GLy' /¥][t/x])|acUa} = (Ind.Vor.)
= min{A(Bly’—a x> A(Bly’—a])(1))(Gly /y])|a€U.a}= (Ind.Vor.)
= min{A(Bly’—a, x—A(Bly"al)(t), y—a])(G)|lacUa} =
[Rem: A(Bly"+—a, x> A(Bly’ —a]) (1)) (v") = 4]
= min{ A(B[x—A(B)(t), y+>a])(G)|ac€Ua} (v’ kommt in t u. G nicht vor
A(Blx—A(B) (1)) (VyG)=min{ A(B[x—>A(B)(t)l[y—>a])(G)la€Ua}=
—min{A(Bly > a x> A(B)(D])(G)aEUA}.




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B k= Flt/x] gdw. A, Blx = AB)(t)] = F

Fall 7: F =3yG.
Ahnlich zu Fall 6.




SUBSTITUTIONEN UND VALUATIONEN

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F, Variablen x
und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, Blx—A(B)(t)] EF

Allgemeiner gilt fiir beliebige Substitutionen o

Theorem.
A BEFo gdw. A, Boo EF,

wobei oo : X — A die Wertebelegung mit 8 o o(x) = A(B)(x0o), fiir
alle Variablen x.

Beweis: o = [t1/x1, .. . ta/Xn]
Induktion nach Anzahl n von Variablen in dom(c) = {x1,...,xa}




UMBENENNUNG VON VARIABLEN

Lemma

Fiir alle X-Formeln F, Variablen x gilt:
VxF =VzF[z/x]

wobei z eine neue Variable ist.




ZUSAMMENFASSUNG: SYNTAX UND SEMANTIK

Pradikatenlogische Signatur

Term, Atom, Formel

Pradikatenlogisches Modell

Auswertung von Formeln in Modellen
Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit
untereinander und mit A, V)

Substitutionslemma







