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KLAUSELNORMALFORM (KONJUNKTIVE
NORMALFORM

Transformationsregeln =k
1) (F&G) =k (F=GA(G—=F)
2 (F—=G) =k (-FVG)
3) ~(FVG) =k (~FA-G)
(4) —(FAG) =k (-FV-G)

(5) -—F =k F
(=) -VxF =k dx-F
(—3) -3IxF =k VxF (NNF)

(P) Prinex Normalform
(S) Skolemisierung
(6) (FAG)VH =k (FVH)A(GVH)

(M (FAT) =k F
(8) (FAL) = 1
9) (FVT) =k T
(19) (Fvl) =« F (KNF)




UBERSICHT

F =Zp Qui...Quvn G (G quantorenfrei)  Pridnexnormalform
=<5 Vxi,....xn H (H quantorenfrei)  Skolemnormalform
ko0
=k Yxi, ..., xn V Li Skolemnormalform
_— a1 a1 mit Matrix in KNF
weglassen [
Klauseln ¢;
Fr

N={G....,C} heiBt Klausel(normal)form (KNF) von F.
Merke: Die Variablen in Klauseln sind implizit allquantifiziert.
Falls F freie Variablen enthilt, werden diese Variablen mit Konstanten ersetzt

(F(x) erfiillbar gdw. IxF(x) erfiillbar)

’Theorem: F ist erfiillbar, gdw. F’ erfiillbar, gdw. N erfiillbar.

Viel Optimierungspotential vorhanden, wenn nur Erfiillbarkeit bewahrt werden muf8
und kann: GréBenexplosion, kleine Stelligkeit von Skolemfunktionen.




BEISPIEL

F = Elz((Vx(p(u, z,x))) = (Vy(q(z.y) A 3xr(y, x)))))




BEISPIEL

F .= Elz((Vx(p(u, z,x))) = (Yy(a(z. y) A (3xr(y, x)))))

Pré@nexnormalform:

F

3z{ (=V¥xp(u, 2, x)) V (Yy(a(z, y) A (Fxr(y, x))))
3z( (Fx—p(u, z,x)) V (¥y(a(z. y) A @xr(y, x))) )) (NNF)

3z( (De—p(u, 2,x)) V (Yy(a(z. ¥) A (Bxar(y, x )])) (Bereinigung)

= Az3xVyIxi(-p(u, z, x) V (q(z, y) A r(y.x1))) (Prénexnormalform)

It

Il




BEISPIEL

(7= EIz((Vx(p(u, z,x))) = (Yy(a(z,y) A @xr(y. x)))))

Pranexnormalform:
Fo= 32((Waplu200) V (W(al@ ) A Gerr) )
= 32 @xp(0.20) V ((ale N A Grra))  (NNF)
= 3z( @xplu2.%)) V (Vy(alz y) A @arly, xﬂ)))) (Bersinigung)
= Jz3AxVyIxi(—p(u, z, x) V (q(z, ¥) A r(y. x1))) (Préanexnormalform)

Skolemisierung u = sk, z — sk;; x = sk x1 = sk (v)

=35 Vy(p(ske, skz, sk) V (q(skz, y) A ry, sk (v))))

(Erfiillbarkeitsiquivalente Formel in Skolemnormalform)




BEISPIEL

F:=13z ((Vx(p(u, z,x))) — (Vy(a(z, y) A 3xr(y, x)))))

Pré@nexnormalform:

Fo= 3z((Veelu 2. 0) v (Wlaz ) A Gy )
= 3z( (@x-p(u,z.%)) V (Y¥(a(z y) A @xr(y, x)))) (NNF)
= 3:((@pu27) V (Y(ale ) A (Brarly, ) ) (Bereinigung)
= 2z3xVydxi(—p(u, 2, x) V (g(z, ) A r(y. %)) (Pranexnormalform)

Skolemisierung u > sk, z — sk;; x — sky; x1 = sk (y)
=% Vy(—p(sku, skz, sk) V (a(skz, ) A r(y, sk (¥))))
(Erfiillbarkeitsaquivalente Formel in Skolemnormalform)

Skolemnormalform mit Matrix in KNF:
=k Vy((—p(sky, skz, sk) V q(skz, y)) A (—p(sku, skz, ske) V r(y, sk (¥))))
Klauselmenge: N = {{—p(sku, Skz, Sk), q(skz, ¥)}, {-p(sku, sk, ske), r(y, sk (¥))}}




RESOLUTION FUR GRUNDKLAUSELN

Aussagenlogische Klauseln entsprechen Grundklauseln und umgekehrt.

Resolutionsregel:
CuU{A} {-A}UuD
cubD

C U D: Resolvente
A: resolviertes Atom




BEISPIEL

® oo oa W

{=P(f(a)). Q(b)} (gegeben)
{P(f(a)), Q(b)} (gegeben)
{-P(g(b a)). —~Q(b)} (gegeben)
{P(g(b.a))} (gegeben)
{Q(b)} (Res. 2. in 1.)
{=P(g(b 2))} (Res. 5. in 3.)

1 (Res. 4. in 6.)




RESOLUTION FUR GRUNDKLAUSELN

Resolutionsregel:
CVA _-AVD

cvD

CV D: Resolvente
A: resolviertes Atom

Faktorisieren:
CvLiLvlL

Cvli

V" wird in Klauseln als assoziativ und kommutativ aufgefaBt.




BEISPIEL

Ol Ny O L e

10.

—P(f(a)) vV —P(f(a)) V Q(b)
P(f(a)) vV Q(b)

—P(g(b. a)) v —Q(b)

P(g(b. a))

—P(f(a)) v Q(b) V Q(b)
-P(f(a)) v Q(b)

Q(b) vV Q(b)

Q(b)

—P(g(b. a))

1

(gegeben)
(gegeben)
(gegeben)
(gegeben)
(Res. 2.in 1.)
(Fakt. 5.)
(Res. 2. in 6.)
(Fakt. 7.)
(Res. 8. in 3.)
(Res. 4.in 9.)




KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT

B Aussagenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig.
B Mengennotation: Resolutionsregel

B Klauselnotation: Resolutionsregel + Faktorisieren




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Grundidee

B Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution
komplementires Paar von Literalen erzeugen




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Maglichkeit fiir Resolutionsregel

G u {L} GuU {ﬁl'.'}
CoU Go

wobei

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

e g(L) =a(L)




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementires Paar
von Literalen erzeugen

Maglichkeit fiir Resolutionsregel

G u{L} G U {-L"}
CioU Go

wobei

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

e o(Ll)=o(L")

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = (L")
Idee: Wihle die “allgemeinste” Substitution, mit o(L) = o (L)




BEISPIEL

{p(x.f(x)).q(f(x))} {~r(f(y)).~a(y)}
{p(x.F(x))a,~r(fly))c}

L=q(f(x)). L' = q(y)

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’):
o1 o1(x) = a, o1(y) = f(a)
o1 a1(x) = f(a), o1(y) = £(f(a))




BEISPIEL

{p(x.f(x))q(f(x))} {—r(f(y)).ma(y)}
{p(x.f(x))o,=r(f(y))e}

L=q(f(x)). L’ = q(y)

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit (L) = o(L’):
o1 o1(x) = a, a1(y) = f(a)
o1 o1(x) = f(a), a1(y) = £(f(a))

Idee: Wihle die “allgemeinste” Substitution, mit o(L) = o (L")
a(f(x)) = a(y) = )Ly = y < f(x)
o =[f(x)/y] o(y) =f(x) o(z) =zfor z # y.




UNIFIKATION

? ?
Sei E = {s1 = t1,...,51 = ta} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.
Vi<i<n:so=to.
Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.
Definition: o heiBt allgemeiner als 7
o <7 & esgibt Subst.g.cop=1

wobei (o o p)(x) := g(o(x)) die Komposition von ¢ und g als Abbildungen.?

2|st wohldefiniert, weil o o g einen endlichen Bereich hat.




BEISPIEL

E = {q(f(x)) £ q(»)}

o1 = [a/x, f(a)/y] ist ein Unifikator von E

o2 = [f(a)/x, f(f(a))/y] ist ein Unifikator von E
o = [f(x)/y] ist ein Unifikator von E

o ist allgemeiner als o1 und als o3:

o1 =oola/x]
oo [a/x|(y) = a(y)la/x] = f(x)[a/x] = f(a)
o o[a/x](x) = o(x)[a/x] = x[a/x] = a
o2 = oo [f(a)/x]
oo [f(a)/x](y) = a(y)[f(a)/x] = F(x)[f(a)/x] = f(f(a))
o o [f(a)/x](x) = o(x)[f(a)/x] = x[f(a)/x] = f(a)




FAKTEN

e Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar (mittels id)

e Terme der Gestalt f(s1,...,s,), f(t1,...,ts) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fiir 1 <i<n

e Atome der Gestalt p(si,...,sn), p(ti,..., ta) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fiir 1 <i<n

e Terme der Gestalt f(s1,...,5a), g(t1,..-, tm) sind niemals unifb.
e Atome der Gestalt p(s1,...,Sn), g(t1,..., ta) sind niemals unifb.

e Eine Variable x und ein Term t, der x nicht enthilt, sind immer unifb.
(mittels [t/x])

e Eine Variable x und ein Term t # x, der x enthilt, sind niemals
unifizierbar




UNIFIKATIONSALGORITHMUS VON

MARTELLI/ MONTANARI
(1) t<tE =>mum E
(2) F(s1..50) = F(t1, .o tn) E =mm S1=t1,... 80— tn, E
(3) fl..)Zel.. ) E =um L
(4) x=t E =um x=t E[t/x]
falls x € var(E), x & var(t)
(5) xZtE =pm L
falls x # £, x € var(t)
(6) tZx E =um x=tE

falls t & X




BEISPIEL 1

{f(g(a.x). gy, b)) = F(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = F(g(x, a), g(v, b)}
Qv {8(ax) Z x.g(y. b) Z g(v.w), x £ g(x, ), g(v. w) Z g(v, b)}

QMM 1




BEISPIEL 2

{F(g(a x). &(y. b)) = g(x, g(v. w)), F(x, g(v, w)) = F(g(x. a). &(v. b)}

QMM AL




BEISPIEL 3

{f(g(a x). gy, b)) = f(z. g(v. w)), f(z. g(v. w)) = F(g(x. 2). g(v. b)}
D {g(a.x) L z,g(y.b) Z g(v.w), z = g(x.a). g(v. w) = g(v, b)}

S {z £ g(a.x).g(y.b) £ g(v.w), g(a,x) £ g(x, a), (v, w) = g(v, b)}




BEISPIEL 3

{f(g(a x). gy, b)) = f(z,g(v, w)), f(z, (v, w)) = F(g(x, a), g(v. b)}

(=2>)MM {g(a, x) 2z z,8(y, b) L g(v,w), z z g(x,a), g(v, w) L g(v, b)}
Buw {22 8(a.%).8(7, b) L g(v. w). g(a,x) L g(x,2). (v, w) L &(v. b)}

=>hm {z;g(a,x),y; v,b;w,a;x,x;a,v; v,w;b}




BEISPIEL 3

{f(g(a,x), g(y. b)) < F(z, g(v, W), F(z, (v, w)) = F(g(x, a), g(v, b)}

(2
= MM

4)

= MM
*

= MM
*

= MM

{g(a, x) 2 z,g(y, b) Z g(v,w), z Z g(x.a), g(v, w) L g(v, b)}
{z £ g(a x).g(y. b) £ g(v. w). g(a, x) < g(x. a). g(v. w) < g(v. b)}
{z;g(a'x),y;v,b;w’a;x,x;a,V; V.W;b}

{z;g(a,x),y;v,b;w,a;x,x;a,w;b}




BEISPIEL 3

{f(g(a, x). &(y. b)) < f(z. &(v. ). F(z. &(v. w)) = f(g(x. 3). g(v. b)}

2
(:>)MM

QMM
=
=
=
=M

{g(2.x) L z.8(y.b) £ g(v,w), 2 £ g(x,2). g(v. w) < (v, b)}
{zL g(a.x).e(v.b) L g(v.w). g(a.x) L g(x. ). g(v.w) L g(v. b)
{z;g(a,x),y; v,b;w,a;x,x;a,v; v,w;b}
{z;g(a,x),y; v,b;w,a;x,x;a,wé b}
{z;g(a,a),y;v,b;b,a;a,x;a,wé b}

{z;g(a,a),y;v,xia,w;b}




BEISPIEL 3

{f(&(a.x).&(y. b)) = f(z.8(v. w)). f(z. &(v. w)) = F(g(x. 2). &(v. b)}

v {82 x) L 2.80.6) Zg(v, w), 2 L g(x.3),8(v.w) £ g(v. b)}
(:?MM {z £ g(a, x), g(y, b) L g(v,w), g(a,x) L g(x,a), g(v, w) L g(v, b)
=M {z;g(a,x),y;v,b;w,a;x,x;a,v;v,w;b}
=>wm {z;g(a,x),y;v,b;w,a;x,x;a,wéb}
=M {z;g(a,a),y;v,b;b,a;a,x;a,wéb}
=>Mm {z;g(a,a),y;v,x;a,w;b}

Allgemeinster Unifikator:

g(a,a)/z, v/y, a/x, b/w]

Vorsicht: a, b sind Konstanten. [g(a, a)/z, v/y,x/a, w/b] ist keine
Substitution!




BEISPIEL 4

¥ ={QN} Q={f/2g/2a/0,b/0},N={p/2,q/1}
x,y,zeX

{p(e(x. 2). g(F(x. b). ¥)) £ ale(F(x. B).y)} LumL (weil p # q)




BEISPIEL 4

r={Q.ny Q={f/2,g/2,a/0 b/0},N={p/2,q/1}, x,y.z,ueX

{plg(y. a). g(F(x, b),2)) = p(z, g(F(&(u. y). b). u),
g(f(x.b).2) £ g(f(g(u.y).b).u), q(a) = q(y)}
f(x.b) = flg(u.y).b), zZu,  qla) < aly)}
f(x,b) = f(g(u.y).b). g(y.a) = u, q(a) < a(y)}

g:lMM

6.2
(=>)MM

gMM

2,6
(=>)MM

(:gMM

(:?MM

2
(:;MM

6
Gm

:’)>MM

{ely.a) £ z,
{zZ g(y. a),
{zZ g(v.a),
{zZg(v.a), x
{zZg(v.a), x
{zZaly.a)
{zZely.a)
{zZglv.a),
{zLg(aa) x

a(a) = q(»))}

Zg(wy).bLb ulgly.a), a@)<aly)}
x < g(uy), uZg(y.a), a(a) < aly)}
xZglg(y.a)y), uZely.a) ga)<el)}
x < gla(y.a).y). uZgly.a), aZy}
x = gle(y, a).y), uZg(y,a), yZa}
L g(g(a a), 2), uZg(aa), y=<a}

Allgemeinster Unifikator (mgu): [g(a, a)/z, g(g(a. a), a)/x, g(a. a)/u, a/y]




UNIFIKATION: HAUPTEIGENSCHAFTEN

Definition. Eine Substitition o heit idempotent, wenn ¢ o o = &.

Lemma.
o ist idempotent gdw. dom(c) N codom(a) = .

(Theorem.
1. E =mm L gdw. E nicht unfizierbar.

?
2. E unifizierbar gdw. E =y x1 = u1, ..., Xp = ug,
mit x; pw. verschieden, x; & var(y;),1 <i,j < k.

* ? ?
3. Falls E =ppm x1 = U1, . -0 Xk = U,

mit x; pw. verschieden, x; & var(u;) so
o = [v1/x1, ..., uk/xk] ist allgemeinster Unifikator von E.




UNIFIKATION: HAUPTEIGENSCHAFTEN

Theorem.

E unifizierbar g.d.w. es gibt allgemeinsten Unifikator o von E, so dass:
(1) ¢ idempotent und

(2) dom(o) U codom(o) C var(E).

Notation: o = mgu(E) (,, most general unifier")




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementires Paar
von Literalen erzeugen

Maglichkeit fiir Resolutionsregel

G u{L} GuU{-L}
CioU Go

wobei

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

e o =mgu(L, L")




BEISPIEL

{L}U G = {p(a, x), p(x,x)} {-L'}U G = {-p(y.¥)}
L L

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(ax) = p(y,¥)} =mvu {aZy.x=y}

? ?
= MM {y=a,x= 3}

mgu(L, L’): o =][a/y, a/x]




BEISPIEL

{L}u G = {p(a, x), p(x, x)} {-L'YU G ={-p(y.¥)}
L g

Allgemeinster Unifikator von L, L’:
? ? ?
{p(a,x)=ply. ¥)} =mm {a=y.x=y}
= MM {y ; a,x ; a}
mgu(L, L'): o =]aly, a/x]
G uU{L} GU{-L"}
Cio U Go

R:={p(x,x)}o U{}o = {p(a, a)}




BEISPIEL

{Ltyu G = {p(a, x), p(x, x)} {-L'}U G ={-ply.y)}
L L’

Allgemeinster Unifikator von L, L':
{p(ax) L ply. )} =mv {aZy.xZy}
= MM {y ; a,x ; a}
mgu(L, L'): o =]aly, a/x]
G u{L} Gu{-L"}
Co U Go
R :={p(x,x)}o U {}o = {p(a a)}

{p(a.x). p(x.x)}  {-p(y.¥)}
{p(a a)}




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Resolutionsregel in dieser Form alleine unvollstandig fiir Pradikatenlogik
Beispiel:

{{p(x). p(¥)}. {=p(u), —p(v)}}

e unerfiillbar

e aber nur Resolventen der Linge 2




