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WIEDERHOLUNG

B Syntax: Wie schreibt man Formeln (Propositionen,
Aussagenlogische Formeln)

B Semantik: Wie berechnen wir den Wahrheitswert der
Formeln?

0 Wertebelegungen (Valuationen, Modelle)

0 Wahrheitstafel fiir die logischen Operatoren

0 Auswertung von Formeln / Wahrheitstabellen
0 Modell einer Formel(menge)

0 Giltigkeit und Erfillbarkeit

0 Tautologien und Kontradiktionen

0 Folgerung und Aquivalenz

B Kalkiile: kommt noch...




FOLGERUNG UND AQUIVALENZ

Definition: F impliziert G (oder G folgt aus F),
gdw.: fiir alle A: M — {0, 1} gilt: Wenn A |= F, dann A E G.

Notation: F = G

Definition: F und G sind dquivalent
gdw.: fiir alle A: 1 — {0,1} gilt: A= F gdw. A= G.

Notation: F = G.

Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise, z.B.:
NEG gdw.: fiiralle A: M — {0,1} gilt:

falls A |= F, fiir alle F € N,

so AEG.




FOLGERUNG UND AQUIVALENZ

Intuition:

e F impliziert G (oder G folgt aus F),
gdw.: fiir jede Wertebelegung, fiir die F wahr ist, auch G wahr ist.

o Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise, z.B.:
NEG gdw.: fiir alle Wertebelegungen, fiir denen alle Formeln
in N wahr sind, ist G auch wahr.

e Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (Notation: F = G)
wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind

Beispiel: (P — Q) = (—-Q — —P) (Kontraposition)




BEISPIEL

F=(AvC)A(BV=C() G=(AVB)
Uberpriife, ob F = G

(AvC) | (Bv-C) | (AVC)A(BVYC) | (AVB)
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BEISPIEL

F=(AVC)A(BV-C) G=(AVB)

Uberpriife, ob F = G
A|B|C|(AVC) | (BV=C) | (AVCO)A(BVY-C) | (AVB)
0(o0foO 0 1 0
0|0(1 1 0 0
0[1f0 0 1 0
0|1 (1 1 1 1
1/0]|0 1 1 1
1/]0]|1 1 0 0
1 (110 1 1 1
1(1]|1 1 1 1




BEISPIEL

F=(AVC)A(BV-C() G=(AVvB)

Uberpriife, ob F |= G
A|B|C|(AVQO) | (BV-CQ) | (AVC)A(BV-C) | (AVB)
0o(0|oO0 0 1 0 0
0|01 1 0 0 0
o110 0 1 0 1
0|11 1 1 1 1
1/]0]|0 1 1 1 1
1/]0]|1 1 0 0 1
1]1]0 1 1 1 1
1]1]1 1 1 1 1




BEISPIEL

F=(AvC)A(BV () G=(AVB)
Uberpriife, ob F = G: Ja, F=G

A|B|C|(AVC) | (BV=C) | (AVC)A(BV-C) | (AVB)
0|01 1 0 0 0
0|00 0 1 0 0
0o|1 |1 1 1 1 1
0|10 0 1 0 1
1|01 1 0 0 1
1/0(0 1 1 1 1
1|11 1 1 1 1
1/1(0 1 1 1 1




BEISPIEL

F=(AvC)A(BV=C)

Uberpriife, ob F|=G: Ja, FI=G
.... aber es ist nicht wahr dass G = F (Notation: G [~ F)

G=(AVB)

A|B|C|(AvVC) | (Bv-C) | (AVC)A(BV=C) | (AVvB)
0|01 1 0 0 0
o|j0]|o0 0 1 0 0
0o[1]1 1 1 1 1
0|10 0 1 0 1
1101 1 0 0 1
1(0|O0 1 1 1 1
1 (1|1 1 1 1 1
110 1 1 1 1




TAUTOLOGIEN UND KONTRADIKTIONEN

Tautologien, allgemeingiiltige Formeln:
Formeln, die stets wahr sind.

Kontradiktionen, unerfiillbare Formeln:
Formel, die stets falsch sind.

e Die Negation einer Tautologie ist eine Kontradiktion
e Die Negation einer Kontradiktion ist eine Tautologie

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Beweis 1: Aus der Wahrheitstafel.
Beweis 2: F allgemeingiiltig gdw. A(F)=1 fiir alle A:N—{0, 1}

gdw. A(—=F)=0 fiir alle A:N—{0, 1} gdw. =F unerfiillbar




ALLGEMEINGULTIGKEIT UND FOLGERUNG

F, G Formeln

Theorem. F = G gdw. = F — G.

Beweis:
FE=G gdw. firalle A: 1 — {01}, falls A(F) =1s0 A(G) =1
gdw. firalle 4: M — {0,1}, (A(F) — A(G)) =1
gdw. firalle A:M— {01} AAF—>G)=1
gdw. EF—> G




ALLGEMEINGULTIGKEIT UND FOLGERUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. NU{F} £ G gdw. N = F > G.

Beweis: “="

Annahme: N U {F} &= G d.h. fiir alle A:N—{0,1},
falls [A(H)=1 fiir alle Formeln HENU{F}] so A(G)=1.

Wir beweisen, dass N = F — G, d.h. fiir alle A: 1 — {0,1}
falls [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N] so A(F = G) =1.

Sei A: M — {0,1} mit A(H) =1 fiir alle Formeln H € N.
Fall 1: A(F) =0. Dann A(F —- G) =1.

Fall 2: A(F) =1, d.h. [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N U {F}]. Dann
A(G) =1 und somit A(F — G) =1.




ALLGEMEINGULTIGKEIT UND FOLGERUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. NU{F} = Ggdw. N F = G.

Beweis: ‘<"

Annahme: N |= F — G d.h. fiir alle A:M1—{0, 1},
falls [A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] so A(F — G)=1.

Wir beweisen, dass NU {F} = G, d.h. fiir alle A: T — {0, 1}
falls [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € NU {F}] so A(G) = 1.

Sei A : T — {0,1} mit A(H) =1 fiir alle Formeln H € N U {F}.

Dann (i) A(F) =1 und

(i) [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N], also A(F — G) = 1.

Es folgt, dass 1 = A(F = G) = (A(F) — A(G)) = (1 — A(G)) = A(G),
so A(G) = 1.




ALLGEMEINGULTIGKEIT UND FOLGERUNG

F, G Formeln.

Theorem. F = G gdw. = F < G.

Beweis:
F=G gdw. fiiralle A: M — {0,1}, A(F) = A(G)
gd.w. fiiralle A: 1 — {0,1}, (A(F) + A(G)) =1
gdw. fiiralle A: M — {0,1}, A(F & G)=1
gdw. EF& G




ALLGEMEINGULTIGKEIT UND FOLGERUNG:
ZUSAMMENFASSUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F = G gdw. = F — G.

Theorem. NU{F} = G gdw. N =F — G.

Theorem. F = G gdw. = F < G.




UNERFULLBARKEIT, ALLGEMEINGULTIGKEIT UND
FOLGERUNG

F, G Formeln.

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Beweis F wahr fiir jede Wertebelegung gdw. —F falsch fiir jede
Wertebelegung.

Theorem. F = G gdw. F A =G ist unerfiillbar.

Beweis:
FEG gdw. EF—G dh. F— G allgemeingiiltig
gdw. —(F — G) unerfiillbar.
gdw. F A =G unerfiillbar.
.da =(F = G) = ~(=FV G) = =~F A=~G = F A-G.




UNERFULLBARKEIT, ALLGEMEINGULTIGKEIT UND
FOLGERUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. N = G gdw. NU {—=G} ist unerfiillbar.

Beweis: “="

Annahme: N |= G d.h. fiir alle A:N—{0, 1},

falls [[A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] so A(G)=1.
Zu zeigen: N U {—=G} unerfiillbar.

Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, N U {—=G} effiillbar,
d.h. es gibt A:MN—{0, 1}, mit

[[A(H)=1 fiir alle Formeln HEN U {=G}].
Dann [A(H)=L1 fiir alle Formeln HEN] und A(=G) = 1 (d.h.
A(G) = 0). Widerspruch.




UNERFULLBARKEIT, ALLGEMEINGULTIGKEIT UND
FOLGERUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. N |= G gdw. N U {—G} ist unerfiillbar.

Beweis: “«

Annahme: N U {=G} unerfiillbar.

Zu zeigen: N |= G d.h. fiir alle A:NM—{0, 1},

falls [A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] so A(G)=1.
Beweis: Sei A:M—{0, 1}, mit [A(H)=1 fiir alle Formeln HeN].
Falls A(G) = 0, wire A ein Modell fiir N U {—=G}. Das ist
aber unméglich, da wir angenommen haben, dass N U {=G}
unerfiillbar ist.
Es folgt, dass A(G) = 1.




UNERFULLBARKEIT, ALLGEMEINGULTIGKEIT UND
FOLGERUNG: ZUSAMMENFASSUNG

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Theorem. F = G gdw. F A =G ist unerfiillbar.

Theorem. N |= G gdw. N U {—~G} ist unerfiillbar.

Nota bene: falls N unerfiillbar, so N = G fiir jede Formel G
... auch fiir L.

Notation: N = L fiir N unerfiillbar.




STRUKTURELLE INDUKTION FUR AUSSAGENLOGIK

Zu zeigen:

Alle Formeln haben Eigenschaft p
Fiir alle F € PROP, gilt p(F).

| A

Induktionsanfang;:

Wir beweisen, dass p(A) fiir alle atomaren Formeln gilt.
Beweise p(_L),p(T) und p(q;) fiir die aussagenlogischen Konstanten
qi, ieN.




STRUKTURELLE INDUKTION FUR AUSSAGENLOGIK

Induktionsvoraussetzung:

Sei F eine Formel (die nicht atomar ist).
Annahme: alle Teilformeln von F, die nicht gleich F sind, haben
Eigenschaft p.

Zeige, dass auch F Eigenschaft p hat. \




STRUKTURELLE INDUKTION FUR AUSSAGENLOGIK

Beweis durch Fallunterscheidung:

Fall 1: F = =G. Induktionvoraussetzung: p(G) gilt. Folgere, dass
p(F) gilt.

Fall 2: F = G A H. Induktionvoraussetzung: p(G), p(H) gelten.
Folgere, dass p(F) gilt.

Fall 3: F = G V H. Induktionvoraussetzung: p(G), p(H) gelten.
Folgere, dass p(F) gilt.

Fall 4: F = G — H. Induktionvoraussetzung: p(G), p(H) gelten.
Folgere, dass p(F) gilt.

Fall 5: F = G <> H. Induktionvoraussetzung: p(G), p(H) gelten.
Folgere, dass p(F) gilt.




ZWEIWERTIGE INTERPRETATION
AUSSAGENLOGISCHER FORMELN

Sei A: PC — {0, 1} eine Belegung. Die zweiwertige
Interpretation A* wird induktiv tiber den Aufbau von PROP
wie folgt definiert:

A*(L) =0,

A*(T) =1,

A*(p) = A(p), fur alle p € PC,

A*(=F) =1— A*(F),

A*(F op G) = Bp(A*(F), A*(G)), Bop(x,y) wird entsprechend
der Wahrheitstafel der Operation op berechnet.

Wir scheiben normalerweise A statt A* und op statt By,




TAUTOLOGIEN. WIEDERHOLUNG:

Q@ (p—-p) —(-p)
Q@ (pA(p—9q)—q
Q@ (pAg)—p
Q (pNhg) —q
Q@p—(pVvyg
Qq9—-(pVy
Q@ p—q9—lg=r)—=(p—r)
Q (p—=an@—1)Ap) —r




DEDUKTIONSMECHANISMEN:
WAHRHEITSTAFELMETHODE

Jede Formel F enthilt endlich viele Aussagenvariablen
(propositionale Konstanten). A(F) ist nur von den Werten
dieser Aussagenvariablen abhingig.

F enthélt n Aussagenvariablen: Es folgt 2" Wertbelegungen
notwendig um zu uberpriifen, ob F

erfiillbar /unerfiillbar /allgemeingiiltig ist oder nicht.
Dafiir verwenden wir die Wahrheitstafel.




DEDUKTIONSMECHANISMEN:
WAHRHEITSTAFELMETHODE

Ein erster Kalkiil — Wahrheitstabelle.
B F allgemeingiiltig (Tautologie): A(F) = 1 fiir alle
Wertbelegungen,
B F erfiillbar: A(F) = 1 fiir zumindest eine Wertbelegung,
B F unerfiillbar: A(F) = 0 fiir alle Wertbelegungen.




AQUIVALENZEN

Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (Notation: F = G) wenn sie
in den gleichen Modellen wahr sind

Beispiel: (P — Q) = (=Q — —P) (Kontraposition)




ANWENDUNG: WICHTIGE AQUIVALENZEN

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:

(FAF)=F
(FVF)=
(FAG)=(GAF)
(FVG)=(GVF)
(FA(GAH))=(
(FV(GVH))=

(FAG)AH)
((FVv G)VH)
(FA(FVG)=F
(FV(FAG)=F
(FA(GVH)=((FAG)V(FAH))
(FV(GAH))=((FVG)A(FVH))

(ldempotenz)

(Kommutativitat)

(Assoziativitit)

(Absorption)

(Distributivitat)




WICHTIGE AQUIVALENZEN

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:
(—F)=F (Doppelte Negation)

~(FAG) = (~FV =G)

-(FV G)=(-FA-G) (De Morgan's Regeln)
(F— G)= (-G — —F) (Kontraposition)
(F— G)=(-FVQG) (Elimination Implikation)

F+< G=(F—G)A(G— F) (Elimination Aquivalenz)




WICHTIGE AQUIVALENZEN

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:

(F A G) = F, falls G Tautologie
(Fv G)=T, falls G Tautologie (Tautologieregeln)

(FAG) =1, falls G unerfiillbar
(FV G) = F, falls G unerfiillbar ~ (Tautologieregeln)




WICHTIGE AQUIVALENZEN FUR L /T

(AN-A)= L

(Av-A)=T (Tertium non datur)
(AANT)=A

(AnLl)=1




WICHTIGE AQUIVALENZEN: ZUSAMMENGEFASST

(FAF)=F (FVF)=F

(ldempotenz)

(EAGY=(GAF) (FVG)=(GVF)

(Kommutativitat)

(FA(GAH)=((FAG)AH)
(FV(GVH)=((FvG)VH)

(Assoziativitit)

(FA(FVG)=F
(FV(FAG)=F

(Absorption)

(FA(GVH))=((FAG)V(FAH)
(FV(GAH))=((FVv G)AN(FVH))

(Distributivitat)

(——F)=F

(Doppelte Negation)

‘-e(F/\ G) = (ﬁF \% “‘G)
—(FV G) = (=F A G)

(De Morgan's Regeln)

(F > G) = (=G — —F)

(Kontraposition)

(F—>G)=(-FVG)
FoG=(F—G)A(G—F)

(Elimination Implikation)

(Elimination Aquivalenz)




EIN ERSTER KALKUL: WAHRHEITSTABELLEN

Erfiillbarkeitstest:

Jede Formel F enthilt endlich viele Aussagenvariablen.

A(F) ist nur von den Werten dieser Aussagenvariablen abhingig.
F enthdlt n Aussagenvariablen:

=> 2" Wertbelegungen notwendig um zu iiberpriifen,
ob F erfiillbar ist oder nicht.

= Wabhrheitstafel

= Das Erfiillbarkeitsproblem ist entscheidbar

Es existieren viel bessere Methoden als Wahrheitstafeltests um die

Erfiillbarkeit einer Formel zu iiberpriifen.




EIN ZWEITER KALKUL: LOGISCHE UMFORMUNG

Definition:

Aquivalenzumformung:

B (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch
dquivalente Formel




TEILFORMELN

Eine Formel F, die als Teil einer Formel G auftritt,
heiBt Teilformel von G.

e F ist eine Teilformel von F

o = ﬂG und
H Teilformel von G

— H Teilformel von F

o F=FphF
(wo p € {V,A, =, <)) —  H Teilformel von F

H Teilformel von F; oder F»




SUBSTITUTIONSTHEOREM

Theorem.
Seien F und G 3quivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens)
einem Vorkommen der Teilformel F.

Dann ist H dquivalent zu H’, wobei H’ aus H hervorgeht, indem (irgend)
ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird.

Beispiel:
AVB=BVA
impliziert

(CA(AVB))=(CA(BV A))




SUBSTITUTIONSTHEOREM

Theorem.
Seien F und G 3quivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens)
einem Vorkommen der Teilformel F.

Dann ist H dquivalent zu H’, wobei H” aus H hervorgeht, indem (irgend)
ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird. p(H)

Beweis: Strukturelle Induktion.
Induktionsbasis: Beweisen, dass p(H) fiir alle Formeln H in {_L, T} U gilt.

Beweis: Falls He{_L, T }UMN und F Teilformel von H, so muss F = H sein.
Dann ist die Formel H’, die aus H hervorgeht, indem F (= die ganze
Formel H) durch G ersetzt wird, gleich G.

Aber dann: H=F = G = H'.




SUBSTITUTIONSTHEOREM

Beweis: (Fortsetzung)
Sei H eine Formel, H ¢ {_L, T} UT. Sei F eine Teilformel von H.

Fall 1: F = H. Dann H’ = G (wie vorher), so H=F = G = H’.

Fall 2: F # H.

Induktionsvoraussetzung: ~ Annahme: p(H’) gilt fiir alle dir. Teilformeln H” von H.
Induktionsschritt: Beweis, dass p(H) gilt (durch Fallunterscheidung):

Fall 2.1: H = —H;. Da F # H, ist F eine Teilformel von Hj.
Induktionvoraussetzung: p(Hy) gilt, d.h. H; = Hl', wobei Hl' aus H; hervorgeht,
indem (irgend) ein Vorkommen von F in H; durch G ersetzt wird.

Da H = —Hy, ist H' = —Hj.
Dann fiir alle A : 1T — {0, 1}: A(H)=A(=Hy)=—A(Hy) 'L = A(H))=A(~H])=A(H")

Somit ist bewiesen, dass H = H’.




SUBSTITUTIONSTHEOREM

Beweis: (Fortsetzung)
Induktionsschritt: Beweis, dass p(H) gilt (durch Fallunterscheidung):
Fall 2.2: H = H; op Hy. Da F # H, ist F Teilformel von H; oder von Hj.

Fall 2.2.1 F ist eine Teilformel von Hj.
Induktionvoraussetzung: p(Hy) gilt, d.h. H; = H{, wobei H{ aus H; hervorgeht,
indem (irgend) ein Vorkommen von F in Hy durch G ersetzt wird.

Da H = Hy op H,, und F in H; vorkommt, so H' = H{ op H,.
Dann fiir alle A : M — {0,1}: A(H)=A(H; op Hx)=A(H;) op A(H2) 1
A(H]) op A(H>)=A(H] op H2) = A(H").

V.

Somit ist bewiesen, dass H = H’.

Fall 2.2.2 F ist eine Teilformel von H,. Analog.




EIN ZWEITER KALKUL: LOGISCHE UMFORMUNG

Definition:

Aquivalenzumformung:

B (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch
dquivalente Formel

B Anwendung des Substitutionstheorems




