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WIEDERHOLUNG

m Préddikatenlogik: Signatur, Terme, Formeln
B Substitutionen

m Semantik der Pradikatenlogik: Interpretation,
Erfiillbarkeit, Folgerbarkeit

B Prianex-Normalform, Skolem-Normalform,
Herbrand-Struktur, Herbrand Expansion

m Algorithmus von Gilmore




WIEDERHOLUNG

RESOLUTION

m Aussagenlogische Resolution
m Grundresolutionsalgorithmus
m Unifikation




WIEDERHOLUNG

UNIFIKATION

Definition

Eine Klausel K = {L1, . ..,L,} ist unifizierbar gdw. es eine
Substitution o mit 0(Ly) =--- = o(Ly) gibt (d.h., | 0(K) |= 1). Solch
eine Substitution heif$t ein Unifikator von K. Ein Unifikator o heifst
allgemeinster Unifikator (most general unifier, mgu), falls es fiir jeden
Unifikator ¥ eine Substitution § gibt mit ¥ (X) = §(o (X)) fiir alle
XeV.




m Falls eine Klausel unifizierbar ist, so existiert auch ein
allgemeinster Unifikator, der bis auf
Variablenumbenennungen eindeutig ist.




WIEDERHOLUNG

UNIFIKATIONSALGORITHMUS

=

. Sei o = @ die leere (oder “identische”) Substitution.
. Falls |o(K)| = 1 ist, dann brich ab und gib o als mgu von K aus.

. Sonst durchsuche alle o(L;) parallel von links nach rechts, bis in zwei Literalen die

gelesenen Zeichen verschieden sind.

. Falls keines der beiden Zeichen eine Variable ist, dann brich mit Clash Failure ab.

. Sonst sei X die Variable und t der Teilterm im anderen Literal (hierbei kann t auch

E’I.file Variable sein). Falls X in t vorkommt, dann brich mit Occur Failure ab. (Diese
Uberpriifung bezeichnet man als Occur Check.)

. Sonst setze o = {X/t} o ¢ und gehe zuriick zu Schritt 2.




TERMINIERUNG UND KORREKTHEIT DES
UNIFIKATIONSALGORITHMUS

Der Unifikationsalgorithmus terminiert fiir jede Klausel K und
er ist korrekt, d.h., er liefert einen mgu fiir die Klausel K gdw. K
unifizierbar ist.




BEWEIS

m Die Terminierung des Algorithmus folgt, da in jedem
Durchlauf der Schleife von Schritt 2 - 6 die Zahl der
Variablen in ¢(K) um 1 abnimmt.

m Falls der Algorithmus mit Erfolg terminiert und eine
Substitution o ausgibt, so ist o offensichtlich ein Unifikator
von K, da | o(K) |=1 gilt.

m Sofern die Klausel K also nicht unifizierbar ist, muss der
Algorithmus daher mit einem Clash oder Occur Failure
abbrechen.




BEWEIS

m Es bleibt zu zeigen, dass bei jeder unifizierbaren Klausel
auch tatsdchlich ein Unifikator gefunden wird und dass
dieser Unifikator dann auch ein allgemeinster Unifikator
ist.

m Seim > 0 die Anzahl der Schleifendurchlaufe, die bei
Eingabe der Klausel K stattfinden.

m Fiir alle 0 <i < m sei o; der Wert von ¢ nach dem i-ten
Schleifendurchlauf.

m Wir zeigen die folgende Behauptung fiir alle 0 < i < m:
(*)  Fir jeden Unifikator ¢’ von K gilt 0’ = ¢’ 0 0;.




BEWEIS

m Aus der Behauptung (*) folgt, dass zum Schluss nicht mit
Clash oder Occur Failure abgebrochen werden kann.

B Denn wurde im (m + 1)-ten Schleifendurchlauf
abgebrochen, so wére 0,,(K) nicht unifizierbar.

m Da aber K unifizierbar ist, hat K einen Unifikator
o' = o' o oyy. Somit ist o’ auch Unifikator von oy, (K).

m Da die Schleife nur m mal durchlaufen wird, muss dann
also | o/, (K) |= 1 gelten, d.h., o, ist Unifikator von K.

m Da auflerdem fiir jeden Unifikator o¢ von K eine
Substitution ¢ = o¢ mit o = I o gy, existiert, ist o, dann
auch mgu von K.




BEWEIS

m Wir beweisen nun die Behauptung (*) durch Induktion
tiber i.

m Im Induktionsanfang i = 0 ist 0g = @ die Identitdt. Daher
gilt dann auch ¢’ = ¢’ o 0y fiir alle o’

B Im Induktionsschritt i > 0 wird im i-ten Schleifendurchlauf
eine Variable X im einen Literal und ein Term f im anderen
Literal gefunden und es ergibt sich o; = {X/t} o 0;_1.

m Fiir jeden Unifikator o’ von K gilt nach der
Induktionshypothese ¢’ = ¢’ 0 0;_1.

m Damit folgt:




BEWEIS

m o oo;
=¢'o {X/t} 00; 1 (Def von 0'1')
=000 (dao’ o {X/t} =0')




BEWEIS

B Um o’ o {X/t} = 0’ zu zeigen, erkennt man zundchst, dass
die beiden Substitutionen auf allen Variablen Y # X
offensichtlich identisch sind.

m Bei der Variablen X ergibt sich
(0" o AX/t1)(X) = o' (1) = o (X),

da ¢’ Unifikator von o;_1(K) ist (denn
| 0'(K) |=| 0'(0i-1(K)) |= 1) und jeder Unifikator von
0i-1(K) auch die Terme X und ¢ unifizieren muss.




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Seien K1 und K, Klauseln. Dann ist die Klausel R Resolvent von K;
und Ky gdw. die folgenden drei Bedingungen gelten:
m Es gibt Variablenumbenennungen vy und vy, so dass v1(Kj)
und vy(Ky) keine gemeinsamen Variablen enthalten.
m Es gibt Literale Ly, . .., Ly, € v1(Ky) und Literale
Li,...,L;, € vp(Ky) mit n,m > 1, so dass
{Ly,...,Ly,L1,...,L,} mit einem mgu o unifizierbar ist.

m R=o((01(Ki) S L1, Lo} U (02(Ka) ~ {1, . L))




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Fiir eine Klauselmenge K definieren wir wie bei der
aussagenlogischen Resolution:

Res(K) = K u {R | R ist Resolvent zweier Klauseln aus K}
Res®(K) =K

Res"™1(K) = Res(Res"(K)) fiir alle n > 0

Res* (K) = U0 Res™ (K)




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

m Offensichtlich ist die aussagenlogische Resolution ein
Spezialfall der pradikatenlogischen Resolution, denn bei
variablenfreien Klauseln fillt die Definition der
pradikatenlogischen Resolution mit der Definition der
aussagenlogischen Resolution zusammen.

m Analog zur aussagenlogischen Resolution gilt 0O € Res(K)

gdw. es eine Folge von Klauseln Kj, . .., K, gibt, so dass
K,, = Oist und so dass fiir alle 1 <i <m gilt:
o K; e K oder

o K;ist eine Resolvente von K; und K; fiir j, t <.




WIEDERHOLUNG: AUSSAGENLOGISCHE RESOLUTION




RESOLUTION: IDEE

Beobachtung

m Priifen auf Allgemeingiiltigkeit kann auf Priifen von
Unerfiillbarkeit zurtickgefiihrt werden.

m Formel ¢ allgemeingiiltig gdw. —¢ unerfiillbar.

v

Resolution: Idee

m Methode, um Unerfiillbarkeit einer Formel ¢ zu priifen.

m Idee: Leite aus ¢ neue Formeln ab, die aus ¢ logisch folgen.

m Wenn leere Klausel O abgeleitet werden kann, dann ist ¢
unerfiillbar.




PRADIKATENLOGISCHE RESOLUTION

Zur Darstellung von Resolutionsbeweisen schreiben wir wieder das folgende Diagramm, wm
deutlich zu machen, dass R durch Resolution aus K und K> entsteht.

K K
R

Eine genauere Darstellung ist mdglich, indem man die eliminierten Literale unterstreicht
und die Umbenenmingen und den Unifikator explizit angibt.




BEISPIEL
p.q,re A, f,ge3

{p(f(X)). —a(Z). p(2)} {op(X). r(e(X))}

=2
v = {X/UU/X)}
o = {Z/T(X), UJf(X)}

{=a(f(X)). r(&(f(X)))}




PRADIKATENLOGISCHES RESOLUTIONSLEMMA

Sei KC eine Menge von Klauseln. Falls K;,K; € K und R
Resolvente von K; und K; ist, dann sind K und K u {R}
dquivalent.




BEWEIS

m Wie in der Aussagenlogik folgt aus S = K u {R}
trivialerweise S & K fiir alle Strukturen S.

m Es geniigt, hierbei Strukturen statt Interpretationen zu
betrachten, da jede Klausel die allquantifizierte
Disjunktion ihrer Literale reprasentiert und jede
Klauselmenge die Konjunktion ihrer Klauseln.

m Somit gilt Cu {R} = K.




BEWEIS

m Umgekehrt sei nun S eine Struktur, die K erfiillt.

m Es gilt
R=0((v1(Ky) ~N{Ly,..., Ly} u (v2(Kp) ~{L],...,L.})).
Hierbei sind v; und v, Variablenumbenennungen, so dass
v1(K1) und v;(K3) keine gemeinsamen Variablen

enthalten.

m AuBerdemsind Ly,...,Ly e v1(Ky) undf, ..., L;, € v2(Ky)
mit n,m >1,so dass {L1,...,Ly,L],...,L,} mitdem mgu o
unifizierbar sind.

m Esgiltalsoo(L;) =---=0(Ly) =Lund

o(L}) =---=0(Ly) = L fiir ein Literal L.




BEWEIS

Wir nehmen an, dass § = K U {R} gilt. Aus S |= K folgt dann S B R. Sei
v (HG) = {Ly v Dy Dongris o vy L.} und va(KGo) = {Ly, - Ly Loy - Ly}
mit p > m und g > n. Dann entsteht & durch Allquantifizierung der Formel
(L V.. VLV L V.V L)

Sei S = (A, a). Es existiert also eine Interpretation I = (A4, a, §) mit

ITFEo(Lpa V.. .VL,VL V...V L)




BEWEIS

m Seio = {Xi/t,..., Xi/ty} und sei I’ die Interpretation
I[[Xl/l(tl)a cee 7Xk/1(tk):|]
m Nach dem Substitutionslemma gilt dann
(##) I'# Ly v--vLpvL,v--vL.
m Da aber S £ K; und S E K; gilt, folgt auch S = v (K;) und
S Eva(Kz) und somit I' = Ly v -+ v Ly V Ly V- v L und

! ! ! / !
I'eLyv---vL,vL 4v---VvL




BEWEIS

m Mit (*) folgt'"=Lyv---vL,und ' L] v--- VL]

m Mit dem Substitutionslemma ergibt sich I = o(Ly v--- Vv Ly,)
und [ = o (L] v---vL).

m Wir erhalten also den folgenden Widerspruch: I £ L und
I=L.




RESOLUTIONSALGORITHMUS

m Uberfiihre K in KNF, bzw. in die entsprechende
Klauselmenge KC(v)).

m Berechne Res* (KC(v))). Sofern die leere Klausel gefunden
wurde, brich ab und gib true zurtick. Sofern Res(}C(v))
komplett berechnet wurde, brich ab und gib false zurtick.




m Dieser SemiEntscheidungsalgorithmus kann auch mit false
abbrechen, denn falls Res* ({K(v) } ) endlich ist und die
leere Klausel nicht enthdlt, folgt die Erfiillbarkeit der
Klauselmenge K(v) aus der Vollstandigkeit des
Resolutionskalkiils.

m Im Allgemeinen ist Res* ({K(v)}) allerdings unendlich

und dann terminiert der obige Algorithmus bei erfiillbaren
Klauselmengen K() nicht.




Die Effizienz dieses Algorithmus ldf3t sich allerdings noch
weiter verbessern, denn bislang miissen noch alle moglichen
Resolutionsschritte zwischen allen Klauseln betrachtet werden.
Hierbei miissen natiirlich auch die Klauseln betrachtet werden,
die im Laufe der Resolution entstanden sind.




EINSCHRANKUNGEN DER RESOLUTION

m Das Problem beim Unerfiillbarkeitsnachweis durch
Resolution ist, dass es sehr viele Resolutionsmoglichkeiten
gibt, was zu einer kombinatorischen Explosion fiihrt.

m Unser Ziel ist daher, den Suchraum durch Verwendung
spezieller Resolutionsstrategien zu verkleinern, ohne
jedoch dabei die Vollstandigkeit zu verlieren.

m Lineare Resolution

m Input Resolution: vollstandig nur fiir Horn
Klauselmengen.

m SLD Resolution: wird bei der Logikprogrammierung
verwendet.




LINEARE RESOLUTION

m Die Idee der linearen Resolution besteht darin, dass bei
jedem Resolutionsschritt eine der beiden Elternklauseln
der zuletzt erzeugte Resolvent sein muss.




LINEARE RESOLUTION

Definition

Sei KC eine Klauselmenge. Die leere Klausel O ist aus der Klausel K in
KC linear resolvierbar gdw. es eine Folge von Klauseln Ky, . .., Ky,
gibt, so dass Ky = K € K und K,,, = 0 ist und so dass fiir alle2 <i<m
gilt: K; ist ein Resolvent von K;_1 und einer Klausel aus
{Kl,...,Ki_l}UIC. )




BEISPIEL

{p,a} {-p.a} {p,—a} {-p,—q}
\{ }/ \{ q}/
q -

Diese Herleitung entspricht aber keinem linearen Resolutionsheweis, denn wenn man im
ersten Schritt den Resolvent {q} bildet, so miisste dieser Resolvent dann eine der Eltern-
klauseln im néchsten Schritt sein. Eine Herleitung der leeren Klausel mit linearer Resolution
wiire in diesem Beispiel wie folgt mdglich:

{p,lq}/{ﬁp;q}
{T}/{p,ﬂq}
{p}  {-p,—q}
[
{—a}

&




KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT DER
LINEAREN RESOLUTION

Sei K eine Menge von Klauseln. Dann ist K unerfiillbar gdw. O
aus einer Klausel K in K linear resolvierbar ist. Falls K eine
minimale unerfiillbare Menge ist (d.h., falls fiir jedes K € K die
Menge K \ {K} erfiillbar ist), dann ist O sogar aus jeder Klausel
K in K linear resolvierbar.




INPUT RESOLUTION

m Um die Moglichkeiten der Resolution noch weiter zu
reduzieren, schranken wir die lineare Resolution nun noch
weiter ein.

m Bei der linearen Resolution muss eine der Elternklauseln in
jedem Resolutionsschritt der letzte Resolvent sein. Die
andere Elternklausel konnte jedoch noch frei gewéahlt
werden (d.h., es konnte eine Klausel aus der
urspriinglichen Klauselmenge oder aber ein bereits friiher
gebildeter Resolvent sein).

m Wir verbieten nun die letzte Moglichkeit: nun muss in
jedem Schritt zwischen dem zuletzt gebildeten Resolvent
und einer der urspriinglichen Eingabe - Klauseln resolviert
werden.

Aus diesem Grund bezeichnet man diese Einschrankung
als Input - Resolution.




Definition

Sei KC eine Klauselmenge. Die leere Klausel O ist aus der Klausel K in
IC durch Input - Resolution herleitbar gdw. es eine Folge von
Klauseln Ky, . . ., Ky, gibt, so dass Ky = K € K und K, = O ist und so
dass fiir alle 2 < i < m gilt: K; ist ein Resolvent von K;_ und einer
Klausel aus K.




Aus der Definition folgt sofort, dass die Input - Resolution ein
Spezialfall der linearen Resolution ist, d.h., jeder Input -
Resolutionsbeweis ist auch ein linearer Resolutionsbeweis. Der
Umbkehrschluss gilt natiirlich nicht. In der Tat ist die Input -
Resolution im Unterschied zur linearen Resolution nicht mehr
vollstdndig, wie das folgende Beispiel zeigt.




BEISPIEL

m Wir betrachten das Beispiel auf S. 54:

m Wihrend wir dort die Unerfiillbarkeit mit linearer
Resolution nachweisen konnten, gelingt dies mit Input -
Resolution nicht. Durch Resolution zweier Klauseln aus
der urspriinglichen Klauselmenge lassen sich nur die
folgenden Klauseln herleiten:

{q}7 {_‘5]}7 {p}7 {_‘p}v {qv _‘5]}7 {p7 _'p}




BEISPIEL

m Falls man eine der ersten vier entstandenen Klauseln
wieder mit einer Klausel der urspriinglichen Menge
resolviert, so entsteht wieder eine der ersten vier Klauseln.
Wenn man eine der letzten beiden (allgemeingiiltigen)
Klauseln mit einer Klausel der urspriinglichen Menge
resolviert, so erhdlt man die Klausel der urspriinglichen
Menge.

m Eine Herleitung der leeren Klausel ist also nur dann
moglich, wenn man zwei der durch Resolution
entstandenen Klauseln (wie z.B. {g} und {-¢})
miteinander resolviert. Dies ist jedoch bei Input -
Resolution nicht zuldssig.




m Die Input-Resolution ist auf Horn-Klauseln vollstandig!




HORN-KLAUSELN

Eine Klausel K ist eine Hornklausel gdw. sie hichstens ein positives
Literal enthilt (d.h., hochstens eines ihrer Literale ist eine atomare
Formel und die anderen Literale sind negierte atomare Formeln). Eine
Hornklausel heif$t negativ, falls sie nur negative Literale enthilt (d.h.,
falls sie die Gestalt {-A1,...,-Ax} filr atomare Formeln A1, ..., A
hat). Eine Hornklausel heif$t definit, falls sie ein positives Literal
enthilt (d.h., falls sie die Gestalt {B,-C1,...,—~Cy} filr atomare
Formeln B,C1,...,C, hat).




m Eine Menge definiter Hornklauseln entspricht einer
Konjunktion von Implikationen

m {{p,~q},{-r,-p,s}, {s}} ist dquivalent zur Formel
((pv-g)A(=rv=-pvs)As)
und damit zur folgenden Formel

(g=>p)A(rap—>s)ns).




ZUSAMMENHANG ZUR LOGIKPROGRAMMIERUNG

m Fakten sind definite Hornklauseln ohne negative Literale
(d.h., sie enthalten genau ein positives Literal). Ein Beispiel
ist die Klausel {s}. In der Logikprogrammierung schreibt
man: s.

m Regeln sind definite Hornklauseln mit negativen Literalen.
Ein Beispiel ist die Klausel {-r,-p,s}. In der
Logikprogrammierung schreibt man: s :- r, p.

m Anfragen sind negative Hornklauseln. Ein Beispiel ist die
Klausel {-p,—¢q}. In der Logikprogrammierung schreibt
man: ?- p,g.




SLD-RESOLUTION

Definition

Sei K eine Hornklauselmenge mit KC = K% & K, wobei K die
definiten Klauseln und K" die negativen Klauseln von K enthilt. Die
leere Klausel O ist aus der Klausel K in K" durch SLD-Resolution
herleitbar gdw. es eine Folge von Klauseln Ky, ..., K, gibt, so dass
K1 = Ke K" und Ky, = O ist und so dass fiir alle 2 < i < m gilt: K; ist
ein Resolvent von K;_1 und einer Klausel aus Kj.




Man erkennt sofort, dass in einer SLD-Resolution alle Klauseln K,..., K, negativ sind.
SLD-Resolutionen haben also die folgende Gestalt:

N K
|~
R K
|~
Ry

Rln Ko
4 ~
Hierbei sind Ki,...,K,.1 € K? definite Hornklauseln aus der Eingabemenge, N € K"

ist eine negative Hornklausel aus der Eingabemenge und die Resolventen Ry, ..., R, sind
ebenfalls negative Hornklauseln.




KORREKTHEIT UND VOLLSTANDIGKEIT DER
SLD-RESOLUTION

Sei KC eine Menge von Hornklauseln. Dann ist K unerfiillbar
gdw. O aus einer negativen Klausel N in K durch SLD -
Resolution herleitbar ist.




