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UNITARE VEKTORRAUME

1. Sei (V,{-,-)) ein unitérer Vektorraum.
(a) Zeige fiir alle x,y € V die Polarisationsformel
1 : : : :
@,y = 1 (Il +yI? = lo =yl = ilo + iyl + il - iyl?).
(b) Sei f:V — V eine bijektive lineare Abbildung. Zeige
fist unitir <  YoeV:{f(v), f(v)) = {v,v)

2. Sein > 1 und sei ¢ := e*™/", Zeige, dass die folgende komplexe Matrix unitér ist:

e (\/Lﬁ g(kq)(eq))

*3. Im Abschnitt 11.11 der Vorlesung wurde der folgende Satz présentiert. Fiihre
seinen Beweis aus in Analogie zu dem entsprechenden Beweis im reellen Fall.

1<k f<n

Satz: Fiir jede hermitesche n x n-Matrix A = (akg) . sind dquivalent:

(a) Die Matrix A ist positiv definit.

(b) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(c) Es existiert eine invertierbare Matrix B mit A = B*B.

(d) Es existiert eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R mit A = R*R.
(Cholesky-Zerlegung)

(e) Es existiert eine invertierbare hermitesche Matrix C' mit A = C*C' = C.
(f) Die Determinante der Matrix A,, := (akg)
(Hauptminorenkriterium)

4. Seien V und W endlichdimensionale unitédre Vektorrdume und sei f: V' — W eine
lineare Abbildung. Die Singuldrwerte von f sind definiert als die Quadratwurzeln
der positiven Eigenwerte von f* o f.

Zeige: Eine Zahl o € R>? ist ein Singuldrwert von f genau dann, wenn gilt:
JueV {0}, Jwe W~ {0}: f(v) =ow A f*(w)=o0v.
5. Bestimme eine Singuldrwertzerlegung A = QDR der komplexen Matrix
3+ 2 ? 0
0 0 2

., ist positiv fiir jedes 1 < m < n.



