
Erinnerung: Sei V ein unitärer Vektorraum.

Definition: Eine lineare Abbildung f : V ! V , deren Adjungierte f �
existiert und die Gleichung f �

� f =

f � f �
erfüllt, heisst normal.

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede unitäre lineare Abbildung f : V
⇥! V hat Adjungierte f⇤1

und ist normal.

Spektralsatz: Für jeden Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen unitären Vektorraums V sind

äquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist normal.

(b) Es existiert eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von f .

Insbesondere ist jeder normale Endomorphismus diagonalisierbar.



Beispiel: Die Matrix A :=
�

1 1

0 1

⇥

kommutiert nicht mit A� =
�

1 0

1 1

⇥

; also ist der Endomorphismus LA : C2 !
C2

nicht normal. Tatsächlich ist er auch nicht diagonalisierbar.

Beispiel: Sei V der Vektorraum aller beliebig oft di�erenzierbaren 2�-periodischen Funktionen R ! C

mit dem Skalarprodukt hf, gi :=
R 2�

0
f(x)g(x) dx. Dann hat die lineare Abbildung

D : V ! V, f 7!
df

dx

die Adjungierte ⇥D. Somit ist D normal. Die Eigenwerte von D sind die Zahlen in für alle n 2 Z, jeweils

mit der Multiplizität 1 und der Eigenfunktion fn(x) := einx. Die Funktionen fn/
p
2� für alle n 2 Z bilden

eine Orthonormalbasis des Teilraums aller durch Polynome in eix und e⇤ix
ausdrückbaren Funktionen.





11.14 Klassifikation unitärer Endomorphismen

Satz: Für jeden unitären Endomorphismus f eines unitären Vektorraums V gilt:

(a) Alle Eigenwerte haben Absolutbetrag 1.

(b) Ist dimV < 1, so existiert eine Orthonormalbasis von V bestehend aus Eigenvektoren von f .

Insbesondere ist f dann diagonalisierbar.



Für jede komplexe quadratische Matrix A sei exp(A) :=
P

1

m=0

Am

m!
definiert wie in Abschnitt 9.6. Zusätzlich

zu den dortigen Eigenschaften gilt dann:

exp(AT ) = (expA)T und exp(A�) = (expA)�.

Proposition: Für jede hermitesche Matrix A ist die Matrix exp(A) hermitesch. Ist weiter Q eine uni-

täre Matrix und Q⇤1AQ eine Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen ⇥1, . . . ,⇥n, so ist Q⇤1 exp(A)Q eine

Diagonalmatrix mit Diagonaleinträgen e⇥1 , . . . , e⇥n .

Proposition: Für jede hermitesche n⇤n-Matrix A ist die Matrix exp(iA) unitär, und jede unitäre Matrix

ist in dieser Form darstellbar.



10.19 Spektralsatz für normale Endomorphismen

Wie vorher sei V ein euklidischer Vektorraum.

Definition: Eine lineare Abbildung f : V ! V , deren Adjungierte f � existiert und die Gleichung f �
� f =

f � f � erfüllt, heisst normal.

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede orthogonale lineare Abbildung f : V
⇥

! V ist normal.

Beispiel: Insbesondere induziert jede reelle Diagonalmatrix einen normalen Endomorphismus.

Beispiel: Für alle a, b 2 R kommutiert die Matrix A :=
�

a b

⇤b a

⇥

mit AT =
�

a ⇤b

b a

⇥

; also ist die Abbildung
LA : R2 ! R2 normal.

Bemerkung: Die Abbildung

C ⇥! Mat2⌅2(R), a+ ib 7!

⇤

a b

⇥b a

⌅

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, also ein Ringisomorphismus von C auf sein Bild. Man kann dies
zur Konstruktion von C verwenden anstelle der üblichen Identifikation C ⇤= R2.



Spektralsatz: Für jeden normalen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-
raums V existiert eine geordnete Orthonormalbasis B von V , bezüglich welcher die Darstellungsmatrix
von f die folgende Blockdiagonalgestalt hat:

B[f ]B =

0

B

B

@

D1 . . .
Dr

1

C

C

A

mit Dk =

(

ak mit ak 2 R oder
�

ak bk

⇤bk ak

⇥

mit ak, bk 2 R.






