Erinnerung: Sei V ein unitirer Vektorraum.

Definition: Eine lineare Abbildung f: V' — V, deren Adjungierte f* existiert und die Gleichung f*o f =

——

f o f* erfiillt, heisst normal.

—

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede unitére lineare Abbildung f: V = V hat Adjungierte f~! und ist normal.

Spektralsatz: Fiir jeden Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen unitédren Vektorraums V' sind

aquivalent:

(a) Der Endomorphismus f ist normal.

(b) Es existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigenvektoren von f.

Insbesondere ist jeder normale Endomorphismus diagonalisierbar.




Beispiel: Die Matrix A := ( ) kommutiert nicht mit A* = (1 1) also ist der Endomorphismus L4 : C? —
C? nicht normal. Tatsichlich ist er auch nicht diagonalisierbar.
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Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren 2m-periodischen Funktionen R — C
mit dem Skalarprodukt (f, g) fo x) dx. Dann hat die lineare Abbildung
daf

D:V =V f——
dx

die Adjungierte —D. Somit ist D normal. Die Eigenwerte von D sind die Zahlen in fiir alle n € Z, jeweils
/71 mit der Multiplizitit 1 und der Eigenfunktion f,(z) := ™. Die Funktionen f,/v/2r fiir alle n € Z bilden

1T

eine Orthonormalbasis des Teilraums aller durch Polynome in e und e~ ausdriickbaren Funktionen.

_""TTT“
<) 9> = S '4(# g&ux— 2.4 ~§@1-f§(xux

} Pm{tﬁﬁt_llcm \‘/\L\—QJ ©
—O0 o <£/’_DC‘3/)>
Xé@ w EY m.:D (™ Qf@\/\?oi . EQE :>\ JdG DL{ _
g, Zz&j_/\-ﬁ&l

™™= T 3 A

& e o gl
7 e



uvi\( 2 () = f(hLF)_
T+7‘

Jff7) 9(7 ) L 7

T oo FER . Ty oVl €= 3¢

= e, Tg>= Se(fi?) gleeF)dx =

o 7

~

= SEE}?(X/JJf: <€/@>

KT =
Ay = a(

\

—d ’E, b i
- ¥l O«.(X\(—}') . \f eCHK ,_'.,\T

- = o™’ = £,
(o) b= — e = e
Sk A= RV R
o DTG )= & (eteew) = (55 )0eT) = (T )]

= b = o
D"f;~lF_7)_




11.14 Klassifikation unitarer Endomorphismen

Satz: Fiir jeden unitdren Endomorphismus f eines unitdaren Vektorraums V gilt:

(a) Alle Eigenwerte haben Absolutbetrag 1.

(b) Ist dimV < oo, so existiert eine Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigenvektoren von f.

Insbesondere ist f dann diagonalisierbar.
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Fiir jede komplexe quadratische Matrix A sei exp(A) :== >~ ‘:1 definiert wie in Abschnitt 9.6. Zuséatzlich
exp (A'&LB “@T(/q 670(@)

zu den dortigen Eigenschaften gilt dann:
(exp A)*. A = /QT

exp(AT) = (exp A)T und exp(A*) =

Proposition: Fiir jede hermitesche Matrix A ist die Matrix exp(A) hermitesch. Ist weiter ) eine uni-
s An, 50 ist @7t exp(A)Q eine

tire Matrix und Q'AQ eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen A, ..
Dlagonalmatrlx mit Diagonaleintriigen e, ... e, \@ Q
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Proposition: Fiir jede hermitesche n x n-Matrix A ist die Matrix exp(iA) unitér, und jede unitire Matrix
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ist in dieser Form darstellbar.

(U vmivts = NG, @ wibor o UG = [m[
Y Ao O _ A
VAT r,=e ¥ = A= (0 ) &' — &Aa:(ol,_i\)) —t



&lap(in)a =™ )<Rhg
10.19 Spektralsatz fiir normale Endomorphismen | — cup Ca (= 7

Wie vorher sei V' ein euklidischer Vektorraum. -

Definition: Eine lineare Abbildung f: V' — V, deren Adjungierte f* existiert und die Gleichung f*o f =
f o f* erfiillt, heisst normal.

Proposition: (a) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal.

(b) Jede orthogonale lineare Abbildung f: V = V ist normal.

Beispiel: Insbesondere induziert jede reelle Diagonalmatrix einen normalen Endomorphismus.

Beispiel: Fiir alle a,b € R kommutiert die Matrix A := (7; 2) mit AT = (Z _2); also ist die Abbildung

L,: R? — R? normal.
[ ——

Bemerkung: Die Abbildung

(C—>Mat2><2(R), a+ib— ( a4 b)

- T b a

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, also ein Ringisomorphismus von C auf sein Bild. Man kann dies

. A-H‘_'x . . . .
zur Konstruktion von C verwenden anstelle der iiblichen Identifikation C 22 R2.
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Spektralsatz: Fiir jeden normalen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-

raums V' existiert eine geordnete Orthonormalbasis B von V', beziiglich welcher die Darstellungsmatrix

von f die folgende Blockdiagonalgestalt hat:

D, a mit a; € R oder
Blflg = mit Dy =
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Ak bk) mit ay, b € R.
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