4 Nichtlineare Gleichungen
Sei D ¢ RY und F : D — RY beliebig. Gesucht wird U € RN mit
F{U)=0

Speziell: F(U) = AU —b, A € RVY | b c RV lineares Problem

4.1 Fixpunkte (Ergdnzung 5)

4.1.1 Fixpunkte und Nullstellen

U Fixpunkt von G: U = G(U)

U Nullstelle von F: F(U) =0

U Fixpunkt von G < U Nullstelle von F(X) := X — G(X)
4.1.2 Banachscher Fixpunktsatz

Sei V ein Banach-Raum, D C V abgeschlossen, f : D — D eine Kontraktion, d.h.
dg € (0,1) mit
1f (@) = fWll < gllz =yl (z,y € D)

Dann gilt:
(i) f besitzt genau einen Fixpunkt z, in D

(ii) Zu jedem xy € D konvergiert die durch x;11 := f(z;) definierte Folge gegen .,
und es gelten die Abschitzungen

i — 24| < ¢'[|o — us|| (A priori Abschitzung)

|zi — x| < 1 a lxi — zi—1]] (A posteriori Abschétzung)

- q
4.1.3 Beispiele

1.) f:]a,b] CR — [a,b] differenzierbar mit |f'(z)| < ¢ < 1 Vz € [a, b] fiir ein ¢ € (0, 1)
= Jlz, € [a,b] : f(zs+) = . und die Fixpunktiteration z;1; := f(x;) konvergiert
fiir die Startwerte z¢ € [a, b].

2.) Siiche Losung von z = cos(z):
xg € R, 41 = cos(x;)
Bildchen

Wende (1) an

/ = i =1
max| cos' ()| = max| sin(z)

So geht es noch nicht.
Aber: V = [0,1]. Dann

i =sin(l) <1
m%l[%ﬁ}‘Sln(x)’ sin(1)
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cos(V) C V. Anwendung von (1) ist OK.
zo € R = 21 = cos(xg) € [-1,1] = x2 = cos(x1) € [0,1]
Jetzt weiter wie eben. Konvergenz fiir alle zp € R

Satz 16. V Banach-Raum, D C V abgeschlossen, f : D — D eine Kontraktion mit
Rate q der Fixpunktiteration und Fizpunkt v,. g : D — D sei eine Storung von f mit

[f(v) —g(v)|lv <e YveD

Definiere {v; }i, {w;} durchviyi = f(v;), wiy1 = g(w;) firvo,wo € D und ||vg—wo|ly <
€. Dann gilt:
€

1—gq

IN

v — willv

IN

(e(1 +3¢") + ¢'[lwo — g(wo)lv)

[[vs — willv -

Bildchen

Beweis. v € D = v € D= ...
wo€ED=w €D= ...
Folgen sind wohldefiniert

I1f (vi) = g(wi)lv

||Ui+1 - wiJrIHV

< f i) = flw)llv 4+ 11f (wi) — g(ws)|lv
< q-lvi—willv +e
< ¢ vicr —wistllv + (1 + q)e
i
< g lug —wol + ) e
S——— -
<e 7=0
i+1 0o 1
J Je —
< ZQESZqé— e
7=0 7=0

Mit dem Fixpunktsatz von Banach:

[os —willy < Jlow —willy + [Jloi = willv
i

q €
= ”Uo—f(UO)HV‘i‘fq

1—¢q 1
i
€
< (llvo = wollv + |lwo — g(wo)|lv + ||g(wo) — f(vo)llv +
1-— q —— - 11— q
<e =llwy—v1lly
<(1+q)e<2e

Problem: Wie schnell sind Fixpunktverfahren?
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4.1.4 Konvergenzordnung
V' Banach-Raum, {v;}; eine iterative erzeugte Folge mit lim v; = v,. Die Iteration hat
1—00

Konvergenzordnung p > 1, falls fiir den Fehler e; := v; — v, gilt:

-

=ceR
i [lei1|l7

Falls ¢ # 0, so heifit p die genaue Konvergenzordnung und c heifit asymptotischer Feh-
lerkoeffizient.

Beispiele
p = 1: Geometrische oder lineare Konvergenz
p = 2: Quadratische Konvergenz.

Satz 17. I CR, ® : I — R habe einen Fizpunkt x, € I und sei p-mal stetig db. mit
' (2,) =...=®P V(z,) =0 falls p > 1

oder
|®(2)] < 1 falls p =1 ist

Dann konvergiert das Iterationsverfahren
Tip1 = P(x;)

fiir die Startwerte xo nahe x, und hat bzgl. |.| die Konvergenzordnung p.
Ist ®P)(z,) # 0, so ist p die genaue Konvergenzordnunyg.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es fir alle p > 1 eine Umgebung von x,, in der
|®'| < 1 gilt. Nach 1.3(1) konvergiert die Fizpunktiteration fiir alle Startwerte dieser
Umgebung gegen .

Mit Taylorentwicklung:

p—1
1 . 1
rier = B@) = 3 500 (@) — )+~ 8() (i — 0.

(&; zwischen x, und x;).
Einsetzen der Voraussetzung:

1
Tiy1 = Tx + Hq)(p) (&) (i — @s)P
und somit ) .
lim lwivs — ] _ lim — [8®)(&)| = — [P (z,)]
isoo |Tj — [P i—oo pl p!
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Bemerkung: Lineare vs. Quadratische Konvergenz.
ep = 1071

Lineare Konvergenz: ¢ = 1/2, e}, = (é)"i ep ~ 10703%¢
1 Stelle ~~ 3 Iterationen

8 Stellen ~~ 24 Iterationen

Quadratische Konvergenz: ¢ = 1

eo= 15,1 =€t =10"2,e3 =104 e3 =107

4.2 Berechnung von Nullstellen

4.2.1 Extrema (Ergdnzung 7)

x4 Extremum von f und f db = f'(z,) =0

~~ Nullstellenproblem

4.2.2 Nulistellen reeller Funktionen

Im Folgenden sei I = [a,b] C R,a < b, f mindestens stetig.
Bisektionsverfahren Es gelte f(a)f(b) <0 (,=0“ = f(a) =0 oder f(b) = 0).
Wir konstruieren Intervalle {Ij }; wie folgt:

Start:

ap == a, by := b, Iy := [ag, by
Iteration: L > 0

1) T := L(ay + by)

2.) Stop: f(z) =0

?
3.) f(ak) . f(f) <0: ag41 =ag,by+1 =7
sonst: agy1 =T, bg1 = bk

4.) k= k+1, Ip1 = [ap41, bpta]

Abbruch: Tolx, Tol; > 0 gegeben, Tol, + Tol; > 0

kmax € N. Riickgabe x und f(x) mit

x Approximation der Nullstelle mit |z —x x| < Tol, oder | f(z)|Tol; f(x): Funktionswert
in

Modifikation der Iteration:

|f(Z) | < Toly :
return(z, f(T));
‘bk — ak] < TOIJ; .
falls | f(ag)| < |f(bg)| return (ag, f(ax)), sonst return(bg, f(bx))
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Satz 18. f:[a,b] = R stetig mit f(a) - f(b) < 0. Toly, Toly, kmax wie oben gegeben.
Dann bricht das Bisektionsverfahren nach endich vielen Schritten ab, auch falls kpax =
00

Beweis. Das Verfahren ist wohldefiniert aufgrund des Zwischenwertsatzes.
Die Ezistenz einer Nullstelle in I, ist fiir jedes k gesichert.

!
Tol, > 0 [Tl = (3)" b~ al < Tol, = k < [ 502

ol
Tolf>0:bk—ak—>0
Da f stetig ist und eine Nullstelle in |ay, by] hat, gilt klim flag) = klim f(bg) =0
— 00 —00

= dky e N: min{\f(akf)|, |f(bkf)|} < Toly

(Gilt | f'(x)] < C Va € [a,b], so gilt 2.B.: | f(a)| = |f(ar) — f(zx)] < Ifklxrg[%] [f'(z)] <

|
C ()" < Toly) O
Probleme

e a,b zu finden mit f(a) - f(b) < 0 kann sehr schwierig sein.

e Die Konvergenz ist in der Praxis zu langsam.
(Siehe 1.5: Konvergenzordnung ist 1 mit ¢ = %)

e Die Methode ist auf R beschriankt

Regula Falsi Wie in 2.2.1 aber mit Z wie folgt:
Bildchen

 flak)(bk — ak)

f(br) = flak)
Keine Ausléschung im Nenner wegen f(ax) - f(bg) < 0. Weiteres Vorgehen wie in 2.2.1
Konvergenz: Konvergiert wie in 2.2.1 im Fall Tol; > 0. Die Konvergenz kann belie-
big langsam sein. Im ,besten* Fall ist die Konvergenz linear (unter noch allgemeinen
Voraussetzungen)

T = ag

Das Sekantenverfahren Bildchen
f R — R stetig.

x1, T2 gegeben, x1 # xo und f(x1) # f(x2)
3 ist dann die Nullstelle der Sekante

Initialisierung: z7 # 9, f(z1) # f(x2)
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Iteration fur £ > 0:
1) Falls f(zy-1) # f(x5)

Thyl = T — flxp)(xr — 2p—1)
! fx) = f(xr-1)

2) knk+1

Abbruch: Tol,, Toly, Tolfr, kyax
Wie in 2.2.1 aber mit

|z — zp—1] < Tol,?
|f(xr)] < Tolg?
k< kmax
und |f(zx) — f(zp—1)] < Tolp?

Die letzten beiden Bedingungen fiihren zu einem erfolglosen Abbruch.

Bemerkungen

e Keine Erfolgsgarantie fiir allgemeine Startwerte

e Kleine f-Differenzen erzeugen grofie Fehler

Aber:

e Giinstiger Aufwand (1 f-Auswertung pro Schritt) bei schneller Konvegenz, falls es
konvergiert.

e Gewisse Verallgemeinerung auf RY maglich

Satz 19. f € C(R), f(x.) = 0, f'(2.) #0, ["(x.) # 0.
Dann ex. eine Umgebung U von x., sodass das Sekantenverfahren fir alle Startwerte
aus U konvergiert und die Konvergenzordnung ist genau %(1 +5) ~ 1.6

Newton-Verfahren f:R — R stetig db.
Idee: Verwende Tangende statt Sekante
Bildchen

Initialisierung: x; mit f'(z1) #0
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Iteration: fiir k > 0

1.) Falls f'(zx) #0
f ()

Th+1 = Tk — f’(xk:)

2) kEnvk+1

Abbruch:  Tol,, Tolf, kmax, Tol

|z —zp—1| < Tol,
|f(zx)] < Tolf

k' < kmax

|f'(zr)] < Tolp

In den letzten beiden Féllen ist der Abbruch erfolglos

Bemerkungen
e Keine Garantie eines erfolgreichen Abbruchs (im Allgemeinen)
e Kleine Werte von f’ fithren zu grofien Fehlern

Aber:
e sehr schnell, falls konvergent

e Verallgemeinerung auf RY bzw. Banachriaume moglich

Konvergenzordnung des Newton-Verfahrens

JeC fla) =0, f'(x:) #0

Die Iterationsfunktion des Newton-Verfahrens ist

_ . f@
O(x) := )
Nach 1.5 bilden wir ®'(z,), ®”(z)

f// x) _— f”(l'*)
Flay TIOE = T

Die Konvergenz ist quadratisch und sie ist genau quadratisch, falls f”(x,) # 0

" (x) +0
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4.2.3 Lokale Konvergenz des Newtonverfahrens

Es sei (V,||.|lv) ein Banachraum, ) #U C V, f : U — V eine stetig db. Funktion mit
f'(v)™t € L(V, V) fiir alle v € U sowie

sup || f/(v) L) < K < o0
vel
und
1/ (v) = f(w)llLyy = 0 (v —wlly — 0) glm. fiir v,w € U.

Weiter sei u, € U eine Nullstelle von f. Dann gibt es zu jedem g € (0,1) ein § > 0,
so dass fiir jeden Startwert ug € Bj(us) die Newton-Iteration wu; 1 = u; — f'(u;) ™' f(u;)
wohldefiniert ist und fiir ¢ > 0 gilt

i — uallv < qlluo — usllv
Ist f zweimal stetig db, so ist die Konvergenz quadratisch:
[uir = wallv < Cllui —us|f

fiir « > 0 und ein C > 0. C héngt von f ab.
Insbesondere bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten bzgl. der Kriterien

!
llu; — ui—1|ly < Tol, oder
1f(ui)llv < Toly
fir Tol,, Toly > 0, Tol, + Toly > 0 ab

Bemerkung 7 :V — V linear, stetig (< T € L(V,V)),

Tvl|lyv
”THJL(V,V) ‘= sup I 7]
veV HUHV

Beweis. Seirg > 0 mit By,(us) C U. Dann gilt fir u € By(us)(0 <17 < 10)

1
Flu) = flu) + / £t + = 102)) (0 — ) dt
0

Die Iterationsfunktion des Newton-Verfahrens ist

Gu) :=u— f'(u)™! - f(u)
G st auf By, (u.) wohldefiniert und mit u(t) := ws + t(u — us) gilt

1
Glu) —uy = u—u*—f’(u)_l/f’(u(t))(u—u*)dt
0

1
~ / £ () () — () — ) dl
0
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Daher:

IG(u) —usllv < sup |[f'(0) ) - sup [1F (@) = F'(w®) vy - e — v

v€By (ux) t<(0,1)
Zu q € (0,1) wdihle also 6, so dass

|G (u) —uslly < q-|jJu—usy fir alle u € Bs(uy)
Fiir up € Bs(us) folgt also induktiv

[uitt — usllv = |G (us) —uilly < g+ flui —uilv <0

d.h. {u;}; € Bs(us) und lim u; = u,. Insbesondere
1—00

lui = willv < g fluo = uillyv

Ist f zweimal stetig db, so gilt:
sup || f'(u) = f"(u(t))llLvvy

te(0,1)

IN

C'llu = u®)llv

IN

Also
1G(u) = wlly < KC'lJu — u | = Cllu — w3

= |Juit1 — usllv < Cllus — w3
Mit [Juipr — willy < |luipr — walv + [Jui — uslly <2 flug — ulv-

C'|lu — uslly  mit ¢ = C'(f")

Also ||uix1 — ui|ly — 0 und mit Stetigkeit || f(u;)||v — O fiir i — oo. Daraus folgt der

Abbruch nach endlich vielen Schritten.

Bemerkungen:

e f’ invertierbar heifit, dass s eine einfache Nullstelle ist

e u Nullstelle von f. Dann sei e(u) der Einzugsbereich von u, d.h. uy € e(u) = das
Newton-Verfahren ist wohldefiniert fiir up und die Folge {u; };>0 konvergiert gegen

u
gen)

Beispiel V =R, f(x) = arctan(x)

Bildchen
f(0)=0
|z0| < Xo = x; — 0
|.CI}(]| > Xp = |l’1| — 00
zo = Xo = T; = (—1)i By
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Fiir V =R", n > 2 ist e(u) sehr kompliziert.
Wir berechnen fiir grofe Raumdimension n f(u;) ™! nicht explizit. Stattdessen 16sen wir

fllu)d; = —f(u;)

Uip1 = ujtd;

Newton-Kantorovich-Theorem F : D C V — V, V Banachraum, D offen und kon-
vex, F' stetig db, xg € D und F'(zg) invertierbar sowie

|F'(x0) "' F(zo)| < «
IF' (o) " (F'(y) = F'(@)lluvyy < wollz—ylv Vo,yeD
ho = awy < 1/2
Bs(wo) C D, 6= %(1 (1= 2h)"?)
0

Dann ist die Folge {zy}; der Newton-Iteration wohldefiniert, sie bleibt in Bj(z¢) und
konvergiert gegen ein x, mit F(z,) = 0. Die Konvergenz ist quadratisch.

Bemerkung

e Die Existenz der Nullstelle wird garantiert. Daher sind solche Theoreme auch in
der Analysis interessant.

e Man kann (wie bei Banach) a priori Schranken oder a posteriori Schranken be-
trachten

e Beachte: F(u) = 0 & AF(u) = 0, falls A invertierbar ist. Wie in 2.4.1, 2.4.2
hiingen die Konstanten von A ab. Die Grofie F/~'F ist invariant gegeniiber der
Transformation F'— AF

4.2.4 Globale Konvergenz

Idee: Definiere eine ,,Energie®, die in jedem Schritt verkleinert wird:
fiir ein £ : V =R" — R gelte

1| = |ui — f'(ui) 7" f(us)| = E(uig1) < E(ug)

Problem: w;4; sollte nicht zu weit weg sein von u;. Ausweg (siehe Jakobi- oder SOR-
Verfahren): Dampfung.

Fiir 7; > 0 ist wiy1 = u; — 7o f'(u;) 71 f(u;) das geddmpfte Newton-Verfahren.

i klein“: 7; € (0,1) klein

, grof“: 7, — 1 um von der quadratischen Konvergenz zu profitieren. (7 # 1: gedampftes
Newton-Verfahren konvergiert nur linear)

62



Lemma 4. ) # D C R" abgeschlossen und beschrinkt. f € CY(D,R"™) und f'(u)~*
existiere fir alle w € D. |.| eine Vektornorm.

Definiere E : D — R, u > E(u) = |f(u)| mit d(u) :== —f'(u)~' - f(u). Dann gilt:

Fir alle € > 0 ezistiert ein § > 0 mait

E(u+7du) <(1—-7+er)E(u) firalleue D, 7€ (0,0)

Beweis. Fiir u € D:

flu+7du) = f(u)+ /f/(u + sd(u))d(u)ds

0
’

= (1a- / £ (u+ sd(w) f ()L ds | f(u)

0
-

e / (' (u + sd(u) — £'(w)) f'(u) "L ds | f(u)

0

T geniigend klein:

[f(u+rd)| < (L —7+7 sup ||f'(utsd(w)) = f'(@)2- ||/ ()" |2) - [ f(u)]
s€(0,7) T’

<C-1leg, falls 7<§

= Eu+7d(u) <(1—7+¢e1)E(u) O

Schrittweitensteuerung f wie in 2.3, E wie oben. Wihle ein o € (0,1) und ug € D.
Newton-Verfahren mit Schrittweitensteuerung

Initialisierung: ug € D

Iteration: fiir £k > 0
1.) Lose f’(uk)dk = —f(uk) fir dk

2.) Bestimme 7 = 27% und ¢ € N minimal mit By g, |(ur) C D und E(uy + mdg) <
(1 — o) E(ug)

3.) ug+1 = uk + Trdg, gehe zu (1)

Wahl des Wertes gy,
k=0:q=0,1,... bist die Bedingung in (2) fiir ein gy zum ersten Mal erfiillt ist.
k > 0: Probiere ¢ = qx—1 — 1,qx—1, ... bist (2) fiir ein gx zum ersten Mal erfiillt ist.
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Globale Konvergenz

Satz 20. f wie im Lemma in 2.4.1 bzgl. eines D,.

Zua >0 sei Dy :={v e D: |f(v)] <a} nichtleer und kompakt. (f darf nur eine
Nullstelle haben und muss glm konvergieren)

Dann konvergiert das Verfahren aus 2.4.1 fiir alle Startwerte ug € Dy gegen eine Null-
stelle von f in D,,.

Insbesondere folgt der Abbruch nach endlich vielen Schritten bzgl. des Kriteriums E(uy) <
Tol; fiir ein Toly > 0

Beweis. Nach Konstruktion gilt:

Eups1) < E(ug) < ..

< Eup) =«

und {ugtr C Dy.
Die Folge konvergiert daher, weil Dy kompakt ist, etwa up — u.(k — o00) fir eine
Teilfolge. Nach dem Lemma gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass

| (ur + 7d(up))| < (1= (1 —&)7)|f ()]

fir 0 <7 <4, gleichmdfig in Dg.
Nun seie :==1—o0, d.h.

|f(ur + 7d(ug))| < (1 —o7)|f (ug)]|

Diese Ungleichung gilt fir T = 6, d.h. nach Konstruktion gilt 7, > 0/2. Insbesondere
erhalten wir nach endl. vielen Schritten

1
[f(upa)l = [f (up + mrdi)| < (1= S00) | f (ur)l,
also E(ugy1) < kE(ug) fir ein k € (0,1), so dass klim E(u) = 0. Insbesondere wird
—00

!

E(ug) = | f(uy)| < Toly nach endlich vielen Schritten erreicht. O
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