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1. In dieser Arbeit verwenden wir folgende Bezeichnungen. lvIit
..Y, Y, Z, ... bezeichnen wir reelle, abgesclJossene Intervalle X =
= [xv x2~:, ... und fassen diese zur lYIenge I(R) zusamlnen. Bekanntlich
sind durch die Festlegung

(1) .-:Y* Y = {x *Y I x E X, Y E Y}, * E {+, -, X, f},
\. .,.

(0 ~ Y bei f) in '-l(R) vier IntervalloperationerL erklärt (vergleiche LSj).
Durch die Identifizierung x' = [x, xJ gilt R C I(R). Wichtigste Eigenschaft
der Interval1operationen (1) ist die Teilnlengeneigenschaft

(2)
- - - -

X c X, y c y =>X * Y c X * Y.

Wir verwenden noch folgende Funktionen auf I(R) :

(3)

(4)

(5)

d(X) = X2 - Xl ~ 0, (DurchIr.esser)

IX! = max {lxII, ix2!} ~ 0, (Betrag)

q(X, Y) = max {ixI - YI!' IX2- Y2:} ~ 0, (Abstand)

für welche eine Reihe von Rechenregeln gelten (vergleiche L3J, [5J). E11t-
sprechend betrachten wir reelle Intervallvektoren x, 1), 3, ... mit x =
= (Xl, X2, ..., Xn), ..., und fassen diese zu Vn(I(R)) zusammen, so\yic
reelle n X m-Intervalln1atrizen X, 'D, 3, . .. mit X = (Xjj), ..., welche



118 G. ALEFELD und J. HERZBERGER 2

in .ZvIn,m(I(R)) zusanlmengefaßt seien. Reelle Vektoren bzw. ~ratrizen
schreiben wir als X, 1)/0, ... bzw. X, 'D,3, . .. und können die~e wie
oben identifizieren. V~rknüpfungen z~ische~ Intervallvektorcll bZ'vv.lnter-
vallvektoren und -lnatrizen werden wie üblich formal definiert.

Durchmesser, Betrag, Abstand und Inklusion werden elell1entweise
definiert. Es gilt für derartige Verknüpfungen ebenfalls die Teilmengen-
eigenschaft. Weitere Rechenregeln findet man etwa in [3J.

\Vir betrachten nun Iterationsvorschriften ], durch deren Anwendung
Folgen von reellen Intervallvektoren {r(kJ}:=o entstehen. Folgen, die durch
Anwenden von] entstehen und die gegen das Grenzelement r konvergieren,
fassen wir zur Menge C(j, r) zusammen und diese sei nicht leer. Da viele
Realisierungen von Iterationsvorschriften zur Berechnung von Einschließ-
ungen für Lösungen bestimmter Probleme benutzt werden, wollen wir die
Vora ussetzung .

(6) r c r(k), k ~ 0,

treffen. Für die Abweichung eines Folgenelementes r(k) vom Grenzwert
r können wir nun entweder

(7) a(kJ = q(r(kJ,r) = (q(X~k),Xi)) ~ 0. .
oder

(8) b'k) = d(r(k)) - d(r) = (d(x}kJ)) - (d(XJ) ~ 0. .
als ~laß heranziehen. Beides sind nichtnegative reelle Vektoren und es
gilt

(9) a(k) = 0 <=> b(k) = 0 <=> r(k) = r. . . .
Beide sind bezüglich der (komponentenweisen) Inklusion nlonotone Abbil-
dungen, d.h. es gilt

(10) r{ffl) c r(k) => a(m) ~ a(k), b(m) ~ b(k),. . . .
Eine im Sinne der Inklusion kleinere Einschliessung für :r erzeugt

also beidemal auch eine kleinere Größe für die Abweichung von I.

\Vir geben in der Intervallmenge I(R) dazu noch ein anschauliches
Beispiel. Sei dazu speziell X = [x, xJ der Grenzwert der Folge {X(~)}~.".o'
dann erhalten wir einmal-

a(k) = max {!X~k)- xl, IX~k)- xl}
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als Inaximale Abweichung eines Eleu.i.entes XE X(k) vom Grenzwer~ x
und ein andermal

b(k) = d(X(k))

als den Abstand eier beid.en x einschliessendei.j. Schranken VOi-J.elllCllluc;.

Jetzt betrachten wir zu jeder Folge {x(k)}f=o aus C(JJ x), welche
zusätzlich noch (6) erfülltJ die zugehörigen Nullfolgen {<1(k)}~=oSO\Yl(~

{b(k)}~o' Hierauf wenden wir nun die bekannten Definitio~en für eine
Konvergenzordnung wie in [6] an.

Dazu definieren wir den zu einer solchen Folge gehörenden R-Faktor
mit Hilfe einer Vektornorm!!. i! durch

fr 1

R {dk)} - j 1m sup [Ie(k):'k
p -) k - 00 . I1 J.

! lim sup [Ie(k)::p-k
l k - 00 . 11 J

p=t

p>t

wobei für f C(k)} entweder die Folge {a.(kHCO oder fb(k) } CXJ steht. Diesel. . )k=O l. k=O
Definition ist unabhängig von der verwendeten Vektornorm!!' iI, '\-\.Je
aufgrund der Normäquivalenz in [6J be\viesen wird. Darüberhinalls ist
diese Definition unter den getroffenen Voraussetzungen auch unabhängig,
davonJ ob {~(k)}~O oder {~(k)}:=Overwendet wird. Das zeigt das folgeTIue

Lern mal: Es sei {x(k)}f=o eine dU1Ch ] erze-ugte Folge mit dem
Grenzwert x, für die (6) erfüllt ist. Dann gilt für die daraus geb.ildeten Folgen.
{alk)\.~ -und (j)(k)}oo :. j k=0 l. k=0

Rp{~(k)} = Rp{?(k)}, P ~ 1.

B ewe i s: Für Intervalle X c Y gilt bekanntlich

~ (d(Y) - d(X)) < q(X, Y) < d(Y) - d(X)
2

woraus dann unmittelbar

~ b(k) < alk) < b(k)
2. - -

folgt. Somit folgt für eine monotone Vektornorm! i.1i

2
1 lib(k)il < I!a(k)li :::; iib(k)ii. . .
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-k

und da Um
(
~

J
'p = 1, P > 1, gilt, schließen wir weiter

k-+co 2

lim sup Jjb(k)iIP-k> lim sup lja(k)IIP-k
k-+oo. k-+oo.

-k

~ lim sup
(
~

)
P Ilb(k)iIP-k

k-+oo 2 .

= lim sup iib(k)IIP-k.
k-+00 .

Analoges folgt für p = 1.

Unter der Voraussetzung (6) an die Iterationsfolgen {x(k)}r...osind also
unsere weiteren Betrachtungen unabhängig davon ob wir zu {X(k)}~=o
die Folge {a(k)}:~o oder {b(k)}r=o betrachten. Daß dies ohne die Voraus-
setzung (6) rocht immer eier Fall ist, zeigt folgendes kleine Beispiel. Wir

betrachten dazu die Folge {[O, 1J + (~ f}:omit dem Grenzwert [0, 1J.

Offenbar ist a(k) = ( ~r und damit für p = 1

1

r ( 1 'k

)

k 1

R1{a(~:} = 1i~~::pll2) = 2"'

wogegen b(k) = 0 und damit R1{b(k)} = 0 wird.

Wir betrachten also nur noch solche Folgen aus C(J, x), für welche
(6) gilt und fassen diese zur Teilmenge [(J, x) zusaml11en. Der R-Faktor
von J ist dann definiert als

Rp (J, x) = sup {Rp{~(k)} ! {X(k)}:=oE [(J, x)}, P ~ 1.

Dieser R-Faktor ist nach dem vorhin gezeigten unabhängig von der ver-
wendeten Norm jI. !I und hätte gleichwertig auch mit Hilfe {b(k)} definiert
werden können. Schließlich erhalten wir die R-Ordnung d~r Iterations-
vorschrift J mit dem Grenzwert x als

0 (J \ -
{

( + 00 falls RpU, x) = 0 für p ~ 1
R ' X) - .

inf {PiP E [1, 00), Rp(J, x) = + oo}sonst.
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Die hier wiedergegebenen Definitionen finelen sich für den }'all VOll
Vektorfolgen im reellen Vektorraum Yn(R) bei Ortega und :'Zhein()oldt
in [6J. Wir wollen nun noch eine für die praktische Abschätz:;ng der
R-Ordnung nützliche Aussage wiedergeben (vergleiche [6J, S. 297).

S atz 1: Sei] eine Iterat'ionsvorschnjt 'lnit deut Grenzwert rund
sei C(], x) die l.lenge aller damit erzeugten Folgen mit den oben angegebenen
Eigenschaften.

Existiert dann ein p ~ 1 und eine Konstante Y2' so daß für alle Folgel).

{x(k)};'...oaus C(], x) für eine Korm :: . iJ

lia(k+l)!! < Y2Iia(k)iiP, k ~ k({X(k)}~=o)'. .
oder

Ilb(k+l) ll < v iib(k) I;;P k~k{ {x(knCX) )- . 2 11 I' ~ \ J k=O '. .
gilt, dann erfüllt die R-Ordnung von] die Ungleichung

°RU, x) < p.

Gibt es andererseits eine ~Konstante ;1 > 0 und eine Folge {X(k)};::=oaus
C(], x) mit

Ila(k+l)l! :>- v l!a(k) iP > 0 k ~ k11 ::;.--.1 I, 11 ,::;.-- 0-.
()der

, II'b(k+l)
!

,

,
' :>-.., i:b(k):P > 0 k >.: 1,

I ::;.-- l 1 j I , I ,::;.-- /, 0-
0 0

dann folgt für die R-Ordnung von]

°R(]' x) ~ p.

Sind beide Forderungen mit Konstanten Y2 und Y1 erfüllt, so gilt sculiess-
lich

°R(]' x) = p.

Der Beweis dieses Lelnmas ~ann mit I-Iilfe der vorher bewiesenen Aus-
sagen analog wie in [6J durchgeführt werden.

Es sei vermerkt, dass sich die gleichen "Cberlegungen auch für Itera-
tionsvorschriften durchführen lassen, d.eren Anwendung auf Folgen von
Intervallmatrizen {;r(k)}~o führt.

2. Wir wollen nun die angegebenen Ergebnisse auf ein Iterationsver-
fahren anwenden, welches in [1] eingeführt wurde. Dazu sei ;riO) ein vor-
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gegebener Intervallvektor, der eine Nullstelle x* des reellen (nichtlinearen)
Gleichungssystems

(11) f(x) = a.. .
enthält. Bezeichnet nun

(12) (g(k) = f' (r(k))

die intervallmäßige Auswertung der Ableitung von f für X(k)dann braucht

man für die Durchführung der Iterationsvorschrift eine Intervallmatrix
Q3(0)mit der Eigenschaft

{~-l ; (5 E ~(O)} c Q3iO).. .

Damit betrachten wir das folgende Iterationsverfahren

(V)
(X(l;+l) = {m(x(k)) - Q3(k)f(m(x(k)))} n X(k)
; .
~

l ID(k+l) = {m(Q3(k)) + Q3(k)(ß? - (}i(k+l)m(ID(k)))} n ID(k)

k ~ O. (Cf)bezeichnet die Einheitsn1atrix).

Dabei bezeichnet -nt(r) elen :YIittelpunkt des Intervallvektors x. Entspre-
chend ist 17:.(1:) definiert. Durch dieses Verfahren wird eine Folge von
Intervallvektoren und Intervallmatrizen berechnet mit

x(O) ::> I(1) ::> ... und 55(0) ::> 55(1) ::> ...

für welche die folgenden Aussagen gelten.

S atz 2: Es sei x(O) ein Intervallvektor 'und I* E x(O) Nullstelle

des Gleichungssystenzs (11). Die Frechet-AbleiLtlng vo~ f genÜge in I(O)
einer Lipschitz-Bedingung. Ausserdem genüge die inter~allar'ithrnetische
Auswertung f'(x) der Frechet-Ableitung fÜr x c x(O) einer Bedingung

(13) !!d(f'(x))11 < c Ild(x)!!.
für eine Norm !! . I!. Für die nach (V) berechneten Folgen von
vektoren {x(k)}f=o und Intervallmatrizen {ID(k)};'=ogilt dann

a) Jeder Vektor X(k), k ~ 0, enthült x*..
b) Ist jede !vIatrix ID E 5]3(0)nichtsingulär dann gilt

1im r(k) = I* und 1im ID(k)= f'(I*)-l.k- CI: . k 00 . .

Intervall-
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~) Es sei .r,ik) die Intcrvalln/'atrix, deren cr~tc Spalle l;lc/(-/l d(lj;
Intervallvehtor X(k) ist 1l'nd deren Übrige 5 paltc1l durch die SpaltcH der
_lvIatrix 5ß(k) gebildet werden: f>(k) = (X(k), ~(k)). Dann gÜt

0 ((V\ (~* ';:IIX*\-1\\ :>.: 2
R\\ ), \.t. , i \ } )J r .. ..

B ewe i s: Die Aussagen a) und b) wurden bereits in Clj be\viescii.
ZUll1 Beweis von c) setzen wir zur Abkürzung

.j=f'(:r*)..

Dann folgt aus (V)

X(k+l) - x* c - ~(k) [f(m(x(k))) - :(x*) - f'(x*)(1n(x{ki)- x*)J. . .
- ~(k)(3 . (m(I(k))- x*)) -:- m(x(k))- x*. . .

c - ~(k) [f(m(x(k))) - f(x*) - l' (:r*)(m(x(k))- x*)J

+ (3-1 - ~(k))(3 . (1n(x(k))- x*)).. . .
:Daraus erhält man wegen

q(:r(k),x*) = :X{k) - x*I. .
q(~(k),.j-l) = 1~(k)- .j-li. .

.unter Verwendung einer monotonen Nonn und aufgrund des 1\ormäql1iv<l-
lenzsatzes

:lq,(X{k) x*)11
<'

11
1~(k)i ': . C .:: q(.r(k) X*)\;2 L c '; q(~(k) '\-1 )

\

I , ..:::. 1 I i I 1 I I \ ' j I I 2 I I ' ,-' ! I. ..
. i'I I, C{'

I' 11 . i ' q{X(k) x* ) ::
I -v i I 11 \, I.. .

.Ähnlich erhält man

Ilq(~(k+l) C"{-lii < c . 3 1: I C'{! !~ . ;!q'
,'~(k) ~-1 ) !!2-L, -v I I-i I I ,-' I I I I. ", I I I. . .

+' I: !~(k)! '1'!2C ::q(X(k+l) ) x*)Ji
11 I I I 4.1I \ I I I ..

:Für die n X (n + l)-Matrix U = (0, 5.B)führen wir eine Nornl ein anreil. ..
i .. "(. I!"' 1 'J'. ' . . ,\11 ' , '\

Iltill = max lliuii, li~}jiJ'. ..
Mit r(k)= 11 (q(X(k),x*), q(~(k), .j-I))! i gilt dann mit Ii :~(k) i L < S wegen. .

lim ~(k) = ,3-1 und mit L !~ i 1I'= Pk-oo. .
! Iq(X(k+ 1), ~*)! 1 < (SCI + PC2) (r(k))2.

I!q(~(k+l)), .3-1)1;::;; (Cs P + S2C,(SC1 + pc2)(r(k))'l...

-
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Setzen ~r daher noch

y = max {scI + pC21 c3P + S2C,(SCI + pC2)}1

so folgt

r(k+1) < "/i' y (k)
}\2 k :>- 0-" I :;;-- I

und damit nach Satz 2 die Behauptung c).

B e m e r k TIn g: Die Bedin.gung (13) ist für die intervall'mäßige Aus-
wertung von rationalen Funktionen stets erfüllt (siehe [5J)1 l?ann aber auch
für allgemeinere Funktionen nachgewiesen werden.

Wir bemerken abschliessendl dass Satz 2 eine Verschärfung der in
=1J angegebenen Aussagen darstelltl wo nur die überlineare Konvergenz
des Verfahrens (V) bewiesen wurde. In [4J wurde eine TvIodifikation von
(V) angegebenl bei der die Folge der Durchmesser durch eine quadratisch
konvergente Folge majorisiert wird. Dazu ist in jedem Schritt zusätzlich
ein lineares Punktgleichungssystem zu lösen. Satz 2 zeigtl daß dieser
zusätzliche Aufwand auf die Konvergenzordnung keinen Einfluß hat.
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