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Zusammenfassung — Abstract

Zur iterativen EinschlieBung von positiven Inversen. Es wird ein Verfahren zur EinschlieBung des
positiven Inversen eines Elementes in einem Ring angegeben, welches bei gleichem Aufwand wie bei
bekannten Verfahren der Konvergenzordnung 2 die Konvergenzordnung 3 besitzt.

On the Approximation of Positive Inverse Elements. In a partially ordered ring we give a method for
the two-sided approximation of the inverse of an element which needs the same number of multi-
plications as known methods of convergence order two. The new method has the convergence
order three.

1. Einleitung

Es sei R ein Ring mit Einselement 1, der durch einen Kegel K
(KcR,K+KcK,K?*cK,Kn (—K)={0})
halbgeordnet ist. Es bezeichne
I={xeR/Ax 'eR mit xx !'=x"1x=1}
die Menge der invertierbaren Elemente von R.

Wir betrachten die Aufgabe, fiir ein a € I das Element a~! zu bestimmen. Dies ist
identisch mit der Aufgabe, die Losung der Operatorgleichung

F(x)=a—x"'=0
zu bestimmen.

Die Berechnung von a™ ' durch monotone EinschlieBung wurde in letzter Zeit —
motiviert durch Verfahren der Intervallrechnung [1] — wiederholt betrachtet.
Siehe dazu insbesondere Monch [2] und Schmidt [4] sowie Schmidt-Nauber

[5].

Im Falle, daB a™ ! >0 gilt, wurde in [2] ein Verfahren angegeben, welches mit
3 Multiplikationen pro Schritt 2 Folgen liefert, die a~! von oben und unten
einschlieBen und monoton mit der Konvergenzordnung 2 gegen a~' konver-

und damit wegen a~ * >0 die Ungleichung x, <x;.
Allgemein folgt mit (5) und (2)
ax,s1—l=—(—ax)=(ax,—1)*">[(ax;— 1)’ =
=(ax;—1) " =—(1=-ax)*"" =ax,,,—1,
also wegen a” ' die Ungleichung x,, ; >X,.,,n=1,2, ....

Analog ist nach (1) mit (5)
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gieren. (Siehe [2], Formel (2) fiir s=0.) Wie in [2] niher ausgefiihrt, besitzt
dieses Verfahren unter allen dort angegebenen Verfahren den maximalen Wir-
kungsgrad. In dieser Note soll unter der gleichen Voraussetzung a~ ' >0 auf ein
Verfahren hingewiesen werden, welches mit 3 Multiplikationen pro Schritt zwei
Folgen liefert, welche a~* von oben und unten einschlieBen und unter geeigneten
Bedingungen gegen a~ ! konvergieren, die jedoch die Konvergenzordnung 3
besitzen.

Die Monotonie der Folgen wird nicht aligemein bewiesen. Wegen der hohen Kon-
vergenzordnung ist das monotone Verhalten aber auch nicht als so wesentlich
anzuschen.

2. Verfahren und Aussagen

Fiir ein x, € R betrachten wir das Verfahren
=X,+x,(1—ax
L e e
Es erfordert 3 Multiplikationen pro Schritt. (V) entsteht durch Anwendung des
in [ 3] betrachteten Verfahrens
{F(x,,)+5 F (% X,) (ya=%,)=0
F (x,)+0 F (X, yp) (Xp41 —X)=0
auf die Operatorgleichung
F(x)=a—x"1=0.
Durch vollstindige Induktion zeigt man fiir (V)

l—ay,=(1—ax,)?3" (1)
l—ax, ;=1—-ax,)* U )

Ist in R ein Norm definiert
(Ix|=0=x=0, I x[|= —x|, | x+yl<lx|+lyl, IxylI<lxllyl)
und wird iiber diese ein Konvergenzbegriff eingefiihrt
(lim x,=x*<lim || x,—x* || =0),
so gilt wegen

a l—y,=a~t(l—ax,)?3"

a =X, =at (l_axi)3"

die Aussage
lim y,=lim x,=a !

n=ac n—+aog

falls | 1—a x, | <1 erfiillt ist.
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1=ay,si=(—ax)*¥ =[lax; -1’ > <ax; - 1>*" " =1-ay,,

und somit ¥, >y, =12 ... W

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, bemerken wir abschlieBend, daf3 sich das hier
verwendete Prinzip auch zur Konstruktion von Verfahren hoherer Ordnung
verwenden 146t. Diese Verfahren besitzen dann bei gleichem Aufwand jeweils
eine um 1 hohere Konvergenzordnung als die in [2] angegebenen Verfahren.
Darauf soll an anderer Stelle eingegangen werden.
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