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Intervallanalytische Methoden bei
nichtlinearen Gleichungen

von Gotz Alefeld

1. Einleitung

Die Intervallrechnung stellt einen jungen Zweig der Numerischen Mathe-
matik dar, dessen Ausbau nach wie vor in lebhafter Entwicklung begriffen
ist. Wihrend die meisten Regeln fiir Verkniipfungen reeller Intervalle in
wesentlich allgemeinerem Zusammenhange bereits von R. C. Young [20]
im Jahre 1931 bewiesen wurden, sind diese und ihre Eigenschaften erst zu
Beginn des letzten Jahrzehnts in der Numerischen Mathematik systema-
tisch verwendet worden. Es ist jedoch offensichtlich nicht allgemein
bekannt, daf bereits in der 1951 in russischer Sprache erschienenen Enzy-
klopidie der Elementarmathematik, Band I, Arithmetik, die Gesetzmafig-
keiten der Intervallrechnung explizit verwendet wurden, um Einschlieun-
gen fiir Funktionswerte zu berechnen, wenn die Eingangsdaten mit Fehlern
behaftet sind,d.h. in Intervallen liegen. Siehe dazu [7], S. 346 ff.. Die
ersten, schon relativ weitreichenden Ergebnisse werden aufgrund dieser
iibersehenen Literaturstelle heute allgemein Sunaga [17] zugeschrieben.
Unbestreitbar ist jedoch, dafl mit den grundlegenden Ergebnissen von R. E.
Moore und der zusammenfassenden Darstellung in seinem 1966 erschiene-
nen Buch [13] das Interesse an der Intervallrechnung allgemein geweckt
wurde. Eine weitere zusammenfassende Darstellung mit vielen neuen
bedeutenden Ergebnissen wurde 1968 von U. Kulisch [11] verfa3t.

Daf} die intensive Beschiftigung mit der Intervallrechnung gerade um 1960
einsetzte, war kein Zufall. Es war dies die Zeit, zu der bereits ein grofier
Personenkreis praktische Erfahrungen mit der numerischen Behandlung
zahlreicher Probleme auf digitalen Rechenanlagen gemacht hatte. Die un-
angenehmen, damals noch weitgehend unerklirbaren Rundungsfehler-
effekte hatten einen solchen Schock ausgel6st, dafd man in der systemati-
schen Verwendung der Intervallrechnung auf digitalen Rechenanlagen das
Allheilmittel sah, um die Rundungsfehler zu kontrollieren. Es zeigte sich
jedoch sehr bald, daf® nur die durchdachte und durch sehr feinsinnige Uber-
legungen untermauerte Anwendung der Intervallrechnung hierbei zu prak-
tisch verwertbaren Ergebnissen fiihrt.

Die Tatsache, daf} die systematische Ersetzung der reellen Grofien eines

im reellen Zahlenkdrper hergeleiteten Algorithmus durch Intervalle bei der
Durchfiihrung auf einer Rechenanlage sehr hiufig Ergebnisintervalle liefert,
die so grof} sind, daf} sie praktisch wertlos sind, wurde von einigen Numeri-
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schen Mathematikern als Anlal genommen, um die Intervallrechnung als
Ganzes als wertlos fiir die Numerische Mathematik anzusehen. Dabei
wurde iibersehen, dafd die Ursache fiir diesen Sachverhalt nicht bei dem
Hilfsmittel Intervallrechnung zu suchen ist, sondern in der in diesem Falle
naiven Anwendung dieses Hilfsmittels begriindet liegt. Es wurde weiter
aufler acht gelassen, dafl die Beschédftigung mit der Erfassung von Run-
dungsfehlern durch die Intervallrechnung zu einer sauberen Beschreibung
der beim numerischen Rechnen auf einer Rechenanlage vorliegenden Rau-
me gefiihrt hat. Eine Zusammenfassung dieser Ergebnisse findet man in
dem Buch von U. Kulisch [12] sowie in Albrecht — Kulisch [1].

Unabhingig davon gibt es weitreichende Anwendungen der Intervallrech-
nung in der Numerischen Mathematik, die nichts mit der Erfassung von
Rundungsfehlern zu tun haben. Es ist die Absicht dieses Aufsatzes, auf
einige der von Rundungsfehlern unabhiingigen Anwendungen der Intervall-
rechnung hinzuweisen. Dabei kann natiirlich keinerlei Vollstindigkeit an-
gestrebt werden.

Die im folgenden verwendeten Bezeichnungen schliefien sich eng an die

in [3], S. 397-398, benutzten an und werden aus Platzgrinden nicht noch-
mals aufgelistet. Lemmata und Sdtze werden abschnittsweise fortlaufend
numeriert. Entsprechend wird auf sie Bezug genommen.

2. Der Gaufische Algorithmus bei Gleichungen mit Intervallen
als Koeffizienten

Gegeben sei eine reelle Intervallmatrix A = (4 I'}T) und ein Intervallvektor
b = (B;). Falls der Gaufische Algorithmus mit der Intervallmatrix A
durchfiihrbar ist — dies ist der Fall, falls alle auftretenden Nennerinter-
valle nicht die Null enthalten, was eventuell durch Zeilen- oder Spalten-
vertauschungen erreicht werden kann —, so liefert er einen Intervallvektor
x mit der Eigenschaft

{A-1p|AeA,beb}cx,

d h. der Intervallvektor x schlief3t die Lésungen der linearen Gleichungs-
systeme '

Ax=b, Ae€A, beb,
ein. Einen Beweis fir diesen Sachverhalt findet man z.B. in [3], S. 218 ff.

Die Aufgabe, einen Intervallvektor mit der angegebenen Eigenschaft zu
bestimmen, ist als solche von Interesse. Sie liegt z.B. vor, wenn man die
Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems bei der Eingabe in eine
Rechenmaschine runden muf}, und daher die exakten Koeffizienten nur
durch auf der Maschine darstellbare Schranken einschlieflen kann. Viel
wichtiger im Rahmen dieses Aufsatzes sind Aufgabenstellungen, bei denen
die Bestimmung eines EinschlieBungsvektors fiir die Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems mit Intervallen als K oeffizienten ohne jeden
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Bezug auf fehlerhafte Eingangsdaten oder Rundungen wihrend der Rech-
nung durchgefiihrt wird. (Siehe Abschnitte 3 und 4).

Wihrend fiir Punktgleichungssysteme, d.h. fir Gleichungssysteme mit einer
Punktmatrix A als Koeffizientenmatrix, bekannt ist, da® bei rundungsfeh-
lerfreier Rechnung die Durchfiihrbarkeit des Gauf3schen Algorithmus —
moglicherweise unter Verwendung notwendiger Zeilenvertauschungen —
gesichert ist, konnte fiir Intervallmatrizen bisher eine analoge Aussage

nicht bewiesen werden. Aufgrund der speziellen Gesetzmafigkeiten der
Intervallrechnung ist sogar nicht auszuschliefen, dafy die Ausgangsmatrix

A keine singulidre Matrix enthilt und der Gaufsche Algorithmus nicht durch-
filhrbar ist. Eine Begriindung dafiir ist in [3], S. 221 ff. dargelegt.

Allerdings ist bisher kein Beispiel bekannt, bei dem die Ausgangsmatrix A
kein singulire Matrix enthilt und der Gauf’sche Algorithmus abbricht*. Das
Auffinden eines solchen Beispiels wird durch zwei Tatsachen erschwert:
Erstens ist es relativ schwierig nachzuweisen, daf} eine Intervallmatrix A
keine singulidre Punktmatrix A enthidlt. Zweitens muf} die Ordnung n des
Gleichungssystems grofler als zwei sein, womit die systematische explizite
Diskussion mit Bleistift und Papier recht kompliziert wird. Dafl die Anzahl
n der Unbekannten mindestens gleich drei sein muf, ergibt sich aus dem
folgenden Satz.

Satz 2.1: Ist 1 < n <X 2 und enthdlt die n x n-Intervallmatrix A = (4;)
keine singuldre Matrix A, so ist der Gauf3sche Algorithmus durch fukrbar

Beweis: Im Falle n = 1 ist nach Voraussetzung 0 € 4;; = A, womit alles
gezeigt ist. Fiirn = 2 kénnen nicht beide Intervalle 4;; und 4,; die Null
enthalten, da sonst A eine singulidre Punktmatrix A enthilt. Es gelte 0.E.d.A.
0 ¢ A;;.Anderenfalls vertausche man die beiden Zeilen von A. Dann liefert
der Gaufische Algorithmus (siehe [3], S. 218 ff.) fiir das Element 45, das
Intervall

Ay =Agy — Az141,.

A11
A%, kann aufgefafit werden als 1ntervallmd&ge Auswertung ([3], S. 28 ff))

der rationalen Funktion a3, der vier Variablen a;;,a,;, ajp und ay,, defi-
niert durch

§ 1
az(ayy, ayz,az1,a22) =ay, T, 21912
11

Nach Voraussetzung ist fiir jedes A € A
det(A) = ay1az3 —az1a43 0,

* Inzwischen wurde von L. Platzoder eine 4 x 4 Matrix angegeben, fiir die dies der Fall
ist.
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also auch

’ 1
a22(a11,812,421,822) = —— det(A) # 0.
11
Da im Funktionsausdruck fir 052 jede Variable genau einmal auftritt,’lie-
fert die intervallmiflige Auswertung den Wertebereich der Funktion a5,
fﬁl’dll = Al}.’ a2 € A127 asy € A'Zl: 1Y) EAzz. Somit gﬂt 0 é Arzz und
der Gaufdsche Algorithmus ist durchfiihrbar. =

Der angegebene Beweis 1df3t sich fiir n» = 3 nicht iibertragen. Abgesehen
von den in Satz 2.1 beschriebenen trivialen Fillen sind einige weitere
Klassen von Intervallmatrizen bekannt, fiir die die Durchfiihrbarkeit nach-
gewiesen werden kann. Wir zitieren zunichst die Ergebnisse aus [2].

Satz 2.2: Es sei A = (Ai!‘) eine reelle Intervallmatrix. Aus A werde die
Punktmatrix B — (bl}) mit
1 .
|m(z4ﬁ”“7d(z4if) i=j
= |AU| sonst

gebildet. Falls B eine M-Matrix ist, so ist der Gauf3sche Algorithmus mit
der Intervallmatrix A durchfiihrbar (und zwar sogar ohne Spalten und
Zeilenvertauschungen). ®

Eine reelle Matrix B heifdt dabei bekanntlich M-Matrix, falls auflerhalb
der Diagonale nur nichtpositive Elemente stehen, B nichtsingulir ist, und
alle Elemente von B~ ! nichtnegativ sind (Siehe z.B. [19], S. 85).

Die Voraussetzungen von Satz 2.2 sind beispielsweise erfiillt, wenn die
Intervallmatrix streng diagonaldominant ist, d.h. wenn

1 g ;
|m(4;;) |""'§ d(4;;) > 2 |AUI ; I1<i<n
i=1
JFI

gilt. Die hier definierte Eigenschaft , streng diagonaldominant‘ fiir Inter-
vallmatrizen ist eine unmittelbare Verallgemeinerung der entsprechenden
Definition fiir Punktmatrizen und geht im Spezialfall, dal A eine Punkt-
matrix ist, in diese iiber.

Intervallmatrizen, welche die Voraussetzungen von Satz 2.2 erfiillen, treten
bei der numerischen Auflosung nichtlinearer Gleichungssysteme auf, wel-
che durch Diskretisierung von Differentialgleichungen entstehen. (Siehe
Abschnitt 4). Aus diesem Grunde ist das Ergebnis von Satz 2.2 von erheb-
lichem praktischen Interesse.

Wir erwihnen noch, daf’ fiir eine Teilmenge der in Satz 2.2 enthaltenen
Menge von Intervallmatrizen die Durchfiihrbarkeit des Gaufschen Algo-
rithmus in etwas anderem Zusammenhange in [5] gezeigt wurde.

Es sei hier weiter erwdhnt, daf} auch fiir die von Gargantini und Henrici
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[6] eingefiihrte Arithmetik fiir Kreisscheiben der komplexen Zahlenebene
die Aussagen von Satz 2.2 sinngemif bestehen (siehe [2]). Dagegen ist
Satz 2.1 in diesem Falle nicht richtig. -

SchlieBSlich hat K. Reichmann [16] eine Klasse von Hessenbergmatrizen
mit Intervallen als Koeffizienten angegeben, fiir die der Gaufische Algo-
rithmus stets durchfiihrbar ist. (Eine Matrix heifit obere Hessenberg-
matrix, falls unterhalb der ersten Nebendiagonale alle Elemente ver-
schwinden). Unter geeigneten Voraussetzungen iiber die auf der Rechen-
maschine vorliegende Rundung gilt dies sogar bei der Durchfithrung mit
gerundeter Intervallrechnung.

Es wire wiinschenswert, wenn man weitere Klassen von Intervallma'trizen
angeben konnte, fiir die die Durchfithrbarkeit des Gauischen Algorithmus

gezeigt werden kann.

3. Existenzaussagen fiir Losungen nichtlinearer
Gleichungssysteme

Wir wollen in diesem Abschnitt darlegen, wie unter Verwendung intervall-
arithmetischer Hilfsmittel praktisch nachpriifbare, d.h. zum Beispiel auf
einer digitalen Rechenanlage programmierbare Aussagen fur die Existenz
bzw. Nichtexistenz einer Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems
gewonnen werden konnen. Alle Aussagen beruhen im wesentlichen auf
dem nachfolgenden Lemma 3.1, welches eine einfache Anwendung des
Brouwerschen Fixpunktsatzes darstellt. Der direkte Nachweis, daf} die
Voraussetzungen des Brouwerschen Fixpunktsatzes vorliegen, nimlich

daf} eine kompakte konvexe Menge des V,, (IR) durch eine stetige Abbil-
dung in sich abgebildet wird, ist im allgemeinen mit erheblichen Schwierig-
keiten verbunden. Dagegen kann mit Hilfe intervallarithmetischer Operatio-
nen das Vorliegen dieser Eigenschaft zumindest fiir Intervallvektoren
unmittelbar nachgepriift werden.

Lemma 3.1: Essei f : x ¢ D ¢ V,(R) = V,,(IR) eine stetige Abbildung. Des-
gleichen sei Y : x ¢ D ¢ V,(R) = M,,,(IR) stetig und fiir alle x € x existiere
die Inverse Y(x)~ 1 Fiir die Abbildung p : x = V,(IR) mit

P00 = x —Y(x) f(x).
gelte p(x) € x fiir X € x. Dann besitzt f eine Nullstelle in x. ®

Der einfache Beweis ergibt sich aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz: p
bildet die kompakte und konvexe Menge {x|x € x} € V,,(IR) in sich ab.
p besitzt daher einen Fixpunkt in x. Da Y(x) nichtsingulir ist, besitzt f
eine Nullstelle in x. o

Lemma 3.1 und der Beweis sind triviale Verallgemeinerungen der entspre-
chenden fir konstantes Y bewiesenen Aussagen von R. E. Moore [14].
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Lemma 3.2: Esseif: x € D C V,(IR) > V,(IR) in D (im Sinne von Fre-
chet) differenzierbar. Dann gilt fiir ein festes y € x und fir alle X € X

f(y) — f(x) = Z2(x) (v —X)
mit der Matrix

(f1(>_< + t1(y —x))
Z(x) = o

fa(x + t,(y — %))
wobeit;(0,1),i=1(1)n. =

) EM}‘I?‘I(IR)5

Den Beweis findet man (unter etwas schwiacheren Voraussetzungen) in
[15],S.68/69.

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata lassen sich eine Reihe von Aussagen
beweisen, die die Existenz einer Nullstelle einer Abbildung f garantieren,
oder eine Menge liefern, in der keine Nullstelle von f liegt. Wichtig ist da-
bei, daB} diese Aussagen durch Ausfithrung von intervallarithmetischen
Operationen konkret nachpriifbar sind.

Satz 3.3: Esseif : D € V,(RR) > V,(IR) in D differenzierbar. Die Ableitung
sei firx € D lntervallmaﬁzg auswertbar (siehe [3], S. 28 ff.). Die‘intervall-
mdpige Auswertung f "(x) sei zerlegt in

f'(x) = D(x) — B(x).

(Dabel bezeichne D(x) den in der Hauptdiagonale stehenden Anteil von
f(x) und B(x) den verbleibenden Rest, sowie D(x) und B(x) die entspre-
chenden intervallmdfiigen Auswertungen). Es sei

0¢ 'S%f,-(x), i= 1(1) n, und D(x) := diag (1/ ai—if,{x)). Gilt dann fiir
einy € X
y —D(x) {BO) (y —x) +f(y)} € x
so besitzt T in x eine Nullstelle. Ist dagegen
xN {y —D(x) {Bx) (y —x) +f(y)}} = ¢,
so besitzt fin x keine Nullstelle.
Beweis: Es sei y € x fest und x € x beliebig. Wir betrachten die Abbildung
p: {x Ix€x} CV,(R)~> V,(R)
mit
p0O) = x — D)1 ().

Dabei ist D(x) iiber die nach Lemma 3.2 bestehende Gleichung f(y) s
—f(x) = Z(x) (y — x) als Diagonalanteil von Z(x) definiert. Wir setzen
auBerdem B(x) .= D(x) — Z(x). Aufgrund der Teilmengeneigenschaft
ist D(x) € D(x). Somit existiert D(x)~ ! fiirjédes x € x und fiir p(x)
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gilt aufgrund der Teilmengeneigenschaft
p(x) = x =D~ f(»)
=y =D~ f(y) +x —y —~ DI~ 1(H) — (y))
=y =D~ f(y) + D)7 BK) (x ~y)
= y—D00~! {B()(y —x) +f(y)}
ey — D) {B() (y —x) +1(y)}
¢ x.

Somit ist fiir alle x € x die Beziehung p(x) € x erfiillt. Nach Lemma 3.1
folgt der erste Teil der Behauptung.

Um den zweiten Teil zu beweisen, nehmen wir an, daf3 f eine Nullstelle
x* in x besitzt. Dann gilt fiir die oben definierte Abbﬂdung p wie vorher
fir beliebiges yex

p(x*) =x*= D(x*)~ 1! f(x*)
ey —D() {BG) (y —x) +f(y)}
Wegen x* € x miifite somit

xN {y —D0) {BOO(y—x) +f(} #¢
sein. Widerspruch. B
Wir wollen noch darauf hinweisen, da die Existenzaussage aus dem be-
wiesenen Satz noch etwas priazisiert werden kann:
Gilt
y =D {BG) (y —x) + f(y)} € x,
so besitzt finy — D(x) {B(x) (y —x) + f(y)} eine Nullstelle.

Unter der genannten Voraussetzung existiert — wie bewiesen — in X eine

Nullstelle. Wir zeigen, daf jede Nullstelle x* von fin x auch in y — D(x)-

{B(x) (y—x) + f(y)} liegt. Dazu gehen wir von der in Lemma 3.2 ange-
gebenen Gleichung mit einem y € x und mit x := x* aus, und 16sen diese
Gleichung wie folgt nach x* auf:

x*=y—D(x")~! B(x*) (y —x*) +f(y)}.
Dann gilt aufgrund der Teilmengeneigenschaft
x*ey—D() {BG) (y —x) +f(y)}
Die gleishe Bemerkung gil‘: fir die nachfolgenden Sitze.

Im wesentlichen analog wie Satz 3.3 kann die nichste Aussage bewiesen
werden.

69
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Satz 3.4: Esseif : D ¢ V,(RR) = V,(RR) in D differenzierbar. Die Ableitung
sei fir x € D mtervah'maﬁ:g auswerrbar Der Gaufische Algorithmus sei mit
der intervallmifigen Auswertung f (x) durchfiihrbar (siehe Abschnitt 2) und
liefere mit der rechten Seite {(y) fir ein y € x den Intervallvektor z. Gilt
dann

y—z S x,
so besitzt T in x eine Nullstelle. Gilt dagegen
xN{y—z}=¢,

so enthdlt x keine Nulistelle von f.

Beweis: Da der Gaufische Algorithmus mlt der Intervallmatrix f (x) durch-
fitlhrbar ist, sind alle Punktmatrizen aus f (x), insbesondere die in Lemma
3.2 deﬁmerte Matrix Z(x) nichtsingular. Wir betrachten die Abbildung

_ P: X CV,(R) > V,(R)
mit
p(x) =x—Z(x)~! f(x).
Es gilt
p(x) = x — Z(x)~1(y) + Z(0~ (£(y) — ()

=y —Z(x)~(y)
= Y =it

Gilt somit y — z € X, so gilt p(x) € x fir x € x und nach Lemma 3.1
besitzt f in x eine Nullstelle. Der Rest des Beweises kann analog wie im
vorangehenden Satz erbracht werden. ®

Der Beweis des vorangehenden Satzes zeigt, dad man auf die Anwendung
des Gauf3schen Algorithmus verzichten kann, wenn man eine Intervall-
matrix V mit der Eigenscahft

Z(x)~leVfirxex

kennt. Man erhilt dann mit der im vorangehenden Satz definierten Abbil-
dung p

p(x) =x—Z()~ 1 f() ey~ Vi(y) .
Somit gilt
Satz 3.5: Es sei f:D ¢ V,(IR) > V,(IR) in D differenzierbar. Die Ableitung
sei fir x ¢ D intervallmdflig auswertbar. Mit der oben definierten Intervall-
matrix V gelte fiir ein festes y € x

y — Vi(y) S x.
Dann besitzt f in x eine Nullstelle. Gilt dagegen

{y-Vvim}lnx=9¢,
so gibt e:s in x keine Nullstelle von f. ®
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Im allgemeinen wird man die Matrix V mit der in diesem Satz geforderten
Eigenschaft nur durch n-malige Anwendung des Gaufischen Algorithmus
auf die Intervallmatrix f '(x) mit den Spalten der Einheitsmatrix als rechten
Seiten bestimmen kdnnen. Eine entsprechende Aussage wie in den voran-
gehenden Sitzen, bei der jedoch die Durchfiihrung des Gaufdschen Algo-
rithmus mit einer Intervallmatrix nicht notwendig ist, wurde von R. E.
Moore [14] bewiesen:

Satz 3.6: Essei f:D C V,(IR) = V,(R) in D differenzierbar. Die Ableitung
sei fiir x C D intervallmdfig auswertbar. Gilt dann fiir ein YeX und eine
nichtsinguldre Punktmatrix Y € M,,(IRR) und mit der Einheitsmatrix |

y = YE(y) + (1 = YE' () (x —y) ¢ x,
so besitzt fin x eine Nullstelle. Ist dagegen

xN{y = YHy) + (1 = YF' () (x=y)} =6,
so gibt es keine Nullstelle in x. ®

Es ist naheliegend, fiir Y die Wahl m(f "(x))~ ! zu treffen. Dies erfordert
dann die Invertierung einer Punktmatrix und zur Nachpriifung der Inklu-
sionsbeziehungen noch einige Multiplikationen von Matrizen mit Matrizen
bzw. Vektoren. Diese Multiplikationen kann man sich ersparen, indem
man ein lineares Gleichungssystem mit einer Punktmatrix als Koeffizien-
tenmatrix und einem Intervallvektor als rechte Seite aufldst. Dies ist im
folgenden Satz prazisiert.

Satz 3.7: Es sei f: D ¢ V,(IR) = V,,(IR) in D differenzierbar. Die Ablei-
tung sei fir x C D intervallmdfig auswertbar. Die reelle Punktmatrix

Y sei nichtsingulir. Der Gaufische Aigorzrhmus werde auf die Punktmatrix
Y und die rechte Seite f(y) e (Y —f(x)(x — y) mit einem Yy € X ange-
wandt und liefere einen Intervallvektor z. Es gelte y — z € x. Dann besitzt
f in x eine Nullstelle. Ist dagegen x N (y —2) = ¢, so gibt es keine Null-
stelle in x.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung p: x ¢ D ¢ V,(IR) > V,,(IR) mit

p() =x—Y-1 f(x)
Dann gilt
pO) =y =Y 1 f(y) +x~y— Y1) — £(y))

= =yl f(v)+Y B~ Z(x)) (x —y)
oder
‘7(p(x} —y)=— f(y) + (Y Z(x)) (x —y).
Wegen x € x und Z(x) € f "(x) gilt
—f(y) + (Y —Z(x) (x —y)e—f(y) + (Y —f(x) (x — y).

Wendet man daher auf das lmeare Gleichungssystem mit Y als Koeffizien-
tenmatrix und fy)— (Y — f (%) (x — y) als rechter Seite den Gaufschen
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Algorithmus an, so erhilt man einen Intervallvektor z, fiir welchen
p(x) —y € —z fiir x € x gilt. Ist daher y —z C x, so ist p(x) € x fir x € x
und der Beweis kann wie in den vorangehenden Satzen zu Ende gefiihrt
werden. ®

Die Aussage dieses Satzes ist nicht nur wegen der Aufwandsersparnis im

Vergleich zum Moore’schen Ergebnis aus Satz 3.6 von Interesse. Gegen-

iber dem analogen Resultat aus Satz 3.4 besteht der Hauptvorteil darin,
daf die Durchfiihrbarkeit des Gauflschen Algorithmus bei einer nichtsin-
gulidren Punktmatrix gesichert ist.

In den vorangehenden Sitzen spielt die intervallmifige Auswertung f '(x)
der Ableitung der Abbildung f eine wesentliche Rolle. Es ist bemerkens-
wert (und nicht nur von theoretischem Interesse), dal man in allen diesen
Sdtzen in der intervallmidfigen Auswertung der Ableitung gewisse Inter-
valle durch reelle Zahlen ersetzen kann. Um dies zu konkretisieren, bemer-
ken wir zunachst, dafl in dem beim Beweis aller dieser Aussagen verwende-
ten Lemma 3.2 die Matrix Z(x) durch eine Matrix Z(x) — wie nachfolgend
angegeben — ersetzt werden kann.

Lemma 3.2": Es sei f: D C V,,(IR) in D differenzierbar. Dann gilt fiir festes
YEXE Dundxexc D

fly) =00 =200 (y =)
wobei die j-te Spalte Z(x); der Matrix Z(x) sich darstellt als

( i
—— iy + 5 e =it D=y e®)]
- i % k=1 : k=1

j
O+ =00 €860 firy =y

(e(¥) bezeichnet den k-ten Einheitsvektor). m

Der Beweis erfolgt durch elementares Nachrechnen. Die Matrix Z(x) wird
bei J. W. Schmidt [18] als Steigung bezeichnet. Sie tritt bei der Ubertragung
der Regula-Falsi auf Gleichungssysteme auf.

Bei der Verwendung der in Lemma 3.3 angegebenen Gleichung zur Herlei-
tung entsprechender Aussagen wie in den Sitzen 3.3 bis 3.7 kommt es nur

darauf an, die reelle Matrix Z(x) fiir ein festes y € x und fiir alle x € x durch
eine Intervallmatrix einzuschliefen. Dazu betrachten wir zunichst fiir

Yj #* X;j das Element z",-j(g() der Matrix Z(g(). Durch Anwendung des Mittel-
wertsatzes erhidlt man

. 1
z;i(x) = ;;—_x} fiCxas oo X1 2 -5 70) —
RELCIURRRRE e/ PR TRRES 2]
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)
= Ba filry, %1, 050 =), Vir1s- - - > n)
7

mit 6; € (0, 1). Wegen y; + 0i(xj —yj) € X;j gilt dann aufgrund der Teil-
mengeneigenschaft

5 a
Z;]().()E _a;]_ff(xla‘ + = )Xi)yf+ls' LR ,yn) 3

fiir ein festes y = (¥;) € x und alle x € x = (X};).
Dieselbe Relation erhélt man im Falle y; = x;.

Es gilt somit Z(x) € f'(x) fiir X € x, wobei die Elemente der Intervallmatrix
f'(x) definiert sind durch

- d '
(f(x))q :a_x} ft(Xla-yX]:y}“f-l:":yn):
iL,j= (1) n.

Aufgrund der Teilmengeneigenschaft gilt f'(x) c f'(x).
Somit gelten die Aussagen der Sitze 3.3 bis 3.7 mit der fIntervallrnatrix
f’(x) an Stelle von f'(x) sicherlich dann, wenn sie mit f (x) gelten.

Die Tatsache, daf’ man die Matrix f’(x) durch f "(x) ersetzen kann, wurde
von E. Hansen in [8] verwendet. Um die gleiche Zeit wurde auch von J.
Herzberger [9] darauf hingewiesen, da in den Anwendungen gewd&hnlich
die Einschliefung der Steigung (an Stelle der Ableitung) ausreichend ist.
Siehe dazu auch [10].

4. Einige Iterationsverfahren zur Auflosung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Bei der Nachpriifung der Voraussetzungen der im vorangehenden Abschnitt
angegebenen Sdtze konnen gewdhnlich drei Fille auftreten, die wir exem-
plarisch fiir Satz 3.4 explizit formulieren:

(1) Esisty —z C x.
(I) Esist (y —2)Nx = ¢.
(I11) Esist(ymz)ﬁx?étpundy—zg %

Im Falle (II) gibt es in x keine Nullstelle, im Falle (I) existiert in x eine -
Nullstelle und im Falle (III) kann eine Nullstelle von f in x existieren. Es
ist daher naheliegend, in den Fillen (I) und (III) mit (y — z) N x an Stelle
von x nochmals die Voraussetzungen von Satz 3.4 zu iiberpriifen und damit
(im Falle (I)) eine eventuell bessere EinschlieBung der Nullstelle oder (im
Falle III)) die Existenz oder Nichtexistenz einer Nullstelle nachzuweisen.

Bezeichnen wir den Ausgangsvektor mit x(°) und wihlen fiir y den reellen
Vektor m(x(2)) — allgemein x*) und m(x(¥)) — so fiihrt dies auf die fol-
gende Iterationsvorschrift (wir formulieren diese fiir f'(x). Beim prakti-
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schen Rechnen soﬂtg man aus den genannten Griinden die in Abschnitt 3
angegebene Matrix f (x) verwenden).

Verfahren I:

(a) Anwendung des Gaufischen Algorithmus auf die Intervallmatrix
£'(x%)) mit der rechten Seite t(m(x(*))) liefert w(¥)
(b)x(k+ 1) = {m(x(k)) ——W(k)} N x(k)

be=lls 2000 -
Enthilt x(°) eine Nullstelle von f, so ist diese (siehe die Bemerkungen nach
Satz 3.3) auch in m(x(®)) —w(®) und damit in x(M also in allen x(¥) ent-
halten. Aufgrund der Durchschnittsbildung konvergiert die Folge
x]= o gegen einen Intervallvektor x*, der die Lésung x* von f(x) = o
enthalt.
Die Konvergenz der Folge x(¥) gegen x* kann allein unter der Vorausset-
zung, daf3 das Verfahren durchfiihrbar ist (was identisch damit ist, dafl der
Gaufdsche Algorithmus durchfiihrbar ist) nicht bewiesen werden. Wir dndern

daher die Iterationsvorschrift etwas ab und zeigen unter Verwendung einiger
zusdtzlicher Voraussetzungen die Konvergenz.

Verfahren I':

(a) Anwendung des Gaufischen Algorithmus auf die Intervallmatrix
f'(x(®)) = D(x(F) — B(x(K), (D (x(¥)) Diagonalanteil der intervall-
mdpigen Auswertung von f £ B (x(®)) der auferhalb der Diagonale
verbleibende Rest) mit der rechten Seite f(m(xk ) liefert w(k)

(D) xE+FD) = {m(x(K)) —wk) } N x &),
(XD = {m(x()) — B(x®) {Bx) (m(x(¥)) — Z®) +
+ f(m(x(F)) }} N x(%)

wobei D (x(K)) = diag(l/aa—x_ £ (xF).

k=g 1.9 . ..

Teilabschnitt (c) erfordert bei einer vollbesetzten Matrix ungefithr n?2
(Intervall-)Operationen, ist also vom Aufwand her gegeniiber Teilschritt
(a), der ungefihr n3/3 (Intervall-)Operationen benétigt, fiir gréfleres n
vernachlissigbar.

Fiir das angegebene Verfahren I gelten die folgenden Aussagen.

Satz 4.1: Es sei x(?) € D C V,,(IR) ein Intervallvektor und x* & x(°)
eine Nulistelle der Abbildung f : D C V,(IR) > V,(R). Die intervall-
mdfige Auswertung f’( x(©)) der Frechet-A bleitung erfiille die Voraus-
setzungen von Satz 2.2. Dann gilt
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(1)  Das angegebene Verfahren ist fiir alle k = 0 durchfiihrbar und
es gilt lim x(¥) = x*,
k—co

(2) Jede Iterierte xF) | k > 0, enthilt die Nullstelle x*.
(3) Esgilt

ld (x*FD) | <c |l d(xF) || ?
d.h. die Folge der Durchmesser konvergiert quadratisch gegen Null. ®&

Wir kénnen auf den Beweis hier nicht eingehen und verweisen stattdessen
an [(3}, S. 288 ff., wo unter etwas spezielleren Voraussetzungen an
f'(x\9)) die gleichen Aussagen bewiesen wurden.

Der angegebene Satz ist von erheblichem praktischen Interesse. Betrachten
wir etwa die nichflineare Randwertaufgabe

el ), - 05ie1

mit y(0) = a, y(1) = B, stetigem g und gy = 0, so fiihrt die Diskretisierung
mit dem gewohnlichen Differenzenverfahren (und bei geniigend kleinem h
auch mit dem verbesserten Differenzenverfahren) auf ein nichtlineares
Gleichungssystem, welches — wie das stetige Problem — genau eine Ldsung
besitzt. Diese Losung 1483t sich sehr einfach durch einen Intervallvektor
x(0) einschliefen, wihrend die tatsichliche Berechnung auf die bekann-
ten Schwierigkeiten fithren kann, nimlich auf die Tatsache, daf} die
meisten bekannten Verfahren nur lokal konvergent sind oder die Konver-
genzgeschwindigkeit nur linear ist. Interessant ist nun, daf man unabhin-
gig von der Giite der EinschlieBung, d.h. unabhingig von x(2), die Voraus-
setzungen von Satz 4.1 verifizieren kann. Das angegebene Verfahren kon-
vergiert daher in dem beschriebenen Sinne global gegen die Losung des
diskreten Problems. Entsprechende Aussagen fiir klassische Verfahren wie
z.B. fur das Newton-Verfahren und seine zahlreichen Varianten sind allge-
mein nicht richtig und kénnen gewdhnlich nur bewiesen werden, wenn
man fiir das diskretisierte Problem Konvexitit 0.4. nachweisen kann.

Die analogen Bemerkungen gelten fiir das durch Diskretisierung der nicht-
linearen elliptischen Randwertaufgabe

Au = ugs+u,y=g(s, t,u), (s, De Q2
u(s, t) = (s, t) : (s, 1) €082

mit stetigem g, g, = 0 und einfach zusammenhingendem, beschrinktem
Gebiet {2 entstehende nichtlineare Gleichungssystem. Auch in diesem
Falle 1adt sich die quadratische Konvergenz des oben angegebenen Ver-
fahrens gegen die eindeutige Lésung x* des diskreten Problems fiir belie-
bige Ausgangsvektoren x(9) mit x* € x(©) nachweisen. Die praktische
Durchfithrung sto3t allerdings auf einige ernsthafte Schwierigkeiten. Da
der Diskretisierungsfehler klein gehalten werden soll, erhilt man sehr
rasch grofie nichtlineare Gleichungssysteme. Diese Systeme haben spezielle
Gestalt. Die intervallmiige Auswertung der Ableitung f "(x(k)) ist eine
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Blocktridiagonalmatrix. Die nichtverschwindenden Bldcke sind selbst
wieder nur diinn besetzt und die Anwendung des Gaufischen Algorithmus
erzeugt nichtverschwindende Elemente fiir Indexpaare, bei denen anfangs
eine Null steht. Die beno6tigten Speicherpldtze wachsen bei obigem Verfah-
ren wiahrend der Rechnung i. allg. rasch an.

Dieser Sachverhalt ist der Hauptgrund dafiir, daf man Verfahren sucht, bei
denen die Anzahl der nichtverschwindenden Elemente wihrend der Rech-
nung konstant bleibt. Ein solches Verfahren gewinnt man durch wieder-
holte Anwendung von Satz 3.3.

Verfahren II:
x(E+1) = m(x(F)) — B (x(F)) {B(x(F)) (m(x(¥)) —x(K)) + f(m(x(*))) }

x(k+1) — i(k"‘ 1) N )((k) ,
kel L. 2iinasy

)
Bx,—
Verfahren Il kann als eine Variante des bekannten Newton-Gesamtschritt-
verfahrens (siehe z.B. [15], S. 214 ff.) angesehen werden. Es geht in dieses
iiber, wenn man die bei der Linearisierung von f entstehenden Fehler ver-
nachlissigt. Fiir Verfahren II lassen sich die folgenden Aussagen beweisen
([3],S. 327 ff.).
Satz 4.2: Sei x(©) c D € V,(IR) ein Intervallvektor und x* € x(®) Null-
stelle c{er Abbildung f : D € V,(IR) = V,(IR). Die intervallmdifliige Auswer-
tung f (x(0)) erfiille die Voraussetzungen von Satz 2.2. Dann gilt
(1) Das angegebene Verfahren II ist fiir alle k 2 0 durchfiihrbar und

es gilt lim x(k) = x*,

k—c0

(f'(x(F)) = D(x(¥)) — B(x(F)), D (x(F)) = diag (1/ =— f:(x®)))

(2) Jede Iterierte x\¥), k > 0, enthdlt die Nullstelle x*. ®

Die praktische Bedeutung dieses Satzes liegt weniger in der fortwahrenden
Einschliefung von x* durch die Folge {x(¥)} 2_ . sondern — wie bei Satz

4.1 — in der Konvergenzaussage (1), die unabhingig von der Giite der Ein-
schlieBung von x* durch x() besteht. Verfahren II ist daher unter den
genannten Voraussetzungen global konvergent. Fiir das oben erwihnte
Newton-Gesamtschrittverfahren erhilt man dagegen globale Konvergenz
nur unter wesentlich spezielleren Voraussetzungen an f (siehe z.B. [15],
S. 456 ff.).

Die in Satz 4.2 bendstigten Voraussetzungen lassen sich fiir das aus der
oben angegebenen partiellen Randwertaufgabe mit Hilfe der iiblichen
Ersetzung der partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten entste-
hende nichtlineare System nachweisen. Es soll hier jedoch nicht verschwie-
gen werden, daf die lineare Konvergenz der Durchmesser gegen Null mit
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einem Konvergenzfaktor, der mit wachsender Anzahl der Gleichungen
gegen Eins geht, konvergenzbeschleunigende Mafinahmen notwendig
macht, um das Verfahren praktisch sinnvoll anwenden zu kénnen. Dieser
Fragenkreis ist gegenwirtig Gegenstand eingehender Untersuchungen.

5. Ausblick

Dieser Beitrag sollte aufzeigen, dal mit der Intervallrechnung ein Hilfsmit-
tel zur Verfiigung steht, welches unabhingig von der urspriinglich nur bfeab-
sichtigten Rundungsfehlererfassung, bestens geeignet ist, um konstruktive
Existenzaussagen zu gewinnen und Iterationsverfahren zu formulieren,
welche Eigenschaften besitzen, die mit klassischen Mitteln nicht gewonnen
werden konnen. Es kann nicht das Ziel sein, die Verfahren der klassischen
Numerischen Mathematik durch sogenannte ,,Intervallalgorithmen* — was
man auch immer darunter verstehen mag — zu ersetzen. Jedoch sollte man
bei Problemen, bei denen die Verwendung der Intervallarithmetik offen-
sichtliche Vorteile bringt, bereit sein, diese Erkenntnisse auch praktisch zu
verwenden.
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