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Operative Identifizierung linearer Modelle von techni~.ch
ökonomischen Entwicklungssystemen bei plötzlicher Ande
rung der Koeffizienten der Produktionsmatrix 

D,: rel: techno Michail Zygankow 

1. Modellierung linearer Systeme 

Eine breite Klasse technisch·ökonomischer und techno
logischer Systeme wird im stationären Betrieb durch li
neare Modell e beschrieben. Diese durch Reduzierung 
genormten Modelle (durch Eintlihrung einer defi nierten 
Anzahl von zusä tzlichen Variab len) können zweckmäßi
ge rwei se in der Matri zenschreibweise dargestellt wer
den: 
A'x=b f=cT·x x ~ O b ~ O (1) 
Die Aufgabe bes teht darin, di e rea li sierbaren Formen 
tech n isch-ökonomi scher Aktivi täten (P rodu kti on sver
fahren) so zusammenste llen, dar~ ein Effektivitätsmaxi
mum (max f) nach dem Rentabili täts- oder dem Produk
tivitätskriterium f o. ä. gewährleistet ist. 
Die Matrix A wird als technologische Matrix verstanden, 
der Vektor b ist der Kapazitätsvektor (im breiteren Sin
ne - Faktorenvektor), der x-Vektor ist di e Spalte der In
tens i t~it der Inanspru chnahme der techno logischen 
Produktionsverfahren und der Ze ilenvektor Cl enthält 
di e Deckungsbeiträge der Verfahren. Die Größe der 
Matrix A (m x n) kennzeichnet den Verbrauch m ver
schiedener Arten von Ressourcen nir nunterschiedli che 
Formen technologischer Aktivit~iten (Produktionsverfah
ren) . Di e Koeffiz ienten aij di ese r Matri x werden als 
Verbrauchskoeffiz ienten nir die i-te Ressourcenart, di e 
nil' das Funktionieren des j-ten Produktionsverfahrens 
bei einfacher Intensität erforderlich ist. Sie charakteri
sie ren den spez ifischen Energieinh alt, di e Mate rial 
intensi t~it, die Arbeitsintensität sowie die Produktivität 
de r Ausrüstung . Sie bewerten also die Ressourcen
intensität ei er Verfahren nach ei er einen oder der ande
ren Ressourcenart. 
Für kontinuierli che chemisch-technologische unel che
misch-ökonomische Prozesse werden die Varialblen x 
und die Koeffizi enten c und b als festgelegte oeler ma
ximal zulässige Ressourcenverbrauchsgeschwindigkeit 
betrachtet. Als nahezu kontinuierlich können Prozesse 
der Massen- oder Großserienproduktion im Maschinen
bau und anderen Industri ezweigen betrachtet werden. 

2. Nichtstationäres Verhalten "technologi
scher" Eigenschaften von gesteuerten 
Systemen 

Di e technologische Matrix bestimmt die "technologi
schen" Eigenschaften des Steuerobjekts, di e unter Pro
duktionsbedingungen nicht konstant bleiben. Aus wei 
chen Gründen auch immer (physische Alterung der Aus
rüstung durch den Teilverschleiß, instabile Rohstoffei-
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ge nschaften oder konjunkture ll e Schwankungen) 
komlllt es zu best immten Schwankungen der spez ifi
schen Ressourcenverbrauchskoeffiziente . Dies führt 
elazu, daß sich die Koeffi zienten aij mi t der Ze it ändern . 
Der Charakter der Koeffizientenvariierung kann unter
schiedli cher Natur se in . 
Die Zeitfunktionen aij(t) können dete rmini e rte oder 
stochastische Prozesse darstell en, sie können glatt oder 
unterbrochen se in. Die stückwei se konstante Steuerung 
(Abb . 1) ist nil' Lösungen kurzer Zeitabstände innerhalb 
"längerer" Interva ll e charakteristisch (z. B. nir das Ver
hä ltnis zwischen operativer und strateg ischer Steue
rung). Für eine Steuerung dieser Art ist es zweckmäßig, 
die Ressourcenverbrauchskoeffiziente aij als stückwei
se konstante Funktionen darzustell en. 

t 

Abb. I: Beispiel eiller stiickweise kOllsta ll tell Steuerullg 

3. Einfluß des nichtstationären Verhaltens 
auf die Stabilität der Steuerung 

Ziel der operativen Planung ist es , das Maximum des 
Effektivitätskriteriums f bei laufenden Werten von aij zu 
e rreichen. Deshalb wird di e optimale Steuerung x*(t) 
und ihre Änderung in der Zeit durch ein Variieren die
ser Größen bestimmt. Da das Modell (1) linear ist, wird 
die Steuerung in jedem Abschnitt mit konstanten Ko
effizienten der Matrix A durch Um kehrung der optima
len Basismatrix Ab' di e aus A ermittelt wurde, determi
niert. Allgemein kann angenommen werden, daß di e 
optimale Basis sich aus der ersten n Spaltenvektoren der 
Matrix A zusammensetzt. Folglich ka nn das System der 
Nebenbedingungen A . x = b im Modell (1) fo lgender
maßen dargestell t werden kann : 

(2) 

wobei Ab und All - Blöcke der Matri x A sind , die den 
Vektoren von Basis- und Nichtbasis-Vari ablen XI und x 

) Il 

entsprechen. 
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Das heißt: 

x
n
" = 0 (3) 

wobei *' die optimale Lösung 
und l das Transponieren symboli sieren. 

Wenn der Trend der Änderung von aij (t) der Rohsto ff~ 
verbrauchsnormen zu Beginn der strategischen Planung 
bekannt ist, dann ist auch eine optimale Lösung x*(t) fiir 
diesen Abschnitt möglich. Wenn jedoch aij von plötzli
chen nicht vorhersehbaren Änderungen behaltet wird, 
dann ist nur fiir den bevorstehenden Zeitabschnitt eine 
Korrektur der bereits ausgearbeiteten Lösung mögli ch. 

Es ist sinnvoll, die Korrektur auf der Grundlage bekann
ter Sensivitätsbedingungen der Basis und der Basis
lösungen vorzunehmen: 

(4) 

wobei Cl b der Zei lenvektor der Basiskomponenten des 
Vektors c ist. 
Clb . Ab - I = I ist der Zeil envektor der optimalen Preise 
bzw. der Variablen der Aufgabe nach dem Modell (1) 
ähnlich ist. 

Die erste Unlgeichung (4) ist ausgehend von den Sens i
vitätsbedingungen für e ine optimale Lösung nur fiir 
Nicht-Basis-Komponenten des Vektors 
cl" - (Clb . Ab - I . An) zu berücksichtigen: 

(5) 

Die Lösung X"T = (xb' xnr" ändert sich nicht, wenn die 
Elemente de r Matri x An so varii ert werden, daß die 
Ungleichung (5) gültig bleibt. Das Variieren von Kompo
nenten der Basis-Vektoren der Matrix Ab fiihrt zur Än
derung der Basis-Lösung. Das folgt aus der Bedingung 
xb = Ab - I . b des Systems (4) . Wenn die Ungleichung 
xb ~ 0 gültig bleibt, kann die Basis unverändert bleiben. 

In all en anderen Fä ll en ändern sich sowohl die Struktur 
der Basis-Vektoren als auch di e konkrete Werte der 
verbleibenden "alten" Vektoren. Dies begründet di e 
Wichtigkeit der laufenden Kontroll e der Ressourcenver
brauchskoeffiti ente aij' In einigen Fä ll en (s. u.) kann je
doch eine solche Kontrolle mit Schwierigkeiten verbun
den sei n. 

Es ist offensichtlich, daß auf der Grundlage der Kennt
ni s des möglichen Schwankungsbereichs von aij di ese 
Schwierigke it durch folgende Maßnahmen gelöst wer
den kann: 
- Festlegen von Grenzwerten für Koeffizienten der 

technologischen Matrix, 
- Einfiihrung zusiitzlicher Variab len 
- Umformung des Systems (1) derart, daß die FOI"de-

rungen für e in gara nti ertes Ergebni s bei ni chtsta
tionären Bedingungen erfiillt sind. 

Dieses Herangehen kann jedoch zu wesentlichen Verlu
sten fiir das Optimalkriterium f fiihren. 
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4. Aufgabe der indirekten Kontrolle von 
Ressourcenverbrauchsnormen 

Ferner werden Bedingungen für plötzliche Änderungen 
von ei nem oder einigen Koeffizienten aij behandelt. Die
se Änderung ka nn nur durch ein Va rii eren von Kompo
nenten des Vektors Ab' xb = b, d. h, eine r limi tierten 
Gesamtgeschwindigkeit des Ressourcenverbrauchs be
stimmt werd en . Dies ist für Systeme charakteristisch, 
aus denen die Stru kture lemente, die "physisch" den Ele
menten der Matrix A entsprechen, nicht klar hervo rge
hen. Eine direkte Messung von Ressourcenverbrauchs
koeffizienten ist daher unmögli ch. 
Als praktisches Beispiel fiir ein derart gesteuertes Ob
jekt kann man sich einen technologischen Apparat vor
stell en, der Energie verbraucht und der eine Anza hl von 
Eingängen fiir den Materia lfluß hat. Jeder einze lne Ma
terialfluß wird durch xj beschrieben. Eine Änderung des 
Energieverbrauchs, die vom j-en technologischen Fluß 
verursacht wird, kann nur als Gesamtänderung des En
ergieverbrauchs fiir den Apparat registriert und subjek
tiv jedem der Eingänge zugeordnet werden. 

Daraus ergibt sich die Aufgabe der Ermittlung der Ma
trix A nach den pass iven Beobachtungen ode r durch 
speziell e Prüfung. Die Ermittlung der Matrix A im Sy
stem (1) hat eine Reihe von spezifi schen Eigenschaften, 
die einerse its mit der Lösungsart der linearen Program
mi erung und andererse its mit dem Anwendungsver
fa hren fiir ein rea l gesteuertes Objekt verbunden si nd . 

S. Besonderheiten des Systemtests (1) 
während der Steuerungsoptimierung 

Eine Änderung der Ressourcenverbrauchskoeffizienten 
wiihrend der Steuerungso ptimi e rung kann nur für 
grundlegende technologische Produktionsverfahren er
faßt werden. Sie erscheint entsprechend der Bedingung 
XI: = Ab - I . b des Systems (4) und kann in einer Vek
tor- oder Skalarform ausgedrückt werden: 

Ab' XI: = b 
L ab ij x xbj * = bi 

wobei die Addition über all e Indizes der Basis-Variablen 
erfolgt. 
abij stell t di e Komponenten der Basis-Vektoren der op
timalen Basis der technologischen Matrix dar, xbt be
ze ichnet die optimalen Werte fiir Vektor-Komponenten 
der Basis-Variablen und bi Vekto r-Ko mponenten fü r li
mi t ierte Werte der Ressourcenverbrauchsgeschwin
digkeiten (Faktoren) in der Produktion. 
Aufgrund xnit = 0 erscheint keine Änderung von anij , 
wenn keine Anderung von Xnj durch einen Test vorge
nommen wird. 

Ist der Index k fiir ein einze lnes technologisches Produk
tionsverfahren bekannt, dessen Wert ab 'k um tlab" ve r
ändert ist, so kann der Wert tlabij ohn~ Schwi er i~ke i 
ten nach der Beendigung der Kontrolle von bi bestimmt 
werden: 
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wobei ß bj die registrierte Änderung der Ressourcen
verbrauchsgeschwindigkeit ist. 

Wenn aber k unbekannt ist, so ist eine Pri.ifung der Ver
fa hren durch eine Änderung der Variablen xk um den 
Wert ßXk erfo rderli ch. Das führt zu einer zusätzlichen 
Geschwindigkeitsä nderung für den Ressourcenver
brauch: 

Die Werte ßabjk können aus fo lgender Gleichung berech
net werden: 

Bei der Auswahl der Srittwerte ßXk ist es erforderli ch, 
den Umstand zu beri.icksichtigen, daß ßa jk bei Auswahl 
eines zu kleinen abso luten Wertes von ßX\( , der vom 
Rauschen des gesteuerten Objekts überdeckt wird nicht 
genau ermittelt werden ka nn . Die Begri.indung liegt dar
in, daß ßak' ßXk eine unendliche kleine Größe zweiter 
Ordnung im Verhältnis zum linea ren Teil des Abwei
chung aj\( . ßX\( ist. Ein zu großer Wert von ßXk wi.irde 
zu einem wesentlichen Verlust bei der Berechnung des 
Optimalkriteriums führen. 

Änderungen ßa jk fiir mehrere technologische Verfahren 
können die Zeit der Ermittlung sta rk verzögern, weil die 
Kontrolle der bj-Werte erst nach dem Ablauf der Abrech
nungsperiode möglich ist. In dieser Zeit kann es zu neu
en Änderungen von Verbrauchskoeffizient ajk kommen. 

Die Aufgabe wird noch komplizierter bei einer automa
ti schen Optimierung der Steuerung durch eine Stabili
sierung des Vektors b entsprechend der Gleichung 
xb" = Ab - 1 . b. Im letzten Fall ist di e Ermittlung der 
Matrix Ab - 1 durch Generi eren von unterschiedlichen n 
Varianten von b durch eine Einfiihrung von kleinen Än
derungen ß bj in die Komponenten des Vektors möglich . 
Die daraus folgende Matrizengleichung X = Ab - 1. B wird 
nach Ab - 1 umgeste llt: 

X = Ab - 1 . B 
X . B - 1 = Ab - 1. B . B - 1 

X . B - 1 = Ab - I 

(6) 

In dieser Gleichung werd en di e Spalten der Matrix X 
durch die xb\(-Werte gebildet, die sich aus der Substitu
tion von b- durch bk-Vektoren ergeben. Die Matrix B 
kann immer als nichtsinguläre Matrix konstruiert wer
den, z. B. durch Einfiigen von Spalten b in jede Spalte 
der Diagonalmatrix mit Diagonalelementen ßbjj = ß bj. 

Die gemäß (6) korrigierte Matrix Ab - 1 kann für die Be
rechnung des neuen Optimums Xb" = Ab - 1 . b verwen
det werden. 
Um das Optimum für den neuen Wert xb" zu garantie
ren, ist es erforderli ch, die Bedingungen fiir die Erhal
tung der optimalen Basis zu pri.ifen. Die Bedingung 

"1?-'8 I) 
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Xb" ~ 0 ka nn problemlos mit Hilfe des berechneten Werts 
xb" geprüft werden. Die Bed ingung (5) 
cTn - (CTb . Ab - 1 . An)T ~ 0 kann nur dann geprüft wer
den, wenn die Korrektur der Werte An durchgefü hrt 
wurde, z. B. ausgehend von den Ergebnissen der Test
einwirkung von ßXk auf die Nicht-Bas is-Variablen , 

Der Effekt der Testwirkung von ßXk kann entweder an
hand der verursachten Änderung ßf oder durch die Glei
chung (5) nach der Prä zisierung des Vekto rs Ank 
enstprechend der Gleichung Ab . ßXb + An . ßXn = 0 
gepri.ift werden: 

Eine Einschränkung des Mittelwertes des Vektors B er
weist sich als vorteilhaft für die Steuerung des Zufalls
vektors B. 

Literaturverzeichnis 

JlL M. Ermoljew u.a.: Matematitscheskije metody 
issledowanija opera zij . Kiew: Wischtscha schkola. 1979, 
3 12 S. 

I.M. Borzenko: Adaptazija, prognozirowa nije i wybor 
reschenij w algoritl11ach uprawlenija techn616gitsches
kimi obj ekta l11i. Moskva : Energoatol11 izdat , 1984, 
144 S. 

Verfasser 

Dr. rer. tech. Michail Zygankow 
Staatliche Techni sche Universität Jaroslawl 
Fachbereich fiir Technische Kybernetik 
TeL 007 (0) 852 / 44 66 23 

Übersetzung 
Dr. phiL Olga Rösch 
Technische Fachhochschule Wildau 
Sprachenzentrul11 
TeL (03375) 508 367 


