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Aufgabe 1. (S, 15=4+4+4+3 Punkte)
Diese Aufgabe behandelt ein Beispiel zum Struktursatz 21.2 fiir zerfallende Matrizen. Gegeben sei

-2 3 4 2

-1 -6 —4 -2
A= e M .
0o 0 2 o0 4(Q)

1 3 -6 -1

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von A; ist A zerfallend?
(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte, ihre algebraischen und geometrischen Vielfachheiten.

(c) Bestimmen Sie fiir jeden Eigenwert eine Basis des zugehérigen Hauptraums.

(d) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T € M4(Q), so dass T~ AT eine Blockdiagonalgestalt
wie in Satz 21.2(c) hat (es gibt genau so viele Diagonalblocke wie Eigenwerte).

t 2t—4 t+1
Aufgabe 2. (V) Seit € Rund 4;:= |0 2 3 | € M3(R).
0 3 2

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4, und alle Eigenwerte von A;.
(b) Bestimmen Sie ein t € R, so dass A; diagonalisierbar ist.

(c) Bestimmen Sie ein t € R, so dass A; nicht diagonalisierbar ist.

(

d) Finden Sie alle ¢t € R, so dass A; diagonalisierbar ist.

Aufgabe 3. (V) Diese Aufgabe behandelt ein Beispiel zur Normalform von nilpotenten Matrizen
(Satz 21.9). Gegeben sei

0 1 1 0
1 3 4 2

A= e M, .
0 -1 -1 0 (@)
~1 —2 -3 -2

(a) Zeigen Sie, dass A nilpotent ist; bestimmen Sie das minimale d > 1 mit A% = 0454.
(b) Bestimmen Sie m := dim N(A).

(c) Bestimmen Sie v; € Q* mit A1y, = 04. Bilden Sie By = {u1,...,uq} (wie im 1. Schritt des
Verfahrens im Skript S. 102) und ergénzen Sie B; zu einer Basis C von Q.

(c) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T' € M4(Q), so dass T~1 AT eine Blockdiagonalgestalt
mit 0-Jordan-Blocken auf der Diagonalen hat.



2

Aufgabe 4. (V)
(a) Geben Sie unendlich viele Matrizen A € M»(R) an, die nicht zerfallend sind.

b) Sei A € M,,(K) und A" die transponierte Matrix. Zeigen Sie: x4 = X gt und pa = fer.

(
(c) Sei A = J,(\) € M,(K) ein A-Jordan-Block. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von J,,(}).
(Behandeln Sie zuerst die Fille n = 2,3,4.)

Aufgabe 5. (Z) Gegeben sei die Matrix
1 2(-1+4) 2
A=|0 1+i 143 | e Ms().
—i 3(-1+i) 142
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4 und die Eigenwerte von A.

Hinweis: Wenn Sie Schwierigkeiten haben, die Nullstellen von x4 zu finden, so gehen Sie wie folgt vor. Sei zunéchst
f = X?4+aX+b € C[X] beliebig; ersetzt man X durch X —a/2, d.h., man bildet das Polynom g := f(X —a/2) € C[X],
so wird der Koeffizient von X in g gleich 0 (“quadratische Erginzung”). Sei analog f = X% + aX? 4+ bX + ¢ € C[X]
beliebig und setze g := f(X — a/3) € C[X]; siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Cardanische Formeln.

(b) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von A.

Aufgabe 6. (Z) Sei K ein Kérper und A € M,,(K) nilpotent, A # Opxp. Sei m := dim N(A) und
d > 1 minimal mit A% = 0p,xp,.

(a) Sei n =2 und A # Opxn. Zeigen Sie: Es gilt d = 2, m = 1 und es gibt eine invertierbare Matrix
01

0 0|

(b) Sei n =3 und A # Opxn. Zeigen Sie: Es gilt entweder m =1, d = 2 oder m = 2, d = 3; es gibt
eine invertierbare Matrix T € M3(K) mit

T € My(K) mit T~1AT =

010 0 0O
T'AT =10 0 1| (fallsm=1) oder T 'AT= |0 0 1| (fallsm=2).
0 00 0 00

(c) Formulieren Sie analoge Aussagen zu (c) fiir n = 4,5, 6. Ist dies auch fiir n = 7 moglich?

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die mit (V) markierten Aufgaben sind zum Votieren
bzw. zum Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die mit (Z) markierten Aufgaben sind zusditzliche
Aufgaben auBer Konkurrenz. Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: In der Woche 7. - 11. Februar in den Ubungsgruppen.
Die Punkte z&hlen im Wintersemester. Die Besprechung der schriftlichen Aufgaben erfolgt in der
ersten Woche des Sommersemesters.



