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Der A-Kalkul A\‘(IT

a Extrem simpel: Es gibt nur Funktionsdefinition und -Anwendung
a Fundament funktionaler Programmiersprachen

m Ax. t entspricht Funktion mit Parameter x und Ergebnis ¢

m Funktionsanwendung durch Hintereinanderschreiben (z.B. f x)

Beispiele:

Ax. x: ldentitatsfunktion

Ax. Ay. x: Erzeugt konstante Funktion
Af. Ag. Ax. £ (g x): Funktionsverkettung
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Der A-Kalkil (formal) A\‘(IT

var := [a-zA-Z][a-zA-Z0-9]*

Term := App | Abs | ( Term) | var
App := Term Term )

Abs := A var . Term

Klammerung ist wichtig!
Funktions-Applikation implizit linksgeklammert, Abstraktion “greedy”

Beispiele:
AX.xxx = Ax. (xX) X
# AX. x (x X)

Ax. x (Ay. y) = Ax. (x (Ay. y))
# (Ax. x) (Ay.y)
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Betareduktion (vereinfacht) A\‘(IT

“Ausfiihrung” von Lambda-Termen
Redex: Terme der Form (Ax. ;) t
Betareduktion: Ersetze alle freien Vorkommen von x in # durch
Beispiel: (Ax. Ay. x (v x)) (Az. z z) = Ay. (Az. z z) (y (Az. z 2))

Weitere Details und wie man im Lambda-Kalkl programmiert:
https://pp.ipd.kit.edu/lehre/WS201718/pse_lambda-ide/
lambda-vorlesung.pdf

Lambda-IDE:

https:
//pp.ipd.kit.edu/lehre/misc/lambda-ide/Wavelength.html
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https://pp.ipd.kit.edu/lehre/WS201718/pse_lambda-ide/lambda-vorlesung.pdf
https://pp.ipd.kit.edu/lehre/WS201718/pse_lambda-ide/lambda-vorlesung.pdf
https://pp.ipd.kit.edu/lehre/misc/lambda-ide/Wavelength.html
https://pp.ipd.kit.edu/lehre/misc/lambda-ide/Wavelength.html

Ubungsblatter k\‘(".

Ubungsblatter zum A-Kalkiil, Typinferenz etc. unter
https://pp.ipd.kit.edu/lehre/WS201920/paradigmen/uebung

Relevante Blatter:
m Blatt 5, Blatt 6 fir A-Kalkl
m Blatt 9 fir Typinferenz
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v_ar:=oz|ﬁ|...|a1 |az | ...
basetype = int | bool | ...
Fun = Fun — Fun | var | basetype

Klammerung ist wichtig! Funktionstypen implizit rechtsgeklammert

Beispiele:

int

o

a— B

ay — int - ap = a1 — (int - ap)
# (1 > int) - a»
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Klammerung A-Terme vs. Typen A\‘(IT

Linksassoziativitat von Funktionsanwendung in A-Termen und
Rechtsassoziativitat in Funktionstypen gehdren zusammen:

Aquivalenz (a) “Funktion mit n Parametern”

>

(b) “Funktion mit 1 Parameter, die Funktion mit n — 1 Parametern
zurlickgibt”

Beispiel const = Ax. Ay. x:
Interpretation | Fkt.-Definition | Fkt.-Anwendung Fkt.-Typ
(a) AX. Ay. x constab a—-p—-a
(b) | Ax. (Ay. x) (consta)b a— (- a)
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Typisierung A\‘(IT

Typumgebung = Map von Variablen auf Typen
zB. I =x:aq,y:bool,f:a>— as

Typisierung: T+t : 1
“Unter Typumgebung (Typannahmen) I' hat t den Typ

Beispiele:

X . 0FX: .«

f :bool — bool — int + Ax. £ x x : bool — int
FAX. x: a — a (leere Typumgebung ' = 0)
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Typregeln

Darstellung von Typregeln:
Voraussetzungen

Folgerung

Const-Regel:
c ist eine Konstante

CONST

MNc:1c

App-Regel:
rl—l'12’L'1—>T2 rl—t22T1

APP

M+t bo:1o
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Var-Regel:
Nx)=-r

N-x:7

VAR

Abs-Regel:
Mx:t4kt:1T0

ABS
M-Ax. t: 71 > 1o

Einflihrung in Typinferenz



Typinferenz A\‘(IT

m Start mit Gesamtterm als finale Folgerung mit Typvariable als Typ

a Rlckwartsanwendung der Typregeln (es passt immer genau eine
Regel!)

m EinfOhrung neuer Typvariablen bei Abs- und App-Regel

m Aufsammeln von Constraints (Gleichungen) fir Typvariablen

10 November 2020 Einflihrung in Typinferenz



1

Beispiel: Typherleitungsbaum

FAX.AY. vy X : a4

Contraints:
C=1{

November 2020
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Beispiel: Typherleitungsbaum

X:ao b Ay. yX:as

ABs

FAX. AY. vy X aq

Contraints:
C = {ay = a2 — as}

November 2020
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Beispiel: Typherleitungsbaum

X100,y . 04FyX:Qs

ABs

X:asFAy. Yy X:ag

ABS

FAX. AY. VX ay

Contraints:
C={a1 = a2 > ag,a3 = ag — as}

November 2020
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A

Beispiel: Typherleitungsbaum

X: o,V :0a4FY: Qg X:Qo,Y:04bFX:ay

App
X0, V.04 FYX:a5
ABs
X:aoFAy. VX :ag
ABs
FAX. AY. ¥y X @ aq
Contraints:

C=l{a1=a2 > as,a3 = a4 — as,as = a7 = as}
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A

Beispiel: Typherleitungsbaum

(x:az,y:a)(y)=a4

VAR
X:Q0,V:04FYy Qg X:Qo,y:04FX:Qy
APP
X:Q0,y . 04FyX:Qs
ABs

X:aoFAy. yX: a3

ABS
FAX. Ay. vy X : oy

Contraints:

C=l{a1 =a2 > az,a3 = a4 — as,as = a7 — a5, a6 = A4}
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Beispiel: Typherleitungsbaum

(x:a2,y:a4)y)=0as (x:a2,y:as4)(x)=a2
VAR VAR
X:Q0,V:04FYy Qg X:o,y:04FX:Q7
APP
X:Qo,Vy:04FYyX:as
ABs
X: ok Ay. yX:as
ABS
FAX. AY. vy X : oy
Contraints:

C=lat=a2 > az,a3 =a4 — a5, = a7 — A5, = A4, X7 = A2}

November 2020
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A

Substitution

a Ersetzen von freien Variablen durch Terme
® Muss nicht fur alle Variablen eine Ersetzung definieren
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A

Substitution

a Ersetzen von freien Variablen durch Terme
® Muss nicht fur alle Variablen eine Ersetzung definieren
®m 0= [avint]:

ola = p)=int - p
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Substitution A\‘(IT

a Ersetzen von freien Variablen durch Terme
® Muss nicht fur alle Variablen eine Ersetzung definieren
®m 0= [avint]:
ola = p)=int - p
® 0 = [avint, oy — bool]:
o(a = B) = int — y — bool
(B — a) = (y — bool) — int
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Substitution A\‘(IT

a Ersetzen von freien Variablen durch Terme
® Muss nicht fur alle Variablen eine Ersetzung definieren
®m 0= [avint]:
ola = p)=int - p
® 0 = [avint, oy — bool]:
o(a = B) = int — y — bool
(B — a) = (y — bool) — int
m 0= [avint, (0 = 0) = bool]:
o((@ = y) = ) = (int = y) = (6 = 6) — bool
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Unifikation A\‘(IT

m Unifikator: Substitution, die alle Gleichungen I6st

a allgemeinster Unifikator: Unifikator, der "mdglichst wenig festlegt®

w {a=py=int}
allgem. Unifikatoren z.B. 0 = [a®,y > int]|, 0 = [f2a, y 2 int],
dagegen ¢ = [@2bool, 2 bool, y » int] Unifikator, aber nicht
allgemeinster Unifikator
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Unifikation A\‘(IT

m Unifikator: Substitution, die alle Gleichungen I6st

a allgemeinster Unifikator: Unifikator, der "mdglichst wenig festlegt®

w {a=py=int}
allgem. Unifikatoren z.B. 0 = [a®,y > int]|, 0 = [f2a, y 2 int],
dagegen ¢ = [@2bool, 2 bool, y » int] Unifikator, aber nicht
allgemeinster Unifikator

® {a =int - B, = B = (int — ) — bool}
Unifikator 0 = [ int — bool, 9 bool, y © bool]
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Unifikation A\‘(IT

m Unifikator: Substitution, die alle Gleichungen I6st

a allgemeinster Unifikator: Unifikator, der "mdglichst wenig festlegt®

w {a=py=int}
allgem. Unifikatoren z.B. 0 = [a®,y > int]|, 0 = [f2a, y 2 int],
dagegen ¢ = [@2bool, 2 bool, y » int] Unifikator, aber nicht
allgemeinster Unifikator

® {a =int - B, = B = (int — ) — bool}
Unifikator 0 = [ int — bool, 9 bool, y © bool]

wmila=p—>y,0—>a=0—int}
Nicht unifizierbar! Widerspruch durch Gleichung f — y = int!
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Unifikation A\‘(IT

m Unifikator: Substitution, die alle Gleichungen I6st
a allgemeinster Unifikator: Unifikator, der "mdglichst wenig festlegt®
w {a=py=int}
allgem. Unifikatoren z.B. 0 = [a®,y > int]|, 0 = [f2a, y 2 int],
dagegen ¢ = [@2bool, 2 bool, y » int] Unifikator, aber nicht
allgemeinster Unifikator
® {a =int - B, = B = (int — ) — bool}
Unifikator 0 = [ int — bool, 9 bool, y © bool]
wmila=p—>y,0—>a=0—int}
Nicht unifizierbar! Widerspruch durch Gleichung f — y = int!
wila=p—-al
Nicht unifizierbar! Wirde unendlichen Typen bendbtigen

(@a=B—>B—>p—..)!
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Unifikationsalgorithmus \11

A

unify(C) =
if C == 0 then []
else let {t1 =1}UC" =C in
if 71 == 12 then unify(C’)
if 11 == a && a ¢ FV(t2) then unify([a912]C’) o [a12]

else
else if 175 == a && a ¢ FV(t1) then unify([a®11]C’) o [a9 14]
else if 11 == (7] > 1)) & 12 == (1, > 1)
then unify(C’ Uity =1, =1, )
else fail

FV(7): freie Variablen aus t
a ¢ FV(t;) (“occurs check”) verhindert unendliche Typen
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A

Beispiel: Unifikation

unify({ar = az = as, a3 = a4 = as, a5 = a7 — as,as = A4, a7 = az2})
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Beispiel: Unifikation

unify(fay = a2 — az,az = ag = a5, 06 = a7 — A5, 0 = A4, A7 = Aa})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
o [a1 ﬁ>a2 - a3]
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Beispiel: Unifikation
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A

unify({ar = az = as, a3 = a4 > as, a5 = a7 — a5, ag = A4, a7 = az2})

= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
o [a1 ﬁ>a2 - a3]

= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})
ofazdas — as] o [ar12az — ag)

November 2020
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Beispiel: Unifikation

z

unify({ay = ap — as, a3 = a4 = as, a6 = a7 — a5, a = A4, A7 = A2})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
ofarPas — as]
= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})
ofazdas — as] o [ar12az — ag)
= unify({az — as = aq, a7 = az})
olagwaz — as| o [azas — as] o [P ax — as]
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Beispiel: Unifikation

z

unify({ay = ap — as, a3 = a4 = as, a6 = a7 — a5, a = A4, A7 = A2})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
ofarPas — as]
= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})
ofazdas — as] o [ar12az — ag)
= unify({az — as = aq, a7 = az})
o [a6ﬂ>047 d a5] o [a3ﬁ>a4 e a5] o [Ch Do — CV3]
= unify({az = az})
ofagdaz — as|oagvar = as| o [azvas — as] o [a1 D az — ag]
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Beispiel: Unifikation

z

unify(fay = ap — as, a3 = a4 — as, a6 = a7 = a5, 0 = A4, A7 = A2})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})

o [a1 ﬁ>a2 - a3]
= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})

ofazdas — as] o [ar12az — ag)
= unify({az — as = aq, a7 = az})

o [a6ﬂ>047 d a5] o [a3ﬁ>a4 e a5] o [Ch Do — CV3]
= unify({az = az})

ofagdaz — as|oagvar = as| o [azvas — as] o [a1 D az — ag]
= unify(0) o [az» az] o [as» a7 — as] o [as D a7 — as)

olazwag — as] o [ayas — as]
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Beispiel: Unifikation

z

unify(fay = ap — as, a3 = a4 — as, a6 = a7 = a5, 0 = A4, A7 = A2})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
o [a1 ﬁ>a2 - a3]
= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})
ofazdas — as] o [ar12az — ag)
= unify({az — as = aq, a7 = az})
o [a6ﬂ>047 d a5] o [a3ﬁ>a4 e a5] o [Ch Do — CV3]
unify({az = as})
ofagdaz — as|oagvar = as| o [azvas — as] o [a1 D az — ag]
unify(0) o [az 2 ag] o [aa a7 — as) o [ag» a7 — as]
olazwag — as] o [ayas — as]
= [az2az] o [asav a7 — as] o [agD a7z — as]
o [a3ﬂ>a4 d 0[5] o [(X1 DAy = ag]
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Beispiel: Unifikation

z

unify(fay = ap — as, a3 = a4 — as, a6 = a7 = a5, 0 = A4, A7 = A2})
= unify({as = as — as, a6 = a7 — as, 06 = A4, A7 = A2})
o [a1 ﬁ>a2 - a3]
= unify({as = a7 — as, a6 = ag, a7 = az})
ofazdas — as] o [ar12az — ag)
= unify({az — as = aq, a7 = az})
o [a6ﬂ>047 d a5] o [a3ﬁ>a4 e a5] o [Ch Do — CV3]
unify({az = as})
ofagdaz — as|oagvar = as| o [azvas — as] o [a1 D az — ag]
unify(0) o [az 2 ag] o [aa a7 — as) o [ag» a7 — as]
olazwag — as] o [ayas — as]
= [az2az] o [asav a7 — as] o [agD a7z — as]
o [a3ﬂ>a4 d 0[5] o [(X1 DAy = ag]
=1 9as — (@2 > as) > as,az? (a2 > as) - as,
gD Ao — U5, Ag» Ao — 0(5,0é7¢>0(2]
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Beispiel: Ergebnis

Typherleitungsbaum:

ABSs
X:ao b Ay. ¥y X:as

FAX. AY. VX : aq

Contraints:
C=l{a1 =az2 > az,a3 = a4 — as,as = a7 = a5,06 = A4, A7 = A2}

Lésung:

o=[a1vas = (a5 = az) = as,azv (a5 = az) = as,
asD a5 — A, 09 A5 — A2, A7 9 A2]

o(a) = a2 — (a5 > az) > as
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Let-Polymorphismus A\‘(IT

a Typvariablen wie a4 kbnnen jeden beliebigen Typ annehmen...
m ... aber innerhalb einer Typinferenz keine unterschiedlichen Typen

m Lésung: Let-Ausdruck let £ = t; in &> mit Typschema
Yaq,...,anT

m Instanziieren eines Typschemas ( = ):
Instanziieren aller Y-gebundenen Variablen

a mehrfach (auch unterschiedlich) instanziierbar

Beispiele:
Va.a > int Ya.a > bool
Ya.a > aq Ya.a > a1 — as
Ya,f.0 — B > int — a4 Ya,f.0 — B > int — int
Yaa—>Bfzar —p a1 = o
int ¥ bool aq F as
Ya.a - at oy — ao Ya,p.a0 — B £ VB.ay — B
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Typabstraktion k\‘(“.

Freie Variablen = nicht durch ein V gebundenen

Typabstraktion ta(z, I') entsteht aus 7, indem all jene Typvariablen
allquantifiziert werden, die frei in 7, aber nicht frei in ' vorkommen.

Beispiele:

ta(ay — az,0) = Vaq, az.a1 = az

ta(int — ay,x : az) = Yaq.int — a4

ta(ar, £: a2 = aq) = aq

ta(ar — ap, (f : Yag.aq,x: ap)) = Vaj.ay — az
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Typregeln fiir Let-Polymorphismus A\‘(IT

Var-Regel (angepasst):
rNx)=v =1

VAR

NeEx:1
In Typinferenz: 7/ mit neuen Typvariablen instanziieren

Abs-Regel (angepasst):
Mx:tykt:10 71 kein Typschema

ABs
MFAX T4 > 1o

In Typinferenz: Algorithmus erflllt zusétzliche Bedingung automatisch

Let-Regel:
M-ty I',x:ta(m,l’)l—tgzrg

Nrletx=Hinkb: 1o
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Typinferenz mit Let-Polymorphismus A\‘(IT

M-8 :as r’l—tgias

Fkletx:h int2:a1

Allgemeine Vorgehensweise:

1. Sei Cy die bisherige Constraintmenge, inkl. {¢1 = as}
Sammle Constraints aus linkem Teilbaum in Cjg;
Berechne den allgemeinsten Unifikator oje; von Cig;
Berechne " := gyt (M), x : ta(ojer (a2) , 046t (7))

Benutze " in rechtem Teilbaum, sammle Constraints in C;

Ergebnisconstraints sind Cy U C,’et U Cq1 mit

Cr; = {ai =0t (i) | o)t definiert fur a;

2
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