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1 Einfdhrung

1.1 Motivation und Ziele

Die funktionade Programmierung hat in der Informatik eine grof3e Bedeutung, sowohl in
der Theorie as auch in der Praxis. Aufgrund des deklarativen Charakters der funktionalen
Programmiersprachen bestehen die Programme nicht, wie bel imperativen Sprachen, aus
einer Sequenz von Anweisungen, sondern es handelt sich eher um eine formale
Spezifikation des Ergebnisses. Dadurch sind die Programme besser lesbar, schneller zu
verstehen und somit auch leichter zu warten. Ebenso lassen sich funktionale Programme
schneller und leichter schreiben, da man auf intuitive Weise das Programm strukturieren
und in Teilprobleme aufteilen kann, bei immer komplexer werdenden Anforderungen an
die Softwaresysteme also ein enormer Vorteil, zuma funktionale Programme auch oftmals
deutlich kirzer ausfallen als entsprechende imperative Programme.

Zudem haben funktionale Programme eine einfachere Semantik als imperative, denn diese
ist unabhangig von einem zugrunde liegenden Maschinenmodell und bendtigt keinen
globalen Zustand. Dadurch ist es vergleichsweise leicht, logische Kakule aufzustellen, die
aussagekréftige Anaysen der Reduktionsmechanismen erlauben. Von besonderem
Interesse sind dabel Aussagen Uber die Gleichheit von Programm-Fragmenten, denn diese
sind die Grundlage fir Programm-Transformationen, mit denen sich z.B. die Anzahl der
benttigten Reduktionsschritte deutlich verringern l&sst. Der Ubliche Gleichheits-Begriff ist
hier der Begriff der kontextuellen Gleichheit, bei der zwei Ausdriicke dann gleich sind,
wenn sie an beliebigen Stellen des Programms vertauscht werden konnen, ohne dass ein
anderes Verhaten festgestellt werden kann (in der Regel betrachtet man die
Terminierung).

Allerdings ist diese kontextuelle Gleichheit schwierig zu handhaben, da sie kein
schrittweises Vorgehen zuldsst. Daher verwendet man lieber eine Relation, die ein
Gedankenexperiment beschreibt, bei der die Ausdriicke nach und nach mit neuen
Argumenten versorgt werden und entsprechend das Terminierungsverhaten beobachtet
wird. Dazu muss man jedoch erst zeigen, dass diese sog. Bisimulation mit der
kontextuellen Gleichheit Ubereinstimmt. Dies kann fir viele Kalkile gezeigt werden, aber
diese zentrale Aussage kann auch zwischen sich dhnelnden Kalkilen nicht ohne weiteres
Ubertragen werden.

In dieser Stelle erweist es sich a's niitzlich, Reduktionsmechanismen auf abstrahiertere Art
und Weise mittels Termersetzungssystemen zu betrachten. Diese bestehen aus einem
einfachen Regelsystem zur Ersetzung von Termen einer Sprache. Termersetzungssysteme
héherer Ordnung erlauben die Betrachtung von Funktionseinsetzungen in | -Termen,
inklusive Variablenbindung. Somit kann auch der der funktionalen Programmierung zu
Grunde liegende | -Kalkil mittels eines Termersetzungssystems dargestel It werden.

Besonders nitzlich sind die Termersetzungssysteme, da bel bestimmten Einschrankungen
des Regelsystems sichergestellt werden kann, dass die Bisimulations-Relation eine
Kongruenz ist, d.h. eine Aquivaenzrelation, die die Programmstruktur respektiert. \Von
dieser Eigenschaft ausgehend kann man dann relativ leicht zeigen, dass die Bisimulation
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1. EinfUhrung

mit der kontextuellen Gleichheit Ubereinstimmt, falls einige zusdtzliche Eigenschaften
erfullt sind.

Die Systeme, fir die diese Eigenschaft gilt, sind nun digenigen, die sich an die strukturelle
operationale Semantik der strukturierten Auswertungswertungssysteme nach [How96]
bzw. des GDSOS'-Formats nach [San97] halten. Eine strukturelle operationale Semantik
ist dabei die Beschreibung der Ausfiihrung einer Operation bzw. einer Reduktion Uber die
Struktur der Ausdriicke. Das GDSOS-Format kann man direkt als Beschreibung eines
Termersetzungssystems deuten; die damit beschriebene Auswertungsrelation hélt sich an
die Regeln der strukturierten Auswertungssysteme (Bewels im Rahmen dieser Arbelt),
weshab wir in diessm Zusammenhang entsprechende Termersetzungssysteme auch als
strukturierte Reduktionssysteme bezeichnen wollen.

Ziel dieser Arbeit ist zum einen, verschiedene Kernsprachen und Kalkile auf ihre
Tauglichkeit zur Integration in ein solches strukturiertes Reduktionssystem zu Uberprifen,
zum anderen die Implementierung eines solchen Systems, das eine strukturelle
operationale Semantik eines Termersetzungssystems einliest und gemal} dieser Ausdriicke
auswerten kann. Dieses System wird die Bedingungen der strukturierten Auswertungs-
bzw. Reduktionssysteme Uberprifen, jedoch nicht immer auf diesen Beschrankungen
bestehen. Stattdessen werden wir noch einige Erweiterungen implementieren, um eine
moglichst grofRe Anzahl verschiedener Kalkile zu unterstiitzen. So wollen wir neben dem
| -Kalkdl und Kalktlen, die im Wesentlichen Erweiterungen des | -Kalkills darstellen, auch
einen let-Kakul auswerten kénnen, welcher Sharing explizit kodiert. Unser System wird
dabel nicht nur mit zahlreichen Schnittstellen fir automatische Bewelssysteme, die auf
Reduktion bzw. Ersetzung basieren, versehen sein, sondern auch Uber einen Interpreter
verfigen, der einen gegebenen Ausdruck vollstandig auswertet, unter Angabe aler
Zwischenschritte. Somit kdnnte man das System auch as Programmiersprache fur
abstrakte Kalkule benutzen.

1.2 Uberblick

Zunéchst wollen wir uns in Kapitel 2 die besonderen Eigenschaften funktionaler
Programmiersprachen genauer anschauen und wichtige Begriffe, wie z.B. Striktheit,
eingefuhren. Wir gehen auch noch einma auf die Unterschiede zu imperativen Sprachen
ein und verdeutlichen dabei insbesondere, welche Vorteile es hat, funktionae
Programmierung zu verwenden, wobel natlrlich auch die wenigen Nachteile nicht
verschwiegen werden. Als Vertreter fur eine funktionale Programmiersprache stellen wir
anschliefiend die Sprache Haskell vor, die wir dann auch in Kapitel 6 fir die
Implementierung unseres Softwaresystems nutzen wollen.

In Kapitel 3 setzen wir uns dann mit dem Lambda-Kalkil auseinander, welcher die stark
vereinfachte Grundlage der funktionalen Programmierung darstellt. Zunéchst begutachten
wir die Konversionsregeln des (klassischen) Lambda-Kalkuils nach [Bar84]. Anschlief3end
fihren wir im Rahmen ener ndheren Betrachtung des ,lazy* Lambda-Kakils von
Abramsky [Abr90] die Begriffe der kontextuellen Gleichheit und der Bismulation formal

! Globally Deterministic Structural Operational Semantics
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ein. Am Ende des Kapitels wird auch noch kurz der Call-by-Vdue Lambda-Kakdl
erlautert.

Anschlief3end folgt in Kapitel 4 eine Vorstellung welterer Kernsprachen und Kakdle.
Neben den Kernsprachen KFP, KFP+ und PCF, bei denen es sich im Wesentlichen um
eine Erweterung des Lambda-Kakils um Kongtruktoren und Falunterscheidungen
handelt, betrachten wir auch den Call-by-Need Lambda-Kalkil, dessen Reduktionsregeln
sich stark vom Ublichen Lambda-Kal kil unterscheiden.

Nachdem wir uns somit in die Grundlagen der funktionalen Programmierung und der
zugrunde liegenden Kalkile eingearbeitet haben, folgt in Kapitel 5 die Betrachtung der
Termersetzungssysteme hoherer Ordnung und wie wir die vorher betrachteten Kakile mit
ihrer Hilfe darstellen konnen. Aul3erdem untersuchen wir die speziellen Regelformate der
GDSOS-Reduktionssysteme [San97] und der strukturierten Auswertungssysteme nach
Howe [How96]. Diese haben u.a. die besondere Eigenschaft, dass gewdahrleistet ist, dass
Bismulation eine Kongruenz ist.

Kapitel 6 ist schliefdlich der Implementierung unseres Softwaresystems gewidmet.
Zunéchst werden einige Vortberlegungen Uber die Funktionalitét der Software angestellt,
da wir das Konzept der Termersetzungssysteme hoherer Ordnung noch so erweitern
wollen, dass wir auch den Call-by-Need Lambda-Kakil darstellen kénnen. Dazu
benttigen wir insbesondere spezielle Verarbeitungsmoglichkeiten fir Kontexte.
Anschliefend werden die implementierten Programmteile ausfuhrlich erléutert. Zum
Abschluss des Kapitels begutachten wir die mit unserem Softwaresystem erzielten
Ergebnisse.

In Kapitel 7 folgt eine kurze Zusammenfassung und ein Ausblick auf kiinftige Aufgaben.



2 Funktionale Programmierung

Im Folgenden soll ein Uberblick Uber die Besonderheiten der funktionalen
Programmierung gegeben werden und dabei, neben Betrachtungen der unterschiedlichen
Konzepte verschiedener funktionaler Programmiersprachen, auch eine Erlauterung der
grundlegenden Begriffe erfolgen. Da wir in der Einleitung bereits einige Vortele
funktionadler Programmiersprachen gegenuber imperativen Vertretern gesehen haben,
wollen wir in diesem Kapitel auch noch einmal einen detaillierteren Vergleich anstellen.

Die Beispie-Programme in  Abschnitt 21 koénnen in jeder funktionalen
Programmiersprache implementiert werden, wobel wir uns jedoch syntaktisch an die
Programmiersprache Haskell haten. Diese wird in Abschnitt 2.3 nédher vorgestellt.
Ausfuhrlichere Betrachtungen der hier vorgestellten Konzepte und weiterfihrende Themen
findet man in [Sch00] und [Bir98].

2.1 Das funktionale Konzept

Funktionale Programmiersprachen gehdren zu den deklarativen Sprachen und
unterscheiden sich somit stark von imperativen (und objektorientierten) Sprachen:
Waéhrend sich imperative Programmiersprachen an der von-Neumann-Rechnerarchitektur
mit Prozessor und Arbeitsspeicher orientieren, sind deklarative Sprachen an
mathematischen Konzepten und Notationen angelehnt. Funktionale Programmiersprachen
richten sich nach dem Konzept mathematischer Funktionen, aso der Abbildung von
Eingabewerten auf Ausgabewerte.

In der funktionalen Programmierung besteht ein Programm somit im Wesentlichen aus
Funktionsdefinitionen,  Funktionsanwendungen  und  Funktionskompositionen.  Die
Anwendung einer Funktion auf ihre Argumente ist dabeli das zentrde Element, da die
Auswertung von Ausdriicken im Vordergrund steht und nicht, wie bel imperativen
Sprachen, die Ausfihrung von Befehlen: Die Ausfihrung eines Programms besteht
namlich ausschliefflich aus der Ausfiihrung/Reduktion von Funktionsanwendunger?. Die
Anwendung einer Funktion auf ihre Argumente wird einfach durch Einsetzen der
Argumente in die Funktionsdefinition bzw. in den Funktionsrumpf reduziert; der Ausdruck
wird dabel durch sein Reduktionsergebnis ersetzt, welches dann gegebenenfalls weiter
reduziert wird, bis ein Wert erreicht wird. Ein Wert ist dabel Tell einer Menge von
Ausdriicken, die wir as Ergebnis einer Auswertung akzeptieren. Somit ist das einzige
Resultat eines Ausdruckes bzw. Programms der Wert des Ausdruckes.

Beispiel 2.1.1.
Eine Funktion, die das Quadrat ihres Eingabewertes zuriickliefert, kann man wie folgt
definieren:

quadrat x = x * X

2 Wir betrachten Fallunterscheidungen hier auch als spezielle Funktionen.
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2.1. Das funktionae K onzept

Ein einfaches Programm wére nun:
mai n = quadrat 3

Dieses Programm macht nichts weiter, as das Quadrat von 3 zu berechnen. Die
Auswertung erfolgt durch Einsetzen der Argumente in den Funktionsrumpf (die rechte
Seite der Funktionsdefinition) und Vereinfachung der entstehenden Ausdriicke:

main ® quadrat 3 ® 3 * 3 ® 9

Funktionen konnen selbstverstandlich rekursiv definiert sein, also sich selbst aufrufen. In
der Regel snd Funktionen aber auch as Argumente und Resultate von Funktionen
zugelassen, dies wird allgemein as hohere Ordnung’ bezeichnet. Zudem kénnen auch
ungeséttigte Funktionsanwendungen wieder as eigensténdige Funktionen benutzt werden,
d.h. man kann eine Funktion auf weniger Argumente als in der Funktionsdefinition
vorgesehen anwenden und erhédt so eine neue Funktion. So kann z.B. (+1) as Funktion,
die ihr Argument um eins erhoht, verwendet werden. Auf diese Weise ist es auch mdglich,
dle Funktionen mit mehreren Argumenten auf Funktionen mit nur enem Argument
zuriickzufiihren, so dass man satt ener Funktionsanwendung auf mehrere Argumente
einfach mehrere Funktionsanwendungen auf en Argument auswerten kann. Dieses
Verfahren wird Currying’ genannt.

Beispiel 2.1.2.
(3 * 3) kennmanauchads((*) 3) 3 betrachten.

2.1.1 Referentielle Transparenz

Im Gegensatz zur imperativen Programmieweise gibt es in der funktionalen
Programmierung keine Variablenzuweisung. Variablen sind ausschliefdich Eingabewerte
einer Funktion und werden nicht mehr gedndert. Dies stellt sicher, dass Berechnungen
nicht durch Seiteneffekte gestort werden: Stitzen namlich Funktionen in imperativen
Sprachen ihre Berechnungen auf globale Variablen, so kann der Inhalt dieser Variablen an
beliebigen Stellen im Programm geéndert werden — das Funktionsergebnis hangt somit
wesentlich vom globalen (Speicher-)Zustand und nicht mehr nur von den Argumenten der
Funktion ab. Zwei gleiche Funktionsaufrufe (mit gleichen Argumenten) an verschiedenen
Stellen des Programms konnen aso in Seiteneffekt-behafteten Programmiersprachen zu
unterschiedlichen Ergebnissen fuhren. Dies widerspricht der mathematischen Sicht, dass
Funktionen  wohldefiniert - aso eindeutig - sein missen.  Funktionae
Programmiersprachen, die keinerlei Seiteneffekte erlauben, nennt man pur. In puren
Sprachen gilt das Prinzip der referentiellen Transparenz: Der Wert eines Ausdrucks hangt
einzig und alein von seinen Teilausdriicken ab. Somit ist gewdhrleistet, dass gleiche
(Teil-)Ausdricke an verschiedenen Stellen des Programms immer den gleichen Wert
haben. Dies ermdglicht, Ausdriicke in beliebiger Reihenfolge auszuwerten, sofern die
Auswertung terminiert, mehr dazu in Abschnitt 2.1.3. In diesem Fall ist dso auch eine
parallele Auswertung moglich.

S engl. higher order
* Nach dem Logiker Haskell B. Curry



2. Funktionale Programmierung

Fir Programmanalysen ist referentielle Transparenz ebenfalls von enormer Bedeutung,
denn diese garantiert Ersetzbarkeit: Jeder Ausdruck kann durch einen beliebigen Ausdruck
mit gleichem Wert ersetzt werden. Dies vereinfacht z.B. Gleichheitsanaysen und bietet
weitreichende Mdoglichkeiten zur Optimierung, da man komplizierte Ausdriicke durch
einfachere ersetzen kann, wenn die Gleichheit bewiesen ist. Gilt referentielle Transparenz
hingegen nicht, so ist es relativ schwierig, Aussagen uUber Programmfragmente zu treffen,
da man stets den Maschinenzustand mitbetrachten muss.

2.1.2 Bedeutung eines Ausdrucks

Nicht bel alen Ausdriicken ist eine Auswertung maoglich, da es Funktionen gibt, die nicht
terminieren. Das einfachste Beispiel zeigt folgende Funktionsdefinition:

bot = bot

Welche Bedeutung bzw. welchen Wert hat ein solcher nichtterminierender Ausdruck? Um
sicherzustellen, dass alle Ausdricke, auch die nicht auswertbaren bzw. nicht-
terminierenden, eine Bedeutung haben, ordnen wir jedem Ausdruck einen semantischen
Wert zu. Ublicherweise wird nichtterminierenden Ausdriicken ein formaler Wert »
zugewiesen und alle nichtterminierenden Ausdriicke werden as gleich betrachtet. Jeder
Ausdruck bezeichnet nun einen formalen Wert, man spricht von einer denotationalen’
Semantik. Im Gegensatz dazu betrachtet man bel der operationalen Semantik die
Ausfihrung einer Operation, d.h. man beschreibt die Reduktion. Die denotationale
Semantik beschreibt also allein das Ergebnis, die operationale Semantik hingegen die
Berechnung. Die Ubereinstimmung zwischen denotationaler und operationaler Semantik
wird Addquatheit der Auswertung® genannt: Ein Ausdruck behdlt dabei seinen
semantischen Wert auch nach seiner Reduktion bei, die Bedeutung verandert sich wahrend
der Auswertung also nicht.

2.1.3 Auswertungsstrategien

Welche Rolle spielt nun die Reihenfolge, in der (Unter-)Ausdriicke ausgewertet werden?
Bel Funktionsanwendungen haben wir die Wahl, ob wir zuerst die Argumente auswerten
(strikte  Auswertung) oder die noch nicht ausgewerteten Ausdricke in die
Funktionsdefinition einsetzen (nicht-strikte Auswertung).
Beispiel 2.1.3. Betrachten wir folgenden Ausdruck:

quadrat (2 + 1)
Strikte Auswertung:

quadrat (2 + 1) ® quadrat 3 ® 3 * 3 ® 9

Bel nicht-strikter Auswertung ergeben sich zwei M oglichkeiten:

> engl. fo denote — bezeichnen, bedeuten
® engl. computational adequacy
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2.1. Das funktionae K onzept

quadrat (2 + 1) ® (2 + 1) * (2 +1) ®
3*(2+1) ® 3* 3 ® 9

quadrat (2 + 1) ® (2 + 1) * (2 +1) ®
(2+1) *3® 3*3® 9

Wie wir sehen, flhren alle drei Auswertungsstrategien zum selben Wert. Es gilt algemein
nach dem ersten Satz von Church-Rosser: Wenn zwei verschiedene Reduktionsfolgen
terminieren, haben beide den selben Wert (vgl. [Sch97]).

Reduktionsfolgen mit strikter  Auswertung sind in  applikativer Reihenfolge. Die
Auswertungsstrategie heil% dementsprechend Applikations- oder Anwendungsordung. Eine
andere gebrauchliche Bezeichnung ist Call-by-Value.

Bel nicht-strikter Auswertung ist es dblich, den am weitesten links (und am weitesten
oben) stehenden Ausdruck zuerst auszuwerten. Man spricht von normaler Reihenfolge. Die
Auswertungsstrategie heildt Normalordnung oder auch Call-by-Name.

Wie in Beispiel 2.1.3. zu sehen ist, braucht die normale Rethenfolge unter Umstanden
mehr Reduktionsschritte als die applikative Reithenfolge. Dies ist aber auch umgekehrt der
Fal, da in Anwendungsordnung mdglicherweise Argumente ausgewertet werden, die gar
nicht flr die Berechnung gebraucht werden. Als Beispiel betrachten wir die Funktion k,
die zwei Argumente hat und einfach ihr erstes Argument zurtickliefert:

k Xy =X

Offensichtlich kann ein Ausdruck k v t, bei dem v ein Wert und t en schwierig zu
berechnender Ausdruck ist, in Normalordnung mit einem Reduktionsschritt ausgewertet
werden, wdéhrend in Anwendungsordnung sehr viele Schritte notwendig sind. Im
Extremfall terminiert t nicht, dies flhrt dazu, dass auch k v t in Anwendungsordnung
nicht ausgewertet werden kann, in Normalordnung aber sehr wohl. Allgemein gilt nach
dem zweiten Satz von Church-Rosser: Falls eine beliebige Auswertung terminiert, dann tut
dies auch eine Auswertung in Normalordnung (vgl. [ Sch97]).

Den Nachtell der Normalordnung, dass Ausdricke bei Funktionseinsetzungen
moglicherweise kopiert werden und so mehrfach berechnet werden missen, kann man
durch Sharing beheben, d.h. statt Kopien anzulegen, werden Referenzen auf einen einzigen
Ausdruck angelegt, der von alen referenzierenden Knoten getellt wird. Man wechselt also
in der Implementierung von einer Baum- zu einer Graphstruktur. In unserer schriftlichen
Reduktion entspricht dies einer parallelen Auswertung der kopierten Ausdriicke:

guadrat (2 +1) ® (2 +1) * (2 +1) ® 3* 3 ® 9
Jetzt werden nur noch so viele Reduktionsschritte gebraucht wie in Anwendungsordnung.

Allgemein gilt: Normaordnung mit Sharing fihrt zu einer optimaen Anzahl an
Reduktionsschritten  (vgl. [Sch97]). Diese Auswertungswertungsstrategie  wird
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2. Funktionale Programmierung

Ublicherweise als lazy’ oder Call-by-Need bezeichnet. Bei Vergleichen zur lazy-
Auswertungsstrategie spricht man bel der Anwendungsordnung auch gerne von eager
evaluation: statt faul flei3ig, dajeder Ausdruck ausgewertet wird.

2.1.4 Striktheit

Ublicherweise werden funktionale Programmiersprachen in strikte und nicht-strikte
Sprachen unterteilt, wobei man man hier mit drikt  die  Auswertung in
Anwendungsordnung und mit nicht-strikt die lazy-Auswertung meint. Vertreter der strikten
Sprachen sind Scheme ([Dyb96]) und ML ([MTH'97]). Nicht-strikt sind z.B. Miranda
([Tur85]), Clean ([PvE93]) und Haskell ([PJO3]).

Fehlende Striktheit hat bedeutende Konsequenzen: Sie ermoglicht ndmlich unendliche
(rekursiv definierte) Datenstrukturen. So kann beispielsweise in Haskell eine Funktion
definiert werden, die eine unendlich lange Liste mit Einsen zurtickliefert:

ei nser = 1:einser

Der Ausdruck ei nser wird nun ausgewertet zu 1: 1: 1: 1... und terminiert somit nicht.
Allerdings kann dieser Ausdruck einer Funktion Ubergeben werden, die nur eine bestimmte
Anzahl von Listendlementen untersucht und somit terminiert. Aufgrund der nicht-strikten
Auswertung wird der néchste Rekursionsschritt von ei nser namlich immer erst dann
vorgenommen, wenn ein weiteres Listenelement ausgewertet werden soll. Unendliche
Datenstrukturen bieten somit neue sinnvolle Ausdrucksmaglichkeiten, man denke z.B. ait
der einfachen Liste sich wiederholender Einsen an die Liste aler Primzahlen.

In der Regel gibt es auch in nicht-strikten Sprachen spezielle Funktionen, de verlangen,
dass ihre Argumente ausgewertet vorliegen — Ublicherweise die (internen) arithmetischen
Funktionen z.B. + und *. Zudem bezeichnet man Funktionsargumente, die im Laufe einer
(lazy-)Auswertung auf jeden Fall ausgewertet werden, als strikte Argumente, d.h. fals fir
dieses Argument ein nichtterminierender Ausdruck eingesetzt wird, so terminiert die
Auswertung der Funktionsanwendung nicht.

Definition 2.1.4. Eine einstellige Funktion 1" ist strikt in ihrem Argument, gdw. f~ =" .

Definition 2.1.5. In einer n-stelligen Funktion £ ist das i-te Argument strikt, gdw. for
beliebige Ausdriicke xy, ..., Xi1, Xi+1y -y Xn QHE fX7 oo X2 Xjsg o Xp =7

2.1.5 Typsystem

Vide funktionale Programmiersprachen verfligen Uber ein strenges, statisches Typsystem.
Typfehler werden somit bereits wahrend des Kompilierens erkannt. Im Gegensatz zu
einem dynamischen Typsystem, wie es viele imperativen Sprachen besitzen, sind somit zur
Laufzeit keine Typfehler mehr moglich. Unterstiitzt das Typsystem zudem Typvariablen,
S0 ist Polymorphismus moglich, die gleiche Funktion kann somit fir ale Datentypen

"engl. faul. Im Deutschen wird teilweise auch der Begriff , verzogerte® Auswertung benutzt.
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eingesetzt werden, die von den innerhdb der Funktionsdefinition verwendeten
Zugriffsfunktionen unterstiitzt werden.

2.2 Vor- und Nachteile funktionaler Programmierung

Wir haben bereits einige Vortelle der funktionalen Programmierung gesehen, ebenso
entscheidende Unterschiede zur imperativen Programmierweise. Prinzipiell sind beide
Programmier-Methoden gleich méchtig, denn die zu Grunde liegenden formalen Modelle —
bei der funktionden Programmierung der (im néchsten Kapitel vorgestellte) Lambda
Kakil und bei der imperativen Programmierung die Turing-Maschine — sind &quivalent, in
dem Sinne, das dles, was das eine Modell berechnen kann, auch im anderen Modell
berechnet werden kann. Gemald der Church-Turing-These wird vermutet, dass tUberhaupt
alles, was berechnet werden kann, in diesen beiden Modellen berechnet werden kann.®
Entscheidende Vergleichs-Kriterien sind deshalb folgende: Ressourcen-Bedarf zur
Ausfiihrung eines Programms und der Arbeitsaufwand zur Erstellung (und Wartung) eines
Programms.

Wir wollen nun an dieser Stelle ein Beispiel aus [PJ98] betrachten, das eigentlich alle
wichtigen Unterschiede aufzeigt: den wohlbekannten Quicksort-Algorithmus.  Wir
vergleichen dabei eine Implementierung in der funktionalen Programmiersprache Haskell
mit einer Implementierung in der imperativen Sprache C. Dabel interessieren wir uns nicht
fur Implementierungsdetails, sondern vergleichen nur die grundlegenden Konzepte. Einige
verwendete Techniken des Haskell-Programms werden in Abschnitt 2.2 erklart.

Beispiel 2.2.1.

Quicksort in Haskell:

gsort [] = [1
gsort (x:xs) = gsort elts It x ++ [x] ++ qgsort elts _greqg_x
wher e
elts It _x [y ]| Vv <- xs, y < X]

elts _greq_x [y ]| ¥y <- xs, y >= X]

Quicksortin C:
gsort( a, lo, hi ) int a[], hi, |o;
{
int h, |, p, t;
if (lo < hi) {
| =1o;
h = hi;
p =afhi];

® Dabei wird freilich von einem intuitiven Berechnungsbegriff ausgegangen, so dass diese These nicht
bewiesen werden kann. Dennoch ist sie allgemein akzeptiert.
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2. Funktionale Programmierung

do {

while ((I < h) & (a[l] <= p))
| = 1+1;

while ((h >1) && (a[h] >= p))
h = h-1;

if (I <h) {
t =afl];
a[l] = a[h];
a[h] =t;

}

} while (I < h);

t =all];

a[l] = a[hi];

af[hi] =t;

gsort( a, lo, I-1);
gsort( a, |+1, hi );
}
}

Als erstes féllt auf: Das Haskell-Programm ist deutlich kirzer. Dieses Beispiel ist
sicherlich ein Extremfal, dennoch zeigt die Erfahrung, dass funktionale Programme
allgemein kirzer sind ([PJ98] spricht von zwei- bis zehnmal kirzer). Dies liegt vor alem
an den haufigen Variablenzuweisungen und den Steuerungsbefehlen der Schleifen im G
Programm. Diese machen imperative Programme auch oft unubersichtlich, denn die
Elemente der Spezifikation werden mit der Steuerung der Rechnerarchitektur vermengt. In
der funktionalen Programmierung entfalen diese Elemente, da es kene
Variablenzuweisungen und Schleifen gibt, statt Schleifen wird im wesentlichen rekursives
Programmieren verwendet. Zudem wird in vielen funktionalen Programmiersprachen der
Speicher automatisch verwaltet, wahrend es in imperativen Sprachen nicht uniblich ist,
dass der Programmierer dafir Sorge tragen muss, dass sein Programm an den richtigen
Stellen Speicher alloziert und wieder freigibt.

Auf der anderen Seite gibt die explizite, maschinennahe Steuerung der Rechnerarchitektur
dem gewieften Programmierer die Moglichkeit, die Effienz eines Programms (in Bezug auf
den Ressourcenverbrauch) erheblich zu verbessern. Das obige C-Quicksort-Programm
sortiert die Eingabe an Ort und Stelle, d.h. ohne zusétzlichen Speicherverbrauch und hat
somit nicht nur einen deutlich niedrigeren Platzbedarf as das Haskell-Programm, sondern
lauft auch wesentlich schneller, da die zusétzliche Speicherverwaltung im Haskell-
Progranm vied Zeit in  Anspruch nimmt. Das C-Programm hat aso die
Speicherorganisation wahrend der Laufzeit, unter Inkaufnahme einer htheren Komplexitét
des Algorithmus, minimiert.

Fazit: Imperative Programme sind oft schneller, funktionale dafir enfacher. Mit
imperativer Programmierung kann man den Ressourcenverbrauch einer Software
verringern, mit funktionaler Programmierung hingegen den Arbetsaufwand zur Erstellung
und Wartung eines Programms. Wenn man bedenkt, dass Softwaresysteme immer
komplexer werden und somit die Kosten fur Entwicklung und Wartung immer mehr
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steigen, gleichzeitig aber moderne Computer immer leistungsfahiger werden, kann man
annehmen, dass die Vortelle der funktionden Programmierung in Zukunft immer mehr an
Bedeutung gewinnen werden. Schliefdich lassen sich die Vorteile der beiden
Programmierweisen auch kombinieren: Moderne funktionale Sprachen bieten ausreichend
Maoglichkeiten zum Im+ und Export von Modulen bzw. Bibliotheken in standardisierten
Formaten (z.B. DLL®).

In Bezug auf Modulariserung bieten gerade nichtstrikte Programmiersprachen auch neue
Maoglichkeiten (siehe [Hug89/90]), denn diese kbnnen z.B. Module mit Definitionen
unendlicher Datenstrukturen verarbeiten und erlauben eine starke Bindung, indem nur die
Telle eines Unterprogramms ausgewertet werden, die auch zum Erreichen des Ergebnisses
notig sind.

2.2.1 Interaktion/1O

Ein wichtiger Aspekt purer funktionaler Sprachen wurde bisher alerdings noch
unterschlagen: Es gibt Situationen, in denen Seiteneffekte durchaus erwinscht sind.
Jegliche Art von Interaktion mit dem Benutzer bzw. jede 10™-Aktion stellt ndmlich einen
Seiteneffekt dar. Imperative Sprachen sind dabel natirlich ganz in ihrem Element. Wie
seht esbel puren funktionalen Sprachen aus?

Fur funktionales 10 gibt es unterschiedliche Ansétze, und dieses Thema ist auch nach wie
vor aktuelles Forschungsgebiet. Eine géngige Methode ist monadisches 10, das in
Abschnitt 2.3.7 fur Haskell erklart wird. Die zugrundeliegende Idee ist dabei, den globalen
Zustand a's explizites Argument anzugeben (so dass die referentielle Transparenz gewahrt
bleibt) und eine Sequentialiserung zu erzwingen, d.h. ale Funktionen, die auf den
globaen Zustand zugreifen, missen in ihrer vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet
werden. Diese Methode fiihrt also zu einer Art imperativem Programmierstil innerhalb des
funktionalen Programmes.

2.3 Haskell

Haskell ist eine pure, nicht-strikte funktionale Programmiersprache mit statischem,
polymorphem Typsystem. Die wichtigsten Implementierungen sind der Glasgow Haskell
Compiler (mit Interpreter GHCP) und der Interpreter Hugs. Beide sind im Internet™ frei
verfugbar. Wir wollen nun einige interessante Aspekte des Sprachumfangs beleuchten, die
wir auch in unseren Programmen verwenden wollen.

2.3.1 Module

Haskell erlaubt die Gliederung eines Programms in mehrere Module, die jeweils innerhalb
einer eigenen Datel definiert sind. Eine besondere Bedeutung hat dabel das Modul Mai n,

® Dynamic Link Library
19 | nput-Output
1 \www.haskell.org
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2. Funktionale Programmierung

dass eine Funktion mai n enthalten (und exportieren) muss, denn diese wird beim Start des
Programms ausgefihrt bzw. ausgewertet.

Eine Moduldefinition wird eingeleitet durch das Schltsselwort nodul e, gefolgt von einer
Liste der exportierten Bezeichner und einer Liste von i npor t -Anweisungen zum Import
von Modulen. Beispidl:

nmodul e Mai n(mai n) where
i mport Berechnungen

min = ...

Module sind idealerweise so gestaltet, dass sie auch von anderen Programmen
wiederverwendet werden konnen.

2.3.2 Datentypen

In Haskell kénnen (algebraische) Datentypen durch Angabe ihrer Konstruktoren definiert
werden. Der Typ Bool ist zum Beispiel wie folgt definiert:

data Bool = True | Fal se

Kongruktoren kénnen auch mehrstellig sein, d.h. auf weitere Typen zurlckgreifen. Da es
sich um en polymorphes Typsystem handelt, kénnen auch Typvariablen verwendet
werden. Soist z.B. der wichtige Listen-Typ wie folgt definiert:

data [a] =[] | a: [a]"

Die Datenkonstruktoren : und [ ] werden as Cons und Nil bezeichnet, bel a handelt es
sich um eine Typvariable — somit kdnnen Listen beliebige Typen enthalten. Da Listen eine
besondere Rolle spielen, ist auch eine besondere Syntax fir sie vorgesehen: So kann man
gatt1: 2: [] auch[ 1, 2] schreiben.

Es ist auch moglich, Typsynonyme zu definieren. So wird z.B. der Typ String in Haskell
einfach auf eine Liste zurtickgefuhrt:

type String = [ Char]

Selbstverstandlich steht aber auch fur Strings in Haskell die gewohnte Syntax zur

Veflgung, man kann andtatt [ ' A", , 's', '"t',
ganznorma " A string" schreiben.

rs 'i', 'n", 'g']

12 Genau genommen sind Listen intern definiert, dies ist nur eine anschauliche Definition, die der internen
entspricht — leider ist diese nicht ganz Haskell-konform (Kommentar aus [PJ03]: Not legal Haskell; for
illustration only).
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2.3.3 Pattern Matching

Ein Hilfsmitted, um die Konstruktoren eines Datentyps zu unterscheiden und
gegebenenfals auf ihre Inhate zuzugreifen, ist Pattern Matching. So ist z.B. die Funktion
map, die eine beliebige Funktion auf ale Elemente einer Liste anwendet, mittels Pattern
Matching definiert:

map f [] =[]
mp f (x:xs) =f x : mp f xs

Wie man sieht, wird die Funktion einfach fir jeden Konstruktor separat definiert. Die
Muster bzw. Pattern missen aber nicht aus einfachen Konstruktoren bestehen, sondern
konnen auch geschachtelt sein. Bel einem Funktionsaufruf wird nun Gberprift, mit
welchem Muster en Ubergebenes Argument Ubereinstimmt (,Match®) und die
entsprechende Funktionsdefinition fiir die Reduktion verwendet. Die Uberprifung findet
dabel sequentiell von oben nach unten statt, wobei einfach die erste gefundene
Ubereinstimmung verwendet wird. Ein besonderes Pattern ist _ (, Wildcard"), dieses teilt
dem Compiler mit, dass das entsprechende Argument uninteressant ist und fthrt immer zu
einem Match. Pattern Matching ist auch innerhab eines Case-Ausdrucks moglich, die
Funktion map kénnte man aso auch wie folgt definieren:

map f xs =
case xs of

[] -> 1]

(x:xs) ->f x : mp f xs
2.3.4 Typklassen

Haskell stellt Typklassen zur Verfligung, mit denen man Operatoren Uberladen bzw. fir
verschiedene Datentypen unter gleichem Namen neu definieren kann. In einer Typklasse
werden dabei die Typsignaturen der Funktionen, die ihre Mitglieder enthalten mussen,
definiert, d.h. eswerden die Funktionsnamen und ihr Typ angegeben. Beispiel:

class Functor f where
fmap :: (a->Db) ->f a->f b

Optiona kann man auch die Zugehdrigkeit zu anderen Typklassen voraussetzen; dies kann
man als Vererbung betrachten, da die Funktionen der vererbenden Typklasse nun auch in
der neuen Typklasse zur Verfligung stehen. Typklassen kann man somit in gewisser
Hinsicht mit Klassen in objektorientierten Sprachen vergleichen (siehe auch [Tho97]),
deshalb werden die Funktionen in Typklassen auch oft Methoden genannt.

Die Zugehdrigkeit eines Datentyps zu einer Typklasse kann man durch Instanziierung
bewirken. Listen sind z.B. wiefolgt als Instanz von Funct or definiert:

i nstance Functor [] where
fmap = map

Be ener Inganziierung missen adso die Implementierungen zu den Typsignaturen
angegeben werden.
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2. Funktionale Programmierung

Typsynonyme konnen alerdings keine Instanzen von Typklassen sein. Die einzige
Maoglichkeit zur Instanziierung ist aso, sie in einen Datentyp einzupacken. Zu diesem
Zweck ist auch eine Deklaration mittels newt ype moglich, bei der nur ein einzelner
einstelliger Konstruktor verwendet werden darf. Diese spezielle Definition ermdglicht in
der Implementierung der Sprache Haskell einen schnelleren Zugriff auf das Datenelement
alseine dat a-Definition.

Bel den in Haskell vordefinierten Klassen (Or d, Show, usw.) kann man Datentypen auch
durch eine automatische Ableitung instanziieren, dazu steht das Schitisselwort deri vi ng
bereit. Beispiel:

data Tree a = Leaf a | Branch Tree a Tree a
deriving (Od, Show

2.3.5 Guards

Guards' stellen en gutes Mittel dar, um Fallunterscheidungen Ubersichtlicher zu
gestalten. Es handelt sich dabei um Pradikate Uber den Argumenten einer Funktion, wobel
fur jeden Guard ein eigener Funktionsrumpf definiert werden muss — also genau wie beim
Pattern Matching fur jedes Pattern.

Mit Guards kann man mathemati sche Funktionsdefinitionen wie

ix falsx>y
max(x, y) = i
1y sonst

direkt in Haskell-Notation tbertragen:

max X y
| x >y = X
| otherwise =y

Hierbei stellt das Pradikat ot her wi se ein Synonym fir Tr ue dar.
2.3.6 List Comprehensions

Da Listen eine besonders wichtige Datenstruktur sind, gibt es in Haskell auch en
besonderes Mittel zur Definition komplexer Listen, namlich List Comprehensions' . Diese
sind angelehnt an der mathematischen Notation fir Mengen und erlauben durch Angabe
eines enzigen Ausdrucks und der Definition der darin enthaltenen Variablen durch
Generatoren die Spezifikation vieler Listenelemente. Die Funktion map konnte man ©omit
auch wie folgt definieren:

13 Als Haskell-Erweiterung ist dies moglich, die Instanz gilt dann aber auch fir den Basistyp und ale
weiteren Synonyme dieses Typs.

% engl. Wachter

> engl. comprehension - Verstandnis
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mp f I =[f x| x < 1]

Der Generator x <- | bewirkt, dass x alle Werte der Liste | durchléuft. Mittels Pattern
Matching und der Verwendung von Guards stehen dabel auch sehr komplexe Mittel zum
Filtern der Ergebnisse bereit - Beispiel:

[ x| (xy) <= [(12),(3,2),(3,4,(54)], x +y <4]

Ergebnis dieses Ausdrucksist [ 1] . Dabei istx + y < 4 ein Guard, der dafUr sorgt, dass
die Liste keine Elemente enthdlt, die dieses Pradikat nicht erfillen.

2.3.7 Monaden
Eine besonders bedeutende Typklasseist Monad. Dieseist wie folgt definiert:

cl ass Monad m where

(>>=) :: ma->(a->mb) ->mb
(>>) ' ma->mb ->mb
return :: a->ma

fail . String -> ma

m>> Kk = m>>=\_ ->Kk

fail s error s

Monaden (Instanzen der Klasse Monad) dienen dazu, Zustdnde oder Aktionen zu kapseln
und Aktionen hintereinander auszufiihren, insbesondere sind 10-Aktionen als Monaden
definiert. Die Methode r et ur n sorgt fur die Kapselung, die Methoden >>= (,,bind“) und
>> sorgen fur die Hintereinanderausfihrung: Der monadische Wert wird kombiniert mit
einer Funktion, die einen neuen monadischen Wert zuriickliefert, wobei bei >> der
gekapselte Zustand bzw. die gekapselte Aktion der ersten Monade keine Rolle spidlt.
Beispiel:

showfile file =
readFile file >>= (\input -> putStrLn input)

Die Funktion showf i | e |adt eine Datei mittels r eadFi | e und zeigt den eingelesenen
Text mittels put St r Ln auf dem Bildschirm an. Da die Methoden >>= und >> zu ener
sequentiellen Verarbeitung fuhren, steht fur diese eine spezielle Syntax zur Verfigung, die
am imperativen Programmierstil orientiert ist: Die do-Notation. Damit kann man die
Funktion showf i | e wiefolgt definieren:

showfile file = do
input <- readFile file
put StrLn i nput

Neben monadischem 10 wollen wir Monaden auch fir Ausnahme-Behandlungen
verwenden. Als Beispiel betrachten wir den in der Haskell-Prelude vordefinierten Datentyp
Maybe:
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data Maybe a = Nothing | Just a

Dieser kann dazu benutzt werden, um Funktionen zu definieren, deren Berechnungen
fehlschlagen kdnnen bzw. die manchmal kein Ergebnis zuriickliefern, beispielsweise eine
Nachschlage-Operation fur ein Woérterbuch. Wollen wir mehrere solcher Berechnungen
hintereinander ausfiihren, so erleichtert uns dies Maybe as Instanz der Monad-Klasse.
Die Instanziierung ist in der Prelude wie folgt definiert:

i nstance Monad Maybe where

Just x >>= k = k X
Not hi ng >>= k = Not hi ng
return = Just
fail s = Not hi ng

Aufeinanderfolgende Berechnungen auf einem Maybe-Wert kdnnen jetzt einfach mit >>=
hintereinander geschaltet werden. Es ist nun keine eigene Falunterscheidung mehr zur
Uberpriifung, ob die Berechnung erfolgreich war, notig, denn dies geschieht bereits
implizit innerhalb der Monaden-Methode >>=.

Weitere Verwendungsmoglichkeiten fir Monaden sind in [Wad95] beschrieben.
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3 Der Lambda-Kalkdl

Der | -Kakudl wurde in den 30er Jahren von Alonso Church eingefiihrt, mit dem Zidl, die
Berechnungsaspekte von Funktionen forma zu erfassen. Es handelt sich dabel um ein
einfaches  System  anonymer  Funktionsausdriicke, deren  Reduktions-  und
Konversionsregeln sich auf rein  syntaktische Ersetzungen der (Tell-)Ausdriicke
beschrdnken. Trotz seiner Einfachheit ist der | -Kakil sehr méchtig, denn | -
Definierbarkeit ist &guivalent zur Turing-Berechenbarkeit. Der | -Kalkil stellt die
Grundlage der funktionaden Programmierung dar: Die meisten funktionalen Sprachen

konnte man auch einfach as syntaktisch angereicherten | -Kalkil mit Datentypen
betrachten.

Im Folgenden werfen wir zunéchst einen Blick auf die Syntax der | -Ausdriicke, nebst
einiger weiterer wichtiger Definitionen. Im Anschluss daran betrachten wir die
Konversionsregeln des | -Kakduls nach [Bar84], den wir hier klassischen | -Kalkil nennen.
Die dort beschriebene Auswertung steht aber nicht im Einklang mit tatsdchlichen
Implementierungen funktionaler Programmiersprachen, denn die Definition der Werte
(Ausdrticke, die nicht weiter reduziert werden) erweist sich als zu streng. Eine bessere
Beschreibung fiir nicht-strikte Sprachen liefert der ,lazy“*® | -Kalkiil von Abramsky
[Abro0], welchen wir in Abschnitt 3.3 betrachten wollen. Zum Abschluss des Kapitels
erfolgt in Abschnitt 3.3.4 noch ein kurzer Vergleich mit einem Call-by-Vaue | -Kalkdl.

3.1 Die Syntax der Lambda-Sprache und wichtige Definitionen

Definition 3.1.1. Die SpracheL aller | -Terme wird definiert als L =L(G) mittels der
kontextfreien Grammatik

G={Exp, V}, VarE{l ,.,(,)}, Exp, P)
wobei
P={Exp® V,Exp® (| V.Exp), Exp ® (Exp Exp)} E{V® v|v] Var}
und Var eine abzéhlbare Menge von Variablen bezeichne.
Anmerkung: Wir benutzen fir Produktionen kinftig die kiirzere Backus-Naur-Form:
Exp =V |( V.Exp) | (Exp Exp)

V =yl Var

18 gharing wird hier nicht betrachtet, obwohl der Name dies suggeriert
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3. Der Lambda-K al kil

Aulerdem verzichten wir auf die Angabe der Termi nale und Nichtterminale, dadiese
eindeutig aus den Produktionen hervorgehen. Das Startsymbol soll dasin der ersten
Produktion definierte Nichtterminal sein.

Namenskonvention: Mit den Buchstaben r, s, ¢ bezeichnen wir im Folgenden | -Terme
und mit x, y, z Variablen aus Var.

Terme der Form (I x. ¢) bezeichnen wir als Abstraktion oder Funktionsausdruck, Terme der
Form (s ¢) as Applikation oder Anwendung. Im Umgang mit Klammern wollen wir eine
implizite Linksklammerung annehmen, so dass r s ¢ dasselbe ist wie ((r s) ¢), ebenso lassen
wir ggf. die Klammern bei Abstraktionen weg, wobel Abstraktionen so weit nach rechts
wie moglich aufgefasst werden, so dass | x.s ¢ dasselbe bedeutet wie (I x.(s ¢)). Fir
Ausdricke der Form (I x;.(I x,. ... (I x,, . £))) schreiben wir auch abkirzend | x; x; ... x,, . ¢
oder gleich | x;...x, . ¢, fallswir (wie hier) Indizes benutzen.

Unterterme definieren wir in naheliegender Weise Uber die Struktur der Terme:

Definition 3.1.2. Die Menge Subt(t) der Unter- bzw. Teilterme eines Terms¢, wird
induktiv'’ definiert durch:

Subt(x) ={x}, falsx1 Vvar

Subt(l x.t) = Subt(t) E {| x.t}

Subt(s 1) = Subt(s) E Subt(¢) E {(s £)}
Abstraktionen konnen Variablen binden: Im Ausdruck | x. ¢ ist die Variable x gebundenim
Gultigkeitsbereich (Skopus) ¢ Variablen, die nicht gebunden sind, sind frei. Wir

formalisieren diesen Zusammenhang mit den folgenden Definitionen:

Definition 3.1.3. Die Menge FV(¢) der freien Variablen des Terms ¢ wird induktiv
definiert durch:

FV(x) ={x},falsx1 Var
FV( x. £) =FV(0)\ {x}
FV(s t) = FV(s) E FV(?)

Definition 3.1.4. Die Menge BV/(¢) der gebundenen Variablen des Terms ¢ wird induktiv
definiert durch:

BV(x) = /E falsx1 Var

BV(l x. ) ={x} E BI(?)

" d.h. alsdiekleinste Menge, die die Bedingungen erfiillt
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3.2. Der klassische Lambda-K alkl

BV(s 1) = BV(s) E BI({)

Diese Definition sagt jedoch nichts Uber die Beziehung der gebundenen Variablen zu ihren
Bindungsbereichen aus. Durch Verwendung desselben Variablennamens kann es zu
Konflikten kommen; in diesen Fédlen gilt: Der innerste Bindungsbereich zéhlt. Um
Konflikte durch gleiche Variablennamen zu vermeiden, kann man die gebundenen
Variablen umbenennen und so die verschiedenen Bindungsbereiche sichtbar machen, da es
nur auf die Verbindung zwischen dem gebundenen Namen und dem Vorkommen
ankommt.

Beispiel 3.1.5. | x.(x | x. x) wird durch Umbenennung zu | x.(x | z.z)

Weitere Betrachtungen zu Umbenennungen folgen in Abschnitt 3.2.

Definition 3.1.6. AlsMenge der geschlossenen | -Terme bezeichnen wir
Lo={t1 L |FV(t)=1.

Einen Term, der nicht geschlossen ist (also freie Variablen enthélt) nennen wir offen, einen
geschlossenen Term nennen wir auch Kombinator oder Programm.

Definition 3.1.7. Wir definieren die folgenden Synonyme fir Kombinatoren:
I1° 1 x.x
K°lxy x
SO lxyz.xz(yz)
Yelx(y.x(y)(y.x(y)
We (I x.xx) (I x. xx)

Mit dem Symbol © mdchten wir dabei syntaktische Gleichheit ausdriicken.

3.2 Der klassische Lambda-Kalkiil

Wir wollen nun die Kalkilregeln des klassischen | -Kalkils nach [Bar84] betrachten, die
eine Gleichheitsrelation fur | -Terme definieren. Dazu brauchen wir zundchst den Begriff
der Substitution:

Definition 3.2.1. Die Substitution, die die freien Vorkommen einer Variablen x in einem
Term s durch einen Term ¢ ersetzt, geschrieben s{ ¢ / x} *8, wird induktiv definiert durch:

'8 Ubliche Schreibweisen sind auch {x:=t}, [t / x] oder s[x:=t].
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3. Der Lambda-K al kil

x{t/x} =t

v{t /] x} =y

r)tlxy  =@{elx} s{tlx})
(x.s){t/x} =( x.5)

i (I y.s{t /x}),falsx|] FV(s)Uyl FV(z)

(ly.s){e/x} =i )
i (I z.s{z 1 y}){t ] x}, sonst  (z neuer Variablenname)

Bei Substitutionen muss man darauf achten, dass dadurch nicht ungewollt Variablen von

Lambda-Ausdriicken eingefangen werden. Dies geschieht, wie in der Definition gesehen,
durch Umbenennung.

Beispiel 3.2.2. (I x.xy){x/y} = (lz.zy{x/y} =1 z.zx.

Im Folgenden wollen wir &hnliche Situationen vereinfachen, indem wir annehmen, dass
die gebundenen Variablen stets so gewahlt (bzw. im Vorhinein umbenannt) werden, dass
sie von den freien Variablen verschieden sind.

Mittels Substitution kénnen wir die beiden eementaren Umformungen definieren: a-
Konverson und b-Konversion. Die a-Konversion ist dabei nichts weiter als die
Umbenennung der gebundenen Varigblen und wird in der Literatur oftmas implizit
durchgeftihrt, ohne dies gesondert zu erwahnen, denn es kommt, wie bereits erwadhnt, nur
auf die Verbindung zwischen dem gebundenen Namen und dem Vorkommen an. Will man
die Umbenennung formal betrachten, so kann man dies mittels der folgenden Regel tun:

Definition 3.2.3. Der umittelbare Umbenennungsschritt ® ist definiert durch:
a
@ (Ix0)® (Iy.H{ylx}) falsyl FIr)
a

Eine Umbenennung ist nun die Ausfihrung unmittelbarer Umbenennungsschritte in
beliebigen Untertermen — die genaue Definition folgt im néchsten Unterabschnitt. Wir
werden Umbenennungen fur die Definition der Gleichheit des klassischen | -Kalkils
formal berilicksichtigen, danach werden wir jedoch Umbenennungen implizit durchfihren
und Ausdriicke, die bis auf Umbenennung der gebundenen Variablen gleich sind, sollen
dann auch als syntaktisch gleich beziiglich © gelten (a-Gleichheit).

Die interessantere Umformung ist die b-Konversion, die bel impliziter Umbenennung
ausreicht, um die Gleichheit des klassischen | -Kakdls zu beschreiben. Der grundlegende
Schritt der b-Konversion ist die b-Kontraktion:

Definition 3.2.4. Die b-Kontraktion (F;) ist definiert durch:

(b)y x.s)t(";) s{t/x}
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3.2. Der klassische Lambda-K alkl

Ein Term der Form 7 © (I x.s) ¢ heift b-Redex™ und »’ mit r ® r’ das dazugehdrige

Kontraktum.
3.2.1 Ersetzbarkeit und Kongruenz-Begriff

Wir wollen mit den beiden Umformungsschritten @) und (b) eine Gleichheit entwickeln,
die Ersetzbarkeit garantiert. Dazu erlauben wir die Durchfuhrung dieser
Umformungsschritte in beliebigen Untertermen. Dies lasst sich am einfachsten mit Hilfe
von Kontexten formalisieren. Kontexte sind dabei Termkonstrukte mit einem Loch [] als
Unterterm. Analog zu Untertermen definieren wir diese Uber die Struktur der Terme:

Definition 3.2.5. Termkontexte, kurz Kontexte, Snd induktiv definiert durch:
[] ist ein Kontext.

Sei C[] T L ein beliebiger Kontext: Dann sind auch | x.C[], C[] ¢ und ¢ C[] wieder
Kontexte, fiir beliebigesT L,x1 Var.

Fir einen Kontext C[] soll C[] T L bedeuten, dass C[] ein Kontext Uber L ist,dh™ 1 L
b C[4]1 L,wobe ([f] die Einsetzung des Terms ¢ anstelle des Loches beschreibt. [] ist
der leere Kontext, setzt man in diesen einen Ausdruck ein, so ergibt sich der Ausdruck
selbst.

Anmerkung: Wir benutzen fir Kontext-Definitionen kinftig die kirzere Produktionen-
Schreibweise:

C:=[]|IxC|Ct|tC

Mit Kontexten haben wir ein sehr praktisches Mittel zur Hand, um Aussagen Uber
beliebige Unterterme zu treffen. Insbesondere kénnen wir auch die Ausfihrung unserer
Umformungsschritte in Untertermen mittels K ontexten beschreiben:

Definition 3.2.6. Wir definieren den Umbenennungsschritt ®C wiefolgt:
a,
" (T L:Cs] ® (f]gdw.s ® ¢

Eine beliebige Folge von Umbenennungsschritten bzw. die reflexiv-transitive Hille g@c*

bezeichnen wir as Umbenennung bzw. a-Konversion und benutzen das Symbol

=a-

Somit haben wir unseren intuitiv eingefihrten Begriff der a-Gleichheit formal prézisiert.
Durch unsere Vereinbarung, die Umbenennung implizit zu betrachten, entspricht die

syntaktische Gleichheit © also der a-Konversion =, .

19 redex: Abk. firr reducible expression, also , reduzierbarer Ausdruck”
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3. Der Lambda-K al kil

Da sch ein Umbenennungsschritt durch erneute Umbenennung mit dem urspriinglichen
Namen riickgangig machen 1&s<t, gilt:

Aussage 3.2.7. =, ist auch symmetrisch und somit eine Aquivalenzrelation.

Definition 3.2.8. Wir definieren den b-Reduktionsschritt b®c wiefolgt:
" ([T L:Cs] ® (1] giw.s ® ¢

Eine beliebige Folge von b-Reduktionsschritten bzw. die reflexiv-transitive Huille g@c*

bezeichnen wir als b-Reduktion und das Ergebnis einer b-Reduktion as Redukt.

Die Umkehrung eines b-Reduktionsschrittes bezeichnen wir as b-Expansionsschritt und
die Umkehrung der b-Reduktion as b-Expansion’’. Die Ausfilhrung entweder eines b-
Reduktionsschrittes oder aber eines b-Expansionsschrittes, d.h. die symmetrische Hille
;(C , hennen wir b-Konversionsschritt. Eine beliebige Folge von b-Konversionsschritten,

d.h. die reflexiv-transtive Hille <; C bezeichnen wir as b-Konversion und benutzen das
med b -

Zu beachten ist, dass die b-Konversion nicht der symmetrischen Hille der b-Reduktion
entspricht, denn diese beschreibt nur entweder eine b-Reduktion oder eine b-Expansion,
erlaubt also nicht die Kombination verschiedener b-Reduktionen oder b-Expansionen, wie
dies bei der b-Konversion der Fall ist.

Wir werden uns in Abschnitt 3.2.2 genauer mit der b-Reduktion und der dadurch
beschriebenen Auswertung beschéftigen. Zunéchst aber wollen wir unsere Betrachtungen
zum Gleichheitsbegriff im klassischen Lambda-Kakdil zu Ende fuhren. Dazu betrachten
wir die formale Kombination der a- und b-Konversion:

Definition 3.2.9. Sa s « t entweder ein Umbenennungsschritt oder ein b-

a+b,C
Konversionsschritt — wir nennen dies einen a,b-Konversionsschritt. Dann ist die a,b-
Konversion gegeben durch eine Folge von a,b-Konversionschritten bzw. der reflexiv-

transitiven Hiillle « =~ —wir benutzen das Symbol = .

atb,C

Mit = steht uns also der auf den Regeln der a- und b-Konversion aufgebaute
Gleichheitsbegriff zur Verfugung, dieser entspricht der b-Konverson mit impliziter a-
Gleichheit. Falls s = ¢, so nennen wir s und ¢ konvertibel. Wir schreiben abkirzend auch
einfach = dtatt =, wenn der Zusammenhang klar ist.

% Djese Bezeichnung wird in der Literatur zum Teil auch fiir die Umkehrung der b-K ontraktion verwendet.
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3.2. Der klassische Lambda-K alkl

Zur formalen Betrachtung der Ersetzbarkeit steht der Kongruenzbegriff zur Verfligung,
dieser ist ebenfalls mittels Kontexten definiert:

Definition 3.2.10. Eine Aquivalenzrelation ~ 1 L~ L ist eine Kongruenz gdw.
"5, t,C[T Lis~tb C[s] ~C[4].
Erflllt eine partielle Ordnung diese Eigenschaft, so nennen wir sie Prikongruenz.

Ist unsere Gleichheitsrelation also eine Kongruenz, so bleibt die Gleichheit zweer
Ausdriicke erhalten, wenn man sie in einen beliebigen Kontext einsetzt und die daraus
entstehenden Ausdriicke betrachtet. Somit konnen gleiche Unterterme gegeneinander
ausgetauscht werden. Es ist leicht zu sehen, dass aufgrund unserer Definition die
Bedingung s = ¢t P C[s] = ([¢] erfullt ist, da diese Eigenschaft auch fur die symmetrische
bzw. trangitiv-reflexive Hulle erhdten bleibt. (Man konnte = auch enfach als
Kongruenzabschluss®™ der Kombination der beiden Regeln (a) und (b) definieren.) Die b-
Reduktion ist eine Prakongruenz (deswegen wird in der Literatur fir den Begriff der
Prakongruenz teilwei se auch ,, Reduktionsrelation” verwendet).

3.2.2 Auswertung

Aus operativer Sicht interessieren wir uns fur die Auswertung mittels b-Reduktion zu
einem Wert. Da Ausdriicke oftmals mehrere b-Redexe enthalten, gibt es natlrlich auch
unterschiedliche Reduktionsfolgen (vgl. Abschnitt 2.1.3). Wir wollen uns zunéchst davon
Uberzeugen, dass es, bei zundchst unterschiedlich verlaufenen Reduktionen eines
Ausdrucks, jederzeit die Moglichkeit gibt, unterschiedliche Zwischenergebnisse zu einem
gemeinsamen (d.h. syntaktisch gleichen) Ergebnis zu reduzieren. Diese Eigenschaft nennt
sich Konfluenz und garantiert, dass bei einer Auswertung kein Backtracking nétig ist, d.h.

man muss niemas Reduktionsschritte mittels b-Expansion rlckgangig machen, um zu
einem maoglichem Ergebnis zu gelangen. Die formale Definition lautet wie folgt:

Definition 3.2.11. EineRelation® | L~ L ist konfluent gdw.

" sysol Lir® s;Ur® sob $61 Lisi;® tUs,® 1
Satz 3.2.12. Die b-Reduktion ist konfluent.
Beweis: Siehe z.B. [Tak95].

Eine andere wiinschenswerte Eigenschaft ist, dass konvertible Ausdriicke durch Reduktion
in einen gemeinsamen Ausdruck Uberfihrt werden kénnen:

Definition 3.2.13. EineRelation ® | L~ L hat die Church-Rosser-Eigenschaft gow.

"rs il Lir« sU $Er® ¢t s,

2L Gemeint ist die Erweiterungs ® b ([s] ® C[¢] und Bildung der &quivalenten Hiillein einem Schritt.
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3. Der Lambda-K al kil

Diesist der Fall, da die Konfluenz und die Church-Rosser-Eigenschaft aquivalent sind:
Satz 3.2.14. Eine Relation ® ist konfluent gdw. sie die Church-Rosser-Eigenschaft hat.

Beweis: P : Die Behauptung folgt durch wiederholte Ausnutzung der Konfluenz-
Eigenschaft. U : Klar.

Nun stellt sich nattrlich die Frage, wie unsere Werte aussehen sollen, aso: Welche
Ausdriicke werden nicht weiter reduziert?

Dea erste Ansatz ist, die Ausdriicke als Werte aufzufassen, die nicht weiter reduziert
werden konnen, weil sie keinen b-Redex enthalten:

Definition 3.2.15. Enthdlt ein Term ¢ T L keinen b-Redex, so ist ¢ eine Normalform, kurz
NF.EinTerm ¢1 L hat eine Normalform, gaw. $ s: ¢ = s und s ist eine NF.

Beispiel 3.2.16. Terme und deren Beziehung zur Normalform:
1° 1| x.xisteineNF.
KI°(Ixy.x)l x.xhateineNF,daK/=1I1y./

W©° (I x.xx) (I x.x x) hat keine NF, da durch b-Kontraktion wieder der gleiche
Ausdruck entsteht. Die Reduktion von W zu einer NF terminiert somit nicht,

aufgrund der Konfluenz ist auch kein anderer Weg zu einer NF (der zunéchst b-
Expansion benutzt) moglich.

Normaformen haben die schone Eigenschaft, dass sie eindeutig sind, d.h. jede
terminierende Reduktionsfolge konvertibler Ausdriicke endet mit der gleichen NF
(modulo a):

Satz 3.2.17. Fallss = ¢, s g@c* rU¢t g@c* # und 7 und 7 sind NFs, dannist »© 7.

Beweis: Folgt aus der Konfluenz bzw. Church-Rosser-Eigenschaft.

Sient man Normalformen jedoch as Bedeutung von | -Termen an und setzt somit alle
Terme, die keine NF haben, gleich, so fuhrt dies zu einer inkonsistenten Theorie, d.h. ale
Formeln s = ¢ mit geschlossenen Termen s und ¢ kbnnen bewiesen werden.

Beispiel 3.2.18. | x.(x K W) und | x.(x S W) haben keine NF, da W keine NF hat. Somit wéare
bei Identifizierung der Terme ohne NF nun

I x.(x KW) =1 x.(x SW)

und damit auch

[ xx KWWK=KKW=K=S=KSW=1x.(x SW) K.
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3.2. Der klassische Lambda-K alkl

Analog zu diesem Bespid konnte man die Gleichheit zweier beliebiger anderer
Programme zeigen. Da jetzt alle Kombinatoren gleich wéren, ginge jegliche Aussagekraft
verloren. Wir benétigen daher eine andere Definition fur Werte:

Definition 3.2.19. EinTerm ¢ 1 L ist eine Kopfnormalform®?, kurz HNF, gow.
t° (I xpox,. (v t;...11)),

wobei x;, y 1 Var,t;1 L,firn3 0,k® 0,0£i£n,0£; £k

EinTerm ¢ 1 L hat eine Kopfnormalform, gaw. $ s: # = s und s ist eine HNF.

In unserem Beispid ist | x.(x K W) adso eine HNF und somit gilt | x.(x KW) 1 | x.(x S W),
da Kt S. Esigt konsstent, Terme ohne HNF als unldsbar bzw. undefiniert zu betrachten
und somit gleichzusetzen, denn es gilt folgender Satz:

Satz 3.2.20. Sei s ein Term ohne HNF und ¢ eine NF, dann gilt fir einen beliebigen
Kontext CT]:

Cls]=tb ("1 L) C[r] =t
Beweis: Siehe [Bar84, Seite 374].

Terme ohne HNF bezeichnet man in diesem Zusammenhang auch as bedeutungslose
Terme. Allerdings sind HNFs nicht eindeutig, d.h. ein Term kann mehrere HNFs haben,
die nicht syntaktisch gleich sind. Selbstverstandlich kbnnen diese unterschiedlichen HNFs
zu einer gemeinsamen HNF reduziert werden (d.h. diese HNFs sind gleich im Sinne von
konvertibel), aber es gibt keine einfache Auswertungsstrategie, die dies leistet. Aus diesem
Grund ist es Ublich, das Ergebnis der sogenannten Kopfreduktion als Repréasentanten der
HNFs enes Tems zu wahlen. Die Kopfreduktion  entspricht  der
Normalordnungsreduktion, auf3er dass die Kopfredexe bevorzugt ausgewertet werden. Ein
Kopfredex ist dabel so definiert, dass falls » eéin Redex ist, dann ist » ein Kopfredex in
enem Term der Form (I x;...x,.(r t;...t;))). Wie die Normalordnungsreduktion terminiert
auch die Kopfreduktion immer, wenn ein Term eine HNF hat (fur Details siehe [Bar84]).

3.2.3 Extensionalitiit

Im Umkehrschlusszu s = ¢ P s x = ¢ x, was ja aus der Ersetzbarkeit folgt, wurden wir fur
Funktionen auch gerne folgern konnen, dass diese gleich sind, fals sich diese auf alen

mdglichen Argumenten gleich verhaten, also: s x = tx b s=¢firx 1 FV(s £). Dieskann
jedoch mit unserer bisherigen Gleichheitsrelation nicht bewiesen werden, ebenso wenig
konnen wir zeigen, dass (I x.s x) = s ist, obwohl wir bei jeder Anwendung auf en
beliebiges Argument ¢ die entstehenden Ausdricke durch b-Kontraktion ineinander
Uberfihren konnen: (1 x.s x) t ® , s . Wollen wir also Funktionsausdriicke, die sich auf

2 engl. Head Normal Form
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3. Der Lambda-K al kil

gleichen Argumenten gleich verhalten, a's gleich betrachten, so miissen wir eine der beiden
folgenden Regeln in unser Kakul aufnehmen:

(h)  (Ix.rx) ® ¢, wobei x| FI(r)
(ext)y sx=txb s ?ﬁ t, wobei x I FV(s t)

Diese erweiterten Theorien werden mit | + ext oder | h bezeichnet, wobel diese beiden
aquivalent sind (Beweis: siehe [Bar84, Seite 32]), so dass man durch Hinzunahme der
einen Regd auch die Gleichheiten herleiten kann, die direkt aus der anderen Regel folgen
wurden. Wir kdnnen nun aus der Gleichhelt as Funktion — d.h. Anwendung auf gleiche
Argumente liefert die gleichen Ergebnisse — die Gleichheit der Ausdriicke folgern. Diese
Eigenschaft heil¥ Extensionalitdt.

3.3 Der ,Jlazy“ Lambda-Kalkiil

Der klassische | -Kakil stellt zwar eine konsistente Theorie dar, die auch einige
interessante  Aussagen ermoglicht, z.B. Uber die Eigenschaften verschiedener
Auswertungsstrategien. Er ist jedoch nicht so gut geeignet, um die Auswertung in
exigtierenden funktionalen Programmiersprachen zu beschreilben, denn diese werten
Funktionsausdriicke nicht aus. Kopfnormalformen stellen somit nicht die passende
Definition fur Werte dar, viddmehr erweisen sich schwache Kopfnormaformen as
geeignete Werte:

Definition 3.3.1. EinTerm ¢ 1 L ist eine schwache Kopfnormalform®, kurz WHNF, gdw.
to1x.¢ fureinsy 1 L.

EinTerm:1 L hat eine WHNF, gdw. $ 5: ¢ =5 und s ist eine WHNF.

Im Zusammenhang mit dem Lambda-Kakuil meinen wir von nun an, wenn wir von enem
Wert sprechen, immer eine WHNF. Gegenlber der Verwendung von HNF-Werten ergeben
sich dadurch bedeutende Anderungen: So enthdlt zum Beispie | x.((I y.y) #) den Kopf-
Redex ((I y.y) 1), dieser Ausdruck ist also keine HNF, wohl aber eine WHNF. Falls dieser
Kopf-Redex ein nicht-terminierender Ausdruck ist, bedeutet dies, dass die Reduktion zur
HNF nicht terminiert, wahrend bei einer WHNF-Auswertung der Kopf-Redex nicht
reduziert wird und die Berechnung sofort terminiert, da bereits ein Wert vorliegt.

Abramskys ,lazy”“ | -Kalkil beschreibt die Auswertung nun mittels einer operationalen
Semantik, die auf WHNFs baset. Zudem schldgt Abramsky enen anderen
Gleichheitsbegriff vor, der nicht Uber eine Herleitung anhand der Gleichheitsregeln,
sondern vielmehr Uber das Verhalten zweier Ausdriicke bei Einsetzung in einen
Programmkontext definiert ist:

2 engl. Weak Head Normal Form

30



3.3. Der ,lazy” Lambda-Kalkdl

Zwei geschlossene Terme s, ¢ 1 Lo sind gleich, falls es keinen Kontext C] gibt, so dass
sich ([s] anders verhdlt as C([7. Das Verhaten, welches wir in einem
Gedankenexperiment beobachten wollen, ist die Terminierung, d.h. die erfolgreiche
Auswertung zu einem Wert. Dieses Verfahren ist nattrlich nicht effektiv, da es unendlich
viele Kontexte gibt und das Halteproblem unentscheidbar ist, aber die darauf basierende
Definition der Verhaltensgleichheit ist wesentlich flexibler as die Herleitung Uber
Gleichheitsregeln. Insbesondere bleibt der Gleichheitsbegriff auch bei  verénderter
Auswertung bestehen (dies andert nur das beobachtete Verhalten), wadhrend beim
klassischen | -Kakdl die Hinzunahme neuer Regeln bzw. Axiome nétig wére und so die
Gleichheit neu definiert werden musste. Allerdings kann sich die Gleichheit jetzt durch
einen erweiterten bzw. verringerten Sprachumfang (bei gleichen Auswertungsregeln)
andern, da dies die Betrachtung Uber alle Kontexte beeinflusst; im Gegensatz dazu bleibt
die Gleichheit im klassischen | -Kakul in diesem Fall erhaten. Es stellt sich auf3erdem
heraus, dass die Verhadtensgleichheit des ,lazy“ | -Kakils mehr gleiche Ausdriicke
identifiziert, as die Gleichheit des klassischen | -Kalkils, dies beeintréachtigt aber die
Aussagekraft nicht, da eben nur die Ausdriicke gleich sind, die durch die Beobachtung der
Reduktion nicht unterschieden werden konnen. Mehr zu der Verhaltensgleichheit des
»lazy* Lambda-Kakdils folgt in Abschnitt 3.3.1.

Zunéchst wollen wir uns der Auswertung widmen. Wir definieren dazu die operationale
Semantik zunéchst als ,big-step” Semantik mittels einer Auswertungsrelation, die angibt,
zu welchem Wert ein Programm konvergiert, sofern die Auswertung moglich ist:

Definition 3.3.2. Die Relation ¢ 3 s (,,# konvergiert zum Wert s*) wird induktiv Uber L, wie
folgt definiert:

[ x.tB1 x.t

t, Rl xs, H{t,/x}Rs, (Die Schreibweise soll ausdrticken:
L1 R falst B 1 x.s und r{£,/ x} 355, dann ¢, 25 B 55.)
1°2 2

t R (,t konvergiert*), fals$s: t B s. ¢ Y (,¢ divergiert*), falls @( R).

Eine entsprechende ,small step” Semantik wird anhand einer Ein-Schritt-Reduktion ®
definiert:

s® s'
st® s't

(I x.5)t® s{t/x}

Die zugehérige Auswertungsrelation wird dann definiert durch: s ~ ¢, fallss ® * ¢ und ¢ ist
eine WHNF. Es gilt: s ¢ gdw. s B ¢. Wir zeigen dieses Ergebnis in Kapitel 5 fur
veradlgemeinerte Varianten von — und 3.
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3. Der Lambda-K al kil

Die Definition von ® entspricht der Beschrénkung der b-Reduktionsschritte auf
Reduktionskontexte. Reduktionskontexte sind dabei:

R:=[]|R¢t

Wie man sieht, handelt es sich hierbel um die Normalordnungs-Auswertungsstrategie: Ein
Ausdruck kann entweder unmittelbar reduziert werden, oder der Normalordnungsredex
befindet sich auf der am weitesten links stehenden linken Seite einer Anwendung.

3.3.1 Verhaltensgleichheit

Wir wollen nun die bereits angedeutete Verhaltensgleichheit forma definieren. Als
Grundlage benutzen wir dazu eine kontextuelle Ordnungsrelation, welche im Prinzip
beschreibt, welche (Unter-)Ausdriicke seltener zu terminierenden Programmen fihren:

Definition 3.3.3. Die operationale bzw. kontextuelle Approximation £.1 Lo~ Lowird
definiert durch:

sEt0 " (T LaCls]RP C[] R

Der Ausdruck s ist im Sinne der kontextuellen Approximation kleiner als ¢, falls immer
dann, wenn ein Ausdruck mit Unterausdruck s konvergiert, auch der entsprechende
Ausdruck mit ¢ statt s als Unterausdruck konvergiert.

Mankann £, wiefolgt auf L erweitern:

sE U " (s:V® Lg):s(s)E.s(d)
wobei s (s) die Anwendung der Substitution s (x) auf jedesx T F¥(s) in s bezeichnet.
Man erhdlt aso die Erweiterung auf offene Terme, indem man freie Variablen gleichmaldig
durch geschlossene Terme ersetzt und dabel alle Moglichkeiten dieser Ersetzung
betrachtet.

Somit kann die kontextuelle Gleichheit fir beliebige Terme angeben werden:

Definition 3.3.4. Die operationale Aquivalenz bzw. kontextuelle Gleichheit =, wird
definiert durch:

s=tU s£.tUt£f.s
Wieleicht zu sehen igt, ist =, eine Kongruenz, Ersetzbarkeit ist also gewahrleistet.
3.3.2 Bisimulation

Die Definition der kontextuellen Gleichheit ist alerdings recht unpraktisch, da es
schwierig ist, Aussagen Uber alle Kontexte zu machen. Ein schrittweises VVorgehen erlaubt
hingegen die (applikative) Bisimulation, die mittels einer Kette £, , von Relationen tber L
definiert ist:
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3.3. Der ,lazy” Lambda-Kalkdl

Definition 3.3.5. Wir definieren £, | Lo~ Lginduktiv wiefolgt:

£,0=Lo" Lo

sEpatU (sBlx.s:P $t:t Ryt U r1 Lo sr/x} Eppti{r1y})
DieRelation £, ist wie folgt definiert:

sE,tU " k30 sEy it
Wir bezeichnen £, ds Simulationund =, mits =, U s £, ¢ Ut £, s dsBismulation.
Man kann £, als Beobachtung eines mehrstufigen Experiments beschreiben:

Stufe0: Bevor die erste Beobachtung gemacht wird, hat man noch keine
Moglichkeit, zwei geschlossene Terme s, ¢ 1 Lo zu differenzieren, daher nehmen
wir zunéchst an, dass s £, ¢ gilt.

Stufel:  Wir werten nun s aus. Falls s divergiert, so gilt s £, ¢ ohne Einschrénkung.

Falls s konvergiert, so muss auch ¢ konvergieren, damit s £, ¢ gelten kann. Wir
wissen jedoch sonst nichts Uber die entstandenen Werte und setzen das Experiment
somit auf Stufe 2 fort.

Stufe2:  Wir wissen, dass s 3 | x.s;. Wir versorgen den Ausdruck mit einem neuen
Argument, d.h. wir betrachten (| x.sq1) » bzw. s:{ 7 / x}. Divergiert dieser Ausdruck,
so gilt s £, ¢ ohne Einschrénkung. Konvergiert dieser Ausdruck, so versorgen wir
auch ¢ bzw. dessen Wert mit eénem neuen Argument und Uberprifen, ob auch

dieser Ausdruck konvergiert und setzen unser Experiment gegebenenfalls mit der
néchsten Stufe fort.

In weiteren Stufen versorgen wir die Ausdricke mit weiteren Argumenten und
Uberprifen analog zu den vorherigen Schritten die Konvergenz der entstehenden
Ausdriicke.

Der Experimentator kann adso in jeder Stufe nur das Verhaten der Konvergenz
beobachten, aber nicht sagen, welche Teilterme die Abstraktion enthdlt. Wie die

kontextuelle  Approximation £, beschreibt auch die Reation £, welche
(Unter-)Ausdriicke seltener zu terminierenden Programmen fihren. In der Tat sind die
Relationen £, und £, &quivalent:

Satz 3.3.6. Esqilt: £. = £,.
Beweis: Speziafall von [Abro0, Proposition 6.6]

3.3.3 Weitere Eigenschaften

Wir notieren unseren Gleichheitsbegriff im ,lazy” | -Kakdl von nun an mit dem Symbol
=, ebenso verwenden wir fur unsere Ordnungsrelation das Symbol £,,. Die formae
Theorie des, lazy” | -Kalkuls konnen wir somit darstellenasl /= (L, £, =)).
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3. Der Lambda-K al kil

Wir wollen noch kurz einige weitere interessante Eigenschaften des ,lazy* | -Kalkils bzw.
Resultate aus [Abr90] betrachten:

Die folgenden Ergebnisse stammen aus [Abr90, Proposition 2.7]:
Resultat. Der klassische | -Kalkdl istim ,lazy“ | -Kalkil enthalten, d.h.
s th st
Resultat: Wist ein kleinstes Element bzgl. £, ;.
Resultat: Y K ist ein grofdtes Element bzgl. £, ;.
Resultat: Es gilt folgende eingeschréankte Extensionalitét:
lx.tx=,t" tR,x| FV).

Wie man seht, kann man die Extensionditét in | / fir terminierende Terme folgern,
waéhrend dies im klassischen | -Kakul nicht so ohne weiteres moglich ist. | +ext ist jedoch
nichtin| / enthalten, daz.B. | xWx = o« W, aber | x.Wx 1, W, dal x.Wx eine WHNF ist.

Wir wollen uns nun davon Uberzeugen, dass es im ,lazy" | -Kakil mehr gleiche
Ausdriicke gibt as im klassischen | -Kalkul. Wir benétigen also zwei Ausdriicke s und ¢,
far die wir zeigen konnen, dass s =, ¢, aber s 1| . Die Extensonditéd kann man im
klassischen | -Kalkul zwar nicht folgern, aber ebenso wenig kann man fir diese Félle eine
Ungleichheit zeigen. Wir machen uns also eine andere Eigenschaft des , lazy” | -Kakdls zu
Nutze: Das Vorhandensain grofdter Elemente — es gibt namlich mehrere. So stellt auch
MK mt2°(f.(Ixy.fxx)(lxy.fxx)(xy.f(yxx)))engroltes Element
dar (Beweis: siehe [Man99, Seite 15]) und somit gilt Y K =; Y2 K. Man kann aber auch
feststellen, dass Y und Y2 nicht zu einem gemeinsamen Ausdruck reduziert werden kdnnen
(sehe [Man99]) und somit aufgrund der Church-Rosser-Eigenschaft ¥ 1, Y2 gelten muss,
und damitauch YKt Y2 K. Esgiltalso: | 1 | /.

3.3.4 Call-by-Value Reduktion

Will man die Reduktion statt in Normalordnung in Anwendungsordnung betrachten, so
muss man daflr sorgen, dass Redexe ausschliefdich Werte enthalten dirfen, so dass nur fir
Termeder Form »© (I x.s) (I y.r) eine b-Kontraktion durchgefthrt wird. Dazu verbieten wir
die b-Kontraktion fir Redexe der Form » © (| x.s) ¢, in denen ¢ kein Wert ist und erweitern
den Reduktionskontext so, dass ¢ zu einem Wert reduziert werden kann.

Eine b-Kontraktion im Call-by-Vaue| -Kalkil ist also definiert durch

(I x.s) ¢ (? s{t/x},tisteine WHNF

Reduktionskontexte sind nun:

Ro:=[110x.0) R |R, ¢t
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3.3. Der ,lazy” Lambda-Kalkdl

Die Reduktionsrelation ist somit gegeben durch R, (s) b®R R,(¢) gdw. s Qb@ t.

Als Gleichheitsdefinition behalten wir die gewohnte Verhaltensgleichheit bei; wie bereits
erwdhnt, veréndert sich ja durch eine gednderte Auswertung nur die Beobachtung und
nicht der Gleichheitsbegriff an sich. Bezlglich der Auswertung andert sich nun, dass
Programme, die eine WHNF haben, nicht immer terminieren — analog zu Abschnitt 2.1.3
betrifft dies z.B. den Ausdruck K / W, denn

KIW® (Iy)W® (IyI)W,
erRV vaRV

wahrend in Normalordnung wie folgt reduziert wird:

KIW® (Ipl)W® I.
b,R b,R

Im Cal-by-Vaue | -Kalkdl gilt dso K 7 W= W, wéhrend im , lazy“ | -Kakdl, den wir im
Unterschied zum Cdl-by-Vaue | -Kakil auch as Call-by-Name | -Kakll bezeichnen

wollen, K I W * W gilt. Die Gleichheiten der beiden Kakile sind aso durchaus
verschieden.
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4 Funktionale Kernsprachen mit algebraischen
Datentypen und weitere Kalkile

Im letzten Kapitel wurde ja bereits erwédhnt, dass es sich bel den meisten funktionalen
Programmiersprachen  um enen syntaktisch angereicherten Lambda-Kakdl — mit
Datentypen handelt. Im Folgenden wollen wir einen Blick auf verschiedene Kernsprachen
werfen, die ebenfalls syntaktisch schlicht gehalten sind, aber alle grundiegenden Aspekte
einer funktionalen Programmiersprache enthalten. Der Begriff der Kernsprache entstammt
der Idee, dass man die Ubersetzung eines Programms, z.B. in Maschinensprache, aufteilen
kann in eine Ubersetzung mittels Precompiler in die Kernsprache und eine anschliel}ende
Ubersetzung der Kernsprache in Maschinensprache durch den Compiler.

Wir wollen uns zunéchst mit der funktionalen Kernsprache KFP (Kernsprache zur
Vorlesung ,Funktionale Programmierung“) aus [Sch00] beschéftigen. Anhand der
Erwelterung KFP+ werden wir dann auch sehen, welcher Zusammenhang zwischen dem
Lambda-Kakul und Funktionsdefinitionen, wie in Kapitel 2 beschrieben, besteht. Danach
folgt eine kurze Vorgelung der Sprache PCF (Programming Language for Computable
Functions) aus [Plo77], bel der Rekursionen mittels eines eigenen Fixpunkt-Operators
dargestellt werden. Zu guter Letzt betrachten wir anhand des Call-by-Need Lambda
Kalkils, mit welchen Auswertungsregeln Sharing explizit dargestellt werden kann.

4.1 Die Kernsprache KFP

Die funktionale Kernsprache KFP aus [Sch00] ist eine Erweiterung des | -Kakuls und
enthdlt neben agebraischen Datentypen ein Case-Konstrukt, das mit einer eigenen
Reduktionsregel einher kommt.

Betrachten wir zun&chst die Syntax der Kernsprache KFP:

Datentypen werden analog zu Abschnitt 2.3.2 durch Angabe ihrer Konstruktoren definiert.
Wir wollen zwischen der Angabe von Typen und der Definition von Ausdriicken
unterscheiden und sehen deshab flr unsere Definition der Sprache die Datentypen als
gegeben an, zB. durch eine Auflistung der Typen zusammen mit den zugehdrigen
Konstruktoren und deren Stelligkeit, etwa so:

Bool
True O
True O
Li st
Nil O
Cons 2

Fir einen gegebenen Konstruktor ¢ wissen wir aso immer dessen Typ und dessen
Stelligkeit ar(c).
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4.1. Die Kernsprache KFP

Wir konnen nun die glltigen Ausdriicke definieren — diese bestehen aus Variablen,

Funktionen und Anwendungen wie im | -Kakul, sowie Konstruktoren und dem eben
erwahnten Case-K ongtrukt:

Definition 4.1.1. Die Sprache der KFP-Ausdrticke wird definiert durch:

EXP::=  Kons|V|| V.EXP|(EXP EXP) |
(caser,, EXP (Pat 1 ® Exp,) ... (Pat, ® Exp,))

Hierbei muss » im Case-Ausdruck die Anzahl der Konstruktoren von Typ
sein und fir jeden Konstruktor von Typ muss es genau ein Pattern geben.
DasKonstrukt Pat;® Exp; heil3 case-Alternative.

Kons ::= Konstruktor Exp; ... Exp,

n muss die Stelligkeit des Konstruktors sein.

= x1 Var

Pat .= Konstruktor Vi ... V,
Die Variablen V; missen verschieden sein, und » muss die Stelligkeit des

Konstruktors sein. Diese Konstrukte nennt man Pattern (Muster)

Namenskonvention: Mit den Buchstaben r, s, ¢ bezeichnen wir KFP-Terme, mit x, y, z
Variablen aus Var, ¢ oder k benutzen wir fur Konstruktoren und p fur Pattern.

Die fur den | -Kalkul beschriebenen Klammerkonventionen behalten wir bel und lassen
auch beim Case-Ausdruck ggf. die auleren Klammern weg. Den Case-Ausdruck nennen
wir enfach Fallunterscheidung. Die gewohnte Falunterscheidung fir Bool sche
Ausdriicke

if rthensel set
kann man darstellen durch den Ausdruck

casegyo 7 (True ® s) (Fal se ® ).

Im Bezug auf gebundene Variablen wollen wir zusétzlich zu der bisherigen Definition der

Bindung durch | -Ausdriicke bzw. Abstraktionen auch eine Bindung durch Pattern
einfuhren:
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4. Funktionale Kernsprachen mit algebrai schen Datentypen und weitere Kakule

Definition 4.1.2. Die Bindungsregeln in KFP sind:

Im Ausdruck | x. 7 ist x eine gebundene Variable, der Guiltigkeitsbereich (Skopus)
istz

In der Case-Alternative ((¢ x1 ... x,) ® ) werden die Variablen x; durch das Pattern
gebunden, der Glltigkeitsbereich (Skopus) ist .

Aufgrund dieser Bindungsregeln ermoglichen Case-Ausdriicke ein vollstandiges Pattern-
Matching wie in Abschnitt 2.3.3 beschrieben. Die Wirkungsweise wird bel Betrachtung der
Case-Reduktionsregd im néchsten Abschnitt deutlich.

4.1.1 Reduktionsregeln

Wir wollen nun die Auswertung durch Angabe der Reduktionsregeln beschreiben. Dazu
missen wir zunéchst die Definition der Werte um Konstruktoren erweitern:

Definition 4.1.3. Ein Wert bzw. eéine WHNF in KFP ist entweder eine Abstraktion | x. ¢
oder ein Ausdruck der Form ¢ ¢ .. t,, wobe ¢ en Kongruktor ist und

n £ ar(c).
Wir unterscheiden die Werte nach ihrer Struktur als

FWHNF (Funktionss-WHNF), wenn die WHNF eine Abstraktion ist oder en
Ausdruck der Formce ¢; ... t,, mit n < ar(c), oder

SCWHNF (gesittigte Konstruktor-WHNF*), wenn die WHNF ein Ausdruck der
Formct; ... t,, mit n = ar(c) ist.

Widmen wir uns den Reduktionsregeln:

Definition 4.1.4. Die unmittelbare Reduktion enes Ausdrucks ist nach den beden
folgenden Regeln erlaubt:

Beta: ((I x.s) ?) 1@; s{t/x}
Case: (casep,(cti...t,) ... (cx1..x,® ) ...) g@ s{t1/ xq, ..., t, [ x,}

Ein Redex ist nun ein Ausdruck, der unmittelbar reduziert werden kann.
Definition 4.1.5. Reduktionskontexte sind:

R:=[]|(Rt)|casesp, R(p1® t1) ... (0, ® 1,)

Wir konnen aso unsere Reduktionsrelation auf gewohnte Weise mit Hilfe unmittelbarer
Reduktion und Reduktionskontexten angeben:

4 engl. saturated constructor-WHNF
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4.1. Die Kernsprache KFP

Definition 4.1.6. Wir definieren den Normal ordnungs-Reduktionsschritt als

R[s] Kl@,RR[t] gdw. s g@em tUs® ¢

Case

Fur R[s] stellt der Unteteem s (zusammen mit seiner Podtion) enen
Normalordnungsredex dar. Als Normalordnungsreduktion bezeichnen wir die reflexiv-

transitive Hulle ® * .
KFP, R

Wie gewohnt ergibt sich die Auswertung as Normal ordnungsreduktion zu eéinem Wert:
Definition 4.1.7. In KFPist die Auswertungsrelation  gegeben durch:

s tgdw.s ®* rundzisteine WHNF.
KFP, R

Anmerkung: Wir verzichten hier auf einen Vergleich mit einer Darstellung als ,, big step*
Semantik und benutzen im Folgenden in alen Falen, in denen wir nicht zwischen ,big

step” und ,,small step” Semantiken unterscheiden, auch das Symbol B fir die Relation
um eine einheitliche Notation fir den Umgang mit der kontextuellen Gleichheit benutzen

zu konnen. Insbesondere schreiben wir wie gewohnt s (3, fals die Auswertung von s
terminiert und ¢ Y, falls sie divergiert.

Nicht immer kann ein Normaordnungs-Reduktionsschritt fir einen Term, der keine

WHNF ist, ausgefiihrt werden: So kann z.B. casep, Nl (True ® ¢) (Fal se ® ¢
nicht weiter reduziert werden, da Ni | nicht zum Typ Bool gehdrt. Dies kann man as
Typfehler zur Laufzeit ansehen. Wir betrachten das Auftreten solcher Fehler der
Einfachheit halber as Nichtterminierung. Weitere Betrachtungen zu Typen und Typregeln
findet man in [SchO0].

Wir wollen unseren gewohnten Begriff der kontextuellen Approximation bzw. Gleichheit
im Sinne der Beobachtung der Terminierung bel Einsetzung in Programmkontexte
beibehalten, dazu miissen wir noch die Programmkontexte in KFP definieren:

Definition 4.1.8. Programmkontexte sind:

C2= 1O (€|l x.C|caser, C(pi® t) ... pa® 1) |

caser,t(P1® t) ... P1® O) ... (Pa ® 1) |
kty..C.. t, furadleKonstruktoren k&

Nun kénnen wir die gewohnten Definitionen
sEtU " C[: Cs]RP C[R
und

s=tU sE.tUtE, s
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4. Funktionale Kernsprachen mit algebrai schen Datentypen und weitere Kakule

der kontextuellen Approximation und der kontextuellen Gleichheit verwenden.
4.1.2 Rekursive Superkombinatoren: KFP+

Die Erweiterung von KFP zu KFP+ erlaubt die Angabe von Funktionsdefinitionen im
gewohnten funktionalen Stil und somit auch rekursives Programmieren. Die
Funktionsnamen (Superkombinatornamen) werden innerhadb von Ausdriicken as
Konstanten angesehen und die Reduktion erfolgt durch eine spezielle Regd fir
Superkombinatoren. Die Sprache KFP+ dhnelt der Kernsprache aus [PIL91], wobei diese
aber noch ein | et - und ein | et r ec-Konstrukt fur lokale Definitionen beinhaltet und alle
Konstruktoren auf einen zweistelligen Pac k -Konstruktor zurtickgefihrt werden.

Definition 4.1.9. Syntax von KFP+:
Die Syntax der KFP+-Ausdriicke ist wie KFP, nur um Superkombinatornamen erweitert.
Es gibt zusétzlich eine Menge von Funktionsdefinitionen:
DEF .= Funktionsname V; ... V, = EXP.
Folgende Bedingungen missen eingehalten werden:

Die Variablen 7, ... V, sind voneinander verschieden und nur diese Variablen
kommen im Ausdruck EXP frei vor.

Die Namensaume fir Variablen, Konstruktoren und Funktionsnamen snd
digunkt.

Jede Funktion wird hochstens einmal definiert.

Die Stelligkeit von Funktionsnamen £, geschrieben als ar(f), ist die Anzahl der Variablen in
der Definition von f.

Definition 4.1.10. Ein KFP+-Programm besteht aus
1. einer Menge von Typen und Konstruktoren wie in KFP,
2. ener Menge von Funktionsdefinitionen
3. und aus einem Ausdruck. Dieser kann auch nach der main-Konvention als
main = Exp
definiert werden.

Kontexte und Reduktionskontexte in KFP+ sind analog zu KFP definiert, nur erweitert um
Superkombinatornamen in Ausdriicken. Zur Auswertung des Programms (d.h. des main
Ausdrucks) steht zusétzlich zur Beta- und Case-Regel noch die SK-Beta-Reduktionsregel
zur Verfigung:
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4.1. Die Kernsprache KFP

Definition 4.1.11. Anwendungen von Superkombinatoren auf ihre Argumente konnen wie
folgt unmittelbar reduziert werden:

(fap...a,) ® r{ailxy, ..., allxn},

SK - Beta
wenn fdefiniert ist durch: fx; ... x, = 7.

Als Auswertung dient nun die gewohnte Normalordnungsreduktion (alerdings inklusive
SK-Beta-Regel) zur WHNF. Allerdings wollen wir auch diesen Wert-Begriff erweitern, so
dass auch ungeséttigte Funktionsanwendungen einen Wert darstellen:

Definition 4.1.12. Eine KFP+-WHNF ist entweder
ein Ausdruck (c ¢, ... t,), wobei n £ ar(c); oder
ein Ausdruck (f'¢; ... ¢,), wobel n < ar(c); oder
ein Ausdruck | x.¢
Damit ist also die Auswertung fur KFP+ festgel egt.
4.1.3 Zusammenhang zwischen KFP und Superkombinatoren

Wir wollen uns jetzt den Zusammenhang zwischen KFP und KFP+ ndher anschauen. Dazu
betrachten wir, wie man Rekursionen auflésen kann, um entsprechende Berechnungen
auch in KFP zu ermdglichen. Der einfachste Fall einer rekursiven Funktionsdefinition ist,
wenn der Funktionsrumpf as einzigen Superkombinator den eigenen Funktionsnamen
enthdlt, die Rekursion aso nicht verschrénkt sein kann, indem sich mehrere Funktionen
gegenseitig aufrufen. Sel f x = r eine rekursive Funktionsdefinition, so dass » den
Funktionsnamen f enthalt, aber keine anderen Superkombinatoren:

Eine &quivalente Definition (im Sinnevon =) ist /" =1 x.»’, mitr’° #{f"/ f}.
Zudemagilt: /" =. (I zx.s) f",mits® r{z/f}. Somitist f” ein Fixpunkt von £’ ° | z x.s, d.h.

f =, F f. Wir konnen f” also nicht-rekursv anhand eines Fixpunktkombinators Y
definieren, fir den gilt: Y ¢ =1 (Y {), fir alle Terme . Diesleistet

Yo lx(ly.x(y) (Iyx(y)

aus Definition 3.1.7. , denn:

Y)® (Iy.tG»)Uy.tGy)® t((y-ty) Uyt () =c1(Y0).
Wir definieren also unsere Funktion auf nicht-rekursive Weise wie folgt:

F° YF’
fund F’ verhalten sich nun gleich:

ft® r{t]x}
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4. Funktionale Kernsprachen mit algebrai schen Datentypen und weitere Kakule

FtO (YF)t=F (YF)t° FPFt®2s{F/z,tlx}° H{FIf tlx}.

Fir den Fal, dass die Rekursion verschrankt ist Gber die Superkombinatoren Sy, ..., S,,
kann ene enzige (einfach-rekursive) Funktion F definiert werden, die anhand ener
Falunterscheidung des ersten (ganzzahligen) Argumentes fur die Anwendung (F i) gerade
S; implementiert. Somit miissen nur die Vorkommen aler S; durch F i ersetzt werden. Die
Problematik verschiedener Stelligkeiten kann dabei durch Hinzufigen von Dummy-
Argumenten umgangen werden. Fir die Details einer Ubersetzung von KFP+ nach KFP
siehe [Sch00, Abschnitt 7]. Zu beachten ist, dass bei einer Ubersetzung einer Funktion mit
mehreren  Argumenten in eine Lambda-Abstraktion die Superkombinator-Anwendung
mittels SK-Beta-Regel nur dann reduziert werden kann, wenn gentigend Argumente zur
Verfugung stehen, wéhrend in KFP ein Argument zur Beta-Reduktion ausreicht. Dies
andert aber nichts am Terminierungsverhdten, da ja ungeséttigte Superkombinator-
Anwendungen einen Wert darstellen; es bleibt sogar die kontextuelle Ordnung erhalten,
siehe [Sch00, Satz 7.17.].

Wir konnen aso die gewohnten Funktionsdefinitionen durch &quivalente Lambda-
Abstraktionen darstellen. Wir wollen uns jetzt noch davon Uberzeugen, dass auch ale
Lambda-Abstraktionen mit Superkombinatoren dargestellt werden kénnen. Dazu miissen
lokale Abstraktionen, die lokal freie Variablen enthaten, eliminiert werden. Dies ist
anhand der Transformation ,,Lambda Lifting* mdglich:

Definition 4.1.13. Wir definieren die Lambda-Lifting Transformation wie folgt:

| x.t (% (I z.1 x.{z/y}) y, wobei y T FV(¢) und z ist eine neue Variable.

Lambda-Lifting ist dso eine spezielle b-Expansion, die eine freie Variable aus einer
Abstraktion auf die rechte Seite einer Applikation ,liftet“. Durch Anwendung der Lambda-
Lifting Transformation auf lokale Abstraktionen kénnen wir sicherstellen, dass diese keine
freilen Variablen innerhalb der Abstraktion enthalten. (Dies ist stets mit endlich vielen
Lambda-Lifting Transformationen moglich, siehe [Sch00].) Einen geschlossenen Ausdruck
bzw. Kombinator, bei dem ale lokalen Abstraktionen auf diese Weise geliftetet wurden,
nennen wir in diesem Zusammenhang auch Superkombinator, denn wir kénnen nun dle
enthaltenen Abstraktionen durch Superkombinatornamen ersetzen, indem wir fir jede

Abstraktion | x1...x,, . t eéine Funktionsdefinition Name x; ... x,, = t eénfihren.

4.2 PCF: Programming Language for Computable Functions

Die Sprache PCF aus [Plo77] basiert auf einem logischem Kalkil von Dana Scott
[Sco69/93], bekannt as ,logic of computable functions’ bzw. LCF, und dient
grundlegenden Untersuchungen funktionaler Sprachen. Neben | -Abstraktionen enthalt
PCF Konstrukte mit einem Fixpunkt-Operator m Die Basisdatentypen sind natirliche
Zahlen und Bool’ sche Wahrheitswerte. Neben der Falunterscheidung i f t hen el se
sind die Funktionen pr ed, succ und zer 0? vordefiniert, mit denen der Vorganger bzw.
Nachfolger einer nattirlichen Zahl erhaten werden kann, oder gepriift wird, ob eine Zahl
Null ist. Ublicherweise wird die Sprache PCF mit einem einfachen (monomorphen)
Typsystem versehen, d.h. ale Ausdriicke haben einen Typ, der keine (Typ-)Variablen
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4.2. PCF. Programming Language for Computable Functions

enthdt, und dieser Typ ist eindeutig. Wir halten uns im Folgenden an die Definitionen aus
[SchO1]:

Definition 4.2.1. Syntax von PCF:
Typen:

t ::=num|Bool |[t® t

Ausdriicke:

E::= True|Fal se|
01]2]...]
pred E|succ E |
zero? E|
(if EthenEel sekE)|
VIIVItE|(EE)|mV i tE

Vi= x1 Var

In den | - und m Konstrukten missen die Variablen mit einem (monomorphen) Typ
versehen sein, damit man den Typ der Ausdriicke angeben kann. Gultige Ausdriicke
missen wohlgetypt sein, dh. es muss ein Typ hergeleitet werden konnen. Die
vordefinierten Konstanten und Funktionen haben dabei folgende Typen:

True, Fal se > Bool
0,1,2,... . num
pred,succ 2 num® num
zero? : num® Bool

if-then-else :-Bool ® a® a® a,firdlea

i f-t hen-el se kann man as generisches Konstrukt ansehen, das fur jeden Typ t zu
einem spezielleni f -t hen-el se; instanziiert wird.

Die Typen fur | -Abstraktionen und mKonstrukte, sowie fir Applikationen kénnen nach
den folgenden Typregeln hergeleitet werden:

tit, (Ixzt.):t®t st ®t,, ity
(Ilxstpn)ot, ®t,’ (met.o)ut (s £)::t,

Wir wollen das Typsystem ab jetzt weitgehend vernachlassigen. Zu beachten ist alerdings,
dass das Typsystem die Verwendung der | -Ausdriicke stark einschrankt. So hat z.B. die
Selbstapplikation (¢ x) keinen Typ, da es keinen unendlichen Typ t = t; ® t, mit t; = t,
gibt. Insbesondere gibt es keine Mdoglichkeit, einen Fixpunkt-Kombinator wie Y zu
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4. Funktionale Kernsprachen mit algebrai schen Datentypen und weitere Kakule

definieren, Rekursionen koénnen somit ausschliefdich mittels des mOperators dargestellt
werden (siehe [Sch01, Korollar 5.6]).

4.2.1 Operationale Semantik von PCF

Wir definieren die Auswertung von PCF wie gewohnt mittels Reduktionsregeln und
Reduktionskontexten. Zunéchst miissen wir natirlich unseren Wertebegriff anpassen und
wollen dabei neben Abstraktionen die Konstanten der Basi sdatentypen mit aufnehmen:

Definition 4.2.2. Werte (WHNFs) in PCF sind Lambda-Abstraktionen, Tr ue, Fal se und
die natiirlichen Zahlen.

Jetzt konnen wir die Reduktion angeben:

Definition 4.2.3. Sei n eine natlrliche Zahl, dann kénnen wir die Reduktionsregeln wie
folgt definieren:

if Truethensel set ® s

i f Fal sethensel set ® t

predn ® n-1, falsn>0

predO ® 0

succ n ®n+1

zero?n ® Fal se, falsn>0

zero?0 ® True

(I'x.5) 1 ® s{t/x}

(. 1) ® (H{(m.1)/x})
Reduktionskontexte sind:

R:=[]|(Ry)|if Rthensel set|predR|succ R|zero?R

Die Reduktionsrelation ist also definiert durch: R[s] (F% R[f] gdw.s ® ¢

Somit ist die Auswertung definiert durch: A N, gdw. M C’% " Nund N ist eine WHNF.

4.3 Call-by-need Lambda-Kalkiil

Ein Call-by-need Lambda-Kalkll | neeg dient zur formaen Beschreibung der nichtstrikten
Auswertung mit Sharing, bzw. lazy-Auswertung, wie in Abschnitt 2.1.3 beschrieben.
Grundlegende Untersuchungen zu Call-by-need Lambda-Kakdulen findet man in [AF97],
[AFM+95] und [MOW98], wir beziehen uns im Folgenden auf [MOW98]. | neeq enthélt
dort neben den gewohnten Abstraktionen und Applikationen der Sprache L noch en let-
Konstrukt, das die gemeinsame Benutzung von Funktionsparameter-Ausdriicken im
Funktionsrumpf darstellt, so dass ein unndtiges Kopieren wie im ,lazy* Lambda-Kalkdl | ,



4.3. Call-by-need Lambda-Kalkil

verhindert wird. Das let-Konstrukt kann dabei auch mittels Applikationen in der Sprache L
codiert werden, es sind lediglich spezielle Auswertungsregeln nétig.

Definition 4.3.1. Die Sprache L neeg Wird definiert durch die kontextfreile Grammatik mit
der Produktionenmenge

EXP::=V|| V.EXP|EXP EXP || et V=EXPin EXP

Vo= x1 Var
Die Reduktionsregeln unterscheiden sich nun natirlich stark vom ,lazy” Lambda-Kalkiil.
Zur besseren Unterscheidung von den Werten des , lazy” Lambda-Kalkuls bezeichnen wir
die Ergebnisse einer Auswertung im Call-by-Need Lambda-Kalkiill als Antworten, denn
bei diesen erlauben wir auch eine let-Hulle:
Definition 4.3.2. Die Menge der Antworten ist definiert durch:

A:=lxt|let x=¢tind

Mit Werten bzw. WHNFs meinen wir also nach wie vor Abstraktionen.

Definition 4.3.3. Die folgenden Reduktionsschritte sind in | yeeq €rlaubt:

) (I x.s) ¢ ®let x=tins
(") letx=vin(x] ® let x=vin(}]
vistein Wert
(©) (etx=rins)t ® let x=rinst
(4 lety=(letx=rins)int ® letx=rinlet y=sint
(G) letx=sint ® ¢, falsx| FIN)

Programmkontexte sind dabei:

C:=[]|IxC|Ct|tC|let x=Cint|let x=¢tinC

% engl. Answers
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4. Funktionale Kernsprachen mit algebrai schen Datentypen und weitere Kakule

Regel (1), , Introduction”, erzeugt aus einer Anwendung eine let-Bindung. Die let-Bindung
représentiert die Referenz auf das Argument N anstelle der Funktionsvariable x im
instanziierten Funktionsrumpf M.

Regel (V), ,Vaue', ersetzt ene let-gebundene Variable durch enen Wert
(Dereferenzieren). Da nur Werte kopiert werden, besteht keine Gefahr, dass man noch zu
reduzierende Ausdriicke dupliziert.

Regel (C), ,,Commute*, erlaubt es let-Bindungen mit Anwendungen zu kommutieren, so
dass eine let-Bindung aus dem Funktionsteil einer Anwendung herausgezogen wird (auch
L 11ft" genannt).

Regel (4), ,Associate’ Uberfihrt links-stehende in rechts-stehende let-Ausdriicke.

Regel (G), ,Garbage Collection®, entfernt eine let-Bindung, deren Variable x nicht mehr
im Term N auftaucht.

DieRelation (Fg mit C[s] @2 (7] gdw. s ® ¢ entspricht der b-Reduktion mit Sharing:
Resultat: Die Sprache L neeg kann nach L Ubersetzt werden, so dass fiir die Ubersetzung s
gilt: s @g*t b s(s) %@; s (7). Zudem gilt s (s) %@; b $¢s @g*t U 1 %@2 s (7). (vgl.
[MOW98, Proposition 28])

4.3.1 Normalordnungsreduktion in | yeeq

Definition 4.3.4. Reduktionskontexte sind:
R, R :=[]|Rt|let x=¢tinR|l et x=Rpi N Ry[x]

Um eine eindeutige Auswertungsreihenfolge zu erhalten, reicht es jedoch nicht aus, die
Reduktionsschritte ausschliefdich in Reduktionskontexten auszufiihren. So hétte z.B. der

Ausdruck et x = voinlet y =v;inxyzwe Normaordnungsredexe, da wir den
gesamten Ausdruck im leeren Kontext reduzieren konnten oder aber den Unterausdruck

[ et y =vyinxyimReduktionskontext | et x = vo i n []. Wir missen also die Regeln
leicht andern:

Definition 4.3.5. Normal ordnungs-Reduktionsregeln:

(l.o) (Ix.5)¢t ® let x=tins
(Vi) let x=vinR[x] ® let x=vinR[y|
(Cw) (let x=sina)t ®letx=sinat

(4,) lety=(letx=sina)inky] ® let x=sinlet y=ainR[y

(vist ein Wert, a ist eéine Antwort.)
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4.3. Call-by-need Lambda-Kakdil

Fur die Anwendung einer beliebigen Normalordnungs-Reduktionsregel benutzen wir das
Symbol ® . Die Reduktionsrelation ergibt sich somit als R[s] ®R R[f] gdw.s ® t.

Definition 4.3.6. Die Auswertungsrelation fir | yeeq iSt definiert durch:

t~ agdw. ¢ ®R* a und a ist eine Antwort.

Resultat: Die Normaordnungsreduktion hat die gewunschten Eigenschaften (vgl.
[MOW98, Theorem 10)):

Sie ist eindeutig: Ein Term ist entweder eine Antwort oder hat einen einzigen
Normal ordnungsredex.

Sie ist gliltig bzgl. og*, dh. es gilt: Falls ¢ ®R*a, dann auch ¢ @g* a, fur ale
i1 LNeed,aT A.

Sie terminiert, falls es eine terminierende Reduktionsfolge gibt, d.h. fur ale
tT Lneesy a1 A: Fallst @2 a, dann gibt es eine Antwort aq, So dass ¢ n(OR?R* ao. (Mit
der Gultigkeit der Normalreduktion, sowie Proposition 28 und Theorem 32 aus
[MOWQ8] folgt auch aq @* a.)

Die Auswertung von Programmen aus L 1 L neeg €NtSpricht nun in | yeeq der Auswertung in
| ;, bisauf die Anzahl der Reduktionsschritte. Insbesondere gilt:

Resultat: Die Verhatensgleichheiten von | yeeg Und | ; stimmen fir Terme aus L 1 L need
Uberein, d.h. fur aleM, NT L:

leNgdW. M =pNeed N.
(Siehe Theorem 32 aus [MOW9S]).

Man kann auf das let-Konstrukt verzichten, indem man | et x = s i n ¢ as syntaktisch
gleich zu (| x.r) s ansieht (vergleiche Regel (/): Diese wird dann nicht mehr benétigt). Fur
die Details dazu siehe [MOW98, Abschnitt 6].

Fur wetere Eigenschaften von Call-by-Need Kalkilen siehe [AF97], [AFM+95],
[MOW9sg].
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5 Termersetzungssysteme héherer Ordnung

Wir beschéftigen uns nun mit Termersetzungssystemen. Diese bestehen aus der Definition
der erlaubten Ausdriicke und einer Menge einfacher Reduktionsregeln zur textuellen
Ersetzung von Ausdriicken. In diesen Regeln dirfen Variablen verwendet werden: In
Termersetzungssystemen  erster  Ordnung® dirfen diese nur Konstruktor-  bzw.
Zahlenwerte enthalten — diese Termersetzungssysteme konnen so z.B. zur Lésung
mathematischer Gleichungssysteme verwendet werden. In  Termersetzungssystemen
hoherer Ordnung® dirfen die Variablen beliebige Ausdriicke enthalten, ebenso kann
Variablenbindung ausgedriickt werden. Die Termersetzungssysteme hoherer Ordnung sind
somit geeignet, die Reduktionsschritte des Lambda-Kakils nachzuvollziehen. Um die
spezidllen Variablen innerhalb der Regeln von den Variablen in Ausdricken zu
unterscheiden, nennen wir diese Metavariablen — ndheres dazu im néchsten Unterabschnitt.

Im Folgenden beziehen wir uns auf die Definition der , kombinatorischen
Reduktionssysteme*® aus [KOR93]. Im Gegensatz zu den Termersetzungssystemen
hoherer Ordnung aus [Nip93] und [MN98] kommen diese ohne einen einfach getypten
Lambda-Kakil as Metasprache aus und definieren stattdessen eigene ungetypte
Abstraktions- und Substitutionsmechanismen. Bezlglich der Auswertung sind beide
Systeme gleich méchtig, die Auswertung hat die gleichen Ergebnisse, nur dass die
»kombinatorischen Reduktionssysteme” unter Umstanden mehrere Schritte bendtigen, um
einen Schritt des anderen Modells zu smulieren (siehe Vergleich zu den ,, surplus HRS' in
[KOR93, Seite 17]). Fur den Speziadlfall der , pattern rewrite systems‘ aus [MN98] sind
die Modelle sogar beziglich einzelner Reduktionsschritte aquivalent (siehe Vergleich zu
den ,smple HRS® in [KOR93, Seite 17]). Wenn wir von einem Termersetzungssystem
hoherer Ordnung sprechen, meinen wir also ab jetzt ein solches , kombinatorisches
Reduktionssystem®.

Wir betrachten nun zundchst die Grundlagen der Termersetzungssysteme hoherer
Ordnung, insbesondere das Format der Reduktionsregeln. Im Anschluss daran wird ein
anderes Regelformat vorgestellt, das zusétzlich die Betrachtung von Call-by-Vaue-
Sprachen ermoglicht: das GDSOS-Format aus [San97]. (GDSOS steht dabei fur Global
deterministische, strukturelle, operationale Semantik’® ). Wie wir sehen werden, kdnnen
GDSOS-Regeln  durch die Reduktionsregeln eines Termersetzungssystems hoherer
Ordnung dargestellt werden, wenn wir spezielle Werte-Metavariablen erlauben. Danach
beschaftigen wir uns noch mit strukturierten Auswertungssystemen®” gemal [How96] und
zeigen, dass wir die speziellen Eigenschaften dieser Auswertungssysteme auch for
Reduktionssysteme mit GDSOS-Reduktionsregeln folgern konnen, da wir die GDSOS-
Regeln in (gemdld Auswertung) &guivalente strukturierte Auswertungsregeln Ubersetzen

% engl. first order rewrite systems, auch gebrauchlich: term rewrite systems
2T engl. higher order rewrite systems
8 engl. combinatory reduction systems
# engl. Globally Deterministic Structural Operational Semantics
3 engl. structured evaluation systems
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5.1. Grundlagen

konnen. Wir runden das Kapitel mit Betrachtungen zur Darstellung der bisher vorgestellten
Kernsprachen und Kakile mittel s Termersetzungssystemen hoherer Ordnung ab.

5.1 Grundlagen

Die Definition der Ausdriicke in einem Termersetzungssystem hoherer Ordnung erfolgt
anhand des Begriffes einer Signatur:

Definition 5.1.1. Eine Signatur ist ein Paar (O, a) mit folgenden Eigenschaften:

= QOisteineMenge
= al O® {(k;,... k) |n k1 Ng}

Die Elemente von O nennen wir Operatoren. Fir ein F1 0O, stellt a(F) die Stelligkeit von
F dar und spezifiziert die Anzahl und die Bindungsstruktur der mdglichen Argumente bzw.
Operanden eines Operators. Die Operanden kdnnen Variablen binden: Der i-te Operand

soll von der Form x,..x, .t * sein, was bedeuten soll, dass die freien Vorkommen von
xp...x; Im Term ¢ gebunden sind. Wir schreiben kinftig auch abklrzend X, fir x,..x; .

a ist dso eine Funktion, die jedem Operator aus O eine Sequenz aus nattrlichen Zahlen
ki, ..., k, zuordnet, die fur jeden Operanden des jeweiligen Operators die Anzahl k; der
gebundenen Variablen angibt.

Fur eine gegebene Signatur ergeben sich nun die gultigen Ausdrticke wie folgt:

Definition 5.1.2. Terme Uber einer Signatur:
Sei L = (0O, a) ene Signatur und Var ene feste, abzdhlbar unendliche Menge von
Variablen. Wir definieren die Menge 7(L) der Terme Uber L induktiv wie folgt:

x1 Var
xT 7(L)’

~

A T(L),.nt, 1 T(L)
F(Xptye Xt )1 T(L)'

wobei F1 0, a(t) = (k;, ..., k,) und jedes X, eine Sequenz von k; verschiedenen Variablen
aus Var i<.

Wir definieren To(L) als die Menge der geschlossenen Terme (d.h. Terme ohne freie
Variablen) in T(L). (Vereinfachend wollen wir kinftig 7, bzw. T schreiben, wenn L aus

31 Wir betrachten die Variablenbindung nun losgelést von | -Funktionsausdriicken und werden deshalb ab
jetzt Operanden, die Variablen binden, a's Abstraktionen bezeichnen. Zu beachten ist, dass diese Operanden
gemal Definition 6.1.2 nicht as eigensténdige Ausdriicke zul&ssig sind, aso nur in Zusammenhang mit
passenden Operatoren benutzt werden dirfen.
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

dem Zusammenhang eindeutig hervorgeht.) Wie gewohnt betrachten wir Terme als
(syntaktisch) gleich, wenn sie bis auf Umbenennung der gebundenen Variablen gleich
sind.

Beispiel 5.1.3. Wenn wir fur die Darstellung der Applikation einen Operator @ benutzen,
dannist die Signatur des Lambda-Kalkils gegeben durch

L =(0, a), wobei O={l , @} unda(l ) =(1), a(@) = (0, 0).
DenTerm (/ K) © (I x.x) | y.l z.,y kbnnen wir darstellen als

@l (x.x), 1 (.1 (z))).
5.1.1 Metavariablen

Wir wollen in den Reduktionsregeln Metavariablen verwenden, die Terme und
Abstraktionen enthalten kénnen. Jeder Metavariable X ordnen wir eine Stelligkeit a (X) zu,

die eine natrliche Zahl 3 0 ist und die Anzahl der gebundenen Variablen angibt. (Genau
wie die k; in der Stelligkeitssequenz eines Operators.) Metavariablen mit Stelligkeit O
stehen fir Terme, wahrend Metavariablen mit hoherer Stelligkeit fir Abstraktionen stehen.

Wir definieren nun eine Erweiterung des Termbegriffes um Metavariablen:

Definition 5.1.4. Metaterme:
Sei Mvar einefeste, abzéhlbar unendliche Menge von Metavariablen:

Wir definieren zunéchst die Mengen MT;, wobei i die Anzahl der abstrahierten Variablen
ausdriickt, wie folgt:

- . wobei x1 Var,
xl MT,

——— ,wobei XT Mvar, mita(X) =n,
X1 MT

n

M1 MT,
Xpx, M1 MT,

, wobei x; T Var und diex; sind paarweise disjunkt

M1 MT,.M, 1 MT,
X{M,,..M}T MT,

.wobei X1 Mvar, mit a(X)=n

M1 MT, .M, 1 MT, i FT Ot e
F(M,,...M )T MT, , Wobel ,mita(F) = (k;, ..., k)
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Die Metaterme sollen genau MT, sein.®

Namenskonvention: Mit den Buchstaben M, N bezeichnen wir im Folgenden Metaterme,
oder auch, als Operanden benutzt, Elemente aus MT;; des welteren benutzen wir X, Y, Z fir
Metavariablen, den Buchstaben F reservieren wir fir Operatoren und wie gewohnt
benutzen wir r, s, ¢ fur Terme und x, y, z fir Variablen.

DasKonstrukt X{ M, ..., M} beschreibt eine Meta-Applikation:

Die Metavariable X der Stelligkeit »n steht fur eine Abstraktion von n Variablen. Wenn X
durch diese Abstraktion ersetzt wird, erfolgt eine Substitution der entsprechenden
Variablen durch die Metaterme M, bis M,. Sei s ene Instanziierung, die Metavariablen
durch Abstraktionen der jeweiligen Stelligkeit ersetzt. s (X) hat nun die Form x;...x, . . Die

Anwendung von s auf Metaterme entspricht normeler Substitution, auf3er dass die
Anwendung auf Ausdriicke der Form X{ M, ..., M,} wiefolgt verlaufen soll:

Seis(X)=x;.x,.t.: s(X{M,, ..., M,}) =r,wobei r° t{s(M,), ..., s(M,)Ix;, ..., x,}.
5.1.2 Termersetzungsregeln
Wir kénnen die Reduktionsregeln nun mittels Metatermen wie folgt definieren:

Definition 5.1.5. Eine  Termersetzungs- bzw. Reduktionsregel enes

Termersetzungssystems hoherer Ordnung ist ein Paar (M, N), geschriebenals M ® N, 0
dass gilt:

1. M und N sind geschlossene Metaterme.
2. MhatdieForm F(M; ... My).
3. DieMetavariablen, diein N enthalten sind, sind auch in A enthalten.

4. Die Metavariablen in M treten nur in der Form X{xi,...x;} auf, wobe die x;
(i=1, ..., k) Variablen sind und a(X) = k. AulRerdem sind die x; paarweise digunkt.

Beispiel 5.1.6. Die b-Kontraktion kann man darstellen durch die Regel

@(l (x.X{x}),Y) ® X{Y},wobei a(X)=1unda(})=0.

Wir konnen die Regeln bel passenden Instanzen der Metaterme anwenden. Wir missen
alerdings aufpassen, dass dadurch nicht ungewollt Variablen eingefangen werden.
Konflikte l6sen wir durch Umbenennungen der gebundenen Variablen innerhalb der
Regeln oder der Instanzen:

Definition 5.1.7. (1) Sei M ® N ene Reduktionsregel: Eine Umbenennung (der
gebundenen Variablen) der Regel nennen wir eine Variante der Regel.

%2 Djese Definition weicht von [KOR93] ab — dort sind auich Abstraktionen Metaterme.
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

(2) Sel s ene Ingtanziierung: Eine Variante von s entsteht durch Umbenennung der
gebundenen Variablen innerhab einer Instanz s (X).

(3) Sei M ® N eine Reduktionsregel und s eine Instanziierung: Wir bezeichnen M ® N als
sicher bzgl. s, gdw. wenn es fir keine Metavariable X'in M und N eine Instanz s (X) gibt,
die einefreie Variable x enthdlt, falls X innerhalb einer Abstraktion steht, die x bindet.

(4) Wir bezeichnen eine Instanziierung s as sicher (in Bezug auf sich selbst), gdw. es
keine zwel Instanzen s (X) und s(X”) gibt, so dass s (X) eine freie Variable x enthdlt, diein
s (X”) auch gebunden vorkommt.

Da wir problemlos umbenennen konnen, gilt: Falls eine Regel oder Instanziierung nicht
sicher ist, kdnnen wir jeder Zeit zu einer Variante wechseln, die sicher ist. Wir setzen
daher im Folgenden sichere Regeln und Instanziierungen voraus.

Dawir die Regeln innerhalb von Kontexten anwenden wollen, mussen wir erst definieren,
wie diese flr elne gegebene Signatur aussehen sollen:

Definition 5.1.8. Sei L = (0, a) eine Signatur, dann sind K ontexte gegeben durch:

C =]
| F&.C.nX,.t)]..| F(.t,..,%.C), furaleFT O,mit
a(Fr) = (ky, ... ,k,)undn>0.
Jetzt kbnnen wir die Anwendung einer Reduktionsregel definieren:

Definition 5.1.9. Sei M ® N eine Reduktionsregel, die sicher ist fir eine sichere
Instanziierung s : Wir bezeichnen s (M) ® s(N) als Termersetzung bzw. as Kontraktion.
Der Term s (M) ist ein Redex.

Fur einen Kontext C[] ist C[s(M)] @C) C[s(N)] ein Termersetzungsschritt (bzw. ein

Reduktionsschritt). Die reflexiv-transitive Hille @C) " bezeichnen wir als Reduktion.

Aufgrund der Definition des Reduktionsschrittes ist es nicht nétig, explizit ene
Einschrankung bzgl. der Variablen in Instanzen der Metavariablen zu formulieren, so dass
unerwinschte Variablenbindung verhindert wird:

Beispiel 5.1.10. Im um Extensionalitét erweiterten Lambda-Kalkul | , erfordert die Regel

(h)  (Ix.rx) ® ¢, wobei xT FI2),

die Einschrankung x 1 FV(r). Eine entsprechende Reduktionsregel eines
Termersetzungssystems héherer Ordnung,

| (x.@(Z x)) ® Z,
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5.2. Konstruktoren und Striktheit: Das GDSOS-Format

benttigt diese Einschrénkung nicht, da ® nicht sicher ist fir s mit s (Z) = x und wir somit
zur Variante|l (y.@(Z, y)) ® Z tbergehen.

Definition 5.1.11. Sei R en Termersetzungssystem hoherer Ordnung mit  den
Termersetzungsregeln {R; = M; ® N;|i1 I, Iist éinelndizierungsmenge}

1. Rist nicht-iiberlappend, gdw. Folgendes gilt:

Enthalte die linke Seite M; von R; die Metavariablen Zi{ ¥,}, ..., Z,{ X, }:
Falls der R-Redex s (M;) einen R-Redex (i) enthdlt, dann muss dieser R-
Redex bereitsin einem der s (Z,( x,)) enthalten sein,

ebenso, falls der R,-Redex einen R,-Redex enthélt.

2. Rist links-linear, gdw. ale M; linear sind. Ein Metaterm ist linear, gdw. es keine
Mehrfachvorkommen der gleichen Metavariable gibt.

3. Rist orthogonal, gdw. €s nicht-iiberlappend und links-linear 1<t.

Beispiel 5.1.12. Die Reduktionsregel

| (v (".Z{x)})) ® 0

ist selbst-Uberlappend, denn fir ene Instanziierung mit s(Z{x,}) = | (z.@(x,y)) ist
s(l Axp})) =1 (vl (z.@(x,y))) ein Redex innerhalb eines Termess (I (x.I (y.Z{x}))) =
I (x.I (. (z.@(x,y)))), der natiirlich auch als Ganzes einen Redex darstellt.

Im Folgenden betrachten wir nur noch orthogonade Termersetzungssysteme hoherer
Ordnung. Fur diese gilt:

Resultat. Orthogonale Termersetzungssysteme hoherer Ordnung sind konfluent (vgl.
[KOR93, Corollary 13.6]).

5.2 Konstruktoren und Striktheit: Das GDSOS-Format

Definition 5.2.1. Ein Reduktionssystem ist ein Paar R = (L, ®) mit folgenden
Eigenschaften:

» [ isteine Signatur
* ® isteneRelation

® kann ene beliebige Reduktionsrelation sein. Somit ist aso ein Termersetzungssystem
hoherer Ordnung mit einer Reduktionsrelation (% ein Speziafall eines Reduktionssystems.

Wir wollen nun als weiteren Spezialfall Reduktionssysteme betrachten, in denen die
Reduktion mittels Reduktionsregeln definiert sind, die dem GDSOS-Format aus [San97]
gentigen. Das GDSOS-Format enthédlt dabel spezielle Regeln fir strikte Positionen, die

53



5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

auch zur Modelierung von Cal-by-Vadue-Sprachen dienen konnen. Da Unterterme auf
strikten Positionen ausgewertet sein missen, bevor eine Reduktionsregel auf den Ausdruck
selbst angewendet werden darf, sind natirlich auch spezielle Betrachtungen zu (aus
Konstruktoren bestehenden) Werten nétig. Wie wir feststellen werden, kann man die
GDSOS-Regeln auch mit einem Termersetzungssystem hoherer Ordnung darstellen, wenn
man die Reduktion, stait in beliebigen Kontexten, ausschliefdich in Reduktionskontexten
betrachtet und man be strikten Positionen fordern kann, dass die entsprechenden
Metavariablen nur zu Werten instanziiert werden dirfen.

5.2.1 Werte, Metawerte und strikte Positionen

Wir wollen nun genauer beschreiben, wie unsere Werte aussehen sollen, also jene
Ausdriicke, die nicht welter reduziert bzw. ausgewertet werden. Dazu unterteilen wir
unsere Operatoren in kanonische und nichtkanonische Operatoren, bzw. Konstruktoren und
Nicht-Konstruktoren. Werte sollen dabei aus enem Konstruktor-Term (d.h. ein
kanonischer Operator mit passenden Operanden) bestehen.

Wie bereits erwéhnt, wollen wir Operatoren mit strikten Positionen, die eine Auswertung
erfordern, versehen konnen. Insbesondere mdchten wir strikte Positionen bei Bedarf auch
fur Konstruktoren verwenden, in diesem Fall gilt der Konstruktor-Term erst dann as Wert,
wenn alle Operanden an strikten Positionen ausgewertet sind.

Wir bendtigen also zundchst einma eine Erwelterung des Signaturbegriffs, aus der die
Konstruktoren und strikten Positionen eindeutig hervorgehen:

Definition 5.2.2. GDSOS-Signatur
Als GDSOS-Signatur bezeichnen wir ein Tupel (O, K, a, strict) mit folgenden
Eigenschaften:

= (0, a)isteine Signatur,
= K1 O,
= " F1 O:strict(F) | {1.n}, wobei a(F)=(k;,....k,)undk;>0bP il strict(F).

Die Elemente aus O \ K sind die Nicht-Konstruktoren und die Elemente aus K die
Konstruktoren. Die Menge strict(F), fir ein F1 O, enthélt die strikten Positionen, d.h. ist
i 1 strict(F), so ist das i-te Argument von F dirikt. Ein striktes Argument darf keine
Abstraktion sein.

Jetzt kdnnen wir eine genaue Definition fir Werte angeben:

Definition 5.2.3. Wir definieren die Werte-Menge Val, die alle Terme enthélt, die wir als
Werte zulassen wollen, induktiv wie folgt:

{¢, L)l strict(c)

1 Va A
— — Jfarel K
c(x.t,..,x,. 1)1 Val




5.2. Konstruktoren und Striktheit: Das GDSOS-Format

Fir den Umgang mit strikten Positionen innerhalb der Regeln brauchen wir noch spezielle
Werte-Metavariablen, die nur Werte enthalten durfen. Werte-Metavariablen haben stets die
Stelligkeit 0. Mit Hilfe der Werte-Metavariablen kénnen wir nun Metawerte definieren:
Metawerte sind eine bestimmte Menge von Metatermen, die nur fir Werte stehen (d.h. dle
moglichen Instanziierungen eines Metawertes sind Werte). Fur unsere Ableitungsregeln
interessieren wir uns besonders fir Metaterme, die an alen nicht-strikten Positionen
ausschliefdich Metavariablen enthalten, da nicht-strikte Positionen nicht ausgewertet
werden sollen.

Definition 5.2.4. Einfache Metawerte:
Wir definieren die Menge der einfachen Metawerte Mval induktiv wie folgt:

ValMvar | Mval

{MjT MvaleT stricfc)}
{M, | Mvar |kl {1.n}\stricAc)} o1

c(My,... M) Mval ' K

5.2.2 Reduktionsregeln

Definition 5.2.5. Global deterministische, strukturelle, operationale Semantik (GDSOS):.
Die operationde Semantik ener Sprache L it im GDSOS-Format, wenn die
Reduktionsrelation durch Regeln der folgenden Form ausgedriickt werden kann:
Die Regeln fir jeden Operator F 1 O der Stelligkeit (k;,...,k,) mit strikten Positionen
=strict(F) bestehen aus |/| Ableitungsregeln der Form

X®y i
F(XpX X)) ® F(Xp Yo X)) h |

I
i
7
sowie beliebig (mdglicherweise unendlich) vielen Axiomen der Form

i U
i y
§ FOMy0. M) ® My

wobei J eine Indizierungsmenge ist und J = A, falls F ein Konstruktor ist.
Des weiteren fordern wir (fur allei1 7,71 J):
(1) M;;ist ein einfacher Metawert, andere Operanden M,,;, 4| i, sind Metavariablen.

(2) Die Metavariablen X; und Y; sind voneinander verschieden und alle Metavariablen und
Werte-Metavariablen erscheinen hochstens einmal in einem Metaterm auler M.

(3) Die Menge der linken Seiten der Axiome ist nicht-tberlappend (d.h. keine zwei linken
Seiten konnen durch eine Instanziierung unifiziert werden).

(4) Es gibt keine freien (gewohnlichen) Variablen in M,.
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

(5) Alle Metavariablen in M; sind in einem M,; enthalten k1 1.n).%

Ein call-by-value GDSOS - Format liegt vor, wenn alle Meta-Applikationen X{ N;...N,} in
M; der Art gestaltet sind, dass die geschlossenen Instanzen von N; zwingend Werte sind.

Die |I|] Ableitungsregeln erlauben die Auswertung in jedem dstrikten Argument. Die
Nebenbedingungen dienen folgenden Zielen:

(1) Die Axiome sollen erst angewendet werden kénnen, wenn dle strikten Argumente zu
einem Wert ausgewertet wurden. Die Definition der einfachen Metawerte stellt sicher, dass
der Auswertungsschritt nur von den Konstruktoren dieses Wertes abhangt.

(2) Die Regeln sollen nicht von der syntaktischen Aquivalenz von willkirlichen Termen
abhéngen.

(3) - (5) Die Regeln sollen deterministisch sein.

Wir konnen die Axiome as Reduktionsregeln eines Termersetzungssystems hoherer
Ordnung darstellen, wenn wir Operanden, bestehend aus einer Metavariablen X, mit
a(X) = nund n > 0, umschreiben in x;...x, . X{ x4,..., x,,}; dies entspricht eéiner Umbenennung
der gebundenen Variablen. Wie man sieht, gentigen die Axiome nun Definition 5.1.5., bis
auf die Tatsache, dass sie evtl. Werte-Metavariablen enthalten.

Auf die Ableitungsregeln fir strikte Positionen kénnen wir nun verzichten, wenn man die
durch die Axiome beschriebenen unmittelbaren Reduktionsschritte in Reduktionskontexten
ausfihren darf:

Definition 5.2.6. Reduktionskontexte sind:

R = ]
| FRty.n%igtiy R Fig by, X, .0,), fUr ale F T O und strikte
Positioneni | strict(F).

Da ein Normalordnungsredex entweder der ganze Term ist oder ein Unterterm an ener
strikten Position, wird somit in Bezug auf die Reduktion der strikten Argumente dieselbe
Wirkung erzielt, wie bei den Ableitungsregeln.

5.2.3 Beweis-Prinzipien fiir GDSOS-Reduktionssysteme

Definition 5.2.7. Ein GDSOS-Reduktionssystem ist ein Paar (L, ® ) mit folgenden
Eigenschaften:

= [ isteine GDSOS-Signatur.

%3 Dieswird in [San97] nicht explizit gefordert, ist aber im Sinne einer Determinismus-Forderung nétig.
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5.2. Konstruktoren und Striktheit: Das GDSOS-Format

" ® iss ene  Reduktionsrelation,  definiert  durch GDSOS-Regeln
Uber L.

Die Auswertung eines GDSOS-Reduktionssystems ist gegeben durch
t v, gdw. t® v, v1 Val.
Sands zeigt in [San97] die Gultigkeit spezieller Beweismethoden:

1. Syntaktische Kontinuitét fir rekursve Konstanten ist gultig und kann somit als
Basis fur eine Fixpunkt-1nduktion verwendet werden,

2. ,Verbesserungs'-Induktion® kann fir spezielle ,instrumentierte® GDSOS-
Semantiken verwendet werden,

3. und ene veralgemenerte, auf Koinduktion basierende Version der applikativen
Bisimulation, wie fir den ,lazy” Lambda-Kalkul beschrieben, ist eine Kongruenz
und stimmt unter bestimmten Umstanden mit der kontextuellen Gleichheit Uberein.

Betrachten wir kurz die entsprechenden Resultate, ohne auf die Details einzugehen:
1. Fixpunkt-Eigenschaften:

Sei f eine rekursive Konstante, definiert durch /= C{[f], fur einen geschlossenen Kontext,
der / nicht enthalt; sei auRerdem die Menge der Konstanten {f'} ;s induktiv definiert durch
£2=r°% "= Clf7: Ein um solche Konstanten erweitertes GDSOS-Reduktionssystem
nennen wir GDSOS-Reduktionssystem mit Rekursion. Die rekursiven Konstanten dienen
dabel lediglich einer einfacheren Betrachtung, da die Konstanten nicht wie Variablen
eingefangen werden konnen, die Mé&chtigkeit des Systems wird dadurch nicht erweitert,
wenn bereits nichtterminierende Terme existieren (vgl. [San97, Ful3note 2]).

Die Funktionen {f };so bilden in der kontextuellen Ordnung eine aufsteigende Keite,
beschrénkt durch £, d.h. esgilt: f=c C[Al und" i3 O:f" £c /" Ec f.

Sands zeigt die folgenden Eigenschaften:

Resultat (Syntaktische Kontinuitét): Fir alle Kontexte C[] und Terme ¢
Cl1 EctU " i3 0: C[f] Ect.

Resultat (Kleinster Pr&-Fixpunkt): Sei ¢ ein geschlossener Term, dann gilt:

Clt] £Ectb fEct.

34 . . .
engl. improvement induction
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

2. ,Verbesserungs'-Induktion:

Diese Beweismethode betrachtet spezielle ,instrumentierte® GDSOS-Reduktionssysteme,
deren Reduktionsregeln  mit  ener Ressourceninformation versehen sind. Eine
»Verbesserung” ist eine Erweiterung der kontextuellen Approximation, so dass s durch ¢
verbessert wird, falls fur alle Kontexte gilt: Falls C[s] terminiert, dann terminiert auch C[¢]
mit geringerem oder gleich grof3em Ressourcenbedarf. Ein instrumentiertes GDSOS-
Reduktionssystem ist monoton, wenn die Verknipfung der Ressourceninformation bel
Hintereinanderausfihrung verschiedener Regeln eine Préordnung 2 erhdt, und es ist
wohldefiniert monoton (oder nur wohldefiniert), wenn >, definiert durch 3 C 1,
wohldefiniert ist und die Verknipfung >-monoton ist (fir Details siehe [San97]). Die
kontextuelle Approximation ist ein Spezialfall der Verbesserung, der entsteht, wenn der
Ressourcenverbrauch aler Reduktionen as O definiert wird; diese Verbesserung ist
monoton,  aber  nicht  wohldefiniert, da der  Ressourcenverbrauch — bei
Hintereinanderausf tihrung verschiedener Regeln nicht steigt.

Seien folgende Relationen definiert:
s 3¢, gdw. s durch r verbessert wird.
S~]tgdW.S3]tUt3]S.

s 3;" ¢t gdw. Terme ¢, und ¢, existieren, so dass: s 3, t,, t; reduziert mit dem Bedarf
von r Ressourcen zu o, und 5 3 £.

s ~" t gdw. Terme ¢, und #, existieren, so dass. s ~; 11, ¢, reduziert mit dem Bedarf
von r Ressourcen zu t, und ¢ ~; £.

Dann gilt:

Resultat (Verbesserungs-Induktion): Fur jedes wohldefinierte instrumentierte GDSOS-
Reduktionssystem, fiir alle geschlossenen C, s, ¢ und fur alle Ressourcen ¢ > 0 gilt:

S3]’: C[S]l;Jp S31 ‘.
t~/ clap

3. Bismulation:

Sands definiert eine offene Verbesserungs-Simulation™ i fur instrumentierte GDSOS-
Reduktionssysteme, so dass, falss i ¢, fur ale abschlief3enden Substitutionens gilt:

Fals s(s) co(X.5,..,%,.5,), mit enem Ressourcenbedarf von r, dann
s(t) (X t,...., X t,), mit einem Ressourcenbedarf von r,, so dass r, 3 r, und fur dle i,
mit1L£i£n,gilt: s;i ¢,

35 . . .
engl. open improvement simulation
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5.3. Strukturierte Auswertungssysteme

Resultat. FUr jedes monotone instrumentierte GDSOS-Reduktionssystem gilt: Falls i eine
offene Verbesserungs-Simulation ist, dann ist i [ 3, Im Rahmen des Beweises wird
gezeigt, dass die maximale Verbesserungs-Simulation, gegeben durch die Vereinigung
aler Verbesserungs- Simulationen, eine Prékongruenz ist.

Die maximale Verbesserung ist somit koinduktiv as grofde Verbesserungs-Simulation
definiert. Koinduktion kann man as Gegenstiick zur Induktion sehen, denn wéhrend die
Induktion Uber den kleinsten Fixpunkt definiert, ist die Koinduktion Uber den grofdten
Fixpunkt definiert. Fir ene Einfhrung in koinduktive Beweistechniken in
Zusammenhang mit funktionaler Programmierung, siehe [Gor94].

Falls wir nun jedem Reduktionsschritt einen Resourcenverbrauch 0 zuordnen und somit ein
monotones ingrumentiertes GDSOS-Reduktionssystem erhaten, entspricht die maximae
Verbesserungs-Simulation einer Verallgemeinerung der Simulations-Relation £, aus
Abschnitt 3.2.2 (allerdings seitenvertauscht). Wie bereits bel der Vorstelung der
» Verbesserungs' -Induktion beschrieben, entspricht in diesem Fall auch die Relation 3 ; der
(saitenvertauschten) kontextuellen Approximation £.. Dieser Spezialfall wird in [How96]
ausfuhrlicher behandelt: Insbesondere wird dort untersucht, wann eine verallgemeinerte
Bismulation mit der kontextuellen Gleichheit Ubereinstimmt, also nicht nur enthalten ist.
Sands verweist fur diese Betrachtung ebenfalls auf [How96].

5.3 Strukturierte Auswertungssysteme

Wir betrachten daher das Regelformat aus [How96] genauer. Die dort definierten
strukturierten Auswertungssysteme beschreiben die operationae Semantik mittels einer
Auswertungsrelation, also as ,big step”-Semantik. Wie wir sehen werden, 1&sst sich en
Reduktionssystem mit GDSOS-Reduktionsregeln in ein (gemal3 Auswertung équivalentes)
strukturiertes  Auswertungssystem Ubersetzen. Strukturierte  Auswertungssysteme sind
jedoch allgemeiner, da sie auch nicht-deterministische Auswertungen zulassen.

Definition 5.3.1. Ein Auswertungssystem ist ein Paar e = (L, 3) mit folgenden
Eigenschaften:

= ListeineSignatur.

= RI1 Ty  Toundfirale:s vl Ty falst R v, dann gilt fir ale v v R v’ gow.
vo v

Die Relation 13 bezeichnen wir a's Auswertungsrelation des Auswertungssystems. Ein Wert
ist ein Term v T Ty fir den v R v gilt, d.h. ein Wert wird nicht weiter ausgewertet.
Aufgrund der Definition von R gilt ebenfalls; v ist eéin Wert gdw. $¢1 Tg: ¢ B v. d.h. ein
Wert ist das Ergebnis einer Auswertung.

5.3.1 Auswertungsregeln

Definition 5.3.2. Ein einfacher Metaterm hat die Form F (X .X{ x},....X,.X {X,}), wobei
die X; voneinander verschiedene Metavariablen sind.
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

Definition 5.3.3. Strukturierte Auswertungsregeln:

Eine strukturierte Auswertungsregel ist eine Ableitungsregel, deren Formeln alle die Form

M 3 N haben, wobei M und N Metaterme ohne freie Variablen sind. Insbesondere besteht
eine Auswertungsregel » aus einer Menge 7, einer vollstandigen, wohlfundierten® Relation

£, Uber 7., einer Formel-Familie {M; B N}, i 1 I indiziert durch 7. und einer Formel
M B N, die wir Schluss von r nennen. Die Formeln M; B N,, i 1 I, nennen wir Primissen
von r. Zusétzlich bendtigen wir das Folgende:

(1) M ist ein einfacher Metaterm.

(2) Fur alle i 1 1. ist N; eine Metavariable oder ein einfacher Metaterm und hat keine
Metavariablen mit A oder einem N, fir einj 1 i gemeinsam.

(3) Fir allei 1 I, und jede Metavariable X, diein M; vorkommt, kommt X bereitsin A vor
oder ineinem N, fur einj £, i. JedeMetavariabIeinNkommtineinemvaor,fUreiniT 1.

(4) Fur jede Metavariable X, die in der Auswertungsregel vorkommt, ist X eine Werte-
Metavariable gdw. X ein N; fireini T 1, ist.

(5) Wenn N eine Metavariableist, ist sieein N; furein N; T 1,
Eine solche Regel nennen wir Regel fir F, falls F der Operator in M ist.

Eine Instanz einer Auswertungsregel ist das Ergebnis der Anwendung einer Instanziierung
s, deren Gultigkeitsbereich die Metavariablen in der Regel enthdlt, auf die Pramissen und
den Schluss der Regel.

Sei R eine Menge von Auswertungsregeln. Herleitungen Uber R sSind B&ume von Instanzen
von Regeln aus R, wobei die Kinder eines Knotens r in einer Eins-zu-eins-Beziehung mit
den Prdmissen von r stehen und der Schluss jeden Kindes derselbe ist, wie in der
korrespondierenden Pramisse. Die Instanz der Regel an der Wurzel nennen wir den /etzten
Schritt der Herleitung. Der Schluss einer Herleitung ist der Schluss des letzten Schrittes.
Eine Herleitung N ist eine Herleitung fiir einen Term ¢, falls ¢ B v der Schluss von N fiir
envist.

Definition 5.3.4. Strukturiertes Auswertungssystem:.

Ein strukturiertes Auswertungssystem besteht aus einem Auswertungssystem e und einer
Menge R von strukturierten Auswertungsregeln, deren Formeln aus Metatermen Uber e
bestehen, so dass die Auswertungsrelation von e gleich ist mit der Relation 13, definiert
durch s B ¢, fals die Formel s 3 ¢ eine Herleitung Uber R hat. Ein strukturiertes
Auswertungssystem ist endlich, falls es eine endliche Anzahl von Regeln fur jeden
Operator gibt und jede Regel eine endliche Anzahl von Pramissen hat.

% d.h. es gibt keine Teilmenge von 7., die bzgl. der Relation £, eine unendlich absteigende K ette bildet.
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Damit eine Menge von Auswetungsregeln ein  strukturiertes  Auswertungssystem
beschreibt, muss gemaR Definition 5.3.1. gelten: " ¢, v 1 Ty, fals ¢ B v, dann gilt fur alle
viv B v gdw. v ° v’ Sind spezielle Regeln fir kanonische Operatoren enthalten, so folgt
dies unmittelbar:

Lemma 5.3.5. Eine Menge R von Auswertungsregeln beschreibt ein strukturiertes

Auswertungssystem, falls es eine Untermenge von Operatoren K | O gibt, die die
folgenden beiden Bedingungen erfllt:

- Falls M 3 N der Schluss einer Regel fur ein F1 O\ K ist, dannist N eine Metavariable.

- Fir jedesc 1 K gibt es genau eine Regdl fiir ¢ in R, diese hat die Form

{X; B Yhigignx sy,
(X X{x} 0 X, X {X}) B e(® Y {x},... %, Y {x})
oder die Stelligkeit von X; ist O.

wobei fur jedes i, L £i £n, X; =Y, ist

(vgl. [How96, Lemma 6.1])
5.3.2 Eigenschaften strukturierter Auswertungssysteme

Betrachten wir nun die in [How96] definierte Verallgemeinerung der Bisimulation. Wie
bereits beschrieben, interessieren wir uns insbesondere dafir, wann die Bismulation mit
der kontextuellen Gleichheit Ubereinstimmt.

Definition 5.3.6. Fir eine Relation R 1 T~ T definierenwir [R] 1 T, Tpast[R] ¢, gdw.
far ale kanonischen Terme der Form F(sy, ...., s,) gilt: Fals ¢ B F(s4, ...., s,), dan
existieren Termesy’, ....,s,,’, sodass¢ B F(s{, ..., s,/) und fur alei, mit1E£i £n:s;Rs; .

Definition 5.3.7. Fir eine Relation R 1 T, Ty definieren wir die Erweiterung auf offene
Terme R°ast R° ¢, gdw. s(¢) R s(¢), fur jede, die Terme abschlieffende Substitution s .
AuRerdem definieren wir fur R 1 7~ T die Einschrinkung auf geschlossene Terme Ry als
Ro=RC(To" To).

Definition 5.3.8. Sei R 1 T, Ty R ist eine Simulation, gdw. R eine Préordnung ist und
RI1 [R°].

Wir sehen also, dass dieser Begriff der Simulation der offenen Verbesserungs-Simulation
bei einem Ressourcenverbrauch von 0 fir alle Regeln entspricht.

Definition 5.3.9. Wir definieren die Relation £; koinduktiv as grofite Simulation und
definieren die Relation ~; alss ~5 £ gdw. s £5 ¢ U ¢ £55.%

37 In [How96] wi rd ~, als symmetrische Hiille von £, definiert. Dasich aber alle fiir uns relevanten Beweise
auf £; beziehen, kbnnen wir hier ~; etwas aussagekraftiger definieren.
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Beispiel 5.3.10. Fir eine Signatur L, wiein Beispiel 5.1.3. beschrieben, entspricht ~; der
applikativen Bisimulation des ,,lazy“ Lambda-Kalkdls.

Fur strukturierte Auswertungssysteme gilt folgende Eigenschaft:

Satz 5.3.11. Falls e en srukturiertes Auswertungssystem ist, dann ist £; eine
Prakongruenz.

Beweis: Siehe [How96, Collary 6.1].

Howe definiert noch eine weitere Verallgemeinerung der Bismulation zur Behandlung von
Divergenz bei nicht-deterministischen Auswertungen. Fur deterministische Auswertungen
reicht die Betrachtung von ~3.

Betrachten wir nun die Beziehung zwischen =¢ und ~:

Definition 5.3.12. Sei e ein strukturiertes Auswertungssystem: eist deterministisch®®, gdw.
s © ¢ fals r B s und r B 1. e ist berechungsvollstindig®, gdw. es fur alle F, mit
a(F) = (ky, ..., k,), und fur alle i, 1 £ i £ n und ale abschlief3enden Substitutionen s stets
enen Kontext Cr;s[] gibt, so dass fur ale Werte F(ry, ..., r,) gilt: Falls ; die Form
Xy X, 4, dANN Gilt Cry s[F (71, ooy 70)] ~ S (2).

Satz 5.3.13. (Kontext-Lemma) Falls e ein deterministisches, berechnungsvollsténdiges
Auswertungssystem ist, ~ eine Kongruenzist und £ 1 (£¢)o°, dann gilt:

Beweis: Siehe [How96, Theorem 5.1].

5.3.3 Die Ubersetzung der GDSOS-Regeln in strukturierte Auswertungsregeln

Wie man seht, ddlt en GDSOS-Reduktionssyssem mit der Auswertung ~ en
Auswertungssystem dar. Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass ein GDSOS-
Reduktionssystem in ein &quivalentes strukturiertes Auswertungssystem Ubersetzt werden
kann, so dass s ~ ¢ gdw. s B ¢. Dazu definieren wir eine Ubersetzungsfunktion |, mit der
wir ein GDSOS-Reduktionssystem S = (L, ®) in ein Auswertungssystem | (S) = (e, R)
Ubersetzen konnen.

Wir Uberzeugen uns zundchst davon, dass das Ubersetzte System ein strukturiertes
Auswertungssystem ist, insbesondere erflllen die Auswertungsregeln R die Bedingungen
aus Definition 5.3.3. AnschlielRend beweisen wir die Aquivalenz der Auswertung, indem
wir zunachst zeigen, dass aus s ¢ auch s 3 ¢ folgt, und anschlie3end die Riickrichtung
sBtP s tbewesen.

% Howe benutzt hier das Wort determinate, was mitbestimmt, begrenzt, festgelegt oder entschieden jedoch
nicht besonders treffend tbersetzt werden kann.
3 engl. computationally complete
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Definition 5.3.14. Die Ubersetzungsfunktion | :

Sei § = (L, ®)en GDSOS-Reduktionssystemund L = (O, K, a, strict), und s& R’ eine
Abénderung der GDSOS-Regeln fir ®, in der gerade jede Metavariable X, mit
a(X) =n und n > 0, durch eéinen Metaterm der Form xy, ..., x,.X{ x4, ..., x,} ersetzt wurde:

Die Ubersetzungsfunktion ! ist definiert durch ! (S) = (e, R), mit e = (L, B), so dass s R ¢
gdw. die Formel s 3 ¢ eine Herleitung Uber R hat. Die Menge der Regeln R wird wie folgt
konstruiert:

Fur jeden Konstruktor ¢ T K mit a(c) = (k;,...,k,), strict(c) = I enthélt R genau eine Regel

{Xi B Yi}iT]
(X 5o, X, {51 B oG Y {7} %, V{5, )

,wobel X, =Y, fur alek? i.

Fir alle Operatoren F1 O\ K mit a(F) = (ky,....k,), strict(F) = I, enthélt R eine Regel

- {N; BM}a, {B}a,, M BV,
F(Nlj!'--Nnj)BVj

T

gdw. R’ eine Regel

T FWM

e M) ® M

enthélt, wobei ; eine neue Werte-Metavariable ist, alle N; mit i T 7 neue (Nicht-Werte-)
Metavariablen der Stelligkeit O sind und M;; = N, fur alle £ * i. Die Pramissen
{N,BM};, und{F,},;, konstruierenwirwiefolgt:

ilr

Falls M;; ein einfacher Metawert in Form einer Werte-Metavariable ist, soist M’; = M,
Ansongten ist M;; ein einfacher Metawert der Form c(my;,...,m,), wobel ¢ ein Konstruktor
ist, mit | a(c) | = a, strict(c) = I, und dle m, mit kT {1...a} \ I. sind Metavariablen (in der
Schreibweise ¥.X{x}), wahrend alle m, mit /T I, einfache Metawerte sind: In diesem Fall
definieren wir M’; als c(ny,...,n,), wobei my; = n; fur ale k1 {1.. n} \I,undale
nmymit [ 1 1. sind neue (Nicht-Werte-) Metavariablen. Zusétzlich fihren wir neue Prémissen

n, R m’ furalel1 I ein, wobei die m’, ausder rekursiven Anwendung des Verfahrens auf
die einfachen Metawerte m, hervorgehen.

Da einfache Metawerte nur endlich tief verschachtelt sein kdnnen, terminiert das Verfahren
und wir erhalten somit die gewiinschten Pramissen {N, B M}, und {F,};, . Mit P,
sollen dabel die nach obigem Verfahren hinzugeflgten Prémissen der Form n;, 3 m’,

bezeichnet werden und die Indizierungsmenge 7, ergibt sich as 7, = {1..a,}, wobei a, die
Anzahl der auf diese Weise erstellten Pramissen ist.

il
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Anmerkung:

X, ® Y,
X,)® F(Y,.
Operatoren fallen weg, da die Pramissen {N, 8 M’ };, der Ubersetzten Regel nun fUr die
Auswertung der strikten Position sorgen.

Die Ableitungsregeln der Form I U fur nicht-kanonische
gsreg SEOGX, 7)),

Lemma 5.3.15. Sei S = (L, ® ) ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (e, R): Dannist
R eine Menge strukturierter Auswertungsregeln.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass ale Regeln fir kanonische Operatoren strukturierte
Auswertungsregeln sind, da sie gemald Lemma 5.3.5. konstruiert wurden. Sei also r; eine

N.BMY. {P}. MRV
v, s Bihiy, M, BV, fur einen nichtkanonischen
F(N, N ) BV,

Operator. Alle Prémissen und der Schluss in » haben die Form M 3 N, wobei M und N
Metaterme ohne freie Variablen sind, da die M; bzw. M; gemal3 der GDSOS-Bedingung
keine freien Variablen haben und durch die Ubersetzung keine neuen freien Variablen
eingefihrt werden. Wir Uberprifen nun die Bedingungen 1-5 des Formats der
strukturierten Auswertungsregeln fur diese Regdl:

Regel der Form r;, =

Bedingung 1) z.z.: F(N,j,...,N,) ist ein éinfacher Metaterm.

GemaR Ubersetzung sind alle Ny, 1 £ k £ n, Metavariablen in der Schreibweise
X, X, {%,} . Somit ist die Bedingung erfullt.

Bedingung 2) z.z. Die rechten Seiten der Pramissen sind Metavariablen oder einfache
Metaterme und haben keine gemeinsamen Metavariablen.

Aufgrund der GDSOS-Bedingungen gilt: Alle Metavariablen und Werte-Metavariablen
kommen hochstens einmal in einem der M;; vor. Die von der Ubersetzung neu eingefiihrten
Metavariablen kommen ebenfalls hochstens in einer Prémisse auf der rechten Seite vor.
Zudem haben wir die M’; und die rechten Seiten der {F,},;, so konstruiert, dass diese
jeweils entweder eine Werte-Metavariable sind, oder ein Metaterm der Form c(ny,...,ng),
wobei ale Operanden an strikten Positionen neu eingefiihrte Metavariablen sind und alle
anderen Operanden ebenfalls Metavariablen sind, da diese aus den nicht-strikten
Positionen eines einfachen M etawertes Ubernommen wurden.

Bedingung 3) z.z.: Jede Metavariable auf der linken Seite einer Prémisse ist ein Ny, fur
1 £ k £ n, oder kommt auf der rechten Seite einer vorhergehenden Pramisse vor.

Wir haben die Ubersetzung so konstruiert, dass dies fur alle Metavariablen auf der linken
Seite einer Pramisse automatisch erflllt ist, mit Ausnahme der Metavariablen innerhalb A7,.
Fur diese gilt jedoch aufgrund der GDSOS-Bedingungen: Alle Metavariablen in A; sind in
einem M, enthalten.

Bedingung 4) z.z.: Eine Metavariable ist genau dann eine Werte-Metavariable, wenn es
eine Pramisse gibt, fir die sie der Metaterm auf der rechten Seiteist.
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Jede Werte-Metavariable kommt in der urspriinglichen Regel an einer strikten Position vor.
Fur diese haben wir jeweils eine neue Pramisse erstellt, so dass die Werte-Metavariable der
Metaterm auf der rechten Seiteiist.

Bedingung 5) z.z. Es gibt eine Pramisse, fur die V; der Metaterm auf der rechten Seiteist.

Die Regel enthélt gemal? Konstruktion die Prémisse M; 3 V.
O

Aquivalenz der Auswertung
zz:s tU sRt

P : Wir zeigen die Behauptung durch Induktion Uber die Anzahl der Reduktionsschritte.
Dazu bendtigen wir zunéchst einige Aussagen Uber Werte. Wir nehmen dabei einen Teil
der Riickrichtung vorweg und beweisen die Aquivalenz bei Werten. Anschlie3end konnen
wir uns dem Induktionsschritt widmen.

Lemma 5.3.16. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (e, R):
($:1 TotRBv)P v Val

Beweis: Durch Induktion Uber die Struktur von 3.

Indukti fang: Regeln der F :
nduktionsanfang: Regein der Form ————-

Jede Regel fur einen nichtkanonischen Operator hat mindestens eine Pramisse (ndmlich

M; B V)). Die Regeln fur einen kanonischen Operator haben fur jede strikte Position eine
Pramisse. Somit kommt nur eine Regel

G XLTF B X AT R X AT o B, K 5

fir ein ¢ T K, mit a(c) = (k;,....k,) und strict(c) = {}, in Frage. Jede Instanz
S (c(. X {x},...x, X {x,})) = c(x4,...,X,2,) istein Element von Val.

M, BV}

Induktionsvoraussetzung: Fir Regeln der Form I T Rglt s(¥) 1 Val, fir dle
Instanziierungen s .
Induktionsschritt: z.z.: Firr ale Regeln der Form r» = % T Rglts(M 1 Val, fir

alelnstanziierungen s.

Fall 1: » ist eine Regdl fir einen nichtkanonischen Operator F. Dann hat » die Form

{N, BM}i, {P}i, M, BV,
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Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist s (7)) T val.

Fall 2: r ist eine Regel fir einen kanonischen Operator c.  Dann hat » die Form

{Xi 3 Yi}ii]
c(F XL T} 0 X, X Z D) Be(F Y {7} X, VAX,})

n n

,wobel X, =Y, firalek? i.

Da ale s(Y;) an dstrikten Positionen gemald Induktionsvoraussetzung Elemente von Val
sind, ist gemal3 Definition von Val auch

S (c(flxl.{xl}7’ann{xn})) :C(S (lel{‘f]})l’S (‘)_énYn{xn}))
ein Element von Val fir jede Instanziierung s, denn fir ale i T 7 ist die Stelligkeit von ;
gleichO, d.h. X.Y{x} =7,.
O
Lemma 5.3.17. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und ! (S) = (e, R): v1 ValU v Rv.

Beweis: Wir zeigen P durch Induktion tber die Struktur von Val. Die Rickrichtung folgt
direkt aus Lemma 5.3.16.

Induktionsanfang: Konstruktor ohne strikte Argumente.

Sei c1 Kmita(c) = (ky,....k,) und strict(c) = {}. Dann enthédlt R’ eine Regel

(X X%} X, X {X}) B (i X{x},.... %, X {x})

Induktionsvoraussetzung: Fir dle Terme c(¢;,...t,) mit ¢ 1 K, a(c) = (k;....k,) und
strict(c) = I gilt: Fur alleiT I ;T ValO R,

I nduktionsschritt:

Gemal3 Definition von | enthdlt R genau eine Regel fir ¢ der Form

{Xi 3 Yi}iTI
(X X{ X} 0¥, X {%}) Be(X . Y{Z}, X, Y{})

,wobel X, =Y, furalek? i.

Mit der Induktionsvoraussetzung folgt somit fur alle Terme der Form c(¢,,...,t,,):

c(trynt) T Val O c(t,..ty) B c(tsy.ty).
|

Korollar 5.3.18. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (e, R):
($:1 TotRBv)U vRvU v1 Val
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Somit haben wir die Aquivalenz der Werte bewiesen. Fiir unseren Induktionsschritt des
Beweisesfirs ¢ P s 3¢ benttigen wir folgende Aussage Uber strikte Positionen:

Lemma 5.3.19. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (g, R): Falls ¢t 3 v und
¢t Bvdanngilt: F(.......) B c gdw. F(...t...) B c.

Beweis: Sei die passende Regel fur F im GDSOS-Format.
F(Myj,co My s M) ® M, P eg

N, R MYs, AP}, M, BV,
Dann enthlt & die Regel —v © kit Fhiy M, BV,
F(NyeeN N ) BV

Angenommen, es gibt Instanziierungen s und s ', sodass s (V) =¢tBB's (M’;) = vund
S'WNy=¢rBs’ (M) =vundfiradlek?® igilts (Ny) =s’ (Ny): Danur eine Pramisse
N; enthdlt und diese gemal3 Voraussetzung erflllt ist, sind die Pramissen somit entweder in
beiden Féllen erfillt oder gar nicht.

O

Auferdem bendtigen wir eine Aussage Uber die Pramissen der Form {7P,};, , die bei der
Ubersetzung der urspriinglichen Regeln fiir die einfachen Metawerte erstellten wurden:

- {Ny BM'”}[“ {ij}vi[V Mj BVJ
F(Ny,....N ;) BV,

Lemma 5.3.20. Sa r

J

die Ubersetzung der Regel
nj

ro= ,und sei s’ ene Instanziierung, die die Anwendung der Regel
F(M,,...M,)® M,

r; erlaubt, d.h. ;= s (F(My,...M,)), t2= s (M) und s " (M) 1 Valfuradleil I,
1 =strict(F). Sal aullerdem s ene Instanzierung mit folgenden Eigenschaften:

FuralekT {1..n} dilts(N) =s ' (M) und fur dleil Igilts(N,)=s(M",).

Fir allePramissen NBN'T {B},;, gilts(N) =s(N’).
Dann gilt fir alle Prémissen N BN'T {P;},;, : s(N) Bs(N'),dh.s’(N)T Val.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion Uber die Struktur der einfachen Metawerte bzw. tber
die Rekursionsstufen des Konstruktionsverfahrens der Pramissen:

Fur ale Pramissen N B M, die bei der Ubersetzung fir M, erstellt wurden, gilt
s(M 1 Val.

Induktionsanfang: Der einfache Metawert M ist eine Werte-Metavariable oder ein
einfacher Metaterm (d.h. der Konstruktor hat keine strikten Positionen). Die fur A,
erstellte Pramisse ist N; 3 M, wobel M’; = M;; gemal3 Konstruktion. Somit ist auch M
ein einfacher Metawert und daher s (M) T Val.

Induktionsvoraussetzung: Falls A;; von der Form c(my,...,m,) ist, wobei ¢ ein Konstruktor
mit| a(c) | = a, strict(c) = I. ig, und falls M’; von der Form c(ny,...,n,) ist und bei der
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Ubersetzung fir die Operanden m; mit / T 1. die Préamissen P erstellt wurden, d.h.
{n,Bm'}; 1| P danngilt: s(M)1 ValfiraleNRMT P.

I nduktionsschritt:

z.z.: Fals My von der Form c(my,...,m,) ist, wobel ¢ ein Konstruktor mit | a(c) | = a,
strict(c) = 1. ist, und falls M’; von der Form c(n,...,n,) ist und bei der Ubersetzung fur

die Pramissen P erstellt wurden, mit ({N; 3 M’} E {n,Bm"},;,) i P, dann gilt
s(M1 ValfiraleNBMT P.

Bewels:

Gemal? Induktionsvoraussetzung gilt s(M) T Valfirdle NBR M T P\ {N; B M} und
gemal’ Definition der Instanziierung gilt s(N) = s(M). Fur alle {n, Bm'l}mcfolgt aso

s(n) = s(m’) 1 Val. Somitist auch s(M’y) = s(c(ny...,ng)) = c(s(ny),...,s(ny)) T val.
O

Wir koénnen nun folgende Aussage zeigen, die den Induktionsschritt unseres Beweises fur
s tbP sB¢tdastelt:

Lemma 5.3.21. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (g, R): Falls ¢; ® ¢, und
t; Bvdanngilt: ¢, B v.

Beweis: Durch Induktion tUber ® .

I nduktionsanfang:

Anwendung einer Regel

) dh. #, = FM,-..,Mn - d
F(M,,...M,)® M 1= S(F(My,...M,)), 12 = S (M) un

s(M) 1 Valfiralleil I=strict(F).
{Ni BM,i}iTI {Pv}

- . i MRBV
Die Ubersetzte Regel hat die Form -
F(N,...N,) BV

Somit gibt es eine Ingtanziierung s ', so dass s '(N) = s(M)) fur ale j T {1..n} und
s'(M)=s(M) =t, Das’'(N)=sM,) T Valfiraleil I gemaRVoraussetzung, folgt
s’ (N;) Bs’(N;) mit Lemma5.3.17., auBerdemgilt s (M) =, B v.
Daher setzen wir folgende Eigenschaften der Instanziierung voraus.

s'(N):=s'(M’)furadleil I unds’(V):=v.

Da zudem bei den Pramissen {£},;, die Metavariable auf der rechten Seite stets auf der
linken Seite einer vorgehenden Regel auf einer strikten Position eines Konstruktorterms
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vorkommt, und die erste Pramisse einer solchen Kette N; B M, fur eini 1 [ ist und
s'(M’):=s’(N)=s(M) 1 Val, setzen wir zusétzlich die folgende Eigenschaft voraus:

FuralenRml {B};, dilt:s’(n) =5’ (m)
z.z.: DiePramissen {P},;, sind erfillt.
Diesfolgt aus Lemma 5.3.20.

Die Regel kann also angewendet werden und esfolgt 71 13 v.

Induktionsvoraussetzung: Fir Ableitungsregeln der Form

X, ® Y
FX,.X..X)® F(X,.Y..X,)

gilt, wenn s (Y;) 3 v;, dannauch s (X;) 3 v..
Induktionsschritt:

zz. F(..x...) Bvwenn F(..x"...) B v, wobei x 3v undx’ B3v'.

Diesfolgt direkt mit Lemma 5.3.19.
O

Somit kénnen wir den Induktions-Beweis formal durchfthren:

Lemma 5.3.22. Sei S ein GDSOS-Reduktionssystem und | (S) = (e, R): Fallss ¢, dann hat
s I3 t eine Herleitung Uber R'.

Beweis: Wir zeigen, dass fur jede Folge mit » Auswertungsschrittender Form¢, ® £, ® ...
® t, ® vaucht; 3 v gilt, durch Induktion Uber 7:

Induktionsanfang: n = 0.

v vb v R v:Folgt direkt aus Lemma 5.3.17.
Induktionsvoraussetzung: Aust; ® ...® ¢,; ® vfolgts; Bv.
Induktionsschritt:

z.z.Aust;® t,undt, B vfolgtz; 3 v.

Folgt direkt aus Lemma 5.3.21.
O

U : Befassen wir uns nun mit der Riickrichtung der gewiinschten Aussages ~ ¢t U s R ¢.

Wir benttigen zundchst eine Art Riickrichtung zu Lemma 5.3.20.:
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N,BM}:, {P}i, M, BV,
Lemma 5.3.23. Sei 7, = Ny B Mybi, Wik, M, 87,
F(N,...N ;) BV,

die Ubersetzung der Regel

ro= und sei s eine Instanziierung, so dass die Regel r; angewendet
F(M,,...M,)® M,

werden kann, d.h. fir alle Préamissen M 3 N gilt s (M) 3 s (N):

Dann gibt es ene Instanziierung s ’, die die Anwendung der Regel » erlaubt, und
s (M) = s(M) sowie s "(M;) = s(M’)) furadle i T I und s (M) = s(N,) fur ale
kT {1.n}\ I

Beweis: Wir definieren s ' so, dass s "(M;) = s(V,) flr alIeAkT {1.n} \' I und
S '(X) = s(X) fur ale Ubrigen Metavariablen X. Dadie M, fur allei | I nur Metavariablen
enthalten, die auch in M’; oder den Pramissen {F,},;, enthalten sind, kann somit 7/
instanziiert werden.

zz.s'(My) =s(M’) furdleil I.

Wir zeigen durch Induktion Uber die Struktur der einfachen Metawerte bzw. Uber die
Rekursionsstufen des Konstruktionsverfahrens der Prémissen:

Falls fur ale Pramissen M 3 N, die bei der Ubersetzung fir M, erstellt wurden,
s (M) B s(N) gilt, dann gilt s (M) =s (M ).

Induktionsanfang: Der einfache Metawert M; ist eine Werte-Metavariable oder ein
einfacher Metaterm (d.h. der Konstruktor hat keine strikten Positionen). Die fur A
erstellte Pramisseist N; B3 M’;;, und gemal3 Kongtruktion gilt A7 = M;;.

ijr
Induktionsvoraussetzung: Fals M;; von der Form c(my,...,m,) ist, wobei ¢ ein Konstruktor
mit | a(c) | = a, strict(c) = 1. ist, und falls AM’; von der Form c(ny,...,n,) ist und bei der
Ubersetzung fir die Operanden m; mit / 1 1. die Prédmissen P erstellt wurden, d.h.
{n, Bm’l}mrl' P, und fir dle M BN T Pgilt s(M) R s(N), dann gilt s (m’) = s (m)) fir
alell I.

I nduktionsschritt:

z.z.: Fals M;; von der Form c(my,...,m,) ist, wobei ¢ ein Konstruktor mit | a(c) | = a,
strict(c) = 1. ist, und falls M’; von der Form c(ny,...,n,) ist und bei der Ubersetzung fur M;;

die Pramissen 7 erstellt wurden, mit ({(N; B8 M7} E {n,Bm'}; ) T P, und fir ale
MRNT Pdgilts(M) R s(N), danngilt s(M’;) = s (M,).

Beweis: Das (M’;) = S (c(n1,--14)) = c(S (1n1),-.-,S (n4)) dilt, sind alle s (n)) fur /T 1. Werte,
sonst ware s(M’;) kein Wert und somit s(N;) B s(M’;) nicht erflllt. Daher folgt
s(n) =s(m’) aus s(n) 3 s(m’;) und gemal3 Induktionsvoraussetzung gilt s (m’;) = s (m,).
Aufgrund des Ubersetzungsverfahrens gilt zudem n, = my fir dle k1 {1...a} \ I.. Esgilt
also:
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s (M) = s (c(n,...,n,)) = c(s (n1),...,S (ny)) = c(s (my),...,.s (m,)) =S (c(ma,...,m,)) =S (M)
Da wir bereits die benttigten Aussagen fir Werte bewiesen haben, konnen wir die
Ruckrichtung der Aussagess ~ ¢ U s B ¢ nun zeigen:

Lemma 5.3.24. Sei S en strukturiertes Reduktionssystem und R = | (S). Falls s B 7 eine
Herleitung Uber R hat, dann gilt auch s ¢.

Beweis: Durch Induktion tber 3.
Induktionsanfang: Keine Pramissen.
Folgt mit Lemma 5.3.17.

Induktionsvoraussetzung: Angenommen fir die Prdmissen gilt, falls s(A4;) 3 s (), dann
auchs (M) s(N).

Induktionsschritt: z.z.: Falls die Behauptung fur die Prémissen gilt, dann gilt sie auch fur
den Schluss der Regel, d.h. fallss (M) B s (N), dannauch s (M) s (N):

Fall 1: Der &ulRere Operator von M ist ein Konstruktor.

Dann wird die folgende Regel angewendet:

{Xi BYi}iTI

- - = - — ————— , wobei X, =Y, furallek? i.
c(@ X{x},..x X {¥})Bc(x.Y{x},.,xX.Y{x})

Im GDOS-Format haben wir || Ableitungsregeln

‘! X’i ® Y’i l,'I
I ' 7 7 ' ’ 7 '
F e e X X)) ® (XY e XD

Das(X;) s(Y), erhdlt man durch wiederholtes Anwenden der Ableitungsregeln also auch
c(...s(X)...) c(...s(¥)...).

Fall 2: Der aulere Operator von M ist kein Konstruktor.

Dann wird eine Regel der folgenden Form angewendet:

;= {sz BM,[/‘}[‘TI {ij}vTIV Mj 3 V/
F(NyuN ) BV,

Das Auswertungsaxiom im GDSOS-Format, das zur Ubersetzten Regel » fihrt, hat die

Formy =

F(M,.. M,)® M,
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Sei s ene Instanziierung, so dass die Regel » angewendet werden kann, d.h. fur ale
Pramissen M, 3 N, gilt s (M,) B s (N,).

Gemé&R Induktionsvoraussetzung gilt s(M) ~ s(¥) und s(N;) ~— s(M’y) fur ale i T 1,
1 = strict(F).

Aufgrund der  Ableitungsregeln  for  die  dtrikten  Positionen  der Form
X ® Y, it
FX,.X..X)® F(X,.r.x) I

F(s(N}),...s (N,)) ® * F(s (M’})),....5 (M’,)), wobei N, = M’ fur allekT {1.n} \1.

zz. Es gibt eine Instanziierung s ’, die die Anwendung der Regel ' erlaubt, und
s '(M) = s(M) sowie s *(M;) = s(M’;) fur ale i T I und s (M) = s(N) fur ale
k1 {1.n} \L

Diesfolgt mit Lemma 5.3.23.
Esgilt also:
F(S (NS (V) ®* F(s " (M), s " (M,)) ® s (M) = s (M) ™ s (V) und somit

RS (Ve SO0 "5 ().

Wir haben somit beide Richtungen gezeigt und erhalten das Gesamtergebnis:

Satz 5.3.25. Sel S = (L, ®) ein GDSOS-Reduktionssystem: Dann ist | (S) = (e, R) en
strukturiertes Auswertungssystem und fir alle s, ¢ aus To(L) gilt:

s tgdw.s B¢

Beweis: Folgt mit Lemma 5.3.15., Lemma 5.3.22. und Lemma 5.3.24.
O

5.4 Darstellung der vorgestellten Kernsprachen und Kalkiile

Im Folgenden wollen wir uns damit beschéftigen, wie die bisher vorgestellten
Kernsprachen und Kakile als GDSOS-Reduktionssystem dargestellt werden kénnen. Wir
benutzen dazu die in Abschnitt 5.2.2 vorgestellte Variante, die die operationale Semantik
durch Reduktionsregeln eines Termersetzungssystems hoherer Ordnung (mit Werte-
Metavariablen) und der Verwendung von Reduktionskontexten beschreibt und nennen ein
solches Sysem von nun an schlicht Reduktionssystem. Zur Betrachtung eines
Reduktionssystems geniigt die Angabe der GDSOS-Signatur und der Reduktionsregeln, da
die Reduktionskontexte gemald Definition 5.2.6. gegeben sind. Wir werden diese jedoch
zwecks Vergleichs mit den Definitionen der Reduktionskontexte in den Kakilen und
Kernsprachen mitbetrachten.
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5.4. Darstellung der vorgestellten Kernsprachen und Kalkile

5.4.1 Lambda-Kalkiil

Der Lambda-Kalkil ist (abgesehen vom Call-by-Need-Fall, den wir spéter betrachten)
leicht darzustellen:

Call-by-Name:

Die GDSOS-Signatur L = (O, K, a, strict) ist gegeben durch:
o={@,1},K={l},a(@) =(0,0),a(l )= (1), strict(@) = {1} und strict(l ) ={}.
Reduktionskontexte ergeben sich alsoasR ::=[] | @(R, ¢)

Wie bereitsin Beispiel 5.1.6. gesehen, ergibt sich die Beta-Reduktion durch die Regel:
@( (x.xX{x}), ) ® x{Y}, wobel a(X)=1unda(Y)=0.

Die GDSOS-Bedingungen sind erflillt.

Call-by-Value:

Fur diesen Fall mussen wir nicht viel andern, es ist lediglich erforderlich, dass fur den
Operator @ beide Argumente strikt sind, d.h. strict(@) ={1, 2}.

Reduktionskontextesind nun R ::=[] | @(R, ?) | @(z, R).

Wie man seht, sind die Reduktionskontexte in unseren Reduktionssystemen nicht immer
eindeutig, dh. en Tem kan mehrere Normaordnungsredexe haben. In
Reduktionssystemen kann man sich aso aussuchen, welche strikten Argumente man zuerst
auswertet. Da dle strikten Argumente ausgewertet werden missen, ist klar, dass die
Auswertung im Sinne von ~ dadurch nicht beeinflusst wird. Wenn wir fiir unsere obigen
Reduktionskontexte festlegen, dass die strikten Argumente auf Position 1 von @ zuerst
ausgewertet werden, ergibt sich die gleiche Wirkung wie durch unsere Definition

R,:=[1|Uxt) R, |R,t
aus Abschnitt 3.3.4.

Gemdl3 GDSOS-Bedingung muss die Metavariable Yin @(l (x.X{x}), Y) ® X{}} nuneine
Werte-Metavariable sein, dies driickt genau unseren Wunsch aus, dass ein Term der Form
r° @(l (x.s), £) nur dann beta-reduziert werden darf, wenn ¢ ein Wert ist.

5.4.2 KFP
Selen im Folgenden die Konstruktoren der Typen indiziert:

Die GDSOS-Signatur L = (O, K, a, strict) ist gegeben durch:

O=K E {@} E {CaseTyp}fUralleTypena
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

K= {l } E {C} fur alle Konstruktorens
a(@) = (0, 0), strict(@) = {1},
a(l)=(, strict(l ) ={}.

Fiar ale Typen: a(caser,) = (0, ki, ..., k,), Typ hat n Konstruktoren mit den
Stelligkeiten &y, ..., k,.  strict(casey,,) ={1}.

Fur alle Konstruktoren c: a(c) = (0, ..., 0), so dass |[a(c)| = ar(c). strict(c) ={}.

Reduktionskontexte sind somit: R ::=[] | @(R, #) | casey,, (R, %4,..., X, Z,)

' n*n

Reduktionsregeln:
Q(l (x.x{x}), ) ® X{1}

und fr jeden Typ mit den Kongtruktoren cy, ..., ¢, und fir allei, mit L £ £ n:

casey, (¢,(ty, oty ) X X { X}y X, Xi{ X b X, XX ® X {t /1 xy,0t 1,

Die GDSOS-Bedingungen sind erfullt. Wie man sieht, kann man die Bindung der Case-
Alternativen darstellen, alerdings kann man dabel keine Pattern darstellen, die in
beliebiger Reihenfolge stehen durfen, da der Casep,,-Operator sonst keine feste Stelligkeit
hat (es sei denn, man wirde auf die Bindung durch die abstrahierten Variablen verzichten,
so dass alle Operanden die Stelligkeit O haben). Die Case-Alternativen werden also immer
in fester Reihenfolge behandelt.

Man kann datt den viden Case-Ausdriicken fur jeden Typen einen einzelnen Case-
Ausdruck fur alle Typen benutzen, indem man diesen speziellen Case-Ausdruck so
definiert, dass dieser alle Case-Alternativen fur ale Typen enthdlt. Fir die Betrachtung
eines einzelnen Typs kann man dann die anderen Podtionen mit Dummy-Argumenten
versorgen, die ggf. eine nichtterminierende Berechnung starten — was unserer Konvention,
dass wir Typfehler as Nichtterminierung behandeln wollen, entspricht.

54.3 KFP+

Rekursive Kombinatoren kann man problemlos definieren, alerdings hat es keinen Sinn,
eine algemeine SK-Beta-Reduktion der Form

@(xp.. x, X{xpyeoy X} 1y 8,) ® X{ [ x50, [ X}
Zu definieren, da aufgrund der festen Stelligkeiten fir Operatoren kein Currying mdglich

ist. Um Funktionsdefinitionen der Form F(Xi, ..., X,) = M zu nutzen, ist es daher am
einfachsten, diese anhand des Operators| zu kapseln, also etwa so:
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5.4. Darstellung der vorgestellten Kernsprachen und Kalkile

F(Xy, .. X)) =M

F'O=1 (el ez oonl (e Flxg, ey X)) -22))-
5.44 PCF
Unser Reduktionssystem ist ungetypt, somit ist das PCF-Typsystem nicht darstellbar.
Insbesondere konnen wir bei Abstraktionen keinen Typ fur die Variablen festlegen. Die
Berechnung wohlgetypter Ausdriicke 1&sst sich natiirlich nachvollziehen:
GDSOS-Signatur:

O=KE {@, mpred,succ,zero?,ifthenel se},

K={l,True, Fal se,0,1,2,...}

a(@) = (0, 0), strict(@) = {1},

a(m=(2), strict(m) ={},

a(pred) =(0), strict(pr ed) = {1},
a(succ) =(0), strict(succ) = {1},

a(zer o0?) =(0), strict(zer 0?) ={1},

a(i ft henel se)=(0,0, 0), strict(i f t henel se) ={1},
a(l)=(), strict(l ) ={},

a(True) =(), strict(True) ={},

a(Fal se) = (), strict(Fal se) ={}.

Fur dle natiirlichen Zahlen n: a(n) = (), strict(n) = {}.

Wir nehmen an, dass die natlrlichen Zahlen durch unendlich viele Konstruktoren
dargestellt werden. Praktisch kénnte man zur Darstellung der natiirlichen Zahlen Peano-
Zahlen verwenden (z.B. Konstruktoren O und S, so dass 1 = §(0), 2 = §(S(0), usw.) oder
einen internen Datentypen wie Integer benutzen.

Reduktionskontexte sind al so:
R:=[]|@(R,?7)|ifthenel se(R,s,t)|pred(R)|succ(R)]|zero?(R)
Reduktionsregeln:

i fthenel se(True, X, Y) ® X
i ft henel se(Fal se, X, ) ® Y

pred(n) ® n-1, falsn>0
pr ed(0) ® 0

succ(n) ®n+1l

zero?(n) ® Fal se, fdlsn>0
zer 0?(0) ® True

@(l (xx{x}), 1) ® X{Y/x}
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5. Termersetzungssysteme hoherer Ordnung

mix.X{x}) ® X{mlx.X{x})/x}

Wir lassen hier zwecks besserer Ubersicht die Klammern bei Termen mit Operatoren der
Stelligkeit () weg, eigentlich miisste man z.B. Tr ue() schreiben.

Die Regeln fur pred, succ und zer 0? lassen sich in der Theorie durch unendlich viele
Regeln (also fur jeden Konstruktor einer natiirlichen Zahl eine) darstellen, was nach den
GDSOS-Bedingungen erlaubt ist. Fur die Praxis kann man das Regelformat so erweitern,
dass man fur jeden Operator bel Bedarf eine zusétzliche Regel einbauen darf, die GDSOS-
Bedingung (3) verletzen darf, indem diese (bzw. deren linke Seite) die anderen Regeln
Uberlappt. Diese Regel darf dann nur angewendet werden, falls keine andere Regel
angewendet werden kann, dies kann man as Vereinigung der restlichen Regeln ansehen.

5.4.5 Call-by-Need-Lambda-Kalkiil

Der Call-by-Need-Lambda-Kakil kann nicht dargestellt werden, da keine Kontexte
innerhalb der Reduktionsregeln verwendet werden durfen. Auf3erdem werden die Kontexte
dazu verwendet, um Abstraktionen zu anaysieren. Zudem ist aufgrund der moglichen let-
Hullen der Antworten keine klare Trennung zwischen kanonischen und nichtkanonischen
Operatoren madglich. Auch die Definition der Reduktionskontexte weicht stark von
Definition 5.2.6. ab. Wir werden im Rahmen der Implementierung unseres
Softwaresystems eine Erweiterung der Reduktionssysteme zur Angabe von Kontexten
(insbesondere von Reduktionskontexten) und deren Verwendung innerhalb der Regeln
betrachten. Unter Verzicht auf die Einhaltung der GDSOS-Bedingungen (so dass wir die
GDSOS-Eigenschaften nicht mehr folgern kdnnen) kann so die Reduktion des Call-by-
Need-Lambda-Kalkuils beschrieben werden.
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6 Ein Interpreter fUr Reduktionssysteme

Im Folgenden soll ein Software-System entwickelt werden, das die Spezifikation eines
Reduktionssystems einlesen und darauf baserend Terme reduzieren kann. Fir die
Implementierung benutzen wir die in Kapitel 2 vorgestellte Programmiersprache Haskell.

6.1 Funktionalitiit der Software

Wir missen uns zunéchst Uberlegen, welche Funktionen unser System nun genau zur
Verfigung stellen soll. AulRerdem wollen wir diese Wiinsche an die Funktionadlitét auch
gleich auf ihre Realisierbarkeit hin Uberprifen. Wir untersuchen dabel erst einfache
Moglichkeiten, die dann durch gewtinschte Erweiterungen komplexer werden.

Unsere minimalen Anforderungen sind die Fahigkeiten, (1) ein Reduktionssystem einlesen
Zu konnen und (2) dieses zu interpretieren, also die beschriebene Reduktion zu vollfihren.
Somit haben wir schon mal zwel Programmteile; 1. einen Parser und 2. den Interpreter.

Betrachten wir zunédchst den Parser: Welche Form soll die Beschrelbung enes
Reduktionssystems haben?

1. Ansatz: Angabe der GDSOS-Signatur und Definition der Regeln

Dieser Ansatz fuhrt jedoch zu sehr umfangreichen Spezifikationen, insbesondere wenn
man noch die Stelligkeiten der Metavariablen mit angibt.

Vereinfachungsmoglichkeiten:

- Eine Regel fir einen Operator spezifiziert auch eindeutig dessen Stelligkeit, wenn
Metavariablen mit Stelligkeit > 0 wie beschrieben stets in der Form xy,....x, X{ x1,...,x,.}
angegeben werden.

- Fur nichtstrikte Sprachen ist die Angabe von strikten Positionen nicht notwendig, denn
diese ergeben sich aus den Regeln eindeutig dadurch, dass an entsprechenden Positionen
keine Metavariablen verwendet werden, sondern Metaterme der Form ¢(My,...,M,,).

2. Ansatz. Die GDSOS-Signatur soll automatisch berechnet werden. Angegeben werden
nur die Reduktionsregeln und zuséizlich:

- eine Striktheitsangabe flUr alle Positionen, die strikt sein sollen, was aber nicht in den
Regeln erkennbar ist, da kein expliziter Konstruktor-Metaterm gefordert wird, weil nur
Werte-Metavariablen verwendet werden (welche ohne diese Striktheitsangabe nicht als
solche erkennbar wéren).

- fUr jeden Konstruktor eine Regel der Form ¢(M,,...,M,) = const r uct or .
Der Parser kann somit wieder in zwei Teile unterteilt werden: (1) eine Einlese-Prozedur

des Skriptes in eine Zwischenstruktur und (2) die Analyse der Zwischenstruktur und daraus
folgende Berechnung bzw. Zusammenstellung der Reduktionssystem-Datenstruktur.
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6. Ein Interpreter fir Reduktionssysteme

Wir stellen die Syntax der Regeln zunéchst durch eine kontextfrele Grammatik dar und
koénnen deshalb fur die Einlese-Prozedur den Parsergenerator ,, Happy“ (siehe [MGO1], wir
werden spater noch néher darauf eingehen) verwenden. Die Berechnung der Stelligkeiten
und Striktheitsdefinitionen erfordert lediglich ein Durchlaufen aler Regeln und sollte uns
somit auch keine grof3eren Probleme bereiten.

Widmen wir uns daher dem Interpreter:

Wir gehen nun davon aus, das uns eine Datenstruktur zur Verflgung steht, die uns dle
gewinschten Informationen Uber das Reduktionssystem liefern kann, z.B. auch die Menge
dler Reduktionsregeln, die fir einen bestimmten Operator definiert sind. Um einen
gegebenen Term zu reduzieren, missen wir Uberprifen, ob ale strikten Argumente
ausgewertet sind und falls nein, zunachst diese reduzieren. Ansonsten mussen wir die
richtige Reduktionsregel suchen (die zu dem gegebenen Term instanziiert werden kann)
und erhalten dann das Redukt as Instanz der rechten Seite der Reduktionsregel.

Wunsch: Sharing soll verwendet werden, wenn eine Regel einen Ausdruck kopieren will.

Eine reativ einfache Moglichkeit, diesen Wunsch zu redisieren, bietet die Verwendung
einer Template Instantiation Machine. Im Vergleich zu der Standard-Implementierung (wie
in [PJL91]) sind ein paar Anderungen nétig: Unter anderem ist kein Currying moglich, so
dass eine Reduktion eines Terms F(¢4,...,t,) nur as ganzes moglich ist. Im Grof3en und
Ganzen konnen wir das Konzept, das wir spéter etwas ausfuhrlicher betrachten, aber
Ubernehmen.

Wir konnten mit unserer bisherigen Spezifikation also die im letzten Kapitel dargestellten
Reduktionssysteme fur den Lambda-Kalkul, KFP und PCF verarbeiten. Wir wirden aber
auch gerne den Cal-by-Need-Lambda-Kalkil verwenden. Dazu missen wir unsere
Definition der Metaterme erweitern, so dass diese auch Kontexte verwenden durfen. Als
Operanden auf der linken Seite einer Regel erlauben wir dann zusétzlich Metaterme der
Form C[X] und x.C[x], wobei C ein Kontext ist, X eine Metavariable und x eine Variable,
und auf der rechten Seite erlauben wir eine beliebige Verwendung eines Unterterms C[¢],
wenn C auf der linken Seite benutzt wurde. Fir den Kontext C muss jetzt noch eine eigene
Definition angegeben werden, diese soll die Form C =[] | F(...C...) | ... haben. Eine Regel,
die C[X] oder x.C[x] enthdlt, gilt dann fur ale Kontexte, die dieser Definition entsprechen.
Neben der Verwendung von Kontexten in den Regeln soll aul3erdem noch die Mdglichkeit
bestehen, den Reduktionskontext zu spezifizieren.

Fir den Interpreter bedeutet dies eine grofe Verdnderung, denn es kénnen nicht mehr
einfach die drikten Argumente ausgewertet werden, sondern es muss genau gepriift
werden, wo sich gemdld Definition des Reduktionskontextes der entsprechende Redex
befindet. Aulerdem sind nun Regeln, die ein C[X] oder x.C[x] enthalten, schwieriger zu
instanziieren, da auf der rechten Seite fur C[¢] ja genau der Kontext der linken Seite
verwendet werden soll. Somit darf dieser Kontext auch nur einmal auf der linken Seite
vorkommen, da sonst nicht klar ist, welche Version auf der rechten Seite zu verwenden ist.
Wir erlauben daher Kopien von Kontext-Definitionen anzufertigen, etwa C ::= C. Will
man einen Kontext zweimal auf der linken Seite verwenden, kann man aso den Kontext
und eine Kopie dieses Kontextes verwenden. Es ist klar, dass dieses auch zu unguiltigen
Definitionen fuhren kann z.B. durch D ::= D’ und D’ :: = D, was den Programmablauf in

78



6.1. Funktionalitét der Software

eine Endlosschleife fuhrt, also zu einem Programmabsturz fuhrt. Man konnte dies durch
eine DomainAnayse der Kontext-Definitionen verhindern, dies wirde jedoch den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, so dass der Benutzer selbst darauf achten muss, dass er
keine solchen Definitionen benutzt.

Fur die Verwendung einer Regel kann der passende Kontext nun durch rekursive Suche
Uber die Struktur gefunden werden. Im Normalfal, aso ohne verschachtelte, sich
gegensaitig benutzende Definitionen, terminiert die Suche, da man jederzeit tUberprifen
kann, ob der aul3ere Operator des jeweiligen Unterterms der Richtige ist und Terme nur
endlich viede Unterterme haben. Ist die passende ,Instanz® ener Kontextdefinition
gefunden, muss eine passende Struktur angelegt werden, die diese Instanz enthalt, damit
der Kontext auf der rechten Seite benutzt werden kann. Die Detalls dieses Verfahrens
werden wir bel der Implementierung sehen.

Neben Kontexten erlauben wir noch die Definition syntaktischer Mengen, wie z.B. die
Antworten im Cal-by-Need-Lambda-Kalkil. Die Verfahrensweise ist dann wie bel
Kontexten, nur dass wir uns nicht die Lochpositionen merken missen. Im Folgenden
benutzen wir fur diese syntaktischen Mengen den Begriff syntaktische Domdnen oder
einfach das englische Wort Domains. Be der Definition der Domains kann angegeben
werden, ob die in der syntaktischen Domane enthaltenen Terme auch as Werte zéhlen
sollen. Zur Uberprifung, ob ein Term einen Wert darstellt, reicht es also nicht mehr, die
Konstruktoren zu betrachten, es miissen auch die Domains gepriift werden.

Fir die Féle, in denen der Standard-Reduktionskontext, wie in Definition 5.2.6.
beschrieben, verwendet werden soll, soll dieser nattrlich auch automatisch berechnet
werden konnen. Fir die Spezidféle, in denen ein Reduktionskontext nur leicht vom
Standard-Reduktionskontext abweichen soll, erlauben wir auch zwecks Vereinfachung
eine Umdefinierung dieses Standard-Reduktionskontextes fir einzelne Operatoren.

Neben der Verwendung als eigenstandiges Programm soll unser System auch zahlreiche
Schnittstellen  fir  andere Programme  bieten; en  sinnvoller Einsatz  unserer
Reduktionsmechanismen wére z.B. im Rahmen einer Gleichheitsanalyse wie in [Man99]
beschrieben denkbar. Fir diesen Zweck bietet es sich auch an, Nichtdeterminismus
mitzubetrachten: Fur die Reduktion innerhalb unseres Programms hat dies nicht so viel
Sinn, da ja bei mehreren Mdglichkeiten nicht klar ist, mit welcher denn nun fortzufahren
ist. Aber im Rahmen einer Schnittstelle missen wir nur statt eines einzelnen Ergebnisses
eines Reduktionsschrittes die Menge (bzw. Liste) aller Ergebnisse zurlickliefern, das
aufrufende Programm muss dann selbst entscheiden, mit welcher Mdglichkeit fortzufahren
ist. Treffen wir mit unserem Interpreter auf eine nichtdeterministische Regel, so brechen
wir die Auswertung mit entsprechendem Hinweis ab. Innerhalb der Reduktionssystem-
Definition fordern wir, dass die nichtdeterministischen Regeln gekennzeichnet werden.
Nicht gekennzeichnete Regeln werden einfach der Reihe nach Uberprift und die erste
passende Regedl wird dann genommen. Als dritte Moglichkeit bieten wir noch an,
sicherzustellen, dass eine Regel nicht mit den anderen Uberlappt. Fur Kontexte bieten wir
ebenfalls die Mdoglichkeit an, die erste passende Alternative zu nehmen oder eben
nichtdeterministisch alle Alternativen zu prifen, wobel der Interpreter aber dann auch
abbricht.
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Bevor der Interpreter mit der Reduktion beginnt, wollen wir bel Bedarf auch Uberprifen
konnen, ob ein Reduktionssystem sich an die GDSOS-Bedingungen hdt oder nicht. Bel
Verstolden soll natiirlich auch darauf hingewiesen werden, worin dieser Verstol3 besteht.
Die Uberprifung der Bedingungen ist im Wesentlichen durch ein Durchlaufen der
Metaterme einer Regel moglich, lediglich fir die Bedingung der Nichttiberlappung miissen
noch die Regeln untereinander gepruft werden. Wenn wir uns vorher davon tberzeugt
haben, das die Regeln linear sind, so ist aber auch diese Uberpriifung leicht durchfiihrbar.
Wir missen uns ansonsten lediglich beim Laden merken, ob in der Definition eines
Reduktionssystems bzgl. GDSOS-Bedingungen unguiltige Erweiterungen benutzt wurden.

6.2 Implementierung

Es sollen nun die Funktionsweisen der einzelnen Programmteile dargestellt werden, wobel
wir nur die besonders interessanten Code-Fragmente genauer betrachten wollen. Die
Funktionsweisen von Programmteilen, deren Entwicklung weniger interessant ist oder
deren Code-Umfang, gemessen an der Funktionalitét, unverhdtnismélig lang ist, werden
im Folgenden aso zusammengefasst erklart. Einige Datenstrukturen von eher algemeinem
Interesse, deren Erlauterung innerhalb der nachfolgenden Betrachtungen nur ablenken
wurde, werden dagegen im Anhang kurz vorgestellt. Das vollstandige Programm mit dem
Namen IfRS (Interpreter for Reduction Systems) ist im Internet Uber die Adresse
http://www ki.informatik.uni -frankfurt.de/ zu finden.

Gemal3 unserer Vorlberlegungen gliedert sich das Programm zunéchst in drei Teile, und
zwar die Lade-Prozedur, die Analyse des Reduktionssystems bzw. die Uberprifung der
GDSOS-Bedingungen und den eigentlichen Interpreter. Hinzu kommen noch die
Datenstrukturen, die unser Reduktionssystem und zugehdrige Daten speichern und von
jedem der drei Programmteile ben6tigt werden und somit zuerst entwickelt werden
miissen.

6.2.1 Datenstrukturen fiir ein Reduktionssystem

Wie kann aso nun en Reduktionssystem intern représentiert werden? Ein
Reduktionssystem enthdlt globale Einstellungen, wozu wir unter anderem auch den
Reduktionskontext zdhlen, die Definitionen der Domains und Kontexte, sowie die
Operatordefinitionen, die auch die Reduktionsregeln enthaten. Auf einfache Weise mit
einem Datentyp ausgedriickt sieht das also wie folgt aus:

dat a RedSysP = RedSysP {
rsd obal P :: Rsd obal P,
rsContextsP :: [ContextP],
rsDomai nsP :: [ Domai nP],
rsQpDefsP :: [ OpDef P
} deriving (Show, Eq)

Das angehéangte ,P* in den verwendeten Namen soll ausdriicken, dass wir in den Typen
Rsd obal P, Cont ext P, Domai nP und QpDef P auch die Position der zugehtrigen
Bezeichner in der eingelesenen Reduktionssystem-Definition speichern wollen, um so
gegebenenfalls auf die entsprechenden Positionen verweisen zu kénnen. Wir werden spéter
eine Typklasse verwenden, um im Programm 2zwischen mehreren unterschiedlichen
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Représentationen wechseln zu kénnen, aber zunachst betrachten wir diese enfache
Reprasentation mit einem Datentypen weiter.

Globale Einstellungen

Die globden Eingdlungen enthalten neben dem Reduktionskontext auch einen
Programmkontext und spezielle Schater. Als Schalter erlauben wir hier auch, die
Verwendung von Sharing an+ und abzuschalten:

new ype Rsd obal Sw = Rsd SwShari ng Bool
deriving (Eq)

Weitere Schalter bendtigen wir zur Zeit nicht, planen im Datentyp aber bereits eine Liste
von Schaltern ein, um zukinftig bel Bedarf leicht weitere Schalter einfliigen zu kdnnen.
Beim Reduktionskontext speichern wir auch gleich ein Flag mit, das angibt, ob dieser
Reduktionskontext dem  Standard-Reduktionskontext entspricht oder nicht. Der
Programmkontext ist eigentlich ein normaler Kontext, der nur verwendet wird, wenn dies
explizit in den Reduktionsregeln angegeben ist. Was ihn jedoch auszeichnet, ist, dass auch
dieser automatisch berechnet werden kann. Somit speichern wir auch hier ein Flag, ob es
sich um den Standard-Kontext handelt. Der Datentyp flr globale Einstellungen sieht somit
wiefolgt aus:

data Rsd obal P = Rsd obal P {
rsRedContext P :: (Bool, ContextP),
rsPrgContextP :: (Bool, ContextP),
rsd obal Sw :: [ Rsd obal Swj
} deriving (Show, Eq)

Kontexte

Kontexte bestehen aus dem Namen, den Kontext-Alternativen, also speziellen Termen, die
ein Loch enthaten dirfen und die wir im folgenden Kontextterme nennen, und auf3erdem
den Kontexteinstellungen. Als Einstellung erlauben wir zunéchst die besprochenen
Maglichkeiten, beim Vergleich mit einem Term, die erste passende Alternative zu nehmen
oder nichtdeterministisch alle Alternativen zu prifen:

data CtSwitch =
Ct Swivat chAl t
| Ct Swivat chND
deriving (EQ)

Auch hier sehen wir jedoch eine Liste von Einstellungen vor, um zukinftig weitere
Schalter einfligen zu kénnen. Der Datentyp fir Kontexte sieht also wie folgt aus:

data ContextP = ContextP {
ct NaneEl P :: Cont ext NaneP,
ct TernsP :: [ ContextTernP],
ctOptionsP :: [CtSw tch]

} deriving (Eq)
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Der Kontextname besteht einfach aus dem Namen und der Position des entsprechenden
Bezeichnersin der Eingabe:

t ype Context NaneP = PrsEl enent String

Der Typ Pr sEl enent erlaubt es uns, beliebige Elemente mit einer Position versehen zu
konnen:

data PrsEl enent a = PrsEl enent {
prsEl ement: : a,
prsEl Pos: : PrsPosition

} deriving (Show

Als Instanz von Eq betrachten wir hier nur die eigentlichen Elemente, die Positionen sollen
also bei Vergleichen ega sain:

instance (Eq a) => Eq (PrsEl enent a) where
(==) xy = ((prsElement x) == (prsEl enent y))

Eine Positionsangabe besteht aus dem Dateinamen, sowie der Zeile und Spalte:

data PrsPosition = PrsPosition {
prsPosFile :: PrsFil eNane,
prsPosLine :: PrsLineNunber,
prsPosCol :: PrsCol Nunmber

} deriving (Eq, Show

type PrsFileNane = FilePath -- String-Synonym aus | O Modul
type PrsLineNunber = Int
type PrsCol Nunber = Int

Als Trick, um Postionen in anderen Datentypen zu verwenden, deren Instanz von EqQ
automatisch abgeleitet werden soll, aber ohne dass die Positionen mitberticksichtigt
werden, definieren wir eine Variante, bei der alle Positionen gleich sind:

newt ype PtPosition = PtPosition {
pt Pos: : PrsPosi tion
} deriving (Show

i nstance Egq PtPosition where
(==) a b = True

Widmen wir uns nun den Kontexttermen: Wie bereits erwdhnt, handelt es sich hier um
Terme, die ein Loch enthalten. AufRerdem sind Verweise zu anderen Kontexten und
Domanen moglich. Aus der Sicht des Datentyps ist ein Kontextterm also entweder

en Loch,
eine Variable,
en Verwes auf eéinen anderen Kontext,
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die Einsetzung eines Kontextterms in einen Kontext,
der Verweis auf eine syntaktische Domane,
eine Abstraktion, die Variablen eines Kontextterms bindet,

oder die Anwendung eines Operators auf seine Operanden, die alesamt
Kontextterme sind.

Der Datentyp sieht somit wie folgt aus:

data Context TernP =
Ct EnmptyP CtPosition
| CtVarP ContextVariabl eP
| C Ref Cont ext P Cont ext NaneP
| C UseCont extP Cont ext NameP Cont ext Ter nP
| Ct Donmai nP Domai nNanmeP
| CtAbstractionP [ContextVariabl eP] ContextTernP
| Ct OperatorP QperatorP [ ContextTernP]
deriving (EQ)

type CtPosition = PtPosition

type ContextVariableP = PrsEl enent String
type Context NameP = PrsEl enent String
type Domai nNanmeP = PrsEl enent String

Dieser Datentyp konnte alerdings auch mehrere Locher enthalten oder gar keines. Wir
missen also beim Laden der Kontextdefinitionen darauf achten, dass in jedem Kontextterm
genau ein Loch verwendet wird. Ebenso miissen wir sicherstellen, dass Abstraktionen nur
als Operanden verwendet werden.

Domains

Eine Domain-Definition ist einer Kontext-Definition sehr dhnlich, der Unterschied ist
lediglich, dass ein zusétzliches Flag angibt, ob die enthatenen Terme als Werte gelten
sollen oder nicht (sofern nicht woanders als Wert definiert),

data Domai nP = Domai nP {
domNaneEl P :: Donmai nNaneP,
domlernsP :: [ Domai nTer nP],
dom sVal ueP :: Bool,
donOpti onsP :: [Donfwi t ch]
} deriving (Eq)

aulRerdem enthalten Domain-Terme natirlich keine Locher:
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data Domai nTernP =
DonVar P Donai nVari abl eP
| DonRef Domai nP Dormai nNaneP
| DomUseCont ext P Cont ext NanmeP Domai nTer nP
| DomAbstracti onP [ Domai nVari abl eP] Domai nTer nP
| DonmOper at or P OQperatorP [ Domai nTer nP]
deriving (Eq)

t ype Domai nVari abl eP = PrsEl enent String

Besondere Einstellungen werden zunéchst nicht bendtigt, aber um zukinftig leicht welche
hinzufligen zu kdnnen, benutzen wir einen Platzhalter:

type DonbBwitch = String
Operanden und ihre Definitionen

Was jetzt noch fehlt, ist der Datentyp fir Operatoren, auferdem fehlt ja vom
Reduktionssystems-Datentyp auch noch der Datentyp fir Operator-Definitionen. Eine
Operator-Definition enthdlt dabel einfach den Operator und ale Regeln fur diesen
Operator, aulferdem planen wir wie gewohnt spezielle Einstellungen ein, auch wenn wir
hier zur Zeit keine bendtigen und somit nur einen Platzhalter verwenden:

type GdSwitch = String

data OpDefP = QpDef P {
odGet OpP :: OperatorP,
odGet SWP :: [QdSwi tch],
odGet Rul esP :: [Rul eP]
} deriving (Show, EQ)

Fir einen Operator soll jederzeit
der Name,
die Stelligkeit,
die Striktheits-Information
und eine Information, ob der Operator kanonisch bzw. ein Konstruktor it,

erhaten werden konnen. Die Stelligkeit besteht dabei einfach aus einer Liste der
Stelligkeiten der Operanden bzw. der Anzahl der gebundenen Variablen fir jeden
Operanden. Die Striktheits-Information ist eine Liste der strikten Positionen, d.h. falls i in
der Liste enthalten ist, dann ist der i-te Parameter strikt. Zusétzlich zu diesen fur das
Reduktionssystem relevanten Eigenschaften merken wir uns auch noch die Position des
Operatornamens in der Eingabe, so dass unsere Datenstruktur wie folgt aussieht:
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data OperatorP = OperatorP {
opNaneP :: String,

opPositionP :: PrsPosition,
OpArityP :: [OpArityNuni,
opCanoni cal P :: Bool,

opStrictP :: [OpStrictNuni
} deriving (Show)

type QpArityNum = I nt
type OpStrictNum = Int
Regeln

Eine Regel besteht nun aus einem Operator, einer Liste von Metatermen (als Operanden)
und einem Metaterm (als Ergebnis) sowie den Regel-Optionen:

data Rul eP = Rul eP {
rul eOpP :: OperatorP,
ruleSwP :: [RuleSw tch],
rul eArgsP :: [MetaternP],
rul eResul tP :: MetaternP
} deriving (Eq)

Die Regel-Optionen bzw. Schalter sind dabei:

data RuleSwitch =
Rul eSwEval Al t
| Rul eSwEval Excl
| Rul eSwEval ND
deriving (Eq)

Wie in den Vorilberlegungen beschrieben, kann also eine Regel so eingestellt werden, dass
die erste passende Alternative genommen wird, oder as exklusiv definiert werden, so dass
sie nicht mit einer anderen Regel Uberlappen darf, oder aber als nicht-deterministisch
definiert werden.

Metaterme

Die Definition der Metaterme dhnelt den Kontext- und Domaintermen, die Besonderheit
sind hier die Meta-Variablen und die Meta-Applikation:

data MetaternP =
M Vari abl eP Vari abl eP
| M MetaVarP MetaVar P
| M AbstractionP [Variabl eP] MetaternP
| M Met aAppP Met aVar P [ Met at er nP]
| M OperatorP OperatorP [ MetaternP]
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| M ContextP ContextNameP Met at er nP
| ™M Domai nP Domai nNaneP
deriving (EQq)

Variablen und Meta-Variablen

Die gewohnlichen Variablen bestehen einfach aus dem Variablennamen zusammen mit der

Position in der Eingabe, so dass wir den Namen durch den Datentyp Pr sEl enent
kapseln:

type Vari ableP = PrsElenent String

Die Meta-Variablen verfligen, wie im letzten Kapitel gesehen, gegentiber normalen
Variablen noch Uber eine Stelligkeit und ein Flag, das angibt, ob nur Werte enthalten sein
durfen oder auch beliebige Terme:

data MetaVarP = MetaVarP {
mvar NaneP: : Stri ng,
mvar Posi ti onP: : PrsPosi ti on,
mvar Ari tyP: : I nt,
mvar | sVal ueP: : Bool
} deriving (Show

Somit haben wir jetzt einfache Datenstrukturen beisammen, die ale relevanten
Informationen eines Reduktionssystems speichern  konnen. Die Verwendung der
Operatoren inkl. Stelligkeit, Striktheits-Information und Konstruktor-Flag in den Meta-,
Kontext- und Domaintermen ist alerdings etwas mit Vorsicht zu genief3en, denn da diese
Informationen ja eigentlich Teil der Operatordefinition sind, sind diese bei wiederholter
Verwendung eines Operators redundant, was leicht zu Inkonsstenzen fihren kann: Wenn
ein Operator wiederholt verwendet wird, muss also sichergestellt werden, dass immer die
gleiche Stelligkeit usw. im Operator-Typ gespeichert wird! Auf3erdem verschwenden
Redundanzen natirlich Speicherplatz, was in diesem Fall jedoch nicht so viel ausmacht,
falls die Anzahl der Operanden nicht so hoch ist und damit die Stelligkeits-Liste nicht zu
lang. Man kann diese Redundanzen leicht vermeiden, indem man in den Metatermen usw.
nur die Operatornamen verwendet und bei Funktionen, die die Stelligkeit usw. benétigen,
die Liste der Operatordefinitionen as zusdtzliches Argument Ubergibt. Dies hat dann
jedoch den Nachteil, dass wir den Operator in den Operatordefinitionen erst suchen
missen. Da wir die entsprechenden Informationen im Analyse-Teil unseres Programms oft
bendtigen, bleiben wir aso aufgrund des Geschwindigkeitsvorteils bel diesem einfachen
Ansatz.

Darstellung durch Multiparameter-Klassen

Wie bereits erwahnt, wollen wir aber auch Typklassen verwenden, um leicht zwischen
unterschiedlichen Datenstrukturen wechseln bzw. verschiedene Repréasentationen fir
Reduktionssysteme gleichzeitig im Programm verwenden zu konnen. Um  ene
groftmagliche Flexibilitée zu wahren, benutzen wir Typklassen fir jeden Teil der
Hierarchie, d.h. die Reduktionssystem Typklasse greift auf eine Regel-Klasse zu, die die
Metaterm-Klasse benutzt, die wiederum auf die Metavariablen-, Variable- und Operatoren
Klassen zurickgreifen. Fur die Darstellung der Kontexte und Domanen brauchen wir
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ebenfalls entsprechende Klassen. Wie bel den Operatoren gesehen, kann es dabel sinnvall
sein, Informationen nicht direkt in einem Datentypen zu speichern, sondern zusézlich ein
zweites Argument, das diese benttigten Informationen beinhaltet und das wir im
Folgenden as Umgebung bezeichnen, mitzubetrachten. Dies ermdglicht uns dann spéter
ebenfalls, die Adresse eines Speicherplaizes im Zustand der Template Instantiation
Machine als Term zu verwenden.

Um sowohl den egentlichen Datentypen as auch die Umgebung variabd haten zu
konnen, benttigen wir Multiparameter-Klassen. Diese sind eine Erweiterung von Haskell,
so dass wir diese Erweiterungen fir GHC durch einen Steuerungsbefehl

{-# OPTIONS -fgl asgowexts -cpp #-}

(in Kommentarform, so dass andere Haskell-Implementierungen dies ignorieren)
anschalten missen, bzw. Hugs durch einen (Kommandozeilen-)Aufruf des Interpreters mit
zusétzlichem Parameter —98 starten miissen. Zu beachten ist nun, dass die Funktionen alle
vorgesehenen Typvariablen as Parameter enthaten missen, es sa denn, man gibt
Abhingigkeiten® an, so dass der Typ eines nicht enthaltenen Parameters aus den anderen
Parametern eindeutig hervorgeht. Abhangigkeiten werden einfach nach einem | in der
Forma -> b angegeben, wenn der Typ b von a abhangig sein soll. Dies bendtigen wir
auch bei der hierarchischen Gliederung der Klassen, da wir z.B. in der Metaterm-Klasse
sowohl enthatene Operatoren as auch enthdtene Meta-Variablen zurtckliefern wollen,
aber diese nur als Parameter angeben, wenn sie die entsprechende Funktion wirklich
bendtigt.

Term-Klasse

Wir wollen nicht alle Typklassen im Detail behandeln, da sich deren Aufbau untereinander
sehr @hnelt und diese auch sehr eng dem Schema der eben beschriebenen Datentypen
folgen. Exemplarisch betrachten wir somit eine neue Term-Klasse, die dann wie erwéahnt
im Zusammenhang mit der Template Instantiation Machine bend6tigt wird; diese tragt der
Tatsache Rechnung, dass wir bel Termen nicht die abstrakten Bestandteile der Metaterme,
sprich  Meta-Variablen, Meta-Applikationen und Kontext- und Domain-Referenzen,
bendtigen:

class (Variable v env, Operator op env) =>
Termt env vop| t ->v, t ->o0p where

trmsVariable :: t -> env -> Bool
trm sAbstraction :: t -> env -> Bool
trmsQTerm:: t -> env -> Bool
trmGetVariable :: t ->env -> v

trmGet AbsVars :: t -> env -> [V]
trnet AbsTerm:: t -> env ->t
trmzetO :: t ->env -> op
trmGet OpTernms :: t -> env -> [t]

“Oengl. dependencies, alsfunctional dependencies auch abgekiirzt FunDeps.
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Die Term-Klasse benutzt vier Typvariablen, wobei nur die ersten beiden, die Term
Datenstruktur t und die Umgebung env, sténdig benétigt werden. Die Parameter v und
op, bel denen wir zusammen mit der gemeinsamen Umgebung eine Zugehérigkeit zur
Variablen- bzw. Operator-Klasse voraussetzen, miissen aso abhéngig von t sein. Da wir
ausschliefdich die Methoden der TermKlasse benutzen wollen, konnen wir keine
Falunterscheidung Uber die Konstruktoren des verwendeten Datentyps machen und
bendtigen somit, zusdtzlich zu den Selektor-Methoden trntet Vari abl e,
trnCGet AbsVars, trnGet AbsTerm trnGet Op und trnGet OpTer ns auch die
Methoden trm sVari abl e, trm sAbstraction und trm sOQpTerm die uns
Informationen Uber den TermInhat geben und somit zur Falunterscheidung benutzt
werden konnen.

Klassen fiir Suchstrukturen

Zusétzlich zu den Klassen, die direkt zu den besprochenen Datentypen korrespondieren,
benutzen wir noch zusétzliche Klassen um Suchstrukturen zu erméglichen, so definieren
wir z.B. neben der OpDef-Klasse noch eine Klasse OpDefs.

class (OpDef od env op rs r nmt v nmv cn dn) =>
OpDefs ods env od op rs r nt v nv cn dn |
ods -> od, od ->o0p, od ->rs, rs ->r,
r->op, r ->nt, n ->v,
nm ->mv, m ->op, nt ->cn, m -> dn where
odList :: ods -> env -> [od]
odLookUp :: String -> ods -> env -> Maybe od

Die Nachschlage-Funktion konnen wir dabei wie folgt vordefinieren:

odLookUp n ods env =
case (filter
(\x -> ((opNane (o0dGetOp x env) env) == n))
(odLi st ods env)) of
[T -> Nothing
(x:xs) -> Just X

Fir spezielle Suchstrukturen (z.B. Hash-Tabellen) sollte man die Nachschlage-Funktion
natiirlich neu definieren, aber ansonsten reicht die Definition von odLi st , die einfach die
Liste aller Operator-Definitionen zurtickliefern soll. Da wir mit Haskell-Erwelterungen
auch Typsynonyme as Klassentinstanzen verwenden konnen, benutzen wir der
Einfachheit halber zunéchst [ CpDef P] :

i nstance OpDefs [ OQpDefP] env OpDef P OperatorP [Rul eP] Rul eP
Met at er nP Vari abl eP
Met aVar P Cont ext NaneP Domai nNaneP wher e
odLi st ods env = ods
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Reduktionssystem-Klasse

Auch sonst reicht es bei den Klassen-Instanziierungen, die Umgebung zu ignorieren und
die entsprechenden Selektoren der Datentypen zu benutzen. Betrachten wir dazu
abschlief3end die Reduktionssystems-Klasse:

class (Rs@ obal rg env ¢ cn cts ct cv dn op,
Contexts cs env ¢ cn cts ct cv dn op,
Domai ns ds env d dn dons dom dv cn op,
QpDefs ods env od op rs r mt v nv cn dn) =>
RedSys redsys env rg cs ¢ ds d ods od cn cts ct cv dn dons
domdv rs r nt op nv v |
redsys -> rg, redsys -> cs, redsys -> ds, redsys -> ods,
rg ->c¢, ¢c->c¢cn, ¢c ->cts, cts ->ct, ct -> cv,
ct ->c¢cn, ct ->dn, ct ->op, cs -> c,
ds ->d, d ->dn, d -> dons, dons -> dom dom -> dv,
dom -> dn, dom-> cn, dom -> op,
ods -> od, od ->o0p, od ->rs, rs ->r, r ->o0p, r ->nt,
m ->v, nm ->nv,
n ->op, nt ->cn, m -> dn where

rs@obal :: redsys ->env ->rg

rsContexts :: redsys -> env -> cS

rsDomains :: redsys -> env -> ds

rsQpDefs :: redsys -> env -> ods

rsLookUpContext :: String -> redsys -> env -> Maybe c

rsLookUpDomain :: String -> redsys -> env -> Maybe d
rsLookUpQpDef :: String -> redsys -> env -> Maybe od

rsLookUpContext n rs env =
let rg = rs@obal rs env
(_,rc) = rsCetRedContext rg env
(_,pc) = rsCetPrgContext rg env
rcn = contextName (ctGetNanme rc env) env
pcn = context Nane (ct Get Nane pc env) env
in
case n of

| n==rcn -> (Just rc)
| n == pcn -> (Just pc)
_ -> ctLookUp n (rsContexts rs env) env

rsLookUpDomain n rs env =
donmLookUp n (rsDomains rs env) env

rsLookUpQpDef n rs env =
odLookUp n (rsOpDefs rs env) env

Wie man sieht, gestaltet sich die Definition durch die vielen bendtigten Unterklassen und
dadurch bedingten Abhangigkeiten etwas aufwendig, aber die Methoden sind sehr einfach
gehalten, die Nachschlage-Funktionen r sLookUpCont ext (die zusdtzlich noch den
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Reduktions- und den Programmkontext enbezieht), rsLookUpDomain und
r sLookUpQpDef sind vordefiniert und basieren auf den entsprechenden Nachschlage-
Funktionen der Klassen Cont ext's, Donmai ns und QpDef s. Be den Instanzen der
Klasse RedSys muissen aso nur die Selektor-Funktionen r s@ obal , rsCont ext s,
r sDomai ns undr sOpDef s definiert werden:

i nstance RedSys RedSysP env Rsd obal P [ Cont ext P] Cont ext P
[ Domai nP] Donmai nP [ OpDef P] OpDef P Cont ext NaneP
[ Cont ext Ter nP] Cont ext Ter nP Cont ext Vari abl eP Domai nNanmeP
[ Domai nTer nP] Domai nTer nP Domai nVari abl eP [ Rul eP] Rul eP
Met at er P Operator P MetaVar P Vari abl eP where

rs@obal rs =rsA@obalPrs
rsContexts rs _ = rsContextsP rs
rsDomains rs _ = rsDomainsP rs
rsQbDefs rs _ = rsQoDefsP rs

Zu guter Letzt sei noch erwahnt, dass wir folgendes Typsynonym als offiziellen Typnamen
benutzen:

type IfrsRedSys = RedSysP
6.2.2 Einlesen einer Reduktionssystem-Definition

Nachdem wir nun wissen, wie wir das Reduktionssystem intern darstellen konnen, widmen
wir uns aso der Aufgabe, eine Reduktionssystem-Definition in diese Datenstruktur
einzulesen. Zunéchst bendtigen wir dazu eine endgtiltige Festlegung, welches Format eine
solche einzulesende Definition haben soll:

6.2.2.1 Die Syntax eines Reduktionssystem-Skriptes

Wir gliedern das Skript in 3 Telle: Zunéchst wollen wir eine Moglichkeit bieten, die
Definitionen anderer Skripte einzubinden. Dazu erlauben wir Befehle der Form

I ncl ude Dateiname.
Dies hat dann die gleiche Wirkung, wie wenn man die Reduktionsregeln, Kontext-
Definitionen (ohne Reduktions- und Programmkontext) und syntaktische Doménen der
angegebenen Datei direkt in das aktuelle Skript kopiert.

Danach konnen die globalen Eigenschaften eingestellt werden: man kann angeben, ob der
Interpreter Sharing verwenden soll, durch den Befehl

sharing on bzw.sharing off
und man kann die Reduktions- und Programmkontexte definieren:
reduct i oncont ext Name = Kontext-Alternativen (optional: <Schalter>)

pr ogr anctont ext Name = Kontext-Alternativen (optional: <Schalter>).
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Die Kontext-Alternativen sind eine Aufzdhlung von Kontexttermen, jeweils durch ein |
getrennt. Anstatt eines Kontexttermes konnen aber auch zusétzlich die Schllsselworter
rstandard und cstandard verwendet werden, fur die dann die vorberechneten
Reduktions- bzw. Programmkontext-Alternativen eingefliigt werden; es kann sogar in
Klammern dahinter ein Operatorname angegeben werden, dann werden nur die zu diesem
Operator passenden Alternativen eingeflgt. Als Schalter erlauben wir <mat ch_al t >
(deterministisch — die erste passende Alternative wird genommen) oder <mat ch_nd>
(nichtdeterministisch — alle Moéglichkeiten werden gepriift). Falls dieser Schalter nicht
angegeben wird, ist <mat ch_al t > voreingestellt.

Im Hauptteil des Skriptes konnen dann weitere Kontexte sowie syntaktische Doménen
definiert werden, aul3erdem werden hier die Reduktionsregeln angeben. Kontext- bzw.
Doméanen-Definitionen und Reduktionsregeln kénnen sich dabei beliebig abwechseln, es
sollen lediglich alle Regeln fir einen Operator direkt hintereinander stehen.

Kontext-Definitionen haben die gleiche Form wie die Definition der Reduktions- bzw.
Programmkontexte, auler dass hierbei das Schllisselwort cont ext verwendet wird.
Syntaktische Doménen haben ebenfalls fast diese Form, nur dass natlrlich keine
Kontextdefinition angegeben wird, sondern eine spezielle Doméanendefinition, die keine
Locher erlaubt. Das Schlisselwort ist domai n, mit einem vorangestellten val ue wird
diese syntaktische Menge als Tell der Wertemenge festgel egt.

Bei den Regeln unterschieden wir die Definition von Konstruktoren und die
Reduktionsregeln fur nicht-kanonische Operatoren. In beiden Féllen kodnnen zuvor die
folgenden Definitionen vorgenommen werden:

Mit

stri ct (Operatorname) = strikte Positionen

konnen die strikten Argumente definiert werden, diese gelten im voreingestellten Fall
zusdtzlich zu den berechneten drikten Argumenten (aufgrund der Verwendung von
Konstruktoren bzw. Werten in den Reduktionsregeln). Durch ein angehangtes

excl usi ve wird eine Fehlermeldung erzwungen, wenn eine berechnete strikte Position
nicht in der vom Benutzer angegebenen Definition enthalten i<t.

Als weitere Mdglichkeiten kbnnen mit

r st andar d(Operatorname) = Kontext-Alternativen

und

cst andar d(Operatorname) = Kontext-Alternativen

die Standardberechungen des Reduktions- bzw. Programmkontextes fur diesen Operator
umdefiniert werden. Die Kontextterme durfen hier aber nur diesen Operator (fur den die
Standardberechnung umdefiniert werden soll) an &uRerer Position enthalten und keinen
anderen. Um sicherzustellen, dass nicht andere Kontextterme mit anderem aul3eren
Operator durch Referenzen implizit hinzugefligt werden, sind auch Referenzen zu anderen
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Kontexten als Kontextalternative verboten. Die Kontext-Referenzen konnen aber weiterhin
als Operanden innerhalb eines Kontextterms verwendet werden. Das Schltsselwort
recursive kan ads Operand dazu verwendet werden, rekursiv zu ener
Kontextdefinition, die r st andar d oder cst andar d benutzt, zu verweisen, d.h. die hier
definierten Kontextterme werden dann beim Laden in die Kontextdefinition eingefligt und
die Vorkommen von r ecur si ve durch enen Verweis auf den eigenen Kontextnamen
ersetzt. Das Schlisselwort i gnore as adleinige Kontextaternative kann hingegen
verwendet werden, um zu verhindern, dass der aktuelle Operator zur Standard-
Berechnung beitragt.

Kommen wir zurlick zu den Regeln:
Eine Konstruktor-Definition hat schlicht die Form

Operatorname(Argumente) = const r uct or,

wobei die Argumente einfach Metavariablen (fir Metavariablen mit Stelligkeit > 0 in der
Form Xy...Xq. X{Xy,...,Xn} geschrieben) sind.

Die Reduktionsregeln haben die bereits im letzten Kapitel beschriebene Form, aul3er dass
zusétzlich Kontexte und syntaktische Domanen verwendet werden durfen. Abstraktionen
durfen dabei auf der linken Seite einer Regel nur in den Formen X;...Xn. X{ X1,...,Xn} , X.C[X]
und X;...X,.D vorkommen, wobel X ene Metavariable, C enen Kontext und D ene
Domain bezeichnet. Die Metaterme auf der linken Seite dirfen innerhalb ihrer Operanden
keine Kontexte oder Domains enthalten, erlaubt ist eine Verwendung eines Kontexts mit
einer Meta-Variablen C[X] oder eine Domain D sonst nur as direkter Operand der Regel
bzw. Metaterm der linken Seite.

Nachfolgend kann optional noch en Schalter fir die Regel verwendet werden:
<eval _al t> ist dabel die Voreinstellung und legt fest, dass beim Suchen der Regel die
erste Alternative genommen wird, fals <eval _excl > verwendet wird, darf die Regel

nicht mit einer anderen Uberlappen und mit <eval _nd> wird die Regel nicht-
deterministisch verwendet.

In der Eingabe durfen aulRerdem Kommentare im Haskell-Stil verwendet werden.
6.2.2.2 Der Parser

Wie bereits erwéhnt, soll das Einlesen des Reduktionssystem-Skriptes aufgeteilt werden in
das Parsen der Eingabedatei, wobei das Ergebnis in einer Behelfs-Datenstruktur
zwischengespeichert wird, und in eine Untersuchung des Parse-Ergebnisses, bzw. eine
Berechnung der Stelligkeiten, strikten Positionen, Reduktionskontexte usw., so dass
schliefdich das Reduktionssystem mit adlen bendtigten Informationen zusammengesetzt
werden kann.

Waéhrend des Parse-Vorganges kann noch nicht zwischen Variablen, Meta-Variablen und
Domain-Namen unterschieden werden, ebenso sind Referenzen auf andere Kontexte
innerhalb der Kontextdefinitionen auch erst dann as solche erkennbar, wenn alle
Kontextdefinitionen eingelesen wurden und man somit nachprifen kann, ob ein Kontext

92



6.2. Implementierung

mit entsprechendem Namen existiert. Aus diesem Grund werden adle Namen in der
Behdfsdatenstruktur zunéchst as Identifier gespeichert und die eigentliche Bedeutung
wird dann erst spater berechnet. Ansonsten folgen die Behelfsdatenstrukturen im
Wesentlichen dem Aufbau der in Abschnitt 6.2.1 besprochenen Reduktionssystem

Datentypen.

Lexikalische Analyse

Der Parser gliedert sich nun in einen Lexer, der die Eingabe lexikalisch analysiert und in
Token zerlegt, und de Grammatik-Datei fur den Parser-Generator Happy. Die Token, die
der generierte Parser dann weiterverarbeitet, bestehen dabei aus einem Lexem, d.h. eéinem
Zeichen oder Wort aus der Eingabe, und der Position des Lexems in der Eingabe:

type PltToken = PrsEl enent PltLexem

Der Datentyp Pl t Lexem hat somit einen Konstruktor fir jedes Zeichen und fur jedes
Schlisselwort, aulerdem fur beliebige Namen und einen zusétzlichen Konstruktor, der das
Ende der Eingabe markiert; wir verzichten hier aufgrund der vielen Schitisselworter auf die
genaue Betrachtung der Haskell-Definition. Um uns die Zuordnung der Konstruktoren zu
den Schlisselwortern zu vereinfachen, benutzen wir eine Assoziationdliste (siehe Anhang),
aul¥erdem benutzen wir eine eigene Assoziationdliste fur die Spezialzeichen wie z.B.
Klammern, da diese ebenso wie Leerzeichen die Schltisselworter und Namen vonelnander
trennen.

Wir definieren zunéchst eine Funktion, die aus einem Eingabestring das erste Token
extrahiert und dieses zusammen mit dem Reststring ausgibt. AulRerdem soll die Position
verwaltet werden, dazu muss der Funktion die aktuelle Position Ubergeben werden und es
wird dann die nachste Postion zurlickgeliefert. Da die Kommentare und Include-
Definitionen zu Fehlern fihren konnen, kapseln wir das Ergebnis mit dem Datentyp
Par seResul t, Betrachtungen zur Ausnahmebehandiung siehe Anhang. Der Typ dieser
Funktion ist somit:

pl Lex1 :: PrsPosition -> String ->
ParseResult (PltToken, String, PrsPosition)

In der Implementierung dieser Funktion macht man ainéchst eine Fallunterscheidung tber
das erste Zeichen; falls dieses keine besondere Bedeutung hat, wird das gesamte Wort bis
zum néachsten Trennzeichen oder Zeilenwechsal betrachtet. Anhand der Assoziationdlisten
fur Schlisselworter und Spezialzeichen kénnen wir dann leicht den passenden Lexem-
Konstruktor zuordnen. Wir mussen somit nur noch darauf achten, dass wir die Positionen
korrekt verwalten und Kommentare und Include-Definitionen die richtige Form haben, d.h.
ein mit {- erdffneter Kommentar wird auch wieder mit -} geschlossen, und der Datel-
Name einer Include-Definition wird von Anflihrungszeichen umschlossen.

Monadischer Parser und ,,Threaded Lexer*
Da wir den Datentypen ParseResult ds Ausmahme-Monade, wie in [MGO1,

Abschnitt 2.5] beschrieben, verwenden wollen, und zwar sowohl im Lexer, as auch im
Parser, definieren wir die lexikalische Anayse, die wir fir unseren Happy-Parser
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verwenden wollen, als , Threaded Lexer” (vgl. [MGO1, Abschnitt 2.5.2]). Der Parser liest
nun nicht, wie sonst Ublich, eine Liste von Token ein, sondern ruft den Lexer fir jedes
neue zu lesende Token auf. Dieses Verfahren kann auch zur Kommunikation zwischen
Parser und Lexer benutzt werden, wie sie fur aufwendigere Layout-Regeln notig ist — wir
bendtigen dies jedoch hier nicht. Allerdings missen wir daflr sorgen, dass der Lexer nun
den passenden Teil der Eingabe erhélt, ebenso die aktuelle Position. Die Lexer-Funktion
muss dabel einen Typender Form | exer :: (PltToken -> P a) -> P a haben,
d.h. se bekommt ene Funktion Ubergeben, die die weitere Berechnung darstellt”, der
Lexer muss das néchste Token berechnen und dieser Funktion Ubergeben. Analog zu
[MGO01, Abschnitt 2.5.3] kann also der Typ

type P a = String -> PrsPosition -> ParseResult a

dazu verwendet werden, die Eingabe und die aktuelle Position durchzuschleifen. Die
Position kdnnte somit auch wahrend des Parse-V organges durch eine Funktion

getLineNo :: P PrsPosition
getLineNo = \s p -> (return p)

erhalten werden, wobel der Typ P dann as Monade (mit noch zu definierenden
monadischen Funktionen ,then* and ,return®) benutzt wird, sich das return in der
Definition von get Li neNo aber auf die Monaden-Instanz des Typen Par seResul t
bezieht. Da wir die Positionsangabe auch noch nach dem Parse-Vorgang benétigen, ist
unsere Methode, die Position direkt im Token zu speichern, aber praktischer, denn dadurch
dass der von Happy erstellte Parser immer ein Zeichen im Voraus liest, ist eine
nachtrégliche Speicherung der Position wahrend des Parse-Vorgangs schwieriger zu
handhaben.

Wir benutzen aer diese Vorgehensweise, um im Falle eines Parse-Fehlers herausfinden zu
konnen, welches Token zuletzt gelesen wurde. Dazu missen wir das zuletzt gelesene
Token ebenfalls innerhalb der Parse-Monade Ubergeben. Somit benutzen wir folgenden

Typen:

type Pnfunction a = String -> PrsPosition ->
Pl t Token -> ParseResult a

Das zuletzt gelesene Token kénnen wir nun mit folgender Funktion erhalten:

pnGet Token :: PnfFunction PltToken
pnCGet Token = \'s pos token -> (return token)

Den ,Threaded Lexer” konnen wir jetzt analog zu [MGO1, Abschnitt 2.5.2] durch eine
Wrapper-Funktion unserer Funktion pl Lex1 darstellen:

*! Diese Technik nennt sich , continuation passing style* (abgekiirzt: CPS)
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pl ThreadedLexer :: (PltToken -> PnfFunction a) -> PnFunction a
pl Thr eadedLexer cont =
pmrhen
(\s pos _ -> (plLex1l pos s))
(\(t,xs,newpos) _ _ _ -> cont t xs newpos t)

Die von Happy benttigen Monaden-Funktionen ,then® und , return® definieren wir dabel
wiefolgt:

pmrhen :: PnFunction a -> (a -> PnFunction b) -> PnFunction b
m pnThen k = \s pt ->
let prs = ms pt in
if errResultCk prs then
let res = errGetResult prs in
k res s pt
el se
throwerror (errGetlinfo prs)

pnmReturn :: a -> PnFunction a
pnmReturn a =\s pt -> (return a)

Aulerdem benutzen wir fur den Parser noch ene spezidle Funktion, um Fehler
zurtickzuliefern:

pnfail :: PrsErrorinfo -> PnfFunction a
pnFail e =\s pt -> (throwkrror e)

Wir haben nun ale Voraussetzung zur Definition unser Happy-Grammatikdatel erfillt,
betrachten wir also diese Definition des Parsers:

Die Grammatik fiir den Parser-Generator Happy
Zunéchst kann mittels der Direktive %manme der Name der Parse-Funktion spezifiziert
werden. Dabei besteht auch die Mdglichkeit mehrere Namen fir mehrere Einstiegspunkte

in die Grammatik zu definieren. Wir wollen zum einen ein komplettes Reduktionssystem
parsen kdnnen, zum anderen aber auch einfach einen Term. Daher:

%manme pPar seRSFuncti on | nput Def
%anme pParseTer nfFuncti on Ter nDef

Nun missen wir den Tokentyp angeben:
% okentype { PltToken }

Zur Benutzung der Monade benttigt Happy den Typ und die Namen der
Implementierungen fur ,then“ und ,return® (fals der Typ keine echte Instanz der Monad-
Klasseist):

%ronad { PnFunction } { pnmlrhen } { pnReturn }
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AulBerdem missen wir die Lex-Funktion und das Token, welches das Eingabeende
spezifiziert, angeben:

% exer { pl ThreadedLexer } { (PrsElenent PltLexECF ) }

NatUrlich missen auch Uberhaupt alle zu verwendenden Token spezifiziert werden, wir
deuten die Definition hier nur an:

% oken

= { (PrsElement PltLexDef _) }
reducti oncontext { (PrsElenment PltLexRedContext ) }

name { (PrsElenent (PltLexNanme ) ) }

Der Inhalt der geschweiften Klammern wird dabel von Happy direkt in entsprechende
Pattern Matchings eingesetzt. Durch den Einsatz der Wildcards driicken wir aus, dass diese
Teile des Datentyps an dieser Stelle unwichtig sind.

Zwischen den Happy-Deklarationen und der eigentlichen Grammatik muss nun noch ein
Y®ostehen.

Widmen wir uns also der eigentlichen Grammatik:

Eine Produktion besteht aus einem Nicht-Terminal auf der linken Seite, gefolgt von einem
: und einer oder mehrerer Expansionen, die durch ein | getrennt werden. Optional kann
vorher, gekennzeichnet durch ::, noch der Rickgabe-Typ festgelegt werden. Eine
Expansgon kann aus Terminden und Nicht-Terminalen bestehen, dahinter steht in
geschweiften Klammern der Rickgabe-Wert, wobel durch ein $x der Wert des x-ten
(Nicht-)Terminals eingesetzt wird und ansonsten der Haskell-Code unverédndert
Ubernommen wird.

Zunéchgt passiert wenig Spannendes, ndmlich einfach eine Auftrennung in Include- und
Reduktionssystem Teil:

| nput Def :: {PtlnputDef}
| ncl udesDef RedSysDef { (PtlnputDef $1 $2) }

Wir konzentrieren uns auf den Reduktionssystem-Teil: Dieser teilt sich auf in die globalen
Optionen und Definitionen der Kontexte, Domanen oder Regeln:

RedSysDef :: {PtRedSysDef}
d obal Swi t chesDef CDRsDef { (PtRedSysDef $1 $2) }

Bei sdmtlichen Listen ist nun zu beachten, dass die von Happy erstellten Parser besser
funktionieren, bzw. schneller sind, wenn eine linksrekursive Grammatik verwendet wird.
Dies fuhrt dazu, dass wir die Listen zundchst falsch herum konstruieren, da eine
Konkatenation (die fur die richtige Rethenfolge bel linksrekursiver Grammatik nétig wére)
zu viele Ressourcen braucht (bzw. in der vordefinierten Art und Weise lineare Zeit bzgl.
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der Grofe der Liste bendtigt). Wir missen daher in der Nachbearbeitung die fertig
geparsten Listen mit r ever se wieder umdrehen. Bis auf diese Besonderheit passiert
wenig Uberraschendes:

G obal SwitchesDef :: { [Ptd obal SwitchDef] }
d obal Swi t chesDef d obal Swi tchDef { $2:$1 }

| {- Empty -} {10}

A obal SwitchDef :: { Ptd obal Sw tchDef }
: sharing '=' OnOfDef  {PtSwSharing $3}
| Reducti onCont ext Def { Pt SwRedCont ext $1 }
| PrograntCont ext Def { Pt SwPr gCont ext $1 }

Wir Uberspringen die Details der globalen Optionen und machen mit den Definitionen der
Kontexte, Domanen oder Regeln weiter:

CDRsDef :: { [PtCDRDef] }
: CDRsDef CDRDef { $2:%1 }

| {- Enpty -} {0
CDRDef :: { Pt CDRDef }

. Cont ext Def { PtCxt $1 }

| Domai nDef { PtDom $1 }

| RedDef { PtRed $1 }

Kontext-Definitionen bestehen wie beschrieben aus dem Kontextnamen, den
Kontextaternativen und Optionen zum Matching:

ContextDef :: { PtContextDef }
cont ext NaneDef '='
Cont ext Al t Def s Cont ext Opt i onsDef
{ (PtContextDef (plGetPosition $1) $2 $4 $5) }

Die Kontext-Alternativen sind, wie beschrieben, eine Aufzahlung von Kontexttermen mit
zusétzlichen Moglichkeiten durch r st andar d und cst andar d:

ContextAltDefs :: { [PtContextTernDef] }
. ContextAltDefs '|' ContextAltDef { $3:%$1 }
| Context Al t Def { [$1] }

Context AltDef :: { PtContextTernDef }
. Cont ext Ter nDef { $1 }
| rstandard ' (' NaneDef ')’
{ PtCRstandardv (pl GetPosition $1) $3 }
| rstandard { PtCRstandard (pl GetPosition $1)}
| cstandard ' (' NaneDef ')’
{ PtCCstandardv (pl GetPosition $1) $3 }
| cstandard { PtCCstandard (pl GetPosition $1)}

97



6. Ein Interpreter fir Reduktionssysteme

Wir Uberspringen die Definition der Kontextterme (da wir stattdessen die &hnlich
aufgebauten Metaterme néher betrachten), die Optionen und die syntaktischen Doménen
(da diese dhnlich zu den Kontexten aufgebaut sind) und wenden uns den Regeln zu:

Da man nicht so leicht entscheiden kann, welche Regeln zusammen gehoren, lesen wir fir
jede Regdl die Optionen fir einen Operator (inkl. Striktheits-Definition — kann auch leer
sein) mit ein und fassen die Operatordefinitionen erst bei nachfolgender Verarbeitung
richtig zusammen. Wir unterscheiden nun noch zwischen einer Konstruktor-Definition und
einer Regel:

RedDef :: { PtRedDef }
Swi tchDef s1 Rul eDef SwitchDefs2
{ (PtRedDef $1 $3 (PtRedRule $2)) }
| SwitchDefsl Canoni cal Def { (PtRedDef $1 [] $2) }

Swi t chDef s1 beschreibt die Optionen fir einen Operator, Swi t chDef s2 den Schalter
fur die Regel (da wir zukinftig evtl. mehrere Schalter bendtigen, sehen wir gleich eine
Liste vor). Auch hier sind die Details der Optionen nicht so sehr interessant, allerdings
verdient der Umgang mit Zahlen in der Striktheits-Definition noch eine genauere
Betrachtung: Wir behandeln Zahlen zun&chst wie Namen, prifen dann aber sofort, ob der
String ausschliefdich Ziffern enthdt und liefern den Wert mit r ead konvertiert zurlick
oder eine entsprechende Fehler-Information, fals der String nicht nur Ziffern enthdt. Zur
expliziten Angabe des monadischen Typs missen wir ein %voranstellen, sonst wird die
Rickgabe automatisch gekapselt:

NunDef o { PtNunDef }
NaneDef {% | et (PrsEl enent nunstr pos) = $1 in
if (all isDigit nunstr) then
pnReturn (PrsEl enent (read nunstr) pos)
el se
pntai l
(PrsErrorlnfo errNuntExpectedl nt pos)}

Eine Konstruktordefinition und eine Auswertungregel sind nun recht &hnlich: Beide
enthaten den Operatornamen, die gewilnschten Operanden (von Klammern umschlossen),
wobei diese bei der Konstruktordefinition nur zur Bestimmung der Stelligkeit dienen,
gefolgt von einem Glechheitszeichen und schliefdich entweder dem Schllsselwort
const ruct or oder dem Metaterm, der das Ergebnis der Regel darstellt:

Canoni cal Def :: { PtRedRul eDef }
NaneDef ArgsDef '=' constructor { PtCanonical $1 $2 }

Rul eDef :: { PtRul eDef }
NarmeDef ArgsDef '='" TernDef { (PtRule $1 $2 $4) }

Wir behandeln die Operanden nicht einfach as Liste von Metatermen, stattdessen stellen
wir sicher, dass nur ein Operand eine Abstraktion enthalten darf:
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ArgsDef :: { PtTernsDef }
: (" TernsDef ')' { $2}

GRS

TernmsDef :: { PtTernsDef }
. TernmsDef ',' ArgTernDef { $3:%1 }
| ArgTer nDef { [$1] }

ArgTernDef :: { PtTernDef }
. VarsDef '.' TernDef { (PtAbstraction $1 $3) }
| TernDef { $1 }

Var s Def . { [PtNaneDef] }
: Var sDef NaneDef { $2:3%1 }
| NameDef { [$1] }

Somit kann ein Metaterm keine aul3ere Abstraktion enthaten:

Ter nDef oo { PtTernDef }
. NaneDef ArgsDef { (PtQperator $1 $2) }
| NameDef '[' TermDef ']' { (PtContext $1 $3) }
| NameDef '{' TermsDef '}' { (PtMetaApp $1 $3) }
| NaneDef { (Ptldentifier $1) }

Namen wollen wir immer zusammen mit ihrer Position im Quelltext speichern, daher lesen

wir diese aus den Token mittels einer leicht zu definierenden Funktion pl Get Nane
heraus:

NanmeDef :: { PtNaneDef }
. nane { (pl Get Namre $1) }

Somit haben wir nun die wichtigen Aspekte der Grammatik vollsténdig beleuchtet. Neben
der Grammatik muissen wir auch noch eine Funktion mit vorgegebenem Namen
happyEr r or definieren, die im Falle eines Parse-Fehlers aufgerufen wird. Dazu kénnen
wir in der Happy-Grammatikdatel ein Nachspann verwenden, der mit geschweiften
Klammern gekennzeichnet wird, so dass auch hier der Haskell-Code unverdndert
Ubernommen wird. Die Fehler-Funktion holt sich dabei mittels (der bei unseren
Uberlegungen zum , Threaded Lexer* eingefulhrten Funktion) pnGet Token das Token,
das zum Fehler fuhrte und ruft dann mit der entsprechenden Fehler-Information bestehend
aus Fehler-Nr. und Position unsere spezielle Funktion pnfai | auf, die dese Information
innerhalb der monadischen Verarbeitung des Parsers kapselt:

{
happyError = pnGet Token " pnirhen” \(PrsEl enment t pos) ->
let pFail n = (pnfFail (PrsErrorinfo n pos)) in
if t == PltLexECF then
(pFai |l err NungQF)
el se

(pFail errNunParseError)
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Wie bereits erklart, missen aber auch noch alle Listen innerhalb der entsprechenden
Datentypen nach dem Parse-Vorgang umgedreht werden (die entsprechenden Funktionen
pRever sel nput und pRever seTer mwerden einfach entsprechend der Struktur des
Datentyps definiert), so dass wir die Parse-Funktionen wie folgt kapseln:

pParseRS :: String -> String -> ParseResult Ptl nput Def
pParseRS filenane i nputstr =
et pos = (PrsPosition filenane 1 1) in
do
prsin <- (pParseRSFunction inputstr pos
(PrsEl enent PltLexEOF pos))
return (pReversel nput prsin)

pParseTerm :: String -> String -> ParseResult Pt Ter nDef
pParseTerm fil ename inputstr =
l et pos = (PrsPosition filenanme 1 1) in
do
prst <- (pParseTernfFunction inputstr pos
(PrsEl enent PltLexEOF pos))
return (pReverseTerm prst)

Die beiden Funktionen benétigen dabel als Eingabe den Dateinamen, der ja fur die
Positionsangaben benttigt wird, und den eigentlichen Eingabestring, der also schon vorher
aus der Datei heraus gelesen werden muss.

6.2.2.3 Zusammensetzen des Reduktionssystems

Nach dem Parse-Vorgang schliefd sich nun das egentliche Zusammensetzen des
Reduktionssystems an, d.h. wir benétigen nun eine Funktion, die die geparste Eingabe vom

Typ Pt RedSysDef zu dem gewlnschten Typ | f r sRedSys weiterverarbeitet. Da auch
wahrend dieses Zusammensetzens Definitions-Fehler abgefangen werden sollen, hat diese
Funktion folgenden Typ:

brsBui | dRedSys :: PtRedSysDef -> ParseResult |frsRedSys
Das Zusammensetzen gliedern wir dabel in finf Phasen:

1. Zun&hst mussen adle Kontexte, Domains und Regeln der Operator-Definitionen
zusammengefasst werden,

2. danach werden die Stelligkeiten der Operatoren berechnet,

3. dann werden die Striktheits-Einstellungen verarbeitet,

4. schliefdich werden die Regeln zusammengesetzt

5. und zu guter Letzt die Kontexte, Domains und globalen Einstellungen.

Unsere Funktion gestaltet sich somit wie folgt:
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br sBui | dRedSys prs =
do

rs0 <- brslG oupRS prs
rsl <- brs2AritiesRS rsO
rs2 <- brs3StrictRS rsil
rs3 <- brs4Rul esRS rs2
rs <- brsb5BuildRS rs3
return rs

Die einzelnen Phasen gestalten sich aufgrund vieler kleiner Details recht aufwendig, wir
konzentrieren uns deshalb im Folgenden auf die elementaren Bestandteile:

Phase 1:

Da wir in unserer Happy-Grammatik aus Abschnitt 6.2.2.2 erlaubt haben, wechselweise
Kontexte, Doménen oder Regeln zu definieren, bendtigen wir hier eine Funktion, die eine
Liste des Typs Pt CDRDef , der wahlweise eine Kontextdefinition, Domain-Definition oder
eine Regel bzw. Konstruktordefinition enthdt, umwandelt in drei einzelne Listen, die
jewells ale Kontexte, Domains bzw. Operatordefinitionen enthalten:

brs1G oupCDR :: [Pt CDRDef] ->
ParseResult ([Pt ContextDef], [PtDomai nDef], [BrstOpDefl])

In den Operatordefinitionen sollen dabel ale Regeln fir einen Operator zusammengefasst
werden. Es wird erwartet, dass die Regeln fir einen Operator auch bereits in der Eingabe
hintereinander stehen und nicht durch andere Definitionen unterbrochen werden —
ansonsten ist dies ein Fehler! In der Implementierung der Funktion br s1G oupCDR lesen
wir somit, sobald wir auf die erste Regel eines Operators treffen, die weiteren Regeln die
zu diesem Operator passen ein, bis wir auf eine andere, nicht passende Definition treffen.
Danach stellen wir sicher, dass in den restlichen Definition keine weitere Regel fur diesen
Operator definiert wird.

Phase 2:

In dieser Phase werden nun die Metaterme auf den linken Seiten der Regeln untersucht:
Aus der Betrachtung, ob die Operanden eine aulere Abstraktion enthalten und fals ja, wie
viele Variablen durch diese gebunden werden, kann so leicht die Stelligkeit bestimmt
werden. Da wir schon ma dabel sind, die Operanden der Regel ndher zu betrachten,
bereiten wir auch gleich die Verarbeitung der Striktheits-Information vor, indem wir
zusétzlich zur Stelligkeit noch ein Striktheits-Flag zurlckliefern, das Tr ue ist, falls der
Metaterm aus einer Anwendung eines Operators auf seine Operanden besteht; wir
benutzen dafir ab jetzt den Begriff Operatorterm. Die Funktion, die die Metaterm:
Definition untersucht, hat somit folgenden Typ:

brs2ArityTerm :: PtTernDef -> ParseResult (Bool, QpArityNum

Mittels Pattern-Matching kann man leicht zuordnen, was bel welcher TermStruktur
passieren soll.

101



6. Ein Interpreter fir Reduktionssysteme

Anschlieffend muss nur noch sichergestellt werden, dass aus allen Regeln fir einen
Operator die gleichen Stelligkeiten hervorgehen.

Phase 3:

Nachdem wir in Phase 2 bereits die Operanden mit Striktheits-Flags versehen haben, gilt es
nun, die Striktheits-Information aus den Operator-Optionen mitzuberiicksichtigen. Die

wesentliche Funktion ist hier brs3Stri ct QpDef, die eine Operator-Definition aus
Phase 2 umwandelt in eine Phase 3 - Definition:

brs3Strict OpDef :: BrstOpDef2 -> ParseResult BrstQpDef3

Die Phase 2 - Definition besteht aus dem Operatornamen, der Stelligkeit inkl. Striktheits-
Flag, den Operator-Optionen und den Regeln:

brs3Strict OQpDef (BrstOpDef2 nanedef arity opsw rdefs) =
do

Da wir nicht mehr eine Liste von Flags speichern wollen, sondern eine Liste der
Positionen, nummerieren wir zundchst die Stelligkeit (mit Striktheits-Flags):

arsd <- return (zip [(1::QoStrictNum..] arity)
Nun lesen wir die benutzerdefinierten Einstellungen aus den Operator-Optionen:
(sd, ex) <- brs3GetStrictDef opsw True

Wie in den Voruberlegungen beschrieben, kann dabei auch durch das Schlisselwort
excl usi ve festgelegt werden, dass die berechnete Striktheits-Information keine
zusétzlichen Positionen enthalten darf. Der Vergleich der benutzerdefinierten und der
vorberechneten Striktheits-Information erfolgt mittels der Funktion br s3Ari tyStri ct:

(sdef,arity') <- brs3ArityStrict arsd sd ex

Das Ergebnis kann jetzt zurlickgdiefert werden, wobel noch die nicht mehr bendtigten
Striktheits-Angaben aus den Optionen herausgefiltert werden:

return (BrstOpDef3 nanedef sdef arity’
(brs3CpswkilterStrict opsw) rdefs)

Die Funktion br s3ArityStrict kann dabe leicht implementiert werden, wenn die
benutzerdefinierten strikten Positionen von br s3Get St ri ct Def auch gleich sortiert
zuriickgeliefert werden: Es reicht nun, jeweils die Listenkopfe der berechneten Stelligkeit
mit Striktheits-Flag, deren Positionen ja durch die vorhergehende Nummerierung markiert
sind, und der benutzerdefinierten strikten Positionen zu vergleichen. Falls die Position der
berechneten Liste kleiner ist als die néchste benutzerdefinierte Position, muss diese zu den
strikten Positionen hinzugefligt werden, fals das Striktheits-Flag Tr ue ist bzw. falls
excl usi ve verwendet wurde, fuhrt dies zu einem Fehler. Die berechnete Liste wird dann
solange weiter betrachtet, bis die Position mit der ndchsten Benutzerdefinition
Ubereinstimmt. In diesem Fall muss nur Uberprift werden, dass die Stelligkeit hier O ist, da
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sonst keine strikte Position erlaubt ist. Falls die berechnete Liste bereits leer ist, aber
immer noch eine benutzerdefinierte Position Ubrig ist, bedeutet dies, dass diese Position
grofder ist, als die Anzahl der erlaubten Operanden, so dass dies auch zu einem Fehler
fahrt. So ganz nebenbel wird bei dieser Berechnung noch das Striktheits-Flag aus der
Stelligkeit entfernt, so dass die Stelligkeiten und die Striktheits-Informationen nach
Abschluss der Phase 3 ihre endgultige Form haben.

Phase 4:

Nun geht es darum, die Regeln zusammenzusetzen, das heifd insbesondere, dass wir flr
ale Operatornamen unseren Operator-Typ mit Stelligkeit und Striktheits-1nformation
einsetzen, ebenso die sonstigen Namen durch Metavariablen, Variablen oder Domain
Referenzen ersetzen. Dazu mussen wir uns merken, welche Metavariablen auf der linken
Seite verwendet wurden; Namen die wir auf der rechten Seite nicht zuordnen konnen,
werden dann zu Variablen. Ebenso mussen wir uns die verwendeten Kontexte und
Domains auf der linken Seite merken, da ale auf der rechten Seite verwendeten Kontexte
und Domains auf der linken Seite vorkommen miuissen. Das Zusammensetzen einer Regel
efolgt anhand der Funktion br s4Bui | dRul e, diese erhdt das Reduktionssystem aus
Phase 3 (um Operator-Einstellungen, Kontext und Domains nachschlagen zu kénnen), die
Striktheits-Information des aktuellen Regel-Operators (um Werte-Metavariablen erkennen
zu kénnen), die Stelligkeit und natirlich die Regel-Definition, die verarbeitet werden soll:

brs4Buil dRul e :: BrstRedSys3 -> [QoStrictNun] ->
[ OpArityNum -> BrstRulel -> ParseResult Rul eP

brs4Buil dRul e s strictdef arity
(rsw,r@PtRul e nanmedef terns term) =
do

Zuerst werden aso die Metaterme der linken Seite zusammen gesetzt, wobel ale
verwendeten Metavariablen, Kontexte und Domains gemerkt werden. Die Metaterme
werden bei der Ubergabe an de Funktion br s4Bui | dLHS mit ihrer Position markiert,
damit diese einfach der Reihe nach abgearbeitet werden kénnen:

(ternms', nvars, cns, dns) <- (brs4Bui | dLHS
(zip[(1::OpStrictNum)..] terns)
arity strictdef s)

Danach wird sichergestellt, dass es bei der Verwendung der Metavariablen keine
Widerspriche gibt (denn an dieser Stelle wird noch nicht vorausgesetzt, dass
Metavariablen nicht wiederholt verwendet werden, dies geschieht erst bei der Uberpriifung
der GDSOS-Bedingungen im Analyse-Teil):

ok <- brs4ConpareMars nvars

Bel Kontexten und Domains hingegen stellen wir gleich hier sicher, dass diese nicht
wiederholt verwendet werden:

ok <- prsListLinear cns errNunRepeat edLeft Cont ext
ok <- prsListLinear cns errNunRepeat edLeft Domai n
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Nachdem nun die Metavariablen, Kontexte und Domains Uberprift wurden, konnen wir die
rechte Seite der Regel zusammensetzen:

term <- brs4Buil dRTerm s nvars cns dns (term0)
Die Regdl-Einstellungen werden auch noch verarbeitet:

rsw <- (brs4Rul eSwi tches rsw)
Und zum Schluss wird der Operator in die Regel elngesetzt:

let op = (OperatorP (prsEl enent nanedef) (prsEl Pos
nanmedef) arity False strictdef) in
return (RuleP op rsw terns' term)

In der Funktion brs4Bui | dLHS konnen die Metaterme, wie erwéhnt, durch die
Markierung mit ihrer Position einfach der Reihe nach bearbeitet werden. Es ist somit nur
noch eine Fallunterscheidung tber die Termstruktur notwendig:

Bel einem Identifier bzw. Namen missen wir, da wir Domain-Referenzen nicht
speziell markiert haben, rechschlagen, ob es eine passende Domain-Definition gibt.
Fallsja, liefern wir die Domain-Referenz zurtick, ansonsten eine Metavariable.

Bel Abstraktionen miissen wir sicherstellen, dass diese die erlaubten Formen (siehe
dazu die entsprechenden Festlegungen in Abschnitt 6.2.2.1) haben, dazu missen
wir die Termstruktur lediglich noch eine Ebene tiefer betrachten.

Bei einer Verwendung eines Kontextes missen wir sicher stellen, dass der Kontext
auch wirklich definiert wurde, auf3erdem darf dieser nur eine Metavariable
enthaten. Hier snd dann (neben dem zusammengesetzten Metaterm) der
Kontextname und die Metavariable zuriickzuliefern.

Besteht der Metaterm aus der Anwendung eines Operators auf seine Operanden, so
mussen wir die Operator-Definition nachschlagen und kénnen dann die Operanden
rekursiv betrachten.

Die Funktion br s4Bui | dRTer mist auf ahnliche Weise leicht zu implementieren, hier
missen eben ldentifier bzw. Namen in den von br s4Bui | dLHS zurlickgelieferten
Metavariablen- und Domainnamendisten nachgeschlagen werden — wie bereits erwéhnt
werden dabei Namen, die nicht zugeordnet werden konnen, einfach zu Variablen.
NatUrlich dirfen auf der rechten Seite aber nun beliebige Abstraktionen und auch Meta-
Applikationen benutzt werden, lediglich die Stelligkeit der Operanden muss zu den
Operatoren passen und ein Kontext muss bereits auf der linken Seite vorkommen, was
ebenfalls leicht durch Nachschlagen in der Ubergebenen Kontextliste Uberprift werden
kann.

Wir bereiten nun noch das Zusammensetzen der Kontexte in der nachsten Phase vor,

indem wir die Berechnung der Standard-Definitionen fur r st andar d und cst andard
vorbereiten: Wir speichern namlich zu jedem Operator, bei dem diese Definitionen nicht
durch den Benutzer gedndert wurden, entsprechende generierte Definitionen. Diese
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speichern wir so, dass sie nicht mehr von einer Benutzer-Definition zu unterscheiden ist, so
dass wir beim Zusammenstellen der Kontextalternativen fur rstandard bzw.
cst andar d nur noch ale Operator-Definitionen durchlaufen und die dortigen Kontext-
Definitionen verarbeiten missen. Damit wir trotzdem noch erkennen konnen, dass die
Definition vom Benutzer gedndert wurde, missen wir ein zusétzliches Flag abspeichern,
das bei einer Beeinflussung durch den Benutzer den Wert Tr ue hat und sonst Fal se.

Die automatische Generierung der Standard-Definitionen orientiert sich dabel an
Definition 5.2.6. fur r st andar d bzw. Definition 5.1.8. fir cst andar d. Wesentlich ist
hier eine Funktion, die aus der Stelligkeit und einer spezifizierten Position, in der rekursiv
auf die eigene Kontext-Definition verwiesen werden soll, eine Kontext-Alternative
erzeugt, bzw. da der entsprechende Kontextterm immer aus der Anwendung des aktuell
verarbeiteten Operators auf seine Operanden besteht, missen nur die als Operanden
erforderlichen Kontextterme berechnet werden. Damit die Stelligkeitdiste dabel einfach
durchlaufen werden kann, muss vorher die Stelligkeit fir jeden Operator mit ihrer Position
versehen worden sein, d.h. die Stelligkeitdiste besteht hier aus Tupeln, die die Stelligkeit
und die Position enthalten. Da Positionsangaben den Typ QpSt ri ¢t Numhaben, hat die
Funktion somit folgenden Typ:

brs4Bui | dCst andardTermArity :: [(OpArityNum QoStrictNum] ->
QpStrict Num -> [ Pt Cont ext Ter nDef ]

Wir erstellen also die Liste der Operanden fur jede Position. Falls wir bereits alle
Positionen durchlaufen haben, liefern wir die leere Liste zuriick:

brs4Bui | dCst andardTermArity [] X =[]

Ansonsten wird fir eine Stelligkeit i und Position » ein Operand v; ... v; . x,, erzeugt, es sel
denn, n entspricht der spezifizierten Position, in der rekursv auf die eigene Kontext-
Definition verwiesen werden soll, in diesem Fal wird anstelle von x,, das Schllisselwort
recur si ve generiert:

brs4Bui | dCst andardTermArity ((a,n):as) x =
i f a==0 then
C: (brs4Bui | dCst andardTermArity as X)
el se
let vars = [(PrsEl ement ("v" ++ (show v))
(PrsPosition ":conmputed automatically:" 1 1))
|v<-[1..a]] in
((Pt CAbstraction vars c):
(brs4Bui | dCst andardTermArity as X))
wher e
c=(if x==n then
(Pt CRecursive (PtPosition
(PrsPosition ":conmputed automatically:" 1 1)))
el se
(PtCldentifier (PrsElenent ("x" ++ (show n))
(PrsPosition ":conmputed automatically:" 1 1))))
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Diese Funktion wird nun be der r st andar d-Generierung fir jede strikte Position
aufgerufen, bzw. bel cst andar d fir alle Positionen.

Phase 5:

In dieser Phase werden die Kontext-Definitionen, die Domain-Definitionen und schliefdich
das Reduktionssystem in der endgiltigen Form erstellt. Beim Verarbeiten einer Kontext-
Definitionen werden nacheinander die einzelnen Kontextalternativen zusammengesetzt,
dann werden noch die Optionen verarbeitet und anschlieffend kann der neue Kontext-
Datentyp zurtckgeliefert werden:

br s5Bui | dCont ext :: BrstRedSys4 ->
Pt Cont ext Def -> ParseResult ContextP

br s5Bui | dCont ext sys
(Pt Cont ext Def cpos cnane cterns coptions) =
do
cternmss' <- mapM (brs5Bui |l dCont ext Ternms sys chane) cterns
coptions' <- brs5Buil dCont ext Options coptions
return (ContextP cnane (concat cternss') coptions')

Dabei ist alerdings zu beachten, dass bei Vewendung von Kontextaternativen
rstandard oder cstandard nicht ein enzener Kontextterm zur Definition
hinzugefligt wird, sondern eine Liste von Kontexttermen. Daher erhalten wir aso bei der
Verarbeitung der Liste der Kontextaternativen eine Liste von Kontextterm-Listen, die
dann erst noch konkateniert werden muss, bevor sie in die Kontext-Definition eingesetzt
werden kann.

Betrachten wir nun die Funktion brs5Buil dCont ext Terns, die ene
Kontextaternative verarbeitet: Da bel der Verarbeitung der Definitionen fur r st andar d
und cstandard (die sich aus den benutzerdefinierten und generierten Standard-
Definitionen fur jeden Operator zusammensetzen) fur das Schitisselwort r ecur si ve der
aktuelle Kontextname eingesetzt werden soll, muss dieser ebenso Ubergeben werden wie
das gesamte Reduktionssystem (aus Phase 4), um ggf. andere Definitionen nachschlagen
zu konnen. Der Typ der Funktion ist somit:

br s5Bui | dCont ext Terns :: BrstRedSys4 -> Pt NaneDef ->
Pt Cont ext Ter nDef -> ParseResult [ Context TernP]

Bel der Implementierung wird eine Falunterscheidung Uber die geparste Kontext-
alternative vom Typ Pt Cont ext Ter nDef gemacht:

Bel einem Loch wird der Konstruktor Ct Enpt yP zusammen mit der Position der
Definition ds einziges Listenelement zurtickgeliefert.

Bel einem ldentifier bzw. Namen wird Uberprift, ob ein Kontext mit diesem
Namen definiert wurde. Fals ja, wird eine Referenz auf den Kontext
zuriickgeliefert, fallsnein, ist diesein Fehler.
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Be eane Kontext-Benutzung muss sichergestellt werden, dass der Kontext
definiert wurde und der in das Loch eingesetzte Kontextterm genau ein Loch
enthdlt.

Bel einem Operatorterm muss sicher gestellt werden, dass die Operanden genau ein
Loch enthalten.

Bel r st andar d bzw. cst andar d mussen die in Phase 4 vorberechneten (bzw.
moglicherweise vom Benutzer selbst spezifizierten) Definitionen fur jeden
Operator betrachtet und entsprechend alle Kontextterme hinzufiigt werden.

Abstraktionen sind auf oberster Ebene nicht erlaubt und fihren zu enem Fehler.

Das Zusammensetzen der Kontext-Unterterme  Ubernimmt dabel  die  Funktion
br s5Bui | dCont ext Ter mEx, deren Aufbau im wesentlichen br s4Bui | dRTer m
also der Funktion, die die Metaterme auf den rechten Seiten der Regeln zusammensetzt,
entspricht. Es falen dabel lediglich die Metavariablen weg, dafir kommen Locher und
Kontext-Referenzen hinzu. Der wichtigste Unterschied bestent nun darin, dass dabel
zusdtzlich die verwendeten Loécher und Kontext-Referenzen (da die entsprechenden
Kontextdefinitionen ja dann wieder ein Loch enthaten) zurlickgeliefert werden, bzw.
besser gesagt deren Positionen. Die Funktion hat somit folgenden Typ:

br s5Bui | dCont ext TernEx :: BrstRedSys4 ->
(Pt Cont ext Ter nDef , OpAri tyNum ->
ParseResult ([ PrsPosition], ContextTernP)

Somit kann die Uberprifung, ob ein soeben zusammengesetzter Kontextterm genau ein
Loch enthdlt, ganz leicht erfolgen, indem die zuriickgelieferten Loch-Positionen betrachtet
werden:

brs5Si ngl eHol e :: PrsPosition -> [PrsPosition] -> ParseResult
Bool
br s5Si ngl eHol e pos hpl =
case hpl of
[] -> prsError errNumNoHol e pos
[X] -> return True
(Xx:p:xs) -> prsError errNumMul ti Hole p

Als Fehler-Position, falls der Kontextterm kein Loch enthélt, wird dabei die Position des
Definitionsnamens Ubergeben.

Betrachten wir nun noch die Verarbeitung der r st andar d-Definitionen: Wie bereits
beschrieben, bendtigen wir neben dem Reduktionssystem aus Phase 4 zum Nachschlagen
von Definitionen auch den Namen der Definition, in den die Kontextterme eingefligt
werden, so dass dieser fur das SchlUsselwort recur si ve eingesetzt werden kann.
Zuruckgeliefert wird eine Liste von Kontexttermen, auf3erdem liefern wir noch ein Flag
zurlck, das angibt, ob diese Standarddefinitionen vom Benutzer beeinflusst wurden
(True) oder nicht (Fal se). Dies wird dazu benétigt, um zu erkennen, ob ein
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Reduktionskontext, der as enzige Kontextaternative rstandard enthdt, sich an
Definition 5.2.6. hélt oder davon abweicht. Unsere Funktion hat somit folgenden Typ:

br s5Bui | dCRst andard :: BrstRedSys4 -> Pt NaneDef ->
Par seResul t (Bool, [ Cont ext Ter nP])

Nun werden mittels der Funktion br s5Bui | dCst andardv die in Phase 4
bereitgestellten Definitionen fir jeden Operator, die mit dem Selektor br st Rst andar d4
erhalten werden, verarbeitet:

br s5Bui | dCRst andard sys@BrstRedSys4 _ _ _ rs) cnane =
do
res <- (mapM (brs5Buil dCst andardv cnane sys)
(map brstRstandard4 rs))

Die Ruckgaben von br s5Bui | dCst andar dv bestehen ebenfalls aus einem Flag und
einer Kontextliste, so dass nun ale Flags (mit einem logischen Oder) und die Listen
zusammengefasst werden. Zusédtzlich zu den zuriickgelieferten Kontexttermen hangen wir
aul3erdem noch den leeren Kontext an:

let (ed,r) = unzip res in
return ((or ed),
((C EnptyP
(Pt Position
(PrsPosition ":conputed automatically:" 1 1)))
(concat r)))

Die Funktion brs5Buil dCstandardv  entspricht dabei der  Funktion
br s5Bui | dCont ext Ter ns, aul3er dass bel einer Kontextalternative i gnor e eine
leere Liste zurtckgeliefert wird und eben fur recursive ene Referenz auf den
Ubergebenen Kontextnamen. Fir die Berechnung der Kontextterme fir cst andar d muss
man in der Funktion br s5Bui | dCRst andar d nur den Selektor br st Rst andar d4
durch br st Cst andar d4 austauschen.

Das Zusammensetzen der Domains gestaltet sich analog zu den Kontexten, nur einfacher,
da hier keine Locher und Standard-Definitionen mehr betrachtet werden missen. Bei den
globalen Optionen werden neben den Schaltern auch der Reduktions- und der
Programmkontext verarbeitet. Falls diese nicht definiert wurden, wird automatisch eine
Definition reductioncontext = rstandard bzw. prograncontext =
cst andar d verwendet. Die Verarbeitung der Definitionen erfolgt dann mit den Ublichen
die Kontexte zusammensetzenden Funktionen. Beim Verarbeiten der restlichen Optionen
mussen nur die Konstruktoren richtig zugeordnet werden. Zum Schluss folgen noch ein
paar einfache Angleichungen an den ReduktionssystemDatentyp und endlich kann das
fertige, eingel esene Reduktionssystem zurtickgeliefert werden.

6.2.2.4 Aufruf der Ladeprozedur

Als Einstieg in unsere Ladeprozedur dient nun eine Funktion | oadRS. Diese bekommt
den Dateinamen der gewilnschten Eingabedatei Ubergeben und liefert das eingelesene

108



6.2. Implementierung

Reduktionssystem zurtick. Da wir uns beim Einlesen der Eingabedatei der Methoden der
IO-Monade bedienen, hat diese Funktion also folgenden Typ:

|l oadRS :: FilePath -> 10 | frsRedSys

Die Funktion liest mittels der 10-Methode r eadFi | e die Eingabedatei und Ubergibt die
Eingabe an unsere Parser-Funktion pPar seRS aus Abschnitt 6.2.2.2. Beim Parse-
Ergebnis wird dann geprift, ob aufgrund der Verwendung des i ncl ude-Befehls in der
Eingabedatei weitere Dateien eingelesen werden mussen. Falls ja, werden diese Dateien
ebenfalls geparst und die Ergebnisse (durch Konkatenation der Listen des Typs
Pt CDRDef ) kombiniert. Das Gesamtergebnis wird dann der in Abschnitt 6.2.2.3
definierten Funktion br sBui | dRedSys Ubergeben. Anschlief3end missen wir nur noch
das Reduktionssystem aus dem Fehlertyp Par seResul t extrahieren und kénnen dann
das eingel esene Reduktionsystem zurickliefern.

6.2.3 Uberpriifung der GDSOS-Bedingungen

Im Anayse-Teil wollen wir nun Uberprifen, ob die 5 Bedingungen aus Definition 5.2.5.
erflllt sind, da wir dann sofort die in Abschnitt 5.2.3 beschriebenen Eigenschaften folgern
konnen. Dabei muss alerdings noch zusdizlich sichergestellt werden, dass der
Reduktionskontext der Standarddefinition entspricht, also nicht vom Benutzer veréndert
wurde. Die Bedingung 5, dass jede Metavariable auf der rechten Seite einer Regel auch auf
der linken Seite vorkommt, ist bereits durch unsere Einlese-Routine gesichert, da ein
unbekannter Name auf der rechten Seite immer zu einer (normalen) Variable wird. Zu
Uberprifen sind somit noch die Bedingungen 1-4:

Bedingung 1: Metaterme auf der linken Seite einer Regel sind einfache Metawerte, falls
sie an strikten Positionen stehen, sonst (Nicht-Werte-)Metavariablen.

Wir bendtigen aso eine Funktion nt | sSi npl eMval , die Uberpriift ob, eéin Metaterm
einen einfachen Metawert darstellt, und eine Funktion nt | sMvar , die Uberpriift ob ein
Metaterm aus einer Metavariablen, gof. in einer Darstellung der Form x;...x, . X{x1...x,.},
besteht, wobel das Vaue-Flag Fal se sein muss, da es sich sonst um einen einfachen

Metawert handelt. Betrachten wir zunachst nt | sMvar : Da wir, wie in Abschnitt 6.2.1
erwéahnt, eine Multiparameter-Klasse fir Metaterme benutzen, bekommt diese Funktion

neben dem Metaterm noch eine Umgebung as Argument, zurtickgeliefert wird Tr ue, falls
der Metaterm aus einer Metavariablen besteht und Fal se, fals er eine andere Struktur
hat.

ntisMar :: MtaTermnt env v nv op cn dn =>
n -> env -> Bool

Eine Meavariable kann nun leicht durch die Methode nt | sMet aVar der Klasse
Met aTer m erkannt werden, mit nmt Get Met aVar kann diese selektiert werden und
mittels der Met aVar -Methode mvar | sVal ue kann das Vaue-Flag der Metavariable
gepruft werden:
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mlsMWar nt env
| mlsMetavar nt env =
not (mvarlsValue (ntCGetMetaVar nt env) env)

Bei Metavariablen der Stelligkeit > O ist dies jedoch be einer Darstellung in der Form
X1..%, . X{x1...x,} etwas schwieriger, da die Struktur nun wie folgt ist: Eine Abstraktion, die
eine Meta-Applikation enthélt, deren Unterterme wieder die abstrahierten Variablen sind:

| ntlsAbstraction mt env =
let term= ntGetAbsTermnt env in
if nmlsMtaApp termenv then
let ternms = (nt Get Met aAppTerns termenv) in
if all (\x -> ntlsVariable x env) terns then
((map (\x -> varNane x env)
(m Get AbsVars nt env)) ==
(map (\x -> varNanme (nm CGetVariable x env) env)

terns))
el se
Fal se
el se
Fal se

Bel anderen Termstrukturen kann es sich nicht um eine Metavariable handeln:

| otherw se = Fal se

Die Funktion nt | sSi npl eMval bekommt ebenfdls einen Metaterm samt Umgebung
Ubergeben und liefert Tr ue zurtick, falls der Metaterm ein einfacher Metaterm ist, sonst
Fal se:

n1sSinpleMal :: MetaTermnt env v mv op cn dn =>
n -> env -> Bool

Gemal3 Definition 5.2.4. ist ein einfacher Metawert eine Werte-Metavariable oder eine
Anwendung eines kanonischen Operators auf seine Operanden, die an alen strikten
Positionen einfache Metawerte sind und an den restlichen Positionen (Nicht-Werte-)
Metavariablen. Die Funktion mt | sSi npl eMval kann somit auch leicht Uber eine
Fallunterscheidung implementiert werden:

nt1sSi npl eMval nt env

| mlsMetavar nmt env =
(rmvarlsVal ue (ntGetMetavar mt env) env)

| mlIsOpTermnt env =
let op = nmGetOp nt env in
-- (Operator kanonisch?
i f opCanoni cal op env then
let terms = mGetOpTerns nt env in
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nt1sSinpleMal 1 terns env (opStrict op env) 1
el se
Fal se

| otherw se = Fal se

Dabel wird eine Hilfsfunktion nt 1 sSi npl eMval 1 benutzt, um die Operanden zu
Uberprifen, d.h. die Funktion bekommt die Liste der Operanden Ubergeben, die strikten
Positionen, auRerdem die Startposition 1, und prift nun der Reihe nach die Operanden,
wobel bel rekursiven Aufrufen die Ubergebene Position um Eins erhdht wird. So kann
leicht Uberpriift werden, ob die aktuelle Position strikt ist und somit ein einfacher Metawert
oder eine Metavariable erforderlich ist. Falls keine Operanden mehr Ubrig sind, so ist die
Bedingung erfullt.

nilsSinpleMall [] _ _ _ = True

n1sSinmpleMal 1 (x:xs) env strict n =
-- strikte Position?
if (elemn strict) then
-- einfacher Metawert?
if (nml1sSinpleMal x env) then
(nt1sSinpleMral 1 xs env strict (n+l))
el se
Fal se
el se
-- Metavari abl e?
if (nmlsMar x env) then
(nm1sSinpleMal 1 xs env strict (n+l))
el se
Fal se

Im Interpreter geben wir, wenn Bedingung 1 nicht erfillt ist, eine Warnung aus, fuhren
dann aber die Auswertung durch (falls keine anderen Griinden dagegen sprechen), da wir
u.a auch im Cal-by-Need-Kalkil, welches gegen diese Bedingung verstofdt, auswerten
maochten.

Bedingung 2: Die linke Seite einer Regel ist linear.

Es muss aso Uberpriift werden, dass keine Metavariable wiederholt auf der linken Seite
verwendet wird. Dazu benétigen wir eine Funktion nt Mvar sLi st, die die Liste aller
Metavariablen, diein einer Liste von Metatermen enthalten sind, zurtickliefert:

nt MvarsList :: MetaTermnt env v nv op cn dn =>
[mM] -> env -> [nmv]

Diese Funktion kann leicht Uber die Struktur der Metaterme und mittels der Selektor-
Methoden der MetatermKlasse implementiert werden. Anschlief?end kénnen dann die
Namen der Metavariablen Uberpriift werden und sichergestellt werden, dass kein Name
doppelt verwendet wird, indem die Metavariablenliste durchlaufen wird und fir jedes
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Element der Liste geprift wird, dass kein Element aus der Restliste den gleichen Namen
hat.

Fals Bedingung 2 nicht eflllt ist, bricht der Interpreter die Auswertung mit ener
entsprechenden Fehlermel dung ab, da sonst die Regelsuche zu schwierig wirde.

Bedingung 3: Die Regeln sind nicht Uberlappend.

Wenn wir bereits Bedingung 2 sichergestellt haben, reicht es zu Uberprifen, dass dle
Regeln fur einen Operator jeweils paarweise an einer beliebigen Position unterschiedliche
Operatoren enthalten, und zwar, da Metavariablen fir beliebige Terme stehen konnen, in
genau dem gleichen Teill in der Struktur enes Unterterms. Wir haben dlerdings
unterschiedliche Matching-Einstellungen fir die Regeln, daher missen wir diese auch
berlicksichtigen: Regeln mit dem Schalter <eval _al t > dirfen sich Uberlappen, ohne die
Bedingung 3 zu verletzen, da diese Einstellung ja besagt, dass beim Suchen der Regel die
erste passende Alternative genommen wird (genauso, wie dies beim Haskell-Pattern
Matching der Fall ist). Eine deterministische Auswertung ist somit gewahrleistet, d.h. man
konnte die Reduktionsregeln auch abandern in unendlich viele, nicht Uberlappende Regeln,
die ein aquivalentes Reduktionsverhaten haben. Zu Uberprifen ist somit zunéchst einmal,
ob sich eine Regel mit dem Schalter <eval _excl > mit einer anderen Regel Uberlappt.
Ist dies der Fall, so brechen wir die Auswertung mit einem Fehler ab. Danach prufen wir,
ob nichtdeterministische Regeln mittels des Schalters <eval _nd> definiert wurden, falls
ja geben wir im Interpreter eine Warnung aus und fuhren dann die Reduktion solange
durch, bis mehrere Regeln fur die weitere Reduktion in Frage kommen.

Betrachten wir nun die Funktion, die zwei Regeln fir einen Operator vergleicht; genau
genommen reicht es, die Metaterme der beiden linken Seiten zu betrachten, wenn wir im
Vorhinein schon sichergestellt haben, dass es sich um Regeln fur denselben Operator
handelt (ansonsten kdnnen die Regeln ja auch nicht Uberlappen):

rul ePrsvalidThree2 :: MetaTermnt env v nv op cn dn =>
[m] ->[m] -> env -> Bool

Falls keine weiteren Metaterme Ubrig sind, kann kein Unterschied festgestellt werden:
rulePrsvalidThree2 [] [] _ = Fal se

Wir gehen davon aus, dass die Regeln beim Laden entsprechend Abschnitt 6.2.2.3. auf ihre
Form geprift wurden, so dass Abstraktionen auf der linken Seite nur die Formen
x1..%,.X{ x1,...,x,} oder x.C[x] oder x;...x,.D haben dirfen, wobel X eine Metavariable, C ein
Kontext und D eine Domain ist. AuRerdem darf ein Metaterm, der eine Kontextbenutzung
enthalt, aber keine Abstraktion ist, ausschliefdich die Form C[.X] haben. Dawir esunsin
diesem Zusammenhang ersparen wollen, Kontexte und Domains néher zu untersuchen,
gehen wir davon aus, dass diese stets so definiert sind, dass ein beliebiger Term darin
enthalten sein kann, d.h. wir gehen im Zwefelsfal davon aus, dass sich die Regeln
Uberlappen konnen. Somit kann aso bel einem Vergleich ener Metavariablen,
Kontextbenutzung oder Domain mit einem beliebigen Metaterm kein Unterschied
festgestellt werden, ebenso bei Abstraktionen, da diese als Unterterme nur ene
Metavariable (ads Meta-Applikation mit den Bindungsvariablen), eine Kontextbenutzung
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mit der Bindungsvariablen oder eine Doméane haben dirfen. Da Meta-Applikationen ohne
Abstraktionen auf der linken Seite nicht erlaubt sind, reicht es somit zu Uberprifen, ob die
jewelligen néchsten Metaterme beide Operatorterme sind, und falls ja, die Operatoren und
die Operanden zu prifen. Findet sich hier ein Unterschied, so konnen wir True
zuriickliefern, ansonsten mussen wir rekursiv weiter bei der nachsten Position nach einem
Unterschied suchen:

rul ePrsval i dThree2 (rl:rsl) (r2:rs2) env

| (mlIsOpTermrl env) && (ntlsOpTermr2 env) =

let opl = mGetOp rl1 env
op2 = mGtO r2 env
otsl = ntGetOpTerns rl env
ots2 = ntGetOpTerns r2 env
In

i f opEg opl env op2 env then
if rulePrsValidThree2 otsl ots2 env then
True
el se
rul ePrsVval i dThree2 rsl rs2 env
el se
Tr ue

| otherw se =
rul ePrsVal i dThree2 rsl rs2 env

Bedingung 4: Die rechte Seite einer Regel enthélt keine freien Variablen.

Wir erstellen hier eine Funktion nt Fr eeVar s1, die die Liste aller frelen Variablen, die
in einem Metaterm enthalten sind, zurlckliefert. Diese kann, analog zu der Funktion
nt Mvar sLi st, die die Liste aler enthaltenen Metavariablen berechnet, leicht Gber die
Struktur der Terme erstellt werden. Wir mussen uns dabel lediglich, wenn wir auf eine
Abstraktion treffen, die Bindungsvariablen merken, bzw. diese bei einem rekursiven
Aufruf mit Ubergeben (beim ersten Aufruf Gbergeben wir einfach die leere Liste) um dann
zwischen gebundenen und freien Variablen unterscheiden zu konnen. Die Funktion hat
somit folgenden Typ:

nt FreevVarsl :: (MetaTermnt env v nv op cn dn, Eq v) =>
n ->env ->[v] ->[vV]

Wenn wir bei der Berechnung auf eine Variable v treffen, so schauen wir nach, ob diese in
der Liste der gebundenen Variablen enthalten ist, fals nein liefern wir [ v] zurlick und

sonst [ ] . Die Ergebnisse aus alen Untertermen missen dann nur noch durch ++ verkniipft
werden.

Zur Uberprifung der Bedingung 4 reicht es nun, zu untersuchen, ob die Liste der freien
Variablen des Metaterms auf der rechten Seite der Regel leer ist: falls nein, brechen wir die
Auswertung mit einer entsprechenden Fehlermeldung ab.
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Priifung des Reduktionskontextes:

Wir beschrénken uns hier darauf, eine Warnung auszugeben, falls der Reduktionskontext
durch den Benutzer gedndert wurde; dazu muissen wir lediglich nachschauen, ob das Flag,
das wir beim Laden zusammen mit dem Reduktionskontext gespeichert haben, auf Tr ue
(Anderung durch den Benutzer) oder auf Fal se steht (d.h. keine Anderung durch den
Benutzer, der Reduktionskontext wurde vollstandig automatisch gemd3 Definition 5.2.6.
berechnet).

Aufruf der Analyse:

Wir bendtigen nun noch eine Funktion anal yse, welche die eben beschriebenen
Uberpriifungen nacheinander durchfiihrt und einen Fehler oder eine Warnung ausgibt, falls
die gewlnschten Bedingungen nicht gelten. Da wir fur die Ausgabe der Warnungen die
|O-Methode put St r Ln verwenden und sonst keine weiteren Riickgaben notwendig sind,
hat unsere Funktion folgenden Typ:

analyse :: IfrsRedSys -> 10 ()

In der Implementierung der Funktion mussen wir dann die Operatordefinitionen aus dem
Reduktionssystem lesen, aus diesen wiederum die Regeln und die Metaterme der Regeln
und diese schliefdich auf beschriebene Art und Welise priifen.

6.2.4 Der Interpreter

Wie bereits in den Vorlberlegungen beschrieben, wollen wir den Interpreter mit Hilfe
einer Template Instantiation Machine realisieren, prinzipiell konnte aber auch z.B. eine G-
Machine (siehe [SchO1, Kapitel 2] oder [PJL91, Kapitel 3]) oder jede andere abstrakte
Maschine, die fur die Compilierung verzogert auswertender funktionaler Sprachen
entworfen wurde, verwendet werden. Wir entscheiden uns hier fir die Template
Instantiation Machine, da diese am einfachsten zu implementieren i<t.

Die Template Instantiation Machine arbeitet dabei Uber einem Zustand, in dem u.a. der
auszuwertende Term in  ener GraphDarstellung gespeichert ist. Fur jeden
Reduktionsschritt wird der entsprechende Term dann durch sein Reduktionsergebnis
ersetzt, d.h. der Zustand andert sich bei jedem Reduktionsschritt.

Die grundlegenden Funktionen, die fir die Implementierung des Interpreters bendtigt
werden, sind somit

eine Funktion conpi | e, die unser eingelesenes Reduktionssystem Ubergeben
bekommt und daraus den initidlen Zustand der Template Instantiation Machine
berechnet,

und eine Funktion eval , die die Auswertung durchfihrt. Da wir an den einzelnen
Reduktionsschritten interessiert sind, liefern wir die Liste der Zusténde fir jeden
Reduktionsschritt zuriick, aus den Zusténden kénnen wir dann die entsprechenden
Terme extrahieren.

Die Auswertung erfordert dabei folgende Schritte:
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den néchsten Redex finden, dazu muss der Reduktionskontext betrachtet werden,
diesen reduzieren, d.h. die passende Regel finden und anwenden,
und schliefdich den Redex mit dem Ergebnis Gberschreiben.

Die Auswertung endet, wenn der Term eine kanonische Form angenommen hat (d.h. en
Konstruktor-Term, bei dem alle strikten Argumente Werte sind) oder in einer val ue-
Domain enthalten i<t.

Betrachten wir zundchst den Zustand der Template Instantiation Machine genauer:

Der wichtigste Bestandteil ist der Heap, der die Terme in ihrer Graphstruktur speichert.
Die Heap-Knoten sind dabei an festen Adressen gespeichert, so dass die Anwendung eines
Operators auf seine Argumente durch einen Applikations-Knoten dargestellt werden kann,
der den Operatornamen, einen Verweis auf die Operatordefinition (inkl. Reduktionsregeln)
und die Adressen der Operanden enthdt. Im Gegensatz dazu sind in [PJL91] die
Applikations-Knoten auf Currying ausgelegt und enthalten genau zwel Argumente, wobei
das erste keine Superkombinator-Definition sein muss, sondern auch eine (ungeséttigte)
Funktionsanwendung sein kann. Es wird dann eine spezielle Unwind-Operation bendtigt,
die den Graphen durchl&uft, um die &ufierste Funktionsanwendung zu finden.

Da unsere Termstruktur mit festen Stelligkeiten jedoch kein Currying erlaubt und wir
daher dle bendtigten Verweise direkt in dem Applikations-Knoten speichern, kdnnen wir
auf eine Unwind-Operation verzichten und somit auch auf den Stack, der benttigt wird, um
sich bei der Unwind-Operation die Ricksprung-Adressen zu merken. Der Dump, der zum
Sichern von Stacks dient, wenn Zwischenauswertungen notig werden, kann nun durch
einen einfachen Stack ersetzt werden. Allerdings ist auch dieser nicht nétig, wenn wir
unsere Suche nach dem néchsten Redex anhand des Reduktionskontextes stets von der
Wurzel (d.h. der Adresse des Hauptterms) aus beginnen. Da bei Reduktionssystemen, die
sich an die GDSOS-Bedingungen hdten, die Suche nach dem nachsten Redex durch eine
Einschréankung auf die aktuell betrachteten Unterterme (deren Adressen dann im Stack
gespeichert werden) stark beschleunigt werden kann (da es ausreicht die strikten
Positionen zu betrachten, d.h. ein Abgleich mit dem Reduktionskontext ist nicht mehr
notig), planen wir den Stack jedoch mit ein.

Neben dem Heap und dem Stack bendtigen wir aber auch noch samtliche Informationen
des Reduktionssystems, aso die Operatordefinitionen, Kontexte, Domains und die
globaen Einstelungen. Aulerdem sehen wir einen Statistik-Eintrag vor, in dem
Informationen Uber die Reduktion gespeichert werden konnen, z.B. die Anzahl der bisher
benttigten Reduktionsschritte.

Wir verwenden somit fir den Zustand der Template Instantiation Machine folgenden
Datentyp:

data Ti State = Ti State {
ti Stack :: Ti Stack,
ti Heap :: Ti Heap,
tiStats :: Ti Stats,
tidobal :: Ifrsd obal,
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tiContexts :: |frsContexts,
ti Domains :: |frsDomains,
ti OpDefs :: Ti OpDefs

} deriving Show

Den Zustand verwenden wir nun bel den in Abschnitt 6.2.1 beschriebenen Klassen als
Umgebung. Da wir dabel sdmtliche Informationen des Reduktionssystems aus dem
Zustand entnehmen konnen, konnen wir den leeren Typ () zusammen mit dem Zustand
als Reduktionssystem benutzen:

I nst ance
(Rs@ obal Ifrsdobal TiState (..,

Contexts IfrsContexts Ti State (...),
Domai ns I frsDomains Ti State (...),

OpDefs Ti OpDefs Ti State |IfrsCpbDef (..) ) =>

RedSys () Ti State Ifrsd obal IfrsContexts |frsContext

| frsDomains | frsDomain Ti QpDefs |frsQOpDef

| frsCont ext Nane | frsCont ext Terns |frsContextTerm

| frsCont extVariabl e | frsDonai nNarme | frsDonai nTer ns

| frsDomai nTerm | frsDomai nVari able IfrsRules IfrsRule

| frsMetaTerm I frsOperator [frsMetaVariable IfrsVariable

wher e

rs@dobal _ env = (tid obal env)
rsContexts _ env = (tiContexts env)
rsDomains _ env = (ti Domai ns env)
rsQpbDefs _ env = (ti OpDefs env)

Anaog zu den Superkombinator-Definitionen in [PJL91], speichern wir die
Operatordefinitionen als Heap-Knoten. In einer Assoziationdiste speichern wir dann zu
jedem Operatornamen die passende Adresse:

type Ti OpDefs = Assoc String HeapAddress

Den Typ Ti QpDef s kénnen wir dann wie folgt zu einer Instanz von CpDef s machen:

i nst ance
(OpDef 1frsOpbDef Ti State (...) ) =>

QpDefs Ti OpDefs Ti State (...) where

odLi st ods env =
(map (ti GetQpDef (tiHeap env)) (assocRange ods))
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odLookUp n ods env =
do
(n,a) <- assocLookEl enfFst ods n
return (ti Get CpDef (tiHeap env) a)

Bel der Speicherung der Operatordefinitionen in den Heap-Knoten empfiehlt es sich, wie
wir gleich sehen werden, Operatoren, die keine Argumente haben, speziell zu behandeln.
Daher gibt es also zwei Sorten von Heap-Knoten, die Operatordefinitionen speichern:

ti Get OpDef :: Ti Heap -> HeapAddress -> |frsQpDef
ti Get OpDef h a =
case (heapLookup h a) of
TiNRule _ od -> od
TiNCAF _ od _ -> od
_->error "tiGetQpDef: Unexpected heap-node!"

Wenden wir uns einer genaueren Betrachtung der Heap-Knoten zu. Wie beschrieben
stellen wir die Anwendung eines Operators auf seine Argumente durch einen Applikations-
Knoten dar, dieser hat folgende Form:

Ti NAp Name Operatordefinition Operanden

Bel den Knoten, die die Operatordefinitionen enthalten, unterschieden wir, wie bereits
angedeutet, zwischen Operatoren, die Argumente erfordern und Operatoren, die keine
Operanden haben. Ein nichtkanonischer Operator ohne Operanden stellt namlich fur sich
aleine einen Redex dar, falls wir diesen einmal ausgewertet haben, wirden wir uns bei
einer wiederholten Verwendung gerne eine wiederholte Berechnung sparen und uns
stattdessen gleich das Ergebnis merken. Ublicherweise werden solche Operatoren ohne
Operanden as constant application forms (Kurz CAFs) bezeichnet. Wahrend wir also bel
Operatoren, die Argumente erfordern, nur den Namen und die Operatordefinition (inkl.
Reduktionsregeln) speichern, d.h. der Heap-Knoten hat folgende Form:

Ti NRul e Name Operatordefinition,

enthdlt der Knoten fir eine CAF zusdtzlich noch die Moglichkeit auf die instanziierte
rechte Seite elner entsprechenden Auswertungsregel zu verweisen:

Ti NCAF Name Operatordefinition Verweismoglichkeit

Fur die Verweismoglichkeit verwenden wir den Datentyp Maybe, der dann Not hi ng
enthdlt, falls der Operator noch nicht reduziert wurde, oder die Heap-Adresse des
Reduktionsergebnisses (mit Just gekapselt).

Da unsere Operanden auch Abstraktionen sein konnen (im Gegensatz zu [PJL91], bel der
gof. der Compilierung ein Lambda-Lifter vorgeschaltet wird), bendtigen wir auch spezielle
Heap-Knoten fir Abstraktionen und Variablen.

Der Abstraktionsknoten enthélt dabei die Verweise auf die gebundenen Variablen und den
abstrahierten Term:
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Ti NAbs Variablen Term
Ein Variablenknoten enthélt einfach den Variablennamen:

Ti NVar Name

Zum Schluss bendtigen wir noch einen Indirektionsknoten. Dieser wird bendtigt, falls ein
Operator sein Argument unausgewertet zurtickliefert (siehe [PIL91, Abschnitt 2.1.5]). Da
wir den Argumentterm beim Uberschreiben des Redexes nicht kopieren wollen, erzeugen
wir in diesem Fall enen Indirektionsknoten, der einfach nur einen Verwels auf den
Argumentterm enthdlt, d.h. der Indirektionsknoten enthdt nichts weiter as eine Heap-
Adresse:

Ti NI nd Adresse
Wir kdnnen einen Heap-Knoten somit durch folgenden Datentypen darstellen:

data Ti Node = Ti NAp Ti Nanme HeapAddr ess [ HeapAddress]
| Ti NRul e Ti Nanme |frsQOpDef
| Ti NCAF Ti Nane |frsCOpDef (Maybe HeapAddress)
| Ti NAbs [ HeapAddr ess] HeapAddress
| Ti Nl nd HeapAddress
| Ti Nvar Ti Name
deriving (Eq, Show)

type TiName = String

Heap und Stack in unserem Zustand haben nun folgende Typen:
type Ti Heap = Heap Ti Node

type Ti Stack = Stack HeapAddress

Fur eine kurze Beschreibung der Heap- und Stack-Datenstrukturen und Funktionen siehe
Anhang. Bel dem Statistik-Eintrag speichern wir zunéchst nur die Anzahl der Schritte, es
reicht somit erst einmal der Typ | nt aus:

type TiStats = Int

Bevor wir uns den Funktionen der Template Instantiation Machine zuwenden, betrachten
wir noch kurz, wie wir Heap-Adressen als Terme verwenden kdnnen:

i nstance Term HeapAddress Ti State Ti Nane |frsCOperator where
trmsVariable a st = ti Term sVariable st a
trm sAbstraction a st = ti Term sAbstraction st a
trmsOpTerma st = ti TermsQpTerm st a
trmGetVariable a st = ti TernGetVariable st a
trnmGet AbsVars a st = ti TernGet AbsVars st a
trmGet AbsTerma st = ti TermGet AbsTer mMAddr st a
trmGetOp a st = tiTernetp st a
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trnCGet OpTerns a st = ti TernGet OpTerns st a

Die Zugriffsfunktionen ti Term.. sind dabe leicht Uber die Struktur unserer Heap-
Knoten zu implementieren. Betrachten wir dazu beispielhaft t i Ter m sVar i abl e:

Die Funktion bekommt den aktuellen Zustand und die gewilnschte Heap-Adresse
Ubergeben und liefert Tr ue zurick, falls der Term ausschliefdich eine Variable enthdlt,
sonst Fal se.

tiTermsVariable :: TiState -> HeapAddress -> Bool

Wir betrachten dazu einfach den Heap-Knoten an der Ubergebenen Adresse und folgen ggf.
Indirektionen. Falls wir einen Ti NVar -Knoten vorfinden liefern wir Tr ue zuriick, bei
anderen Knoten, als Variablen und Indirektionen, liefern wir Fal se zuriick.

ti Term sVariable st a =
case heapLookup (ti Heap st) a of
Ti NVar n -> True
TiNlnd addr -> ti Term sVari abl e st addr
_ -> Fal se

6.2.4.1 Der Compiler

Wir implementieren zunéchst ene Funktion ti Conpil e, die das eingelesene
Reduktionssystem vom Typ | fr sRedSys umwandelt in einen Zustand der Template
Instantiation Machine, der dem initialen Zustand entspricht, auf3er dass der nai n-Term
noch nicht instanziiert wurde und der Stack leer ist. Der mai n-Term wird dann in der
Funktiont i St art instanziiert, bzw. da mai n() eine CAF ist, reicht es, die Adresse von
mai n in der Ti QpDef s-Assoziationdiste zu finden und auf den Stack zu legen. Da wir
alerdings auch optiona ohne Sharing (und ohne Merken der CAF-Reduktionsergebni sse)
auswerten wollen, missen wir dann bei einer globalen Einstellung

sharing = off
einen neuen Applikations-Knoten
Ti NAp "mai n" address_of _main []

erzeugen, wobel addr ess_of _mai n die Adresse der Operatordefinition von mai n ist,
und die Adresse dieses neuen Knotensin den Stack legen.

Betrachten wir nun die Funktion t i Conpi | e:

tiConpile :: IfrsRedSys -> Ti State
tiConpile rs =
let ts = (TiState stacklnit initial _heap
tilnitStat global contexts donai ns opdefs)
gl obal = rsGobal rs ()
contexts = rsContexts rs ()
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domai ns rsDomains rs ()

sc_defs odLi st (rsQpDefs rs ts) ts

(initial_heap,opdefs) = tiBuildlnitial Heap sc_defs ts
in

ts

Etwas verwirrend mag hier erscheinen, dass die Funktion ti Bui | dl ni ti al Heap, die
einen Bestandtell des Zustands errechnen soll, bereits den Zustand Ubergeben bekommt.
Da diese Funktion aber nicht auf den Heap und die Operatordefinitionen des Ubergebenen
Zustands zugreift, ist dies aufgrund der verzdgerten Auswertung problemlos mdglich. Das
Erstellen des Heaps ist hierbel auch der interessante Vorgang, denn die globaen
Einstellungen, die Kontexte und Domains werden einfach unverdndert in den neuen
Zustand Ubernommen, die Funktion st ackl nit liefert einen leeren Stack zuriick und
tilnitStat setzt den Zahler der Statistik-Einstellung auf O.

Die Funktion ti Bui | dl ni ti al Heap erstellt nun fir alle Operatoren Ti NRul e- oder

Ti NCAF-Knoten und merkt sich dabei auch gleich deren Adressen und liefert somit neben
dem neuen Heap auch die Assoziationdliste der Operatordefinitionen zurtick:

tiBuildinitialHeap :: [IfrsCpDef] -> Ti State ->
(Ti Heap, Ti QpDefs)

In der Implementierung behandeln wir die Elemente der Eingabeliste nacheinander anhand

einer Funktion ti Al | ocat eSc. Da diese jedoch den Heap verandert, missen wir
aufpassen, dass fur jedes neue Element auch der neue Heap Ubergeben wird. Dies leistet

eine besondere Mapping-Funktion mapAccunl (aus der Haskell List-Library), die wir im
Anschluss an die Implementierung der Funktion ti Bui | dl ni ti al Heap betrachten.
Die Implementierung gestaltet sich wie folgt:

tiBuildlnitial Heap opdefs env =
let (h,gl) = mapAccunL alloc heaplnit opdefs
alloc = (\h od -> tiAlocateSc h od env) in
(h, (Assoc gl))

Wie man sieht, wird jetzt einfach die Funktion mapAccuni mit den Argumenten al | oc,
heapl ni t und opdef s aufgerufen, wobel die lokal definierte Funktion al | oc einfach
ti Al'l ocat eSc mit der Ubergebenen Umgebung aufruft, die Funktion heapl ni t einen
neuen Heap (mit unbenutzten Speicherpléizen) erstellt und opdef s die Ubergebenen
Operatordefinitionen aus dem eingelesenen Reduktionssystem sind. Zurtckgeliefert wird
dann der neue Heap h und ene Liste gl , die Tupd bestehend aus einem Operatornamen
und der zugehtrigen Adresse des neuen Ti NRul e- oder Ti NCAF-Knotens enthdlt. Um
dieListe gl als Assoziationsliste verwenden zu kdnnen, wird diese bei der Rickgabe mit
dem Konstruktor Assoc gekapselt.

Betrachten wir nun die Definition der Funktion mapAccunl aus dem im Haskell-
Sprachumfang enthaltenen Modul Li st :

mapAccuni :: (a ->b ->(a, ¢)) ->a ->[b] -> (a, [c])
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mapAccuni f s [] (s, [1)

mapAccuni f s (X:XxS) (s'"',y:ys)
where (s', vy ) =f s x
(s'"',ys) = mapAccunL f s' xs

Als Funktionsargumente werden eine verarbeitende Funktion f vom Typ (a -> b ->
(a, c¢)), en sogenannter Akkumulator s vom Typ a (der durch die Ubergebene
Funktion verandert wird) und eine Eingabeliste vom Typ [ b] erwartet. Die Funktion f
wird auf jedes Element der Eingabe zusammen mit dem Akkumulator angewendet, wobel
jeweils ein Tupel zurlckgeliefert wird, das den veranderten Akkumulator und ein
Ausgabedement vom Typ ¢ enthdt. Das néchste Eingabedlement wird zusammen mit dem
veranderten Akkumulator an die verarbeitende Funktion Ubergeben und alle Rickgabe-
Elemente werden zu ener Liste zusammengefasst. Im Zusammenhang mit dem Compiler
ist der Akkumulator der Heap, die Eingabeliste enthélt die Operatordefinitionen und die
Ausgabdliste die Zuordnung der Adressen der neuen Knoten zu den Operatornamen.

Nun fehlt nur noch die verarbeitende Funktion ti Al |l ocateSc, die fur ene
Operatordefinition den passenden Heap-Knoten erzeugt. Fals der Operator keine
Argumente hat, d.h. die Stelligkeit in der Listendarstellung ist gleich der leeren Liste, so
wird ein Knoten ( Ti NCAF Operatorname Operatordefinition Not hi ng) erzeugt, sonst
ein Knoten ( Ti NRul e Operatorname Operatordefinition)

tiAllocateSc :: TiHeap -> IfrsCpDef -> Ti State ->
(Ti Heap, (Ti Nanme, HeapAddress))
ti All ocateSc heap od env =
let op = (0odGetOp od env); name = (opNane op env) in
if opArity op env == [] then
| et (heap', addr) = heaplnsert heap
(Ti NCAF name od Not hi ng)

i n
(heap', (nanme, addr))
el se
| et (heap', addr) = heaplnsert heap (Ti NRul e nane od)
i n

(heap', (nane, addr))
Somit kdnnen wir den initidlen Zustand der Template Instantiation Machine erzeugen.

6.2.4.2 Der Evaluator

Jetzt gilt es, vom Startzustand ausgehend, den mai n-Term auszuwerten. Da bel der
Auswertung Fehler auftreten konnen, z.B. fals kein Redex gefunden werden kann, kapseln

wir die Ausgabe mit dem Fehler-Datentyp Ti Resul t . Wir erwarten dabei, dass bereits
der Eingabezustand gekapsdlt ist (dies kann auch dazu benutzt werden, inti St art den

Fehler abzufangen, dass kein nmai n-Operator definiert wurde), so dass unsere
Auswertungsfunktion folgenden Typ hat:

tiEBval :: (TiResult TiState) -> [(TiResult Ti State)]
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Wie beschrieben berechnen wir die Liste der Zusténde fir jeden Reduktionsschritt, dabel
gehen wir wie folgt vor: Zunéchst muss geprift werden, ob der aktuelle Zustand bereits der
Endzustand ist. Falls nein, berechnen wir solange den néchsten Zustand, bis dieser der
Endzustand ist:

ti Eval state = state:rest_states
wher e
rest _states | tiFinal state =[]
| otherwi se = tiEval next_state
next _state = ti DoOAdm n (ti Step state)

AulRerdem kann mittels der Funktion t i DoAdm n noch die Statistik-Einstellung verwaltet
werden; da wir alerdings nur einen Zéhler fir die Reduktionsschritte erhdhen, soll dies
hier nicht weiter vertieft werden. Wir befassen uns daher zundchst mit der Funktion
ti Final, die Uberprift, ob der Endzustand erreicht ist, und anschliefiend mit der
Funktiont i St ep, die den ndchsten Zustand berechnet.

Priifung auf Erreichen des Endzustandes:

Die Funktion ti Fi nal Uberprift zunéchst, ob bei der Auswertung ein Fehler aufgetreten
ist. Falls nein, wird der Zustand aus dem Fehler-Datentyp extrahiert und an die Funktion
ti Fi nal 1 tbergeben:

tiFinal :: (TiResult Ti State) -> Bool

ti Final res
| errResultOk res = tiFinall (errGetResult res)
| otherwi se = True

Die Funktion t i Fi nal 1 stellt sicher, dass genau ein Element auf dem Stack liegt (da von
der Konzeption bzgl. Auswertung in GDSOS-kompatiblen Reduktionssystemen her
weitere Elemente auf dem Stack bedeuten wirden, dass gerade eine Unterauswertung statt
findet — wie bereits erwéhnt werden wir aber aulder der urspringlichen Adresse keine
weiteren Adressen mehr auf den Stack legen, da dies bei einem Vergleich mit dem
Reduktionskontext nur stort). Dann wird die TermrAdresse aus dem Stack gelesen. Da wir
Adressen zusammen mit dem Zustand ja zu einer Instanz der Termklasse gemacht haben,
konnen wir nun eine noch zu definierende Funktion i fr sTer m sVal ue aufrufen, die
fur beliebige Terme in beliebigen Reduktionssystemen herausfindet, ob es sich um Werte
handelt:

ti Finall
st@Ti State stack heap stats gl obal contexts donai ns opdefs)
| (stackOnelLeft stack) =
i frsTerm sValue (ti Get StackAddr st) () st
| otherw se = Fal se

Widmen wir uns also der Definition der Funktion i f r sTer m sVal ue. Wie bereits

angedeutet, benutzen wir dabel die Termklasse und auferdem die Reduktionssystem
Klasse, wir greifen aso nicht direkt auf die Datentypen zu, sondern benutzen
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ausschliefdich die von diesen Klassen bereitgestellten Methoden. Die Funktion
i frsTer m sVal ue hat somit folgenden Typ:

i frsTerm sVal ue ::
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg c¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nt op nv v) =>
t -> redsys -> env -> Bool

Bei GDSOS-kompatiblen Reduktionssystemen ist die Uberpriifung, ob ein Term ein Wert
ist, relativ einfach: Gemal3 Definition 5.2.3. muss ndmlich nur gepruft werden, ob der
aullere Operator kanonisch ist und falls ja, ob alle Argumente an strikten Positionen
ebenfalls Werte sind. Da wir alerdings auch erlaubt haben, zusétzlich beliebige Domains
(anhand des Schitisselwortes val ue) als Wertemengen zu definieren (um so z.B. die
Antworten im Call-by-Need Lambda-Kalkul darzustellen — d.h. im Zusammenhang mit der
Auswertung meinen wir mit Werten nicht kopierbare Ausdriicke, sondern die Ergebnisse
der  Auswertung), bendtigen wir zusdtzlich noch ene  Matching-Funktion
i frsDonl sivat chEx, die Uberpriift, ob en Term in einer Domain enthaten ist und
missen diese Uberprifung fir sdmtliche val ue-Domains  durchfilhren.  Die
Implementierung der Funktion i f r sTer m sVal ue gestaltet sich somit wie folgt:

ifrsTerm sValue t rs st
| trmsOpTermt st =
let op = trnmGetQp t st
strict = opStrict op st
args = trnGet QpTerns t st
strictval ues =
and (map ((\x -> ifrsTermsValue x rs st) . snd )
(filter (("elem strict) . fst) (zip [1..] args)))
in
i f opCanonical op st then
I f strictvalues then
True
el se
i frshMat chval ueDomai nsl op t rs st
el se
i frsiat chvVal ueDomainsl op t rs st

| otherwi se = Fal se

Wie man sieht, wird zundchst sichergestellt, dass der Term ein Operatorterm ist. Falls der
Operator dann kanonisch ist, werden die strikten Argumente untersucht. Dabel werden in
der lokalen Definition

strictval ues =

and (map ((\x -> ifrsTermsValue x rs st) . snd )
(filter (("elem strict) . fst) (zip [1..] args)))
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die Argumente mit ihrer Position markiert und anschlief3end mit der Haskell-Funktion
filter so gefiltert, dass nur die strikten Positionen Ubrigbleiben. Fur die restlichen
Argumente wird dann jeweils rekursiv Uberpriift, ob es sich um Werte handelt.

Falls der Operator nicht kanonisch ist oder nicht alle Argumente an strikten Positionen
Werte sind, wird der Term mit den val ue-Domains verglichen. Die Funktion
i frsiat chVal ueDonmai ns1 definieren wir dazu wie folgt:

i frsvat chVal ueDomainsl op t rs st =
et ds = donmListVOp (rsDomains rs st) (opNane op st) st
test t rs st = (\x -> ifrsDomsMatchEx t x rs st)
in
any (test t rs st) ds

Es wird dabel einfach die Funktion i f r sDom sVat chEx auf alle Elemente der Liste der
val ue-Domains angewendet und anhand der Haskell-Funktion any geprift, ob fir ein
beliebiges Element der Liste das Matching erfolgreich war. Falls ja, soist der Term alsoin
einer val ue-Domain enthaten und somit ein Wert. Die Funktion donLi st VOp, die die
val ue-Domainliste zusammenstellt, ist eine Methode der Klasse Donai ns und als

filter (\x -> dom sValue x env) (donlList ds env)
vordefiniert.

Die Implementierung der Matching-Funktion i fr sDom sMat chEx ist aufgrund der
flexiblen Gestaltung der Domain-Definitionen (mit der Moglichkeit auf andere Domains zu
verweisen oder Kontexte zu benutzen) sehr umfangreich und aufwendig. Dabei werden die
Alternativen der Ubergebenen Domain-Definition nacheinander geprift bis evtl. eine
Ubereinstimmung mit dem Ubergebenen Term gefunden wird. Fir den Vergleich eines
Domaintermes mit dem Ubergebenen Term ist dazu ein schrittweiser Vergleich der
benutzten Operatoren und Operanden notig, wobel die Domainvariablen natirlich
beliebige Terme enthalten kdnnen. Bel der Benutzung von Kontexten oder Verweisen auf
andere Domains in einem Domainterm missen wir dann die entsprechende Definition
laden und wiederum deren Struktur untersuchen, wobel wieder samtliche Alternativen
durchlaufen werden miissen, bis man eine Ubereinstimmung findet.

Wir werden spdter noch ein Matching mit Kontexten betrachten, es handelt sich dabel um
einen Spezidfall des linearen Kontext-Matching-Problems wie z.B. in [SSS01/03]
diskutiert. In unserem Fal dirfen die Kontexte nicht einfach beliebige Terme mit einem
Loch sein, sondern miissen aus einer Kontextdefinition hervorgehen, auf3erdem mtissen wir
Informationen Uber die Lochposition zurickliefern; wir werden diesen Prozess im
Folgenden einfach as Kontext-Matching bezeichnen. Da das Vorgehen bei Domains
analog ist, aul3er dass keine Locher enthaten sind und somit keine Information Uber die
Lochposition im Term benttigt wird (was das Vefahren gegeniber dem Kontext-
Matching bereits deutlich vereinfacht), verzichten wir auf eine detaillierte Betrachtung des
Domain-Matchings.
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Berechnung des nachfolgenden Zustandes:

Die Funktion ti St ep bekommt den aktuellen Zustand Ubergeben und berechnet daraus

den néchsten Zustand. Aufgrund der Kapselung durch den Fehler-Datentyp Ti Resul t
hat die Funktion folgenden Typ:

tiStep :: TiResult TiState -> TiResult Ti State

In der Implementierung dieser Funktion wird nun die obere Adresse im Stack
nachgeschlagen und fur den dazugehdrigen Term ein moglicher Redex gesucht. Dies
erledigen wir anhand ener Funktion i frsGet RedCont ext Hol eTer ns, die das
Matching des Terms mit dem Reduktionskontext vornimmt, d.h. fir einen Term ¢ werden
dle Zerlegungen ¢ = R[f], mit R, T R und R ist der Reduktionskontext, gefunden. Wir
bezeichnen in diesem Zusammenhang ¢ as Lochterm. Aus alen Lochtermen werden von
i fr sGet RedCont ext Hol eTer ns dann digjenigen herausgefiltert und zurtickgeliefert,
die einen Redex darstellen kdnnten, d.h. ein Lochterm darf selbst kein Wert sein, aber alle
Operanden an strikten Positionen missen Werte sein. Somit steht uns die Liste moglicher
Redexe zur Verfligung. Es ist jedoch nicht so, dass diese Liste bei einem Reduktionskalkl
mit eindeutiger Auswertungsreihenfolge hochstens ein Element hat: Wie in Abschnitt 4.3.1
gesehen, gibt es z.B. im Cal-by-Need Lambda-Kalkil Terme, fur die mehrere mogliche
Redexe gefunden werden. Allerdings gibt es unter diesen mdglichen Redexen nur einen,
auf den dann tatséchlich eine Reduktionsregel angewandt werden kann.

Somit versuchen wir nacheinander die moglichen Redexe zu reduzieren, bis uns dies
tatsachlich geglickt ist oder kein mdglicher Redex mehr Ubrig ist. Die Ausfihrung des
Reduktionsschrittes Ubernimmt dabel die Funktion t i Di spat ch, die die Adresse eines
maoglichen Redexes Ubergeben bekommt und einen Fehler zurlckliefert, falls die
Reduktion nicht méglich ist. Da wir Fehler durch den Typ Ti Resul t gekapselt haben,
koénnen wir dann Uberprifen, ob die Reduktion gegliickt ist oder es ggf. mit dem néchsten
Redex versuchen.

Bevor wir uns mit den Details der Funktion t i Di spat ch beschaftigen, werfen wir aber
noch einen Blick auf die Funktion i f r sGet RedCont ext Hol eTer ns, die die Liste der
moglichen Redexe zurlickliefert. Fur das Matching mit dem Reduktionskontext verwenden
wir die Funktion i frsMat chCont ext, die wir spdter im Zusammenhang mit dem
Suchen der passenden Auswertungsregel betrachten wollen, da wir sie dort des ofteren
bendtigen, wenn Kontexte auf der linken Seite der Regeln benutzt werden. Diese liefert
zusétzlich zu jedem Lochterm noch eine Datenstruktur zuriick, aus der die Lochposition
hervorgeht. Denn auch wenn wir Adressen als Terme benutzen und somit as Lochterm
gleich dessen Adresse erhalten, konnte es aufgrund des Sharings sein, dass sich mehrere
Unterterme an verschiedenen Positionen die Referenz auf den Lochterm teilen, so dass wir
aus der Adresse nicht schlief3en kdnnen, welcher dieser Unterterme derjenige ist, der im
Loch steht. Der Typ dieser Datenstruktur ist | frsCt xt Tpl t, wobei t der Typ des
untersuchten Terms ist. Wir bendtigen sie an dieser Stelle nicht, da wir uns nicht fur die
Position des Redexes innerhalb des auszuwertenden Terms interessieren. Wir lassen die
Funktion i f r sGet RedCont ext Hol eTer ns aber trotzdem auch diesen Datentyp mit
zuriickliefern, da die Funktion so auch als Schnittstelle fir andere Funktionen dienen kann,
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bei denen die Position des moglichen Redexes interessant ist (z.B. wenn die Zerlegung
t = R[¢'] dargestellt werden soll). Der Typ dieser Funktion ist somit:

i frsGet RedCont ext Hol eTerns : :
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg c¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nmt op nv v) =>
t ->redsys -> env -> [(IfrsCxtTpl t,t)]*

In der Funktion wird nun der Name des Reduktionkontextes aus dem Ubergebenen
Reduktionsssystem gelesen und dann, wie beschrieben, das Matching ausgefihrt und das
Ergebnis gefiltert:

i frsGet RedCont ext Hol eTerns t rs st =
let rg = rsd obal rs st
(_,rc) = rsGetRedContext rg st
rcn = ctGet Nanme rc st
hs = ifrsMatchContext t rcn rs st Nothing True
f = (\(y,x) ->ifrsTerm sReducible x rs st)
in

filter f hs

DieFunktioni f r sTer ml sReduci bl e ist dabel wiefolgt definiert:

i frsTerm sReduci ble ::
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg c¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nmt op nv v) =>
t -> redsys -> env -> Bool
ifrsTerm sReducible t rs st
| ifrsTermsValue t rs st = Fal se
| trmsOpTermt st =
let op =trnmGetOp t st
strict = opStrict op st
args = trnGet QpTerns t st
f = (\x -> (ifrsTerm svalue (args !! (x-1)) rs st))
in
and (map f strict)

| otherw se = Fal se

“2 Der Interpreter Hugs liefert an dieser Stelle (und ahnlichen Stellen) des Programms einen (Typ-)Fehler,
wenn der Typ explizit angegeben wird, berechnet bel Auskommentierung der Typangabe aber einen Typ, der
diesem, bis auf Umbenennung der Typ-Variablen, entspricht. Da der Interpreter GHCi des Haskell-
Compilers GHC in diesem Fall keinen Fehler zuriickliefert, ist das as Hugs-spezifischer Fehler in der Typ-
Uberpriifung bei Multi-Parameter-Klassen zu sehen.
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Es wird also die bereits beschriebene Funktion i frsTer m sVal ue benutzt, um zu
Uberpriifen, ob der Term selbst kein Wert ist, dafir aber ale Operanden an strikten
Positionen.

Wenden wir uns der angekindigten Funktion ti Di spat ch zu, die den aktuellen Zustand
der Template Instantiation Machine und die Adresse eines moglichen Redexes tibergeben
bekommt und daraus den Folgezustand berechnet, sofern es eine Regel gibt, die auf den
madglichen Redex angewandt werden kann. Der Typ dieser Funktion ist:

tiDspatch :: TiState -> HeapAddress -> TiResult Ti State

Die Funktion macht eine Falunterscheidung Uber den Heap-Knoten, der an der
Ubergebenen Adresse gespeichert ist:

Falls es sich um einen Applikations-Knoten handelt, so betrachten wir den Verweis
auf den Knoten, der die Operatordefinition enthdt. Handelt es sich dabel um einen
Ti NRul e-Knoten, so suchen wir die passende Auswertungsregel und wenden sie
an. Handelt es sich hingegen um einen Ti NCAF-Knoten, so gehen wir, falls
Sharing verwendet werden soll, wie folgt vor: Wir Uberprifen zunéchst, ob der
Term bereits ausgewertet wurde. Falls ja, so Uberschreiben wir den Applikations-
Knoten einfach mit einer Indirektion auf den Ti NCAF-Knoten (der jawiederum die
Referenz auf den ausgewerteten Term enthalt). Falls der Term hingegen noch nicht
ausgewertet wurde, so rufen wir ti Di spat ch mit der Adresse des Ti NCAF-
Knotens auf und Uberschreiben den Applikations-Knoten dann mit einer Indirektion
auf das Ergebnis dieses Aufrufes.

Falls es sich um einen Ti NCAF-Knoten handelt, so wird Uberprift, ob bereits ein
Verweis auf einen tellweise ausgewerteten Term vorhanden ist. Es kann sich an
dieser Stelle nicht um enen vollstdndig ausgewerteten Term handeln, da die
Funktion ti Di spat ch nicht fur Werte aufgerufen wird. Ist nun ein solcher
Verwels vorhanden, so efolgt ein rekursiver Aufruf von ti Di spat ch mit der
Verweis-Adresse. Falls jedoch kein solcher Verweis vorhanden ist, so muss
wiederum die passende Regel gefunden und angewendet werden. Der Ti NCAF-
Knoten wird dann durch einen neuen Ti NCAF-Knoten Uberschrieben, der dem
alten entspricht, auf3er dass dieser einen Verweis auf das Ergebnis der
Regelanwendung enthdlt.

Handelt es sich um einen Indirektions-Knoten, so erfolgt ein rekursiver Aufruf von
ti D spat ch mit der Indirektions-Adresse.

Sonstige Knoten Ti NAbs oder Ti Nvar dirfen nur als Operanden verwendet
werden und fuhren somit zu einem Fehler.

Betrachten wir den Fall genauer, dassti Di spat ch an der Ubergebenen Adresse a einen
Heap-Knoten Ti NAp n addr addrs vorfindet und unter der Adresse addr einen

Knoten Ti NRul e n' od. Das Suchen und Anwenden der passenden Reduktionsregel
gestaltet sich wiefolgt:
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do
rule <- tiGetRule st od addrs
return (tilnstanti ateAndUpdate rule st a)

Die Funktion ti Get Rul e sucht dabel die Reduktionsregel und liefert einen Fehler
zurlck, falls keine passende Regel gefunden werden kann. Der Fehler wird dabel durch die
Fehler-Monade abgefangen. Falls jedoch die Suche nach einer Reduktionsregel erfolgreich
war, so wird diese nun angewendet. Dabe instanziiert die Funktion
tilnstanti at eAndUpdat e die rechte Seite der Regel und Uberschreibt dann den
Applikationsknoten an der Adresse a durch eine Indirektion, die auf das Ergebnis der
Instanziierung verweist. Sowohl beim Suchen der Regel als auch bel der Instanziierung
mussen adlerdings einige Sachen beachtet werden: Um die rechte Seite einer Rege
instanziieren zu kénnen, missen auch die Adressen der Argumente auf der linken Seite der
Regel zur Verfiigung stehen. Die Funktion ti Get Rul e soll daher zusammen mit der
Regd auch die bendtigten Adressen zurlckliefern. Bel Kontext-Benutzungen reicht
allerdings aufgrund des Sharings die Adresse alleine nicht aus, wir benétigen zusétzlich die
bereits im Zusammenhang mit der Funktion i frsGet RedCont ext Hol eTer ns
angedeutete Datenstruktur | fr sCt xt Tpl , um die Loch-Position bestimmen zu kdnnen.
Bel der Instanziierung der Regel besteht eine besondere Schwierigkeit darin,
sicherzustellen, dass die in Definition 5.1.9. vorausgesetzten Bedingungen sichere Regel
und sichere Instanz erfullt sind, d.h. wir missen unerwiinschtes Einfangen von Variablen
durch Umbenennung verhindern.

Da aso sowohl das Suchen as auch das Anwenden der Regel sehr umfangreich ausfallt,
widmen wir diesen beiden Funktionalitdten jeweils einen eigenen Unterabschnitt.

Suchen der Reduktionsregel

Die Funktion ti Get Rul e bekommt den aktuellen Zustand, die Operatordefinition aus
dem Regel-Knoten und die Argument-Adressen aus dem Applikations-Knoten tbergeben
und sucht nun die passende Regel. Neben der Regel werden auch gleich Informationen
Uber die Argumente zurlckgeliefert. FUr jede Metavariable, Domain und fir jeden Kontext
auf der linken Seite einer Regel speichern wir somit in einer Assoziationsliste die Adressen
der entsprechenden Instanzen, auferdem bei Abstraktionen die Namen der gebundenen
Variablen in der Regel und in der Instanz. Fiur Kontexte speichern wir zusétzlich eine
Datenstruktur vom Typ | frsCt xt Tpl HeapAddress, die den Kontext, bzw. die
Lochposition beschreibt, auf3erdem wird fiur Kontext-Benutzungen der Form x.C[x] der
Name der im Loch gespeicherten Variable gespeichert (wir benutzen hier einen Listentyp,
aber da keine Mehrfach-Loch-Kontexte erlaubt sind und somit immer nur eine Variable auf
diese Weise benutzt werden kann, kénnte man auch den Typ Maybe verwenden). Zudem
ist es moglich, dass Kontexte nichtdeterministisch definiert sind und somit moglicherweise
mehrere Lochpositionen gefunden werden. Bei Kontext-Benutzungen der Form C[X],
wobel X eine Metavariable ist, mussten somit auch mehrere Adressen fur X betrachtet
werden. Wir speichern also bei Metavariablen immer eine Liste von Adressen, aul3erdem
speichern wir bel Kontexten eine Liste des Tupels, das die Datenstruktur | f r sCt xt Tpl

und die Adresse der Kontext-Instanz enthdlt. Der Typ der Funktion t i Get Rul e lautet
wiefolgt:
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tiGetRule :: TiState -> [frsQpDef -> [HeapAddress] ->
Ti Resul t
(IfrsRul e,
-- Informati onen Uber Metavari abl en:
(Assoc String ([HeapAddress], ([String],[String]))),
-- Informati onen Uber Kontexte:
(Assoc String ((HeapAddress,
[((IfrsCtxtTpl HeapAddress), HeapAddress)]),
[String],([String],[String]))),
-- Informati onen Uber Donai ns:
(Assoc String (HeapAddress, ([String],[String]))))

Die Funktion ti Get Rul e ruft ene Funktion ti Get Rul es auf, die die Liste der
anwendbaren Reduktionsregeln zuriickliefert, da die Regeln ja nichtdeterministisch
definiert sein konnten. Anschlief3end wird sichergestellt, dass genau eine Regel gefunden
wurde (ansonsten wird ein Fehler zurtickgeliefert) und dass bei Kontexten genau eine
Lochposition gefunden wurde, d.h. die oben beschriebenen Listen, die die Positionen
enthalten, haben genau ein Element.

Die Funktion ti Get Rul es schlaggt nun die Regeln in der Operatordefinition nach und
ruft eine Hilfsfunktion ti Get Rul es1 auf, die as zusitzliches Argument Fal se
Ubergeben bekommt:

ti GetRul es st od addrs =
let rules = rules® (odCGetRules od st) addrs st in
ti Get Rul esl st rul es addrs Fal se

Der zusétzliche Parameter in der Funktion ti Get Rul es1 wird bendtigt, um sich zu
merken, ob bereits eine passende nichtdeterministische Regel gefunden wurde. Falls dieser
Parameter True ist, werden ndmlich nur noch weitere nichtdeterministische Regeln
betrachtet. Um nun zu Uberprifen, ob die nédchste Regel in der tbergebenen Liste der
Regeln zu den Argumenten passt, deren Adressen in der Ubergebenen Adressenliste
gespeichert sind, werden die Metaterme der linken Seite der Regel mit den Termen an den
Argument-Adressen verglichen. Um nacheinander je einen Metaterm und enen Term
vergleichen zu konnen, werden in einer lokaen | et -Definition die Metaterme und die
TermAdressen zu einer Liste aus Metaterm-Term-Paaren ,, gezippt®:

zrternms = zip (ruleCGetArgs r st) addrs
Den Vergleich Gbernimmt eine Funktion t i Mat chRul eTer ns:
(resflag, nvars, ctxts,dons) = tiMatchRul eTerns st zrterns

Das Riickgabe-Tupel enthdt dabel ein Flag, das angibt, ob die Metaterme der Regel zu den
Instanzen passen, aulerdem die Assoziationdlisten fur Metavariablen, Kontexte und
Domains, die die benétigten Informationen (Adressen usw.) Uber deren Instanzen
enthalten, wobel die entsprechenden Assoziationdisten leer sind, falls das Matching
fehlschlagt.
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Fallsalsor esf| ag gleich Tr ue ist, so fligen wir

res = (r,nvars, ctxts, dons)

in die Ergebnidiste ein, bzw. falsr deterministischist, liefernwir [ r es] zurtick.
Betrachten wir somit die Funktion t i Mat chRul eTer ns genauer:

Falls die Ubergebene Liste der Metaterm-Term-Paare bereits leer ist, so liefern wir
(True, assocEnpty, assocEnpty, assocEnpty)

zurick. Ansonsten betrachten wir das erste Element dieser Liste mittels der Funktion
ti Mat chRul eTer m die aso einen Metaterm mit einem Term vergleicht. Falls das
Matching erfolgreich ist, so wird rekursiv ti Mat chRul eTerns mit der Restliste
aufgerufen. Falls dabel alle Vergleiche zutreffen, d.h. das Flag in dem zuriickgelieferten
Tupdl ist Tr ue, so werden die Assoziationdlisten der Aufrufe von ti Mat chRul eTer m
und ti Mat chRul eTer ns mit der Restliste vereinigt und das Ergebnis zuriickgeliefert.
Ansonsten wird

(Fal se, assocEnpty, assocEnpty, assocEnmpty)
zurtickgeliefert.

Der besonders interessante Teil der Regelsuche ist nun das Matching eines Metaterms mit

einem Term in der Funktion ti Mat chRul eTer m Dazu wird zunéchst der Heap-Knoten
an der Ubergebenen Term-Adresse betrachtet, falls es sich um ene Indirektion handelt,

wird ti Mat chRul eTer m rekursiv mit der Indirektions-Adresse aufgerufen. Ansonsten
betrachten wir den Metaterm:

Bei einer Metavariable ist das Matching erfolgreich und wir liefern

(True, [(name, ([addr], ([1.[1)))1.[1.11)
zurtick, wobei name der Name der Metavariablen ist und addr die Adresse des Terms.
Bei ener Abstraktion sind drael Félle zu unterscheiden:

1. Die Abstraktion enthdt eine Meta-Applikation, bei der die gebundenen Variablen
eingesetzt werden, d.h. sie hat folgende Form: x y . X{x, y}. Dann liefern wir

(True, [(nane, ([addr], (rvnames,tvnanmes)))],[]1.]1])

zurtick, wobei nane der Name der Metavariablen ist, addr die Adresse des Terms und

r vhames bzw. t vnanes sind die Namen der abstrahierten Variablen im Metaterm bzw.
Term.

2. Die Abstraktion enthdlt eine Kontext-Benutzung, wobel der Lochterm die gebundene

Variable it, d.h. sie hat folgende Form: x.C[x]. Es ist nun ein Matching des Kontextes C
mit dem Term innerhalb der Abstraktion erforderlich, wobei zusétzlich noch sichergestellt
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werden muss, dass der Lochterm die abstrahierte Variable enthdt. Der Term innerhalb der
Abstraktion ist dabei der Term, der bei einem Abstraktions-Knoten ( Ti NAbs vaddr s
taddr) an der Adresse t addr zu finden ist. Das Kontext-Matching Ubernimmt die
bereits im  Zusammenhang mit der Redex-Suche  angedeutete  Funktion
i frsMat chCont ext , die wir anschlief3end in eéinem eigenem Unterabschnitt betrachten.
Der Aufruf gestaltet sich dabei innerhalb einer lokalen | et -Definition wie folgt:

hlist = (ifrsMatchContext taddr cname () st
(Just (head tvnanes)) Fal se)

Hierbel ist t addr die Adresse des Terms innerhalb der Abstraktion, cnane der Name des
Kontextes, st de aktudle Zustand und t vnanes sind die Namen der abstrahierten
Variablen innerhalb des Terms. Wir (bergeben aso der Funktion, neben dem zu
matchenden Term und dem Kontextnamen, den Namen der Variablen, die sich im Loch
befindet, und ein zusitzliches Argument Fal se, welches besagt, dass keine spezielle
nichtdeterministische Behandlung sdmtlicher Kontexte (wie bei der Redex-Suche)
notwendig ist. Die Funktion ifrsMatchCont ext liefert nun die gewinschten
Informationen Uber die Loch-Positionen zuriick. Wir missen uns also nur noch davon
Uberzeugen, dass diese Liste nicht leer ist:

case hlist of

[1 -> (False [],[].[1])
(xs) ->
(True,[],[(nane, ((taddr, xs),[], (rvnanmes,tvnanes)))],[])

3. Die Abgtraktion enthdt eine Domain, d.h. sie hat die Form x.D. Wir missen somit
anhand der Funktion ifrsDoml sivat ch Uberprifen, ob der Term innerhalb der
Abstraktion in der Domain liegt:

if (ifrsDom sMatch taddr dname () st) then
(True,[],[],[(dnanmestr, (taddr, (rvnanmes,tvnanes)))])
el se

(False, [].[].[1)

Dabel ist dnane (mit Position) und dnanest r (ohne Position) der Domainname, t addr
die Adresse des Terms innerhab der Abstraktion und r vnames bzw. t vnanmes sind die
Namen der abstrahierten Variablen im Metaterm bzw. Term.

Es sind bei der Betrachtung des tibergebenen Metaterms noch drei weitere Falle Gbrig, es
konnte sich noch um einen Operatorterm, eine Kontextbenutzung mit einer Metavariable
oder um eine Domain handeln.

Falls wir es bel unserem Metaterm mit einem Operatorterm zu tun haben, so stellen wir
sicher, dass auch der Term ein Operatorterm ist, und vergleichen dann einfach rekursiv die
Operanden des Terms mit denen des Metaterms.

Bel einer Kontextbenutzung mit einer Metavariablen benutzen wir wieder die Funktion

i frsMat chContext fur das Kontext-Matching. In ener lokalen let-Definition
definieren wir:
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hlist = (ifrsMatchContext addr cnane () st Nothing Fal se)

Hierbel ist addr die Adresse des zu matchenden Terms, cnane der Name des Kontextes
und st der aktuelle Zustand. Da wir nicht, wie bel einer Abstraktion der Form x.C[x], noch
sicherstellen missen, dass sich eine bestimmte Variable im Loch befindet, Gbergeben wir
hier statt eines Variablennamens Not hi ng und wiederum as weiteres Argument Fal se,
dakeine Spezialbehandlung wie bel der Redex-Suche nétig ist.

Wie gewohnt missen wir nun sicherstellen, dass mindestens eine Lochposition gefunden
wurde:

case hlist of
[] -> (False, [],[].[])
(xs) ->
let xs1l = map snd Xs in
(True, [ (mvarnane, (xs1, ([]1,[]1)))],
[ (nane, ((addr, xs), [mvarnanme], ([1,[]1)))].[])

Dabei ist mvar nane der Name der Metavariablen.

Der letzte Ubriggebliebene Fall ist, dass die Metavariable auf eine Domain verweist. In
diesem Fall prifen wir einfach anhand der Funktion i f r sDom sVat ch, ob der Term in
der gewtinschten Domain liegt:

if (ifrsDom sivatch addr dname () st) then
| (True, [],[],[(dnanmestr, (addr, ([],[])))])
el se

(Fal'se,[],[1.[1)

Hierbei ist dname (mit Position) bzw. dnanest r (ohne Position) der Domain-Name und
addr die Adresse des Terms.

Die Betrachtung der Funktion ti Mat chRul eTer mist hiermit abgeschlossen und wir
sind nun in der Lage, die passende Reduktionsregel zu finden, wenn uns die Funktionen flr
Kontext- und Domain-Matching zur Verfligung stehen. Wir betrachten nur das Kontext-
Matching, da das Domain-Matching analog ablauft, aul3er dass die Betrachtung der
Lochpositionen entféllt und wir lediglich True (Match) oder Fal se (kein Match)
zurtickliefern muissen.

Kontext-Matching

Wie bereits erwdhnt, ist unser Vorgehen, um fir einen Term eine Zerlegung in enen
Kontext und einen Lochterm zu finden, ein Speziafall des linearen Kontext-Matching-
Problems. In [SSS01/03] werden dabel Kontext-Variablen verwendet, die an beliebiger
Stelle im Termbaum vorkommen und daher Kontext-Unterterme enthalten dirfen. Somit
entsprechen sie bal unserem Kontextterm-Begriff den Kontext-Benutzungen, jedoch mit
dem Unterschied, dass diese Kontext-Variablen zu beliebigen Kontexten instanziiert
werden konnen, wahrend wir fir unsere Kontext-Benutzungen einen Kontext finden
missen, der in der gewunschten Kontext-(Mengen)Definition enthalten ist. Auf3erdem
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verwenden wir den Begriff Kontext-Variablen hier flr gewdhnliche Variablen in
Kontexttermen, die beliebige Terme enthalten kdnnen. Wir wollen sie durch diesen Begriff
von den Variablen in (normaen) Termen abgrenzen und natlrlich auch von den
Metavariablen in den Metatermen. Den in [SSS01/03, Abschnitt 4] angegebenen
Algorithmus missen wir nun so abandern, dass wir flr einen Kontext nacheinander die
Kontext-Alternativen in der entsprechenden Kontext-Definition durchprobieren. Fir jede
Kontext-Alternative kénnen wir dann wieder das angegebene Verfahren anwenden, bis wir
auf die néchste Kontext-Benutzung oder Kontext-Referenz stol3en.

Da wir as Ruickgabe auch eine detaillierte Information tber den gefundenen Kontext und
dessen Lochposition bendtigen, definieren wir zunéchst eine Datenstruktur, die diesen
Kontext beschreibt. Da wir bel Kontext-Variablen nicht den matchenden Unterterm weiter
betrachten wollen, enthdlt die Datenstruktur einen Konstruktor | f r sCRef , der einfach
den gesamten Unterterm speichert. Ansonsten enthdlt die Datenstruktur die fur die
Darstellung von Termen bendtigten Bestandteile Operatorterme, Abstraktionen und
Variablen, aufferdem natlrlich einen Loch-Konstruktor. Die Definition der Datenstruktur
gestaltet sich somit wie folgt:

data IfrsCxtTpl a =
| frsCEnpty
| 1frsCRef a
| IfrsCvar String
| IfrsCAbstraction [String] (IfrsCixtTpl a)
| 1frsCOpTerm String [(IfrsCixtTpl a)]
deriving (EQ)

Die Funktion i frsiMat chCont ext bekommt nun enen Term, den Namen enes
Kontextes, das Reduktionssystem und die Umgebung bzw. den Zustand Ubergeben,
aulderdem Just Variablenname, fals sich eine bestimmte Variable im Loch befinden
muss (sonst Not hi ng) und ein Flag, dass angibt, ob speziell fir eine Redex-Suche auch
die deterministischen Kontexte nichtdeterministisch behandelt werden sollen oder nicht.
Die Funktion liefert dann eine Liste zuriick, die die Lochterme enthélt, sowie die eben
beschriebene Datenstruktur, die den Kontext und dessen Lochposition beschreibt. Der Typ
dieser Funktion ist somit:

I fr sivat chCont ext
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg ¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nt op nv v) =>
t ->cn ->redsys -> env -> Maybe String -> Bool ->
[(1frsCxtTpl t,t)]

Bel der Implementierung der Funktion greifen wir wiederum auf ene Funktion
i frsivat chCont ext Rec zuriick, die speziell an die Bedurfnisse fir rekursive Aufrufe
angepasst ist:
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ifrsMatchContext t cn rs st nbv rcflag =
case ifrsMatchContextRec t cn rs st Nothing nbv rcflag of
Right x -> x
_ > ]

Das zusdtzliche Argument, das wir mit Not hi ng initidisieren, kann dabel enen
Kontextterm enthalten, dieser muss dann wiederum mit dem Lochterm matchen. Wir
bendtigen dies, da wir in Kontextdefinitionen selbst ja auch Kontext-Benutzungen erlaubt
haben. Wir wollen die Funktion i f r sMat chCont ext Rec auch zum Matching der
Operanden verwenden, die kein Loch enthaten. Somit benutzen wir den Datentyp
Ei ther um das Ergebnis zurickzuliefern: Falls wir das Loch bzw. in einer
nichtdeterministischen Definition mehrere Alternativen fir Locher finden und das
Matching erfolgreich ist, liefern wir Ri ght x zurlck, wobei x die gewinschte
Ergebnidiste mit den Lochtermen und den Kontextbeschreibungen durch die Datenstruktur
| frsCt xt Tpl ist. Falswir kein Loch finden, aber das Matching dieses Unterterms ohne
Loch erfolgreich ist, liefern wir Left Just c¢ zuriick, wobei ¢ die Beschreibung des
Unterterms durch die Datenstruktur | fr sCt xt Tpl ist. Falls das Matching fehlschl&gt,
liefern wir Left Not hi ng zurtick. Beim initialen Aufruf der Funktion missen wir also
sicherstellen, das Ri ght x zuriickgeliefert wird, da sonst kein Loch gefunden wurde bzw.
das Matching fehlgeschlagen ist. Der Typ der Funktion i f r sMat chCont ext Rec lautet
aso wiefolgt:

i frsivat chCont ext Rec ::
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg c¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nt op nv v) =>
t ->c¢cn ->redsys -> env ->
Maybe ct -> Maybe String -> Bool ->
Either (Maybe (I1frsCxtTpl t)) [(IfrsCxtTpl t,t)]

In der Implementierung dieser Funktion wird zundchst anhand des Kontextnamens die
passende Kontextdefinition im Reduktionssystem gesucht, dazu benutzen wir einfach die
entsprechende Methode der Klasse Cont ext s. Die entsprechenden Kontextalternativen
bzw. -terme Ubergeben wir dann an eine Funktion i f r sMat chCont ext Ter ns, die
diese der Reihe nach testet.

Die Funktion i f r sMat chCont ext Ter ns liefert dabel einfach Ri ght [] zurlck,
fals die Ubergebene Liste der Kontextterme leer ist, und untersucht ansonsten das erste
Element anhand einer Funktion ifrsMatchContext Term Fals das Matching

erfolgreich ist, d.h. i f r sMat chCont ext Ter mliefert Ri ght x zurlick und x ist nicht
die leere Liste, so Uberprifen wir je nach Determinismus-Einstellung auch noch die
Restliste oder liefern das Ergebnis zurtick. Falls das Matching nicht erfolgreich ist, liefern

wir Lef t Not hi ng zuriick.

Die Funktion i frsMat chCont ext Term die einen Kontextterm mit einem Term
vergleicht, ist also nun der zentrale Bestandteil des Kontextmatchings (analog zur

Regelsuche, bel der die Funktion ti Mat chRul eTer m die einen Metaterm mit einem
Term vergleicht, die entscheidende Rolle spielt). Zusétzlich zu den bisher beschriebenen
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Parametern bendtigen wir fir gebundene Variablen noch eine Assoziationdiste, anhand
derer wir die Variablennamen aus dem Ubergebenen Term den Namen der (Kontext-)
Variablen aus dem Kontextterm zuordnen kénnen.

DieFunktioni f r sMat chCont ext Ter mhat somit folgenden Typ:

I frsivat chCont ext Term : :
(Termt env vl opl,
RedSys redsys env rg c¢cs ¢ ds d ods od
cn cts ct cv dn dons domdv rs r nt op nv v) =>
t ->ct ->redsys -> env ->
Assoc String String ->
Maybe ct -> Maybe String -> Bool ->

Ei ther (Maybe (IfrsCxtTpl t)) [(IfrsCxtTpl t,t)]

In der Implementierung der Funktion i frsMat chCont ext Term wird nun eine
Fallunterscheidung Uber den Ubergebenen Kontextterm gemacht:

Bel enem Loch prifen wir zunéchst, ob im Rahmen ener Kontext-Benutzung innerhalb
einer Kontext-Definition (bei einem rekursiven Aufruf) ein Kontextterm tbergeben wurde,
der mit dem Lochterm (in diesem Fall der Ubergebene Term, da wir ja bereits beim Loch
angelangt sind) matchen muss: falls ja, so wird i f r sMat chCont ext Ter m rekursiv mit
diesem Kontextterm aufgerufen; falls nein, so kénnte es aber noch sein, dass der Name
einer Variable tbergeben wurde, aus der der Lochterm bestehen muss: Dann lasst sich
diese Bedingung zwar leicht mit Hilfe der Methoden der Term-Klasse prufen, alerdings
muissen wir hier zusédtzlich noch darauf achten, dass die Variable nicht gebunden ist, also
nicht in der Ubergebenen Assoziationdliste der gebundenen Variablen (auf der Term-Seite)
enthalten ist. Dies ist deshalb von Bedeutung, well bei enem Matching mit enem
Metaterm der Form x.C[x] z.B. fur einen Term | (x.@(I (x.x), x)) keine Zerlegung
I (x.@(I (x.[x]), x)) moglich sein soll. Sind an dieser Stelle die genannten Bedingungen
erfullt, so liefern wir Ri ght [ (1frsCEnpty, t)] zurick, wobei t der Gbergebene
Term ist, sonst Left Nothing. Ebenso liefern wir das Ergebnis Ri ght
[ (1frsCEnpty, t)] zurlck, wenn keine weitere Prifung des Lochterms mehr nétig ist.

Bel einer (Kontext-)Variablen prifen wir, ob diese in der Ubergebenen Assoziationsliste
der gebundenen Variablen enthalten ist. Falls ja, missen wir dann sicherstellen, dass der
Term genau die Variable enthdlt, die zu dieser Kontext-Variablen korrespondiert. Ist dies
der Fall, so liefern wir Left (Just (I1frsCvar bvt)) zurlck, wobe bvt der
Name der Variablen im Term ist, fals dies jedoch nicht erfullt ist, liefern wir Lef t
Not hi ng zuriick. Sofern die Kontext-Variable jedoch nicht gebunden ist, muss nichts
weiter geprift werden und wir liefern Left (Just (IfrsCRef t)) zurlick, wobel t
der Ubergebene Termiist.

Be einer Referenz auf einen weiteren Kontext rufen wir einfach rekursiv die Funktion
i frshat chCont ext Rec mit dem neuen Kontextnamen auf.

Be ener Kontext-Benutzung rufen wir ebenfdls i f r sMat chCont ext Rec mit dem
neuen Kontextnamen auf, Ubergeben aber zusdtzlich den in das Loch engesetzten
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Kontextterm, so dass dann, wie oben beschrieben, be einem Loch das Matching mit
diesem Kontextterm fortgesetzt werden kann.

Bel ener Referenz auf eine Domain prifen wir mit i f r sDoml sVat ch, ob der Term in
der Domain-Definition enthalten ist, falls ja, liefern wir Left (Just (I frsCRef
t)) zurick, sonst Left Not hi ng.

Bei einer Abstraktion muss zunéchst sichergestellt werden, dass es sich bei dem Term auch
um eine Abstraktion handelt und die Anzahl der abstrahierten Variablen gleich ist
(ansonsten ware aber auch die Stelligkeit verletzt). Anschlief?end flgen wir diese
abstrahierten Variablen in die Assoziationgdiste der gebundenen Variablen en; in einer
lokalen | et -Definition sieht daswie folgt aus:

nbv = (assocl nsertUpdatelList bv (zip ncvs nvs))

Hierbei ist bv die Gibergebene Assoziationdiste der gebunden Variablen, ncvs sind die
Namen der abstrahierten Variablen im Kontextterm und nvs sind die entsprechenden
Variablennamen im Term, das Ergebnis nbv ist dann die neue Assoziationdiste. Nun
missen wir rekursv den Kontextterm und den Term innerhalb der Abstraktionen
vergleichen:

rec = ifrsMatchContextTermat cat rs st nbv usect nmbv rcflag

Dabei ist at der Term innerhalb der (Term)Abstraktion, cat der Kontextterm innerhab
der (Kontextterm)Abstraktion, nbv die neue Assoziationliste und die restlichen
Argumente werden unverandert weitergegeben. Jetzt missen wir nattrlich noch den
Ruckgabewert des rekursiven Aufrufs prifen und, fals das Matching erfolgreich ist, noch
die Informationim Datentyp | f r sCt xt Tpl umein| f r sCAbst ract i on erweitern:

case rec of
Right x ->
(Right (map (\(y,z) -> ((IfrsCAbstraction nvs y),z)) x))
Left (Just x) ->
(Left (Just ((\y -> (IfrsCAbstraction nvs y)) Xx)))
Left Nothing ->
(Left Not hi ng)

Als letzter Fall bei der Fallunterscheidung Uber den Ubergebenen Kontextterm in unserer
Funktion i fr sMat chCont ext Ter m bleibt jetzt noch ein Operatorterm. Zunéchst
mussen wir Uberprifen, ob auch der Term ein Operatorterm ist und ob der verwendete
Operator gleich ist. Ist dies nicht der Fall, so liefern wir Left Not hi ng zurtck,
ansonsten missen wir nun die Operanden prifen. Dies erledigen wir, indem wir
der Reihe nach (mit Hilfe von map) durch enen rekursven Aufruf von
i f rsiMat chCont ext Ter mdie Operanden matchen und dann das Ergebnis anhand einer
Funktioni f r sCt Mat chLi st prifen:
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i frsCtMatchLi st (opNane op st)
(map
(\x -> ifrsiMatchContext Term (fst x) (snd Xx)
rs st bv usect nbv rcfl ag)
(zip ot cot))

Hierbei ist op der Operator (es wird jaim Kontextterm und im Term der gleiche Operator

verwendet), st die Umgebung bzw. der Zustand, ot sind die Operanden im Term, cot
die Operanden im Kontextterm und die restlichen Argumente des rekursiven Aufrufs
werden einfach unverandert weitergegeben.

Betrachten wir nun die Funktion ifrsCt MatchLi st. Diese bekommt den
Operatornamen und die Ergebnisse der Matchings der Operanden Ubergeben und berechnet
dann aus dieser Liste der Ergebnisse ein Gesamtergebnis:

ifrsCMatchList :: String ->
[Either (Maybe (IfrsCxtTpl a)) [(IfrsCxtTpl a,b)]] ->
Ei ther (Maybe (IfrsCxtTpl a)) [(IfrsCxtTpl a,b)]

Falls die Ubergebene Liste leer ist, so liefern wir einfach Left (Just (1 frsCOpTerm
opnane [])) zurlck.

Ansonsten betrachten wir das erste Element der Liste:

Ist dieses das Ergebnis eines erfolgreichen Matchings, das ein Loch enthdlt, d.h. das
Ergebnis hat die Form Ri ght ys, so wird zunéchst rekursv mit der Restliste
weitergemacht und anschlief3end das Ergebnis betrachtet: Dieses muss die Form Lef t

Left (Just (IfrsCOpTerm _ tpls)) haben, da sonst entweder mehrere
(Kontext-) Operanden Locher enthalten oder das weitere Matching der Operanden
fehlgeschlagen ist. Ist die Form erflllt, so liefern wir

Right (map (\(y,z) -> ((IfrsCOpTerm opnane (y:tpls)),z)) ys)
zuriick, ansonsten Lef t - Not hi ng.

Ist das néchste Element das Ergebnis eines erfolgreichen Matchings eines Terms mit eéinem

Kontextterm ohne Loch, d.h. das Ergebnis hat die Form Left (Just vy), so wird
ebenso rekursiv mit der Restliste weitergemacht. Es folgt eine Fallunterscheidung Uber das

Ergebnis dieses rekursiven Aufrufs. Hat diesesdie Form Ri ght  ys, so liefern wir

(Right (map (\((IfrsCOpTerm _ tpls),z) ->
((1frsCOpTerm opnane (y:tpls)),z)) ys))

zurtck, bei ener Form Left (Just (1frsCOpTerm _ tpls)) liefern wir
hingegen

(Left (Just (IfrsCOpTerm opnane (y:tpls))))
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zurlck. Ist jedoch bereits beim rekursiven Aufruf das Matching fehlgeschlagen, d.h. dieses
Ergebnishat dieForm Lef t Not hi ng, soliefern wir auch Lef t Not hi ng zurtck.

Als letzte Mdglichkeit bei der Betrachtung des néchsten Elements der Gbergebenen Liste
bleibt nun nur noch, dass dieses Left Not hi ng ist, und wir liefern somit auch hier
wieder Lef t Not hi ng zurlck.

Die Funktion i fr sCt Mat chLi st stellt also im Wesentlichen nur sicher, dass in der
Ubergebenen Liste mit den Ergebnissen der Matchings der Operanden genau ein Element
die Form Ri ght ys hat und die restlichen Elemente die Form Left (Just (...)).
Etwas kompliziert ist dabel dann nur noch, dass ys eine Liste mit verschiedenen
Alternativen fur die Lochposition sein kann und wir daher die Operanden in die Struktur
des | f r sCt xt Tpl -Datentyps fur jede dieser Alternativen einfiigen mussen. Daher die
etwas unubersichtlichen Riickgaben der Form Ri ght (map (...) ys).

Somit haben wir auch die Funktionen des Kontext-Matchings etwas ndher betrachtet. Wie
wir gesehen haben, muss dazu im Wesentlichen nur die Struktur der Kontextterme und der
Terme durchlaufen werden - kompliziert wird es allerdings durch die Vielzahl der
Definitions-Moglichkeiten, mit solchen Sonderféllen wie der Kontext-Benutzung innerhab
einer Kontext-Definition.

Anwenden der Regel

Wir haben nun eine Reduktionsregel gefunden, die auf unseren Term angewendet werden
kann. Wie gesehen, liefert die Regelsuche ein Tupd (r, nvars, ct xt's, dons) zurlck,
das neben der Regel r auch Assoziationdisten nvars, ct xts und dons enthdt, in
denen man die bendtigten Informationen, wie z.B. Adressen der zugehorigen Instanzen,
nachschlagen kann. Jetzt gilt es aso, die rechte Seite der Regel mit Hilfe dieser
Informationen zu instanziieren. Wir definieren dazu im Folgenden zwei Funktionen: eine
Funktion ti | nst anti at e, die den instanziierten Term an einem neuen Speicherplatz
im Heap ablegt (es sei denn es handelt sich bei desem Term um ein bereits instanziiertes
Argument, dann bleibt der Heap unverandert und es wird nur die Adresse des instanziierten
Terms zurtickgeliefert), und eine Funktion ti | nst ant i at eAndUpdat e, die den Heap-
Knoten an einer gegebenen Adresse Uberschreibt. In beiden Falen greifen wir dabei auf
eine Hilfs-Funktiont i | nst ant i at el zurick.

DieFunktiont i | nst ant i at e definieren wir einfach wie folgt:

tilnstantiate (r,nvars, ctxts,dons) st =
let m = ruleCGetResult r st
(heap, addr) =
tilnstantiatel m st nvars ctxts dons assocEnpty
in
(st{tiHeap = heap}, addr)

Wir extrahieren also zunéchst den Metaterm auf der rechten Seite der Regel aus der
Regeldefinition und Ubergeben diesen dann der Funktion til nstanti atel, diese
liefert ein Tupel, bestehend aus einem neuen Heap und der Adresse des neu erzeugten
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Knotens bzw. des instanziierten Terms in diesem Heap, zuriick. Wir ersetzen dann den
Heap im aktuellen Zustand und liefern diesen zusammen mit der Adresse zurtick.

Die Funktion til nstanti at eAndUpdat e greift zundchst auf eine weitere Hilfs-
Funktiont i | nst ant i at eAndUpdat el zurlick:

tilnstanti ateAndUpdate (r, nvars, ctxts, dons) st addr =
let nmt = ruleGetResult r st
in
tilnstanti ateAndUpdatel nt st nvars
ctxts dons assocEnpty addr

Die Funktion ti | nst anti at eAndUpdat el macht eine Fallunterscheidung Uber den
Metaterm:

tilnstanti ateAndUpdatel nt st nvars ctxts dons vars addr =
| et opdefs = ti QpDefs st
in
case nt of

Zunéchst stellen wir sicher, dass es sich nicht um eine Abstraktion handelt, da
Abstraktionen keine glltigen Terme sind und wir somit nie Terme mit einer Abstraktion
Uberschreiben wollen:

_ | miIsAbstraction nt st ->
error "Invalid attenpt to update with abstraction!”

Falls es sich nun um einen Operatorterm handelt, so instanziieren wir zundchst anhand
einer Funktion ti Mapl nst anti at e alle Operanden, schlagen dann die Adresse des
Heap-Knotens, der die Operatordefinition enthélt, in der entsprechenden Assoziationdliste
unseres Zustands nach und Uberschreiben den Heap-Knoten an der Ubergebenen Adresse
durch einen Applikations-Knoten, der jetzt unseren Operatorterm darstellt:

| miIsOpTermnt st ->
let op = ntGetOp nt st
terms = nt Get OpTerns nt st
name = opNane op st
addr1 =
(assocLookup opdefs nane
(error ("Undefined operator " ++ nane)))
(heap', addrs) =
ti Maplnstantiate st nvars ctxts dons vars terns
in
st{ti Heap = (heapUpdate heap' addr
(Ti NAp (nane) addrl addrs))}

In den Ubrigen Falen rufen wir einfach ti | nst anti at el auf und Uberschreiben den
Heap-Knoten durch einen Indirektionsknoten auf das Ergebnis:
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->
"~ let (heap', result_addr) =
tilnstantiatel nt st nvars ctxts dons vars
in
st{ti Heap = (heapUpdate heap' addr
(TiNInd result_addr))}

DieFunktionti | nst anti at el ist also die Funktion, die die eigentliche Arbeit erledigt,
denn auch die Funktion t i Mapl nst anti at e rufteinfach ti | nstanti at el fir jedes
Argument der Ubergebenen Liste auf. Hier ist nur noch darauf zu achten, dass stets der
neue Heap weiterverwendet wird:

ti Mapl nstantiate st nvars ctxts donms vars [] =
((tiHeap st),[])

ti Mapl nstantiate st nvars ctxts dons vars (Xx:xs) =
|l et heap = ti Heap st
(heapl, x') =
tilnstantiatel x st nvars ctxts dons vars
tistatel = st{ti Heap = heapl}
(heap2, xs') =
ti Maplnstantiate tistatel nvars ctxts donms vars xs
in
(heap2, x

1 XS')
Betrachten wir nun die Funktion t i | nst ant i at el. Diese hat folgenden Typ:

tilnstantiatel :: IfrsMetaTerm-> Ti State ->

-- Informationen Uber Metavari abl en:

(Assoc String ([HeapAddress],([String],[String]))) ->

-- Informationen Uber Kontexte:

(Assoc String ((HeapAddress,
[((IfrsCtxtTpl HeapAddress), HeapAddress)]),
[String],([String],[String]))) ->

-- Informationen tber Donai ns:

(Assoc String (HeapAddress, ([String],[String]))) ->

-- Informationen Uber gebundene Vari abl en:

(Assoc String (String, HeapAddress)) ->

(Ti Heap, HeapAddress)

Wir benutzen dabel eine vierte Assoziationdliste fir gebundene Variablen, die fir rekursive
Aufrufe bei  Abstraktionen bendtigt wird. In der Implementierung der Funktion
tilnstantiatel wird auf gewohnte Art und Weise eine Falunterscheidung tber den
Metaterm gemacht:

Ist der Metaterm eine Variable, so versuchen wir diese in der eben erwdhnten
Assoziationdliste der gebundenen Variablen zu finden. Ist die Variable nicht enthalten, so
liefern wir einen Fehler zurtick, da wir frele Variablen nicht instanziieren wollen.
Ansonsten finden wir in der Assoziationdliste die Adresse vaddr des Heap-Knotens
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dieser Variable und liefern einfach (heap, vaddr) zuriick, wobei heap der
unverénderte Heap ist.

Ist der Metaterm eine Metavariable, so suchen wir nun die Adresse nvaddr des
dazugehorigen Terms in der Assoziationdiste der Metavariablen und liefern, analog zu den
normaen Variablen, einfach (heap, mvaddr) zurlick. Fals jedoch an dieser Stelle
kein Sharing verwendet werden soll, mussen wir den Term kopieren. Dies erledigen wir
mit Hilfe einer noch zu definierenden Funktion t i Copy Tr ee.

Bei einer Abstraktion wird es etwas kniffliger, allerdings kénnen wir auch hier einfach
(heap, nvaddr) zurlckliefern, falls eine Abstraktion der Form x; ... x, . X{x1,....x,,}
unverdndert von der linken Seite der Regdl Ubernommen wird. Wir missen dazu nur
sicherstellen, dass die gewlnschten Variablennamen mit denen, die zusammen mit der
Adresse der Metavariablen in der Assoziationsliste gespeichert wurden, Gbereinstimmen.
Ebenso wére es auch bei Abstraktionen der Form x . C[x] oder x; ... x, . D, wobei C ein
Kontext und D eine Domain ist, moglich, diese unverdndert von der linken Seite der Regel
Zu Ubernehmen, falls wir in den Assoziationdisten der Kontexte und Domains zusétzlich
die Adressen der zugehorigen Abstraktionen speichern wirden.

Ansonsten muss nun besonders Acht auf die gewlnschten Bindungsvariablen gegeben
werden: Da freie Variablen in den Instanzen der Metavariablen, Kontexte und Domains
nicht eingefangen werden sollen, missen die neuen Variablen, die den gleichen Namen
wie eine dieser freien Variablen haben, umbenannt werden. Dazu bestimmen wir das
kleinste n, so dass x, eine noch nicht verwendete Variable ist. Die Namen der
umzubenennenden Variablen &ndern wir dann in x, um, wobei wir n» nach jeder
Umbenennung um Eins erhthen. Ist dies geschehen, so kann schliefdich rekursiv der in der
Abstraktion enthaltene Term instanziiert werden. Wir rufen an dieser Stelle einfach eine
Funktion tilnstanti ateAbsl auf, die die Umbenennungen und die weitere
Instanziierung Ubernimmit; wir betrachten diese spéter noch etwas néher.

Auch be einer Meta-Applikation missen wir aufpassen, dass bel eingesetzten Termen mit
freien Variablen diese nicht unerwiinscht durch Bindungen innerhalb der Metavariablen, in
die diese eingesetzt werden sollen, eingefangen werden. Beispielsweise miissen wir bel
einer Meta-Applikation X{x}, mit y.¥{y} = ».@( (x.@(x, »)), | (z.z)), zu ener Variante
y.Y{y} =y.@( (x.@(x", y)), | (z.z)) wechseln, bei der wir x in x" umbenennen, damit die
in der Meta-Applikation eingesetzte freie Variable x durch die Bindung | (x. ...) in Y
eingefangen wird. Da wir die zu der Metavariablen, die fir die Meta-Applikation
verwendet wird, zugehtrige Abstraktion kopieren missen, bevor wir die Einsetzungen
vornehmen konnen, erledigen wir die nétigen Umbenennungen einfach wahrend des
Kopiervorgangs. Wir verfahren somit wie folgt:

1. Zusammenstellen einer Liste der freilen Variablen in den eingesetzten Termen,

2. Kopieren der Abstraktion, wobei bei jeder Bindungsvariablen geprift wird, ob es
eine freie Variable mit gleichem Namen gibt, falls ja wird die Bindungsvariable
umbenannt,

3. und schliefdich: Ersetzen der auleren Bindungsvariablen durch die einzusetzenden
Terme.
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Beim Einsetzen der Terme brauchen wir dabei nur fir einen Abstraktions-Knoten Ti NAbs
vaddrs taddr die Variablen-Knoten an den Adressen vaddrs durch die instanziierten Terme
Zu ersetzen. Etwas schwieriger ist es allerdings, wenn kein Sharing verwendet werden soll:
In diesem Fal muss die Abstraktion durchlaufen, fir jede Referenz auf eine dieser
Variablen-Knoten der entsprechende Term kopiert und die Referenz ersetzt werden. Wir
rufen an dieser Stelle einfach eine Funktion ti |l nstanti at eMet aAppl auf und
betrachten die Details des Verfahrens spéter.

Bel ener Kontext-Benutzung missen wir ebenfalls, wie bei einer Meta-Applikation, gof.
gebundene Variablen umbenennen. Zunéchst prifen wir aber, ob es sich um eine Kontext-
Benutzung der Form C[X] handelt, wobel X eine Metavariable ist, die genau so auf der
linken Seite der Regel vorgekommen ist, d.h. X ist genau die Metavariable, die wir
zusammen mit den Informationen Uber den Kontext in der Assoziationdiste fir Kontexte
gespeichert haben. Ist dies der Fall, so liefern wir einfach (heap, ctaddr) zurick,
wobei heap der unverdnderte Heap ist und ct addr die Adresse, die wir fUr den Kontext
unserer Assoziationdiste entnehmen konnen. Handelt es sich jedoch nicht um diesen
einfachen Sonderfall, so missen wir, andog zur Meta-Applikation, den Term an der
Adresse ctaddr kopieren, und erledigen mdgliche Umbenennungen gebundener
Variablen somit wahrend des Kopiervorgangs. Allerdings bendtigen wir hier eine spezielle
Kopierfunktion ti CopyCt xt TreeCBV, die anhand der (ebenfals in der
Assoziationdiste gespeicherten) Datenstruktur vom Typ | fr sCt xt Tpl HeapAddr ess
die Lochposition bestimmt und fUr diese den instanziierten Lochterm einsetzt. Wir
erzeugen dabei einen neuen Indirektions-Knoten, der auf den instanziierten Lochterm
verweist — aufgrund des Sharings dirfen wir den aten Knoten im Loch nicht
Uberschreiben, da sonst ale Unterterme, die sich diesen Knoten teilen, auf einmal ersetzt
wuirden. Falls der Kontext auf der linken Seite in einer Abstraktion der Form x.C[x]
verwendet wurde und jetzt ebenfalls wieder in einer Abstraktion verwendet wird, die
dieses x (evtl. umbenannt) enthdlt, so stellen wir zudem sicher, dass wir nun auf dieses
neue x verweisen, damit diese ate Bindung erhalten bleibt. Dazu missen wir unserer
Kopier-Funktion zusédtzlich ein Tupel Ubergeben, das den Namen der verwendeten
Variablen im Term (konnen wir der Assoziationdiste fir Kontexte entnehmen) und die
Adresse der umbenannten Variablen (konnen wir der Assoziationdiste der gebunden
Variablen entnehmen) enthdlt.

Bel einem Operatorterm instanziieren wir, analog zu ti | nst ant i at eAndUpdat el,
zunéchst die Operanden anhand der Funktion t i Mapl nst ant i at e. Anschlief3end fligen
wir einen neuen Applikations-Knoten in den Heap ein, der auf diese Operanden und die
passende Operatordefinition verwelst.

Als letzter Fall bleibt nun noch eine Domain Ubrig: Wir Uberprifen hierbei, ob die Domain
auf der linken Seite innerhalb einer Abstraktion verwendet wurde, d.h. ob in der
entsprechenden Assoziationliste fur diese Domain zuséizlich zu der Adresse daddr des
zugehorigen Terms eine Liste der abstrahierten Variablen gespeichert wurde. Ist dies der
Fall, so muss der Term an der Adresse daddr namlich kopiert werden, falls nicht, kdnnen
wir einfach (heap, daddr) zurlickliefern (sofern Sharing verwendet wird). Beim
Kopieren des Terms aus einer Abstraktion missen wir, wie bei den Kontext-Benutzungen,
darauf achten, dass die urspringlichen Bindungen nicht durch Umbenennung bel der
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Instanziierung einer Abstraktion aufgelost werden. Wir bentétigen also auch hier eine
spezielle Kopier-Funktiont i CopyDomnilr eeCBV.

Wenden wir uns jetzt ener ndheren Betrachtung der Instanziierungs-Funktionen

tilnstantiateAbsl undtilnstantiateMet aAppl fir Abstraktionen und Meta-
Applikationen zu.

Instanziierung einer Abstraktion

Die Funktion ti | nstanti at eAbs1l bekommt den zu instanziierenden Metaterm, den
aktudlen Zustand und die Assoziationdisten mit den Informationen Uber benutzte
Metavariablen, Kontexte, Domains und gebundene Variablen Ubergeben und soll die neue
Abstraktion erstellen und deren Adresse zusammen dem gednderten Heap zurtickliefern.

tilnstanti ateAbsl nt st nvars ctxts dons vars =

Die wichtigsten Berechnungen sind dabel Teil einer lokalen | et -Definition. Zunachst
extrahieren wir den Heap aus dem Zustand, auf3erdem die Variablen und den enthaltenen
Metaterm aus der Abstraktion:

| et heap = tiHeap st
avs = mt CGet AbsVars nt st
avnanes = map (\x -> varNane x st) avs
aterm = nt Get AbsTerm nt st

Aulerdem berechnen wir die Listen der im Metaterm nt  enthaltenen Metavariablen,
Kontexte und Domains;

at nvars
atctxts

map (\x -> nmvarNane x st) (ntMars aterm st)
map (\x -> context Nane x st)

(mCxts aterm st)
atdons = map (\x -> domai nNane x st) (ntDons aterm st)

Die Funktionen nt Mvars, nmt Ct xts, nt Dons konnen dabei, analog zur Funktion

nt Mvar sLi st aus Abschnitt 6.3.2.2, leicht Uber die Struktur der Metaterme und mittels
der Selektor-Methoden der MetatermKlasse implementiert werden. Die Funktionen

var Nanme, mvar Name, cont ext Nane und donmai nName sind Selektor-Methoden der
Variablen-, Metavariablen-, Kontext- und Domain-Klassen.

Als nachstes berechnen wir die freen Variablen aus den Instanzen der benutzten
Metavariablen, Kontexte und Domains;

ifreevars = tilnstGetFreevVars st (atnvars, nvars)
(atctxts,ctxts) (atdons, dons)

Die Funktion ti | nst Get Fr eeVar s kann dabei leicht definiert werden, in dem wir fir
jedes Element aus den Listen at nvar s, at ct xt s und ct xt die zugehtrigen Adressen
aus den Assoziationdisten mvar s, ct xt s und dons heraussuchen, und auf diese ene,
analog zu ntFreeVarsl aus Abschnitt 6.224 zu definierende Funktion
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t r nFFr eeVar Nanmes anwenden (wir haben ja Adressen zu Instanzen der TermKlasse
gemacht) und die Ergebnisse konkatenieren. Bei Kontexten betrachten wir zwar
unzuldssigerweise den Lochterm im Argument mit, so dass wir evtl. freie Variablen aus
diessm Lochterm in die Liste einfigen, die sonst nicht verwendet werden. Allerdings
bedeutet das im Folgenden nur, dass wir evtl. auch Variablen umbenennen, bel denen dies
nicht erforderlich wére. Dies ist natdrlich nicht schlimm, solange der
Umbenennungsvorgang an sich richtig ist, d.h. die gewinschten Bindungen bleiben
erhalten und es kommen keine neuen hinzu.

Neben der Liste der freien Variablen berechnen wir zudem ene Liste samtlicher
verwendeter Variablen:

ivars = tilnstGetVars st (atnvars, mvars)
(atctxts,ctxts) (atdons, dons) vars

Die Funktion ti | nst Get Var s wird analog zu t i | nst Get Fr eeVar s definiert, aul3er
dass wir anstelle der Funktion tr nfFreeVar Nanes die Funktion tr nVar Nanes

verwenden und zusétzlich noch die gebundenen Variablen aus der Assoziationsliste var s
hinzuftigen.

Es steht nun jeweils eine Liste der freien und Uberhaupt aller verwendeten Variablen in den
Instanzen zur Verfigung. Wir haben alerdings noch nicht beachtet, dass der Metaterm nt
an sich noch freie Variablen enthalten konnte, die Liste dieser Variablen berechnen wir
auch noch:

nmfreevars = map (\x -> tilnstVarNanme
(varNanme x st) vars) (ntFreeVars aterm st)

Die leicht zu definierende Funktion ti | nst Var Name schldgt dabei den neuen Namen
der Variablen in der Assoziationdiste der gebundenen Variablen nach, fals diese durch
eine aul3ere Abstraktion umbenannt wurde.

Jetzt konnen wir anhand einer Funktion t i Max| ndex, das maximale n errechnen, so dass
x, in der Liste der verwendeten Variablen enthaten ist, d.h. wir kbnnen sicher sein, dass es
sich be dlen x,, mit m > n, um neue, noch nicht verwendete Variablen handelt. Wir
nennen dieses n hier maxi ndex:

maxi ndex = ti Maxl ndex atvars
Dabei ist at var s die Vereinigung der Liste der verwendeten Variablen in den Instanzen
mit der Liste der freien Variablen im Metaterm sowie der Liste der neuen abstrahierten
Variablen in der zu instanziierenden Abstraktion:

atvars = ntfreevars ++ ivars ++ avnanes

Nun konnen wir anhand einer Funktion ti AbsRepl aceVar Nanes die abstrahierten
Variablen umbenennen:
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ivs = ti AbsRepl aceVar Nanes avnanes ifreevars
(maxi ndex + 1)

Jetzt konnen wir endlich die neuen Variablen-Knoten erzeugen:

(heapl, addrsl1l) = heapl nsertlList heap
[(TiNvar n) | n <- ivs]

Den Metaterm nt instanziieren wir jetzt einfach durch einen rekursiven Aufruf von
tilnstantiatel. Dabel missen wir die neuen abstrahierten Variablen in die
Assoziations-Liste der gebundenen Variablen einfligen, bevor wir diese Ubergeben. Da
diese fUr jeden Variablennamen, wie er in der Regel vorkommt, ein Paar, bestehend aus
dem (umbenannten) Namen der Instanz und der Adresse des instanziierten Variablen
Knotens, enthélt, benttigen wir an dieser Stelle eine spezielle Funktion t i Var sZi p, die
analog zu zi p definiert ist. Unser Aufruf gestaltet sich somit wie folgt:

(heap2,addr2) = (tilnstantiatel aterm
st{ti Heap = heapl} nvars ctxts dons
(assocl nsert Updat eLi st vars
(tivVarsZip avnanmes ivs addrsl)))

Dawir bei der Instanziierung einer Variablen einfach nur die Adresse des bereits erstellten
VariablenrKnotens in der Assoziationdiste der gebundenen Variablen suchen und
zusammen mit dem unverdanderten Heap zurlckliefern, und da wir in dieser
Assoziationdiste nun unter dem aten Namen den Namen und die Adresse der
umbenannten Variable finden, bleiben aso be den Umbenennungen die gewlnschten
Bindungen erhalten. Abschlief3end konnen wir die Adressen der instanziierten Variablen
und des instanzi erten Termsin einen neuen Abstraktions-Knoten einsetzen:

in
heapl nsert heap2 (Ti NAbs addrsl1l addr2)

Betrachten wir noch die Funktion t i AbsRepl aceVar Nanes, die die Umbenennungen
der Variablen vornimmt:

ti AbsRepl acevVar Nanes [] freevars maxi ndex = []
ti AbsRepl acevVar Nanes (vn:vns) freevars naxi ndex =
if elemvn freevars then
let nvh = ("x" ++ (show nmaxi ndex)) in
(nvn: (ti AbsRepl aceVar Nanes vns freevars (maxi ndex + 1)))
el se
(vn: (ti AbsRepl aceVar Nanes vns freevars naxi ndex))

Wie man sieht, wird fir jedes Element der Ubergebenen Variablenliste gepriift, ob diesesin
der Liste freevar s der freien Variablen enthalten ist. Ist dies der Fall, so wird sie in
("x" ++ (show naxindex)) umbenannt, wobe wir maxi ndex be jeder
Umbenennung um Eins erhGhen.
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Da wir durch unsere Berechnung von maxi ndex innerhalb der Funktion
tilnstanti ateAbsl sichergestellt haben, dass der neue Variablenname nicht
anderweitig verwendet wird, konnen wir sicher sein, dass durch unsere Umbenennung
keine neue unerwinschte Bindung entsteht. Die Funktion t i Max| ndex, die wir dabei
verwendet haben, um maxi ndex aus der Liste aller verwendeten Variablen zu berechen,
koénnen wir einfach wie folgt definieren:

ti MaxIndex [] =0
ti Maxl ndex (vn:vnanes) =
et maxi = ti Maxl ndex vnames in
case vn of
("x":vs) ->
case vs of
[] -> maxi
ds | all isDgit ds ->
let maxn = read ds in
max nmaxi maxn
_ -> maxi
_ -> maxi

Wir Uberprifen aso fur jede Variable, ob deren Name aus einem ,x* gefolgt von einer
Zahl besteht, falls ja merken wir uns diese Zahl, sofern diese bisher die grofite verwendete
Zahl war.

Damit sind unsere Betrachtungen zur Instanziierung einer Abstraktion abgeschlossen und
wir wenden uns den Meta-Applikationen zu.

Instanziierung einer Meta-Applikation

Die Funktion tilnstantiateAbsl bekommt ebenfals den zu instanziierenden
Metaterm, den aktuellen Zustand und die vier Assoziationdisten tUbergeben und soll nun
die Meta-Applikation durchfihren, d.h. wir missen den Term instanziieren, der sich durch
die Substitution der Bindungsvariablen in der Metavariablen hoherer Stelligkeit mit den
Instanzen der eingesetzen Metaterme ergibt. Im Zusammenhang mit der Betrachtung der
Funktion ti | nst anti at el haben wir uns ja kereits ein paar Gedanken zum Vorgehen
gemacht, deshalb widmen wir uns gleich der Haskell-Definition unserer Funktion:

tilnstanti ateMetaAppl m st nvars ctxts dons vars =

Andog zur Funktion til nstanti at eAbsl sind die wichtigsten Berechnungen Telil
ener lokalen | et -Definition. Wir extrahieren zundchst die Metavariable und die
eingesetzten Metaterme der Meta-Applikation:

I et nvar = m Get Met aAppMWar nt st
mvname = nvar Nanme nvar st
apterns = nt Get Met aAppTerns nt st

Anschlieffend schlagen wir die Adresse des zur Metavariablen zugehorigen Terms in der
Assoziationdliste der M etavariablen nach:
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mvaddr = head nvaddrs
(nvaddrs, (rvnanes, tvnanes)) =
(assocLookup nvars nvnane
(error ("Undefined netavariable " ++
m/nane ++ "1")))

Andog zu tilnstantiateAbsl estelen wir die Listen der in den Metatermen
benutzten Metavariablen, Kontexte und Domains:

atmvars = (map (\x -> nmvarNane x st)
(concatMap (\x -> ntMWars x st) apterns))
atctxts = (map (\x -> contextNanme x st)

(concatMap (\x -> nCixts x st) apterns))

atdoms = (map (\x -> domai nNane x st)
(concatMap (\x -> ntDons x st) apterns))

Ebenso erstellen wir die Liste der freien Variablen innerhalb der Metaterme und innerhalb
der verwendeten Instanzen der Metavariablen, Kontexte und Domains:

atntfreevars =
(map (\x -> tilnstVarNane (varNanme x st) vars)
(concatMap (\x -> ntFreeVars nt st) apterns))

atmvfreevars = tilnstCGetFreeVars st (atnvars, nvars)
(atctxts, ctxts) (atdons, dons)

Wir bendtigen allerdings an dieser Stelle keinen Vergleich mit sdmtlichen verwendeten
Variablen, da wir nur bel enthaltenen Abstraktionen die in sich geschlossenen Bindungen
umbenennen. Es reicht somit sicherzustellen, dass der neue Name nicht der Name einer
frelen Variablen ist:

ti Maxl ndex freevars
atntfreevars ++ atnvfreevars

maxi ndex =
freevars =
Nun rufen wir eine spezielle Kopier-Funktion auf, die beim Kopieren der Abstraktion die
gebundenen Variablen umbenennt; diese liefert also einen neuen Heap und die Adresse der
kopierten Abstraktion zurdick:

(heapl, addrl1l) = (ti CopyTreeCBV nvaddr st freevars
(maxi ndex + 1))

Damit sind ale vorab zu téigenden Berechnungen abgeschlossen und wir konnen
abschlieffend eine Funktion aufrufen, die in der kopierten Abstraktion die &aul3eren
Bindungsvariablen durch die Instanzen der einzusetzenden Metaterme ersetzt und den
neuen Heap, zusammen mit der Adresse des in der Abdtraktion enthadtenen Terms,
zurtickliefert. Wie bereits erwahnt ist dabel ohne Sharing ein besonderes Vorgehen ndtig,
so dass wir hier entweder eine Funktion ti Updat eAbsNode oder eine Funktion
t i Updat eAbsNodeCV aufrufen:
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in
if (rsSharingOn () st) then
ti Updat eAbsNode addr1 st{ti Heap=heapl} apterns
nvars ctxts dons vars
el se
ti Updat eAbsNodeCV addr1 st{ti Heap=heapl} apterns
nvars ctxts dons vars

Da wir, wie gesehen, verschiedene Kopier-Funktion fir Terme im Heap bendtigen, wollen
wir uns mit diesen, zusammen mit der Funktion ti CopyTr eeCBV, spater beschaftigen
und betrachten zunéchst die Funktion t i Updat eAbsNode:

ti Updat eAbsNode addr st terms nvars ctxts donms vars =
| et heap = ti Heap st
node = heapLookup heap addr
in
case node of
(Ti NAbs addrs taddr) ->
let stl = tiUpdateAbsNode2 (zip addrs terms) st
nvars ctxts dons vars
in
((ti Heap stl),taddr)
_ -> error "tiUpdat eAbsNode: Unexpected heap node!"

Wir schlagen dabel einfach den Heap-Knoten an der Ubergebenen Adresse nach und stellen
nochmals sicher, dass es sich um eine Abstraktion handelt. Anschlief3end bilden wir eine
Liste (zi p addrs terns) aus Paaren, bestehend aus jeweils einer Variablen-Adresse
und dem enzusetzenden Term, und Ubergeben diese Liste der Funktion
t i Updat eAbsNode2.

Diese definieren wir einfach wie folgt:

ti Updat eAbsNode2 [] st nvars ctxts donms vars = st
ti Updat eAbsNode2 ((addr,term:xs) st nvars ctxts dons vars =
let stl = tilnstantiateAndUpdatel term st nvars
ctxts dons vars addr
in
ti Updat eAbsNode2 xs stl nvars ctxts dons vars

Wir Uberschreiben also jeden Variablen-Knoten mit dem instanziierten Term. Aufgrund
des Sharings werden somit im Term ale (gewinschten) Variablen durch die
entsprechenden Terme ersetzt.

Fals jedoch kein Sharing verwendet werden soll, so Ubergibt die Funktion
ti Updat eAbsNodeCV die Adressen der Variablen und die einzusetzenden Terme nun
an ene Funktion ti Updat eAbsNodeCV2, die den kopierten Abstraktions-Term
durchlduft und alle Referenzen auf eine der Ubergebenen Variablen-Adressen durch
Referenzen auf eigene Kopien der einzusetzenden Terme ersetzt, bzw. wir instanziieren die
einzusetzenden Terme fur jedes Vorkommen einer Variablen neu. Dadurch wird das
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Sharing aufgehoben. Da das hierzu nétige Durchlaufen der Knoten des Abstraktions-Terms
eine dhnliche Form hat wie bei den Kopiervorgangen, die wir jetzt im Anschluss
betrachten, verzichten wir hier auf weitere Detaills und schliefien somit unsere
Betrachtungen zur Instanziierung einer Meta-Applikation ab.

Erstellung einer Kopie der Termdarstellung im Heap

Bel unserer Betrachtung der Term-Instanziierungen fehlen jetzt nur noch die Definitionen
der Kopier-Funktionen fur Terme. Wir wollen an dieser Stelle den einfachen Fall, einen
Term ohne Umbenennung und ohne Sonderbehandiung fir Kontexte oder Domains zu
kopieren, detailliert betrachten und dann nur noch zusammenfassend auf die Unterschiede
der anderen Kopier-Funktionen eingehen. Dieses einfache Kopieren Ubernimmt nun die
Funktion ti CopyTr ee, welche die Adresse des zu kopierenden Terms und den Heap
Ubergeben bekommt und einen neuen Heap zusammen mit der Adresse der Kopie
zuriickliefert:

ti CopyTree :: HeapAddress -> Heap Ti Node ->
(Heap Ti Node, HeapAddr ess)

Wir wollen diese Funktion so gestalten, dass sie sowohl bel verwendetem Sharing als auch
ohne Sharing eingesetzt werden kann. Daher missen wir beim Kopieren aufpassen, dass
wir nicht versehentlich das Sharing aufheben, indem wir Heap-Knoten, die von mehreren
Untertermen geteilt werden, mehrfach kopieren und merken uns die Adressen der bereits
kopierten Knoten. Wir verwenden dazu eine Assoziationdiste, in der wir fUr jede bereits
kopierte Adresse die neue Adresse speichern. Somit rufen wir eine Unterfunktion
ti CopyTreel auf, diewir mit der leeren Assoziationsliste initialisieren:

ti CopyTree addr heap =
(heapl, addrl)
wher e
(heapl,addrl, ) = tiCopyTreel addr heap assocEnmpty

Diese Unterfunktion bekommt also die zu kopierende Adresse, den Heap und die
Assoziationdiste der bereits kopierten Adressen Ubergeben und liefert neben dem neuen
Heap und der neuen Adresse eine neue Assoziationdliste zurtick:

ti CopyTreel :: HeapAddress -> Heap Ti Node ->
Assoc HeapAddress HeapAddress ->
(Heap Ti Node, HeapAddr ess, Assoc HeapAddr ess HeapAddress)

Die Funktion Uberprift, ob die Ubergebene Adresse bereits kopiert wurde, d.h. in der
Ubergebenen Assoziationdiste enthalten ist. Falls ja, so geben wir einfach die in der
Assoziationdiste gespeicherte neue Adresse zusammen mit dem unverdnderten Heap und
der unveranderten Assoziationdiste zurtick. Falls nein, so kopieren wir den Unterterm mit
Hilfe einer Funktiont i CopyTr ee2:

ti CopyTreel addr heap asso =
| et Iaddr = (assocLookup asso addr (HeapAddress (-1))) in
i f ((heapAddress (laddr)) == (-1)) then
| et (heapl, addr1, assol) = (ti CopyTree2 addr heap asso)
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in
(heapl, addr 1, (assoclnsertF assol (addr, addrl)))
el se
(heap, | addr, asso)

Die Funktion ti CopyTree2 macht nun eine Falunterscheidung Uber den an der
Ubergebenen Adresse gespeicherten Heap-Knoten:

ti CopyTree2 addr heap asso =
case heapLookup heap addr of

Bei einem Applikations-Knoten kopieren wir anhand einer Funktion t i CopyTr ees die
Operanden und flgen dann enen neuen Applikations-Knoten mit Verweisen auf die
kopierten Operanden in den Heap ein:

Ti NAp opnane opaddr taddrs ->
| et (heap2, addr2) = heaplnsert heapl
(Ti NAp opnane opaddr addrsl)
(heapl, addrsl1, assol) = ti CopyTrees taddrs heap asso
in
(heap2, addr 2, assol)

Ein Ti NRul e-Knoten sollte nicht vorkommen, dadieser kein Term ist:

Ti NRul e opnane opdef ->
error "Rul e does not need to be copied!"

Ein Ti nCAF-Knoten braucht nicht kopiert zu werden:

Ti NCAF opnane opdef nbaddr ->
(heap, addr, asso)

Be einem Abstraktions-Knoten kopieren wir zundchst die Variablen anhand ener
Funktion t i CopyTVar s, anschlief3end rufen wir rekursiv t i CopyTr eel auf, umdenin
der Abstraktion enthatenen Term zu kopieren. Da wir die Adressen der kopierten
Variablen in die Assoziationdiste einfligen, bzw. t i CopyTVar s eine entsprechende neue
Assoziationdliste zuriickliefert, werden Verweise auf die abstrahierten Variablen beim
rekursiven Aufruf von ti CopyTr eel richtig, d.h. auf die Adressen der Kopien, gesetzt.
Anschlief?end fligen wir einen neuen Abstraktions-Knoten mit Verweisen auf die Kopien
in den Heap ain:

Ti NAbs vaddrs taddr ->
| et (heap3, addr3) = heaplnsert heap2
(Ti NAbs addrsl addr?2)
(heapl, addrsl, assol) = ti CopyTVars vaddrs heap asso
(heap?2, addr 2, asso2) = ti CopyTreel taddr heapl assol
in
(heap3, addr 3, asso02)

Bei ener Indirektion folgen wir dem Verweis:
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TiNlnd iaddr -> ti CopyTreel iaddr heap asso

Fals wir auf eine Variable treffen, handelt es sich um eine lokal (d.h. innerhalb des
kopierten Terms) freie Variable, da wir Variablen von einem Abstraktions-Knoten
ausgehend mit der Funktion ti CopyTVars kopieren. Wir koénnen aber nicht einfach
einen neuen Variablen-Knoten erzeugen, da diese Variable vermutlich durch eine aul3ere
Abstraktion, in welcher der kopierte Term ein Unterterm ist, gebunden ist (da wir
sichergestellt haben, dass die Reduktionsregeln des Reduktionssystems keine freien
Variablen erzeugen). Somit erstellen wir eine Indirektion auf den alten Knoten:

Ti Nvar vnane ->
| et (heapl, addrl1l) = heaplnsert heap (TiNInd addr) in
(heapl, addr 1, asso)

Damit sind alle Félle abgedeckt. Die Funktion ti CopyTr ees ruft nun fir jedes Element
der Liste ti CopyTr eel auf, wobe wir darauf achten missen, stets den neuen Heap und
die neue Assoziationdliste weiterzureichen:

ti CopyTrees [] heap asso = (heap,[], asso)
ti CopyTrees (addr:addrs) heap asso =
| et (heapl, addr1, assol) = ti CopyTreel addr heap asso
(heap2, addrs2, asso2) = ti CopyTrees addrs heapl assol
in
(heap?2, (addr 1: addrs2), asso2)

Ahnlich verfahrt die Funktion ti CopyTVar s, nur dass diese statt ti CopyTr eel eine
Funktiont i CopyTVar aufruft, die einen Variablen-Knoten kopiert:

ti CopyTvars [] heap asso = (heap,[], asso)
ti CopyTVars (addr:addrs) heap asso =
| et (heapl, addrl, assol) = ti CopyTVar addr heap asso
(heap?2, addrs2, asso2) = ti CopyTVars addrs heapl assol
in
(heap2, (addr 1: addrs2), asso2)

ti CopyTVar addr heap asso =
case heapLookup heap addr of
Ti NVar vnane ->
| et (heapl, addrl1l) = heaplnsert heap (Ti Nvar vnane) in
(heapl, addr 1, (assoclnsertF asso (addr, addrl)))

Somit kénnen wir einen Term kopieren. Die Funktion ti CopyTr ee kann sowohl bei
verwendetem Sharing als auch ohne Sharing eingesetzt werden, denn es teilen sich in der
Kopie nur die Unterterme gemeinsame Knoten, die sich auch im urspringlichen Term
Knoten teilen.

Der Kopiervorgang lasst sich leicht modifizieren, um dabe gleichzeitig Umbenennungen

der gebundenen Variablen vornehmen zu koénnen. Die Funktion ti CopyTr eeCBV
bekommt dazu zusétzlich die Liste der freien Variablen und den Index, der in den neuen
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Variablennamen verwendet werden soll, Ubergeben. Anstelle der Funktion t i CopyTVar
wird dann eine Funktion t i CopyVar CBV verwendet, um die Variablen bel enthaltenen
Abstraktionen zu kopieren. Diese priift nach, ob eine zu kopierende Variable in der Liste
der frelen Variablen enthalten ist, fals ja wird diese umbenannt in x,, wobel » der
Ubergebene Index ist und dieser bel jeder Umbenennung um Eins erhoht wird.

Bel einem Kopiervorgang fur die Instanziierung einer Kontext-Benutzung wird zudem die
Datenstruktur 1 frsCt xt Tpl aus dem Kontext-Matching Ubergeben. Diese hat bzgl.
Operatoren und Operanden die gleiche Struktur wie der Ubergebene Term (da diese ja
wahrend des Kontext-Matchings extra so konstruiert wurde). Somit brauchen wir bei der
Falunterscheidung nur diese Datenstruktur mitzubetrachten, um so erkennen zu konnen,
welcher Unterterm der Lochterm ist. Fir diesen Lochterm legen wir as Platzhalter einen
neuen Indirektionsknoten an und liefern zusammen mit der Adresse des gesamten
kopierten Terms die Adresse dieses Indirektionsknotens als Loch-Adresse zurtick. Bel der
Instanziierung der Kontext-Benutzung brauchen wir somit nur noch den Indirektions-
Knoten an der Loch-Adresse mit einer Indirektion auf den instanziierten Metaterm, der in
das Loch eingesetzt werden soll, zu Gberschreiben.

Um bel Kontexten und Domains, die auf der linken Seite der Regel innerhab ener
Abstraktion der Form x.C[x] bzw. x; ... x,.D eingeftihrt wurden und die auf der rechten
Seite innerhalb einer Abstraktion mit den gleichen Bindungsvariablen verwendet werden,
be Umbenennungen die urspriinglichen Bindungen wiederherstellen zu kénnen, reicht es,
wie bel der Betrachtung der Funktion tilnstantiatel geschildet, ene
Assoziationdliste mit den aten und neuen Variablennamen sowie der Adresse der
zugehdrigen Variablenknoten an die Kopierfunktion zu Ubergeben. Wéhrend des
Kopiervorgangs kann dann bei den entsprechenden Variablen die bendtigte Adresse des
V ariablenknotens nachgeschlagen werden, somit wird sichergestellt, dass die gewtnschten
Bindungen erhalten bleiben.

Somit haben wir alle bendtigten Funktionen zum Anwenden einer Regel betrachtet.

6.2.4.3 Ausgabe der Ergebnisse

Als Ergebnis unserer Auswertungs-Funktion t i Eval haben wir jetzt zunéchst eine Liste
von Zustdnden der Template Instantiation Machine, die zudem noch durch den Fehler-Typ
Ti Resul t gekapselt sind. Wir benétigen aso noch eine Funktion i r sShow, welche die
Ergebnis-Liste in eine sinnvolle Ausgabe umwandelt. Fir jedes Element dieser Liste
prifen wir dabei anhand der Funktion err Resul t Ok, ob der Reduktionsschritt
erfolgreich ausgefuhrt werden konnte. Ist dies der Fall, so schlagen wir die obere Adresse
im Stack nach, der ja Tell des Zustands ist. Diese Adresse enthdlt den reduzierten Term; da
wir Adressen direkt als Terme verwenden konnen, wandeln wir nun mit Hilfe einer
Funktion ternStr den Term in eine String-Darstellung um. Die Funktion t er ntStr
lasst sich dabei leicht Uber die Struktur der Terme definieren, indem die Methoden der
Term-Klasse verwendet werden. Falls der Reduktionsschritt jedoch nicht erfolgreich
ausgefuhrt werden konnte, so wandeln wir anhand der Funktion er r Get Msg die Fehler-
Information in einen String um, der die Fehlerbeschreibung enthét. Wir haben somit eine
Liste von Strings und kénnen nun der Reihe nach die Elemente dieser Liste mittels der 10-
Methode put StrLn ausgeben. AbschlieRend konnen wir eine Interpreter-Funktion
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I nterpret definieren, welche ein Reduktionssystem Ubergeben bekommt und darauf
basierend die Reduktion ausfiihrt und die Ergebnisse ausgibt:

interpret :: IfrsRedSys -> 10 ()
interpret rs = irsShow (tiEval (tiStart rs))

6.2.5 Start des Interpreters

Nachdem wir nun ale benttigten Bestandteile unseres Softwaresystems genauer betrachtet
haben, fehlt als letztes noch eine Funktion, die diese Bestandteile verbindet, also die Lade-
Prozedur fir eine gewilnschte Eingabedatei in Gang setzt, auf das engelesene
Reduktionssystem die Anayse-Funktion anwendet und schliefdich die Reduktion
veranlasst. Diese konnen wir leicht wie folgt definieren:

runlnterpreter :: String -> 10 ()
runlnterpreter file =
do

rs <- loadRS file
anal yse rs
interpret rs

Somit konnen wir nun z.B. im Interpreter Hugs die Reduktion fUr eine Datei beispiel. txt
durch folgenden Aufruf veranl assen:

runl nterpreter "beispiel.txt"

Um unser Programm aber auch selbststéndig ausfihrbar nutzen zu kénnen, missen wir
noch im Modul Mai n eine mai n-Funktion definieren. Wir lassen uns dabei durch die
Haskell-Funktion get Args die Kommandozeilen-Argumente zurickliefern und rufen
dann eine Funktion pr ocessAr gs auf, die diese Argumente verarbeitet:

main :: 10 ()
main =
do
args <- getArgs
processArgs args

Der Einfachheit halber rufen wir in der Funktion processArgs be genau einem
Argument die Funktion r unl nt er pr et er auf, die dann den Ubergebenen Parameter als
Dateinamen behandelt und versucht, die entsprechende Datei zu laden und zu
interpretieren. Ansonsten rufen wir eine Funktion pri nt Hel p auf, in der wir dann einen
kurzen Text ausgeben, der Uber den richtigen Umgang mit dem Programm informiert:

processArgs :: [String] -> 10 ()
processArgs [] = printHelp

processArgs [arg] = runlinterpreter arg
processArgs (arg:args) = printHelp

Wir kénnen nun unser Programm in Maschinensprache kompilieren lassen, z.B. durch den
GHC mittels folgendem Aufruf:
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ghc --nmake main. hs

Somit haben wir ein ausfihrbares Programm, wobel wir nun den Interpreter mit folgendem
Kommandozeilen-Aufruf starten konnen, sofern wir die von GHC erstellte Date
entsprechend umbenennen:

i frs Dateiname

6.3 Ergebnisse

Um unser Programm testen zu konnen, benttigen wir geeignete Eingabedateien. Wir
wollen zundchst einige ausgewdahlite Beispiele betrachten, die die Arbeitsweise des
Programms verdeutlichen. Anschlieffend untersuchen wir anhand ener etwas
aufwendigeren Eingabe die Laufzeit des Programmes.

6.3.1 ,Lazy“ Lambda-Kalkiil mit Sharing

Anhand unserer Voruberlegungen in Abschnitt 5.4.1 kdnnen wir unser Reduktionssystem
durch leichte Anpassung der Syntax wie folgt definieren:

\ (x. X{x}) = constructor

@\ (x. X{x}), Y)=X{Y}

Wir stellen dabei den Operator | durch das Zeichen\ dar.

Als einfaches Beispiel definieren wir folgenden mai n-Term:

main() = @\(x.@x,x)), @\ (x.x),\(x.x)))

Gemd’ unseren Vereinbarungen zur Syntax der Reduktionssystems-Definitionen wird
Sharing standardmaldig verwendet. Wir kdnnen dies aber auch explizit fordern, indem wir
vor den eigentlichen Regeln den Befehl

sharing = on

einflgen.

Starten wir nun den Interpreter mit dieser Definition, so ergibt sich folgende Auswertung:
mai n()

@\ (x. @x, x)), @\ (x.x),\(x.x)))

@A\ (x.x),\(x.x)),@\(x.x),\(x.x)))

@\ (x.x),\(x.x))

\ (X. X)
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Wie wir sehen, verlauft die Reduktion wie gewlnscht und der Term
@\ (x.x),\(x.x)), der ja durch Einsetzen in die Lambda-Funktion \ ( x. @ X, X))
verdoppelt wird, wird nur einmal zu \ ( X. X) ausgewertet.

6.3.2 ,Lazy“ Lambda Kalkiil ohne Sharing

Den Unterschied zwischen der Verwendung von Sharing und der Auswertung ohne
Sharing sehen wir, wenn wir die Sharing-Einstellung in

sharing = off

andern.

Die Auswertung wird nun wie folgt durchgeftihrt:

mai n()

@\ (x.@x,x)), @\ (x.x),\(x.x)))
@A\ (x.x),\(x.x)), @\ (x.x),\(x.X)))
@\ (x.xX),@\(x.x),\(x.x)))

@\ (x.%),\(x.x))

\ (X. X)

Wie wir sehen, wird ein Reduktionsschritt mehr bendtigt, da der kopierte Term jetzt
ebenfalls ausgewertet werden muss.

6.3.3 Call-by-Value Lambda Kalkiil (ohne Sharing)

Modifizieren wir das Beispiel noch so, dass beide Operanden fir @strikt sind. Wir erhalten
somit den Call-by-Vaue Lambda Kalkiil:

sharing = off

constructor

\ (x. X{x})

strict(@ = 1,2
@\ (x. X{x}),Y)=X{Y}

main() = @\(xX.@x,x)), @\ (x.x),\(x.x)))
Die Auswertung lautet nun:

mai n()

@\ (x.@x,Xx)), @\ (x.x),\(x.x)))
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@\ (x. @x, x)),\(x.x))
@\ (x.x),\(x.x))
\ (X. X)

Wie man sieht, muss im Term @\ (X. @ X, X)), @\ (x. x),\ (X.Xx))) zuerst der
zweite Operand @\ ( x. x), \ (X. X)) ausgewertet werden (der erste ist ja bereits ein
Wert), bevor die Regel fur @auf den gesamten Term angewendet werden kann.

6.3.4 PCF mit Peano-Zahlen

Wir definieren hier eine Variante von PCF, in der wir die nattrlichen Zahlen durch Peano-
Zahlen ausdriicken. Eine Peano-Zahl ist dabel Null oder der Nachfolger einer Peano-Zahl,
wir benutzen hier die beiden folgenden Konstruktoren:

0() =constructor
S( X) =construct or

Aufgrund des fehlenden Typsystems konnen wir alerdings nicht sicherstellen, dass fir
S(X) das X ene Peano-Zahl enthdt. Dies kann bei fascher Verwendung aso zu
Laufzeitfehlern fuhren. Die Definition der restlichen Operatoren folgt nun unseren
Uberlegungen aus Abschnitt 5.4.4, mit kleinen Anpassungen an die Syntax und die
Verwendung der Peano-Zahlen:

\'(x. X{x}) = constructor
@\ (x. X{x}),Y)=X{Y}

true()
fal se()

= constructor
= construct or

i fthenel se(true(), X Y)

i fthenel se(false(),XY)

X
Y

pred(0()) =0()
pred(S(X))=x

succ(X) = S(X)
zero?(0()) = true()
zero?(X) = false()

HOX. X{x}) =X{u(x. X{x})}
Um ein interessanteres Beispiel zu erhalten, definieren wir noch eine Addier-Funktion

add()=p(a.\(s.\(t.ifthenel se(zero?(s),t,
succ(@@a, pred(s)).t))))))
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und betrachten folgenden Term:

mai n() =@ @add(), S(0())),S(0()))
Die Reduktion verlauft jetzt wie folgt:

mai n()

@Q@add(), S(0())),S(0()))

@a@p(a.\(s.\(t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@a, pred(s)),t))
)))).S(0())),S(0()))

@@\ (s.\(t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@ @ u(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))),

pred(s)).t))))),S(0())).sS(0()))

@\ (t.ifthenelse(zero?(S(0())),t,succ(@@pu(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))),

pred(S(0()))).t)))).S(0()))

i fthenel se(zero?(S(0())),S(0()),succ(@@pu(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))),

pred(S(0()))).sS(0()))))

i fthenel se(false(),S(0()), succ(@ @ p
zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))
S(0()))))

succ(@@u(x.\(s.\(t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@ @ x,
pred(s)).t)))))),pred(S(0()))),S(0())))

S(@@U(x.\(s.\(t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),
t)))))) ., pred(S(0()))).S(0())))

Wie man sieht, wird nur bis zum (&uf3eren) Auftreten des Konstruktors S ausgewertet, der
Operand wird also, wie bei lazy-Auswertung dblich, nicht ausgewertet. Dies kdnnen wir
aber leicht éndern, in dem wir den Konstruktor S strikt machen. Wir éndern die Definition
far Sasoumin:

(x.\(s.\(t.ifthenel se(
))) . pred(S(0()))),

strict(S) =1
S( X) =const r uct or

So wird die Auswertung beim Auftreten von S fortgesetzt, bis auch der Operand ein Wert
ist:

S(@@\(s.\(t.ifthenelse(zero?(s),t,succ(@@u(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))),

pred(s)).t))))).pred(S(0()))),S(0())))
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S(a\(t.ifthenel se(zero?(pred(S(0()))),t,succ(@@u(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))), pred(

pred(S(0())))).t)))),S(0())))

S(ifthenel se(zero?(pred(S(0()))),S(0()), succ(@ @
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t))))

pred(S(0())))).S(0())))))

S(ifthenel se(zero?(0()), S(0()),succ(@@pu(x.\(s.\(
t.ifthenel se(zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t)))))),
pred(0())).S(0())))))

S(ifthenel se(true(), S(0()), succ(@ @ K
zero?(s),t,succ(@@x, pred(s)),t))))

S(S(0()))

Da unser Term mai n() =@ @ add(), S(0())), S(0())) de Beechnung 1 + 1

entspricht, kommt mit S(S(0())), was der Zahl 2 entspricht, das richtige Ergebnis
heraus.

(x.\(s.\(
)) . pred(

X.\(s.\(t.ifthenel se(
), pred(0())).S(0())))))

N—r A~

Um anstelle der Peano-Zahlen Integer-Zahlen zu verwenden, kénnte man unser System
analog zu [PJL91, Abschnitt 2.6] so erweitern, dass wir ausgewahlte Haskell-Datentypen
als primitive Datentypen benutzen kénnen.

6.3.5 Call-by-Need Lambda Kalkiil

Unser Ziel war es ja, neben den GDSOS-kompatiblen Reduktionssystemen, auch den Call-
by-Need Lambda Kakul darstellen zu kénnen. Dazu mussten wir schliefdich mit der
Betrachtung von (Reduktions-) Kontexten und Domains auch enen erheblichen
Mehraufwand betreiben. Daher wollen wir auch untersuchen, wie die Darstellung dieses
Kakulsin unserem System aussieht und wie sich die Reduktion verhdlt:

Die Definition des Reduktionskontextes (Definition 4.3.4.) l&sst sich leicht an unsere
Syntax anpassen:

reductioncontext R=[] | @Rt) | let(x.R1)
| Tet (x.Rx],R)

Antworten konnen wir nun as Werte-Domain definieren:

val ue domain A = \(x.t) | let(x.At)

NatUrlich brauchen wir auch wieder die Definition des Lambda-Operators:
\ (x. X{x}) = constructor

Um die Vewendung der Lambda-Abstraktionen als kopierbare Ausdriicke bzw. Werte zu
verdeutlichen, definieren wir auch noch eine Domain V:
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domain V = \(x.t)

Wir bendtigen an dieser Stelle das SchlUsselwort val ue nicht, da wir ja bereits \ as
kanonischen Operator definiert haben.

Somit konnen wir die Reduktionsregeln aus Definition 4.3.5. leicht darstellen:

@\ (x. X{x}),Y) =let(x.X{x},Y) -- (I'no)
@let(x.AL),N =let(x.@A N,L) -- (Cno)
let(x.Rx],V) =let(x.RV],V) -- (Vno)

let(y.Ry],let(x.A L) =let(x.let(y.Ry],A,L) -- (Ano)

Als auszuwertenden Term betrachten wir:

main() = @\ (x. @x,x)), @\(y.y),\(z.2)))

Fuhren wir nun diese Definition mit unserem Interpreter aus, so erhalten wir folgendes
Ergebnis:

Warnung: "beispiel let.txt":19,3: GDSCS-Bedi ngung 1 nicht
erfullt: Strikte Positionen nmissen ei nfache Meta-Werte seinl

Warnung: Redukt i onskont ext wurde nodifiziert!
mai n()

@\ (x.@x,x)), @\(y.y),\(z.2)))

let (x. @x, x), @\ (y.y),\(z.2)))

let (x. @x, X),let(x.x,\(z.2)))

let (x. @x, x),let(x1.\(z.2),\(z.2)))

let (x1.let(y. @y,y),\(z.2)),\(z.2))

let (x1.let(x. @\ (z.2),%),\(z.2)),\(z.2))

let (x1. et (x.let(x.x,x),\(z.2)),\(z.2))

let(x1.let(x1.let(x.\(z.2),x1),\(z.2)),\(z.2))

Unsere Analyse-Funktionen geben zunéchst Warnungen aus, dass die erste GDSOS-
Bedingung nicht erfillt ist und die Definition des Reduktionskontextes vom Benutzer
verandert wurde. Auch die Reduktion des Terms sient auf den ersten Blick etwas
ungewohnt aus, da ausgerechnet das Ergebnis der langste Term ist. Aber wie man sieht,
werden die Regeln richtig angewendet und das Ergebnisist eine Antwort.
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6.3.6 Laufzeitverhalten am Beispiel eines aufwendigeren KFP-Programms

Als Prifstein for die Leistung unseres System wollen wir nun die Darstellung des
Quicksort-Algorithmusses in KFP aus [Sch00, Abschnitt 3.1] betrachten.

Wir benttigen zundchst die tblichen Regeln des Lambda-Kalkils:

\ (x. X{x}) = constructor

@\ (x. X{x}).,Y) = X{Y}

Dann definieren wir die Bool’ schen Werte, sowie ein Caseg,o , dasswir hier | F nennen:

True() = constructor
Fal se()= constructor

| F(True(),Xx,y) = X
| F(Fal se(),x,y)=vYy

Aulerdem bendtigen wir eine Datenstruktur fir Paare:
Paar ( x, y) =const ruct or

fst(x,y)=x
snd(x, y) =y

CASEPAAR( Paar ( X, Y), x y. A{(x,y})=A{X, Y}

Listen durfen natdrlich auch nicht fehlen. Wir definieren an dieser Stelle die zweite
Position von Cons als strikt, damit die Liste stets vollstdndig (der Lange nach)
ausgewertet wird:

Ni | ()=constructor
strict(Cons) =2
Cons(x,y)=constructor

CASELI ST(Ni I (), Y1,y ys.Y2{y,ys})=Y1
CASELI ST(Cons( X, Y), Y1,y ys. Y2{y,ys})=Y2{X Y}

Insbesondere bendtigen wir einen Append-Operator ++:

++() = \(xs.\(ys. CASELI ST(xs,ys,h t.Cons(h, @@ ++(),t),
ys)))))

Wir benutzen auch hier Peano-Zahlen, wobel wir aber nun zusétzlich ein spezielles case
bendtigen:

0() =constructor

strict(S)=1
S(x) =construct or
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6.3. Ergebnisse

CASEI NT(0(), X, y. Y{y}) =X
CASEI NT(S(2), X, y. Y{y})=Y{Z}

AulRerdem bendtigen wir Vergleichsoperatoren < und £, diewir hier | t und| eq nennen:

lt() = \(x.\(y.CASEl NT(x, CASEI NT(y, Fal se(), z. True()),
xx. CASEINT(y, Fal se(),yy. @@l eq(),xx),yy)))))

leq() = \(x.\(y.CASElI NT(x, True(), xx. CASEI NT(y, Fal se(),
yy. @@l eq(),xx),yy)))))

Somit kénnen wir den Quicksort-Algorithmus wie folgt darstellen:

partition() = \(p.\(xs.CASELI ST(xs,Paar(Ni |l (), N1()),
h t. CASEPAAR(@ @ partition(),p),t),

oks noks. | F(@ p, h), Paar (Cons( h, oks), noks),

Paar (oks, Cons(h, noks)))))))

qui cksort () = \(xs.CASELI ST(xs,N I (),
h t. CASEPAAR(@ @partition(),@lt(),h)),t),

kl ei ne grosse. @@ ++(), @qui cksort(), kl eine)),
Cons(h, @qui cksort(), grosse))))))

Die Funktion qui cksort sortiert dabel eine Liste von Peano-Zahlen in absteigender
Reihenfolge.

Als Beispielliste definieren wir
bsp list() = Cons(0(), Cons(1(), Cons(2(), Cons(3(),Nil())))),

wobel wir folgende Abkurzungen fir Peano-Zahlen definieren:

1() = S(0())
2() = 3(S(0()))
3() = S(S(S(0())))

Als mai n-Term definieren wir somit die Anwendung der qui cksor t -Funktion auf
unsere Beispielliste:

mai n() = @aquicksort(),bsp_list())
Ergebnis

Unser Interpreter reduziert diesen Ausdruck nun in 176 Schritten® zu

“3 Die Anzahl der Reduktionsschritte kann man sich leicht durch eine kleine Modifikation unserer Ausgabe-
Funktion anzeigen lassen. Das Erstellen desinitialen Zustands wird dabei ebenfalls als Schritt gezahit.
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6. Ein Interpreter fir Reduktionssysteme

Cons(S(S(S(0()))), Cons(S(S(0())), Cons(S(0()), Cons(0(),
Nil())))),

d.h. unsereListe[ 0, 1, 2, 3] wurde korrekt absteigend sortiert zu [ 3, 2, 1, 0] .

Auf einem handelstiblichen PC (750 MHz, 256 MB RAM) kann der mit dem GHC Version
5.04.2 kompilierte Interpreter diese 176 Reduktionsschritte inkl. Laden der Datel und
Uberpriifung der GDSOS-Bedingungen in ca. 14 Sekunden ausfiihren. Dies ist im Hinblick
darauf, dass wir bisher keinerlei Mal3nahmen ergriffen haben, um die Ausfihrungs-
geschwindigkeit unseres Programms zu optimieren, ein sehr zufriedenstellender Wert.
Insbesondere muss hier berticksichtigt werden, dass der Redex stets Uber einen Vergleich
mit dem (implizit berechneten) Reduktionskontext gefunden wurde. Fir GDSOS
kompatible Reduktionssysteme kdnnte somit durch eine Optimierung der Redexsuche, wie
in Abschnitt 6.2.4 angedeutet, eine erhebliche Beschleunigung erreicht werden. Fihren wir
unseren Quicksort-Algorithmus alerdings im Zusammenhang mit einer etwas langeren
Beigpielliste aus, so stellen wir fest, dass mit zunehmender Dauer die einzelnen
Reduktionsschritte immer mehr Zeit bendtigen. Dies liegt daran, dass sich durch die
Verwendung von Indirektions-Knoten die Termdarstellungen immer mehr aufbldhen,
ebenso wird reichlich Speicherplatz im Heap verschwendet, da wir nicht mehr benétigte
Knoten nicht I6schen. Abhilfe kann hier eine Garbage Collection, wie in [PJL91,
Abschnitt 2.9] beschrieben, schaffen, welche die nicht mehr verwendeten Knoten |6scht
und ebenso Indirektionen durch Herstellung einer direkten Verkniipfung entfernen kann.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Wir haben ein Softwaresystem entwickelt, das in der Lage ist, Beschreibungen von
Termersetzungssystemen hoherer Ordnung, deren Reduktionsregeln auf einer strukturellen
operationalen Semantik basieren, einzulesen und zu interpretieren. Das System ist dabei
fahig, Reduktionskontexte fir die Redexsuche zu benutzen, die entweder vom Benutzer
definiert werden konnen oder automatisch anhand der strikten Positionen berechnet
werden. Aul3erdem dirfen Kontexte und spezielle Definitionen fir Term-Mengen, die wir
Domains nennen, in den Reduktionsregeln verwendet werden.

Mit dem resultierenden Reduktionssystem-Format kénnen wir somit nicht nur den ,lazy*
Lambda-Kalkil, den Call-by-Vaue Lambda-Kakul und verwandte, um Konstruktoren und
Fallunterscheidungen erweiterte Kalkile, wie die in Kapitel 4 vorgestellten Kernsprachen
KFP und PCF, darstellen, sondern auch den (in Abschnitt 4.3 vorgestellten) Call-by-Need
Lambda-Kalkul, welcher sich durch die Verwendung von Kontexten innerhalb der Regeln
deutlich von den anderen Kalkilen abhebt.

Allerdings hélt sich der Call-by-Need Lambda-Kalkil damit nicht an das in Kapitel 5
vorgestellte GDSOS-Format, das u.a. sicherstellt, dass Bisimulation eine Kongruenz ist.
Wir haben dabel in Abschnitt 5.3.3 bewiesen, dass sich ein GDSOS-Reduktionssystem in
ein aguivalentes strukturiertes Auswertungssystem nach Howe Ubersetzen lasst. Unser
System ist in der Lage, die GDSOS-Bedingungen zu priifen und gibt eine Warnung aus,
falls eine der nétigen Bedingungen nicht erfillt ist (wobel aus dieser auch gleich der Grund
des Verstolies hervorgeht).

Wie wir gesehen haben, ist unser System nicht nur befdhigt, die enzelnen
Reduktionsschritte fur kleinere Bespiele ordnungsgemdld auszufihren, sondern es ist
durchaus in der Lage, auch aufwendigere KFP-Ausdriicke, wie in unserem Quicksort-
Beispiel, auszuwerten.

7.2 Ausblick

Da wir be unserer Implementierung zundchst einmal nicht so sehr auf den
Resourcenverbrauch bzgl. Ausfihrungsgeschwindigkeit und Speicherplatz geachtet haben,
ist hier jedoch noch reichlich Spielraum fir Optimierungen. Wie bereits in Abschnitt 6.3.6
beschrieben, ware da zum einen die Moglichkeit, eine spezielle Behandlung fur GDSOS-
kompatible Reduktionssysteme zu rediseren, die bel der Redexsuche nicht den
Reduktionskontext, sondern direkt die strikten Operanden Uberpriift. Zum anderen konnte
eine Garbage Collection den Speicherbedarf erheblich reduzieren und auch die
Ausfuhrungsgeschwindigkeit verbessern. Aul3erdem gibt es natirlich noch jede Menge
weiterer Optimierungsmoglichkeiten, u.a. wéaren hier bessere Suchstrukturen (z.B. durch
eine Hash-Tabelle) fur Operatordefinitionen zu nennen.

Neben dem Resourcenverbrauch wére auch das Design ener ausdruckskraftigen
Schnittstelle fir andere Programme ein lohnendes Zid fur Erweiterungen. Bisher stehen
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7. Zusammenfassung und Ausblick

dazu ausschliefdich unsere Unterfunktionen zur Verfligung, die be ener Einbindung
unserer Module benutzt werden konnen. Zwar haben wir diese speziell fir diese
Einsatzmdglichkeit algemein gehdten, indem wir zB. auch Nichtdeterminismus
mitbetrachten und bei der Regelsuche gleich die Liste aler passenden Regeln
zurUckliefern. Besonders elegant wére es jedoch, wenn man, wie bei monadischen Parser-
Kombinatoren, eine einfache Kombinationsmdglichkeit dieser Funktionen hétte, um so
zB. leichter beschreben zu konnen, welche Mdglichkeiten bei  einer
nichtdeterministischen Auswertung weiterverfolgt werden sollen.

Aber auch mit den zur Verfligung stehenden Modulen lohnt es sich, unser System Uberall
dort einzusetzen, wo Reduktionen bendtigt werden. Es wére also eine gute Basis fur
Programmanalysen, die mit Reduktionen arbeiten, wie z.B. eine Striktheitsanalyse oder die
bereitsin den Vorlberlegungen (Abschnitt 6.1) erwahnte Gleichheitsanalyse.

Neben moglichen Erweiterungen fur unser Softwaresystem oder dessen Einsatz in anderen
Programmen ist auch eine weitere Grundlagenforschung sinnvoll. So wére es ein grof3er
Fortschritt, wenn man die Eigenschaften fir GDSOS-kompatible Reduktionssysteme auch
fir erweiterte Systeme, deren Regeln Kontexte und Domains enthalten dirfen, zeigen
konnte.
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Anhang A: Abfangen von Fehlern

Um Fehler abfangen zu konnen, kapseln wir die Berechnung durch eine Fehler-Monade.
Das Grundprinzip ist in [MGO1, Abschnitt 2.5.1.] gut dargestellt.

A.1 Die vordefinierte Klasse MonadError

Be der Benutzung von Haskell-Erweiterungen, insbesondere Multiparameter-Klassen,
steht im Hugs und im GHC bereits eine besondere Klasse MonadEr r or zur Verfiigung.
Leider sind bel der Verwendung des Hugs-Interpreters andere i npor t -Deklarationen
notig als beim Compiler GHC.

FUr den Hugs-Interpreter gentigt:
i mport MonadError

Der Compiler GHC findet das entsprechende Modul so jedoch nicht. Hier ist stattdessen
folgender Befehl nétig:

I mport Control.Mnad. Error

Um beide Haskel-Implementierungen problemlos nutzen zu konnen, behelfen wir uns
einfach damit, eine neue Datei MonadError.hs in unserem Projektverzeichnis zu erstellen,
in die wir die wichtigsten Definitionen aus den oben genannten Modulen hineinkopieren.

Betrachten wir nun die Definition der Klasse MonadError. Diese ist Uber einen
Fehlertyp e und eine Monade mdefiniert:

class (Monad n) => MonadError e m| m-> e where
throweError :: e -> ma
catchError :: ma -> (e ->ma) -> ma

Fur monadisches | O rufen wir dabel einfach die Funktionen i oEr r or und Cat ch auf:
i nstance MonadError 1OError | O where

throwerror = ioError
cat chError catch

Fur sonstige Berechnungen bendtigen wir nun noch einen Datentyp, der das Ergebnis
kapselt. Wir benutzen dafir einfach den Typ Ei t her . Dieser ist in der Prelude wie folgt
vordefiniert:

data Either a b = Left a | Rght b
deriving (Eq, Od, Read, Show)

Die Idee ist nun, dass wir Fehler mit dem Konstruktor Left kapseln und erfolgreiche
Berechnungen mit dem Konstruktor Ri ght .
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Anhang A: Abfangenvon Fehlern

Um problemlos verschiedene Datentypen fur Fehlermeldungen verwenden zu kénnen, wird
auch eineKlasseer r or definiert:

class Error a where
noMsg :: a
strMsg :: String -> a

noMsg
striMsg _

strMsg ""
noMsg

Beispielsweise sind folgende Instanzen vordefiniert:

i nstance Error [Char] where
noMVsg "
strMsg i d

i nstance Error |1 CError where
strMsg = userError

Nun kénnen wir Ei t her e, wobel e eine Instanz der Fehler-Klasse Er r or ist, zu einer
Instanz von MonadEr r or machen. Dazu missen wir Ei t her e Uberhaupt erst einmal
Zu ener Instanz von Mbnad machen:

instance (Error e) => Monad (Either e) where

return = Ri ght

Left | >>= = Left |

Right r >=k =k r

fail nsg = Left (strMsg nsgQ)

Jetzt konnen wir wir Ei t her e wie folgt zum Kapseln von moéglicherwelse fehlerhaften
Berechnungen verwenden:

instance (Error e) => MonadError e (Either e) where

t hr owkr r or = Left
Left | “catchError™ h = h |
Right r “catchError’ = Right r

A.2 Fehlermeldungen in unterschiedlichen Sprachen

Um bel Fehlermeldungen leicht zwischen einer Ausgabe der Meldung in Deutsch oder
einer Meldung in Englisch umschaten zu kdnnen, erweitern wir diese vordefinierten
Klassen um weitere Klassen und Funktionen, so dass wir im Programm zundchst
Fehlernummern verwenden kénnen und dann erst bel der Ausgabe einer Fehlermeldung
die entsprechende Fehlernummer in eine Fehlerbeschreibung in der gewtinschten Sprache
umgewandelt wird. Wir bendtigen weitere Klassen, da wir tellweise zusétzliche
Informationen berticksichtigen miissen, wie z.B. be Parse-Fehlern die Position in der
Eingabe-Datei.

Wir definieren zunéchst den Typ fur Fehlernummern wie folgt:
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A.2 Fehlermeldungen in unterschiedlichen Sprachen

newt ype ErrorNum = ErrNum | nt
deriving (Eq, Show)

Um die Fehlernummern sinnvoll zu nutzen, definieren wir entsprechende K onstanten:

errNunDefault :: ErrorNum
errNunDefault = ErrNum O

err NumPar seError :: ErrorNum
err NunPar seEBrror = ErrNum 1

(..)

Um nun den Fehlertyp Ei t her verwenden zu kénnen, missen wir Er r or Numzu ener
Instanz von Err or machen, wir liefern dabel stets eine voreingestellte Fehlernummer
zurtick:

i nstance Error Error Num where
noMsg = err NunDef aul t
strMsg _ = noMsg

Fur die Verwendung beliebiger Datentypen als Fehler-Information benétigen wir eine
Klasse, die es ermdglicht, stets eine Fehlernummer zu erhalten:

cl ass ErrorNunber e where
error Nunber :: e -> Error Num

NatUrlich soll auch der Fehlernummer-Typ eine Instanz dieser Klasse sein:

i nstance Error Nunber Error Num where
error Nunber =id

Nun benttigen wir eine Klasse, deren einzige Methode as Argument den Fehlertyp und
eine Spracheinstellungs-Konstante erhélt und daraus eine Fehlermeldung generiert:

class Errorlnfo e where
errorMessage :: e -> MsglLanguage -> String

Die Spracheinstellungen definieren wir dazu wie folgt:

new ype MsgLanguage = MsglLang | nt
deriving (Eq, Show)

msgLDefault :: MsgLanguage
msgLDefault = nsgLCGer man

msgLGer man :: MsglLanguage
msgLGer man = MsglLang 1
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Anhang A: Abfangenvon Fehlern

msgLEngl i sh :: MsglLanguage
msgLEngl i sh = MsgLang 2

Somit konnen wir eine Funktion definieren, die fir eine Fehlernummer eine entsprechende
Meldung generiert:

errMsg num | ang

| num == errNunDefault && | ang == nmsgLGerman = "Fehler!"
| num == errNunDefault && |l ang == nmsgLEnglish = "Error!"
| num == errNunParseError && |l ang == nsgLCGerman =

"Fehl er bei m Parsen!"
| num == errNunParseError &% | ang == nsgLEnglish =

"Parse Error!"

()

Wir konnen also nun fir Instanzen der Klasse Er r or Nunber folgende Hilfs-Funktion
definieren, mit deren Hilfe sich auch Instanzen der Klasse Er r or | nf o leicht definieren
|assen:

errorMsg :: (ErrorNunber e) => e -> MsgLanguage -> String
errorMsg e = errMsg (errorNunber e)

Wir kénnen z.B. wie folgt instanziieren:

i nstance Errorlnfo Error Num where
errorMessage e | = errorMsg e |

Wir definieren nun folgende Typsynonyme:

type ErrResult = Either

type TiResult = ErrResult ErrorNum

type ParseResult = ErrResult PrsErrorinfo
Den Datentyp Pr sEr r or | nf o definieren wir dabei wie folgt:

data PrsErrorinfo = PrsErrorinfo {
prsError Num : Err or Num
prsErrorPos: : PrsPosition

} deriving (Eq, Show

Eine Parse-Fehler-Information enthélt also neben der Fehlernummer noch die Position des
Schltisselwortes oder Zeichens in der Eingabe, das den Fehler verursacht hat.

Den Daentyp PrsErrorlnfo machen wir wie folgt zu einer Instanz der Klasse
Errorl nfo:
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I nstance Errorinfo PrsErrorinfo where
errorMessage e | = prsErrorMsgP (errorNunber e)
(prsErrorPos e) |

i nstance ErrorNunber PrsErrorlnfo where
error Nunber = prsErrorNum

prsError MsgP errnum pos | anguage =
prsError Msg errnum (prsPosFil e pos) (prsPosLine pos)
(prsPosCol pos) | anguage

prsErrorMsg errnumfilenane |ine col |anguage =
(II\IIII ++f||enarre ++ II\IIII ++ II:II ++ (ShOW||ne) ++ II’II ++
(show col) ++ ": " ++
(errMsg errnum | anguage) ++ "\n")

Aulerdem muss PrsErrorl nfo ene Instanz der Klasse Error sen, um den Typ
Par seResul t adsInstanz der Klasse MonadEr r or nutzen zu konnen:

i nstance Error PrsErrorlnfo where
noMsg = PrsErrorinfo errNumDefault (PrsPosition "" 0 0)
strMsg s = noMsg

Somit haben wir nun ale bendtigten Datentypen und Klassen definiert. Zum Abschluss
unserer Betrachtungen zur Ausgabe von Fehlermeldungen in unterschiedlichen Sprachen
definie’en  wir noch en paar enfache Hilfsfunktionen. Die Funktion
errResul t O Error kann dan dazu verwendet werden, um einen Fehler mit der
Haskell-Funktion error zu erzwingen, fals die Berechnung fehlschlggt, und ansonsten
einfach das Ergebnis ohne Kapsealung zuriickzuliefern:

errResultCk :: (ErrResult a b) -> Bool
errResultk (Right ) = True
errResultk _ = Fal se

errGetinfo :: (ErrResult a b) -> a
errGetinfo (Left x) = x

errGetResult :: (ErrResult a b) ->b
errGtResult (Right x) = x

errGetMsg :: (Errorinfo a) => (ErrResult a b) ->
MsgLanguage -> String
errGet Msg x = errorMessage (errGetlnfo x)

errResultOrError :: (Errorinfo a) => (ErrResult a b) -> Db

errResultOrError x = if errResultOk x then errCGetResult x
el se error (errCGetMsg x nmsglLDefaul t)
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Anhang B: Datenstrukturen von algemeinem
|nteresse

Im Folgenden betrachten wir die fir die Implementierung bendtigten Datenstrukturen fir
Assoziationdisten, den Heap und den Stack. Die entsprechenden Definitionen sind
angelehnt an [PJL91], aber an enigen Stellen erweitert und die abstrakten Datentypen
werden mehr gekapselt, um so die Verwendung der Zugriffsfunktionen zu erzwingen und
damit mehr Transparenz zu erreichen.

B.1 Assoziationslisten

Assoziationdisten dienen dazu, Elemente anhand eines Schlissals zu finden. Der
Einfachheit halber stellen wir dies durch eine Liste von Tupeln der Form (Schllssel, Wert)
dar:

newt ype Assoc a b = Assoc [(a, b)]
deriving (Show, Eq)

Hier wéren jedoch bessere Suchstrukturen dazu geeignet, die Geschwindigkeit der Suche
deutlich zu verbessern, so dass diese einfache Implementierung einen Ansatzpunkt fur
Optimierungen darstellt.

Betrachten wir nun die bendtigten Operationen und ihre Implementierungen mit unserem
einfachen Ansatz:

Zunéachst miissen wir eine leere Assoziationdliste erstellen kdnnen:

assocEnpty :: Assoc a b
assocEnmpty = Assoc []

Nachprufen, ob die Liste leer ist, kdnnen wir mit folgender Funktion:

assocl seEnpty :: Assoc a b -> Bool
assocl senpty (Assoc xs) =
case xs of
[] -> True
-> Fal se

Die Anzahl der gespeicherten Elemente konnen wir wie folgt erhalten:

assocSize :: Assoc a b -> Int
assocSi ze (Assoc xs) = length xs

Wollen wir nun Elemente einfligen, so kann es sein, dass bereits ein Element mit gleichem

Schliissal in der Assoziationdiste enthalten ist. Wir stellen somit verschiedene Funktionen
zur Verflgung:
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1) Falls bereits ein Element mit gleichem Schliissel vorhanden ist, so fihrt dies zu einem
Fehler:

assoclnsertE :: (Eq a, Show a) => Assoc a b -> (a,b) ->
Assoc a b
assoclnsertE cts@Assoc Xs) X =
if (not (elem (fst x) (assocDomain cts))) then
Assoc (X:Xxs)
el se
error
("assoclnsertE: Associationlist already contains " ++
"an element with identification "
++ (show (fst x)) ++ "1")

2.) Eswird nur eingefiigt, falls kein Element mit gleichem Schllissel enthaten ist:

assocl nsert NoUpdate :: EqQ a => Assoc a b -> (a,b) ->
Assoc a b
assocl nsert NoUpdate cts@Assoc XS) X =
if (not (elem (fst x) (assocDomain cts))) then
Assoc (Xx:Xxs)
el se
cts

3.) Fals ein Element mit gleichem Schitissal enthalten ist, wird dieses anhand der noch zu
definierenden Funktion assoc Updat e Uberschrieben:

assoclnsertUpdate :: EQ a => Assoc a b -> (a,b) -> Assoc a b
assocl nsert Update cts@Assoc xs) X =
if (not (elem (fst x) (assocDomain cts))) then
Assoc (X:Xxs)
el se
assocUpdate cts (fst x) (snd x)

4.) Wenn wir dicher sein kénnen, dass noch kein Element mit gleichem Schitissel
vorhanden ist, wirden wir gerne direkt einfiigen kénnen, ohne die Hemente noch einmal
zu Uberprifen. Wir definieren daher:

assoclnsertF :: Assoc a b -> (a,b) -> Assoc a b
assocl nsertF (Assoc xs) X = Assoc (X:XS)

NatUrlich darf diese Funktion nicht definiert werden, wenn bereits ein entsprechendes
Element vorhanden ist, da dies sonst zu einer inkonsistenten Liste fuhrt. Diese Funktion ist
also mit Vorsicht zu genief3en!

Definieren wir nun die bendtigte Update-Operation:

Wir loschen dabel einfach das alte Element anhand der noch zu definierenden Funktion
assocRenpve und fligen das neue Element ein:
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assocUpdate :: EQ a => Assoc a b ->a ->Db -> Assoc a b
assocUpdate cts a n =
| et (Assoc xs) = (assocRenobve cts a) in
Assoc ((a, n):xs)

Um nun eine Liste mit Tupeln in die Funktion einfigen zu kénnen (ggf. mit Update)
definieren wir:

assocl nsert UpdateList :: Eq a => Assoc a b -> [(a,b)] ->
Assoc a b
assocl nsert UpdateList cts [] = cts
assocl nsert Updat eLi st cts (x:xs) =
(assocl nsert Updat e (assocl nsert Updat eLi st cts xs) Xx)

Die Losch-Operation 18sst sich leicht mit Hilfevon fi | t er realisieren:

assocRenpbve :: EqQ a => Assoc a b -> a -> Assoc a b
assocRenove (Assoc xs) a =
Assoc (filter (\(x,_ ) -> (x /= a)) xs)

Betrachten wir nun die Nachschlage-Operationen:

Zunéchst definieren wir eine Funktion assoclLookup, die den zu einem Schlissel
passenden Wert nachschldgt. Wird kein Element mit diesem Schitissel gefunden, so wird
ein voreingestellter Wert, der as zusétzliches Argument tbergeben werden muss, zuriick
geliefert:

assocLookup :: EQ a => Assoc a b ->a->b ->0D
assocLookup (Assoc xs) a def = assocLookupl xs a def

assocLookupl :: Eq a =>[(a,b)] ->a ->b ->b
assocLookupl [] _ def = def
assocLookupl ((k,v):bs) k' def

|k:: ! = vV

| ot herwi se = assocLookupl bs k' def

Aulerdem definieren wir eine Nachschlage-Operation, die die Rickgabe mit dem
Datentyp Maybe kapselt, d.h. es wird Not hi ng zurickgeliefert, falls kein entsprechendes
Element gefunden werden kann. Es erweist sich as niitzlich, nicht nur eine Suche tber den
Schliissel, sondern auch Gber den Wert zuzul assen:

assocLookEl enfFst :: Eq a => Assoc a b -> a -> Maybe (a, b)
assocLookEl enfst (Assoc xs) a =
et xs' = dropWiile (\(x, )->x /=a) xs in
case xs' of
[T -> Nothing
(x:xs) -> Just X
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assocLookElentbnd :: Eq b => Assoc a b -> b -> Maybe (a, b)
assocLookEl enbnd (Assoc xs) e =
let xs' = dropWiile (\(_,x)->x /=€) xs in
case xs' of
[] -> Nothing
(x:xs) -> Just X

Abschlief3end definieren wir noch zwel Funktionen, um alle Schliissd oder alle Werte
erhaten zu konnen:

assocDomain :: Assoc a b -> [4Q]
assocDomai n (Assoc alist) = [key| (key, )<-alist]

assocRange :: Assoc a b -> [Db]
assocRange (Assoc alist) = [val|(_,val)<-alist]

B.2 Heap

Der Heap speichert beliebige Elemente, wobe auf die Speicherpldtze anhand von Heap-
Adressen zugegriffen wird. Heap-Adressen definieren wir dabel wie folgt:

new ype HeapAddress = HeapAddress {
heapAddress :: Int
} deriving (Eq, Od)

Den Heap-Speicher kdnnen wir somit als Assoziationliste mit Heap-Adressen als Schltissel
darstellen, d.h. mit dem Typ ( Assoc HeapAddress a). Zusdzlich zum eigentlichen

Speicherplatz enthélt unser Heap-Datentyp auch noch eine Zahl vom Typ | nt , welche die
Anzahl der gespeicherten Objekte angibt, und eine Liste mit frelen Adressen. Wir
definieren also:

data Heap a = Heap Int [HeapAddress] (Assoc HeapAddress a)
deriving (EQ)

Nun kénnen wir die Operationen auf diesem Datentyp definieren:
Zunéchst benétigen wir eine Funktion, die einen neuen Heap initiaisiert:

heaplnit :: Heap a
heaplnit = Heap O [ (HeapAddress x) | x <- [1..]] assocEnpty

Danach benétigen wir nattrlich eine Einflige-Operation:
heapl nsert :: Heap a -> a -> (Heap a, HeapAddress)
heapl nsert (Heap size (next:free) cts) n =
((Heap (size+l) free (assoclnsertF cts (next,n))), next)

Da wir auch gerne ganze Listen von zu speichernden Objekten auf einma enfligen
madchten, definieren wir auch eine Funktion heapl nsert Li st :
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heapl nsertList :: Heap a -> [a] -> (Heap a,[HeapAddress])
heapl nsertLi st heap xs = let (h,as) = heaplnsertListl
(heap,[]) xs in (h,(reverse as))

heaplnsertListl :: (Heap a,[HeapAddress]) ->[a] ->
(Heap a, [ HeapAddress])
heapl nsertListl (heap,addrs) [] = (heap, addrs)
heaplnsertListl ((Heap size (next:free) cts),addrs) (x:xs) =
heapl nsertListl ((Heap (size+l) free
(assoclnsertF cts (next,x))), next:addrs) xs

Aulerdem definieren wir elne Update-Funktion:

heapUpdate :: Heap a -> HeapAddress -> a -> Heap a
heapUpdate (Heap size free cts) a n =

l et (Assoc cts') = (heapRenpbve cts a) in

(Heap size free (Assoc ((a,n):cts')))

Sdlbstverstandlich soll man Elemente auch wieder 16schen kénnen:

heapDel ete :: Heap a -> HeapAddress -> Heap a
heapDel ete (Heap size free cts) a =
(Heap (size-1) (a:free) (renove cts a))

heapRenove :: (Assoc HeapAddress a) -> HeapAddress ->
(Assoc HeapAddress a)
heapRenove (Assoc []) a =
error ("heapRenove: Trying to update/delete elenent at" ++
"non-exi sting address "++"#"++(show heapAddress a) ++

ll! ll)
heapRenove (Assoc ((a',n):cts)) a
|a == a = (Assoc cts)
| ot herwi se =

|l et (Assoc cts') = (heapRenove (Assoc cts) a) in
Assoc ((a',n):cts")

Eine Nachschlage-Funktion darf nattirlich auch nicht fehlen:

heapLookup :: Heap a -> HeapAddress -> a

heapLookup (Heap size free cts) a =

assocLookup cts a (error ("heapLookup: Address "++
"#"++(show heapAddress a)++" is unused!"))

Zu guter Letzt definieren wir noch zwel Funktionen, die die Liste der freien Adressen bzw.
die Anzahl der gespeicherten Objekte zuriickliefern:

heapAddresses :: Heap a -> [ HeapAddress]
heapAddresses (Heap _ _ (Assoc cts)) =
[ addr| (addr, node)<-ct s]
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heapSize :: Heap a -> Int
heapSi ze (Heap size _ )= size

B.3 Stack

In [PIL91] wird der Stack einfach in einer Listendarstellung verwendet und direkt auf die
Elemente der Liste zugegriffen. Wir kapseln diese Liste hier jedoch in einem abstrakten
Datentyp:

newt ype Stack a = Stack [a]
deriving (Eq)

Anstelle des direkten Zugriffs auf die Liste erzwingen wir somit die Verwendung unserer
Zugriffs-Funktionen. Neben den bekannten Stack-Funktion Push und Pop, mit denen ein
Element auf den Stack gelegt bzw. das obere Element aus dem Stack zuriickgeliefert (und
entfernt) wird, unterstiitzen wir die Operationen Look und Dr op, wobei mit Look das
obere Element ohne dessen Entfernung nachgeschlagen werden kann, und Dr op das obere
Element entfernt, ohne dieses zuriickzuliefern. Aulerdem implementieren wir je eine
Funktion zur Initialiserung eines Stacks, zur Abfrage, ob der Stack leer ist und zur
Uberpriifung, ob genau ein Element auf dem Stack liegt. Betrachten wir nun die
Funktionen im Einzelnen:

Einen neuen Stack initialisieren:

stacklnit :: Stack a
stacklnit = (Stack [])

Uberpriifen, ob der Stack leer ist:
stackl sEnpty :: Stack a -> Bool
stackl sEnmpty (Stack []) = True
stackl senpty _ = Fal se

Uberpriifen, ob genau ein Element auf dem Stack liegt:

stackOneLeft :: Stack a -> Bool
stackOneLeft (Stack [_]) = True
stackOneLeft _ = Fal se

Die Look-Operation:

stackLook (Stack []) = error ("Stack ist leer!")
stackLook (Stack (x:xs)) = x

Die Pop-Operation:
stackPop :: Stack a -> (Stack a, a)

stackPop (Stack []) = error ("Stack ist leer!")
stackPop (Stack (x:xs)) = ((Stack xs), x)
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Die Push-Operation:

stackPush :: Stack a -> a -> Stack a
stackPush (Stack xs) x = (Stack (x:xs))

Die Dr op-Operation:

stackDrop :: Stack a -> Int -> Stack a
stackDrop (Stack xs) n = (Stack (drop n xs))
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