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m_umm Abelsehen Gruppen, deren
volle Endomorphismenringe die Minimalbedingung
fiir Hauptrechtsideale erfiillen

Von

Y. Szasz, Budapest
{ Bingegangen am 25. Mai 1960)

iJie folgende allgemeine Frage scheint bemerkenswert: Es sind alle
Abelschen Gruppen & zu bestimmen, deren {voller) Endomorphismenring
eing, festgewidhlte Eigenschaft & besitzt. Jn dieser Note werden wir
ain spezielles Problem von derselben Art erfrtern.

Bekannthich hat Professor L. Puchs in seinem Buch 2] alle Abelschen
Giruppen bestimrnt, deren volle Endomorphismenringe die Minimal-
bedingung fiir Linksideale erfiillen. Schreibt man die Endomorphismen
der Gruppe immer als rechisseitige Operatoren, so sicht man, dal zwel
verschiedene Probleme enfstehen, wern man die Minimalbedingung
erstens £iir Linksideale, zweitens fiir Rechtsideale fordert.

Der Zweck der vorliegenden Note ist nun, zu zeigen, daf man stets
Quwmmwg Klasse von Eum.mow%m Gruppen als Losung der Frage erhait,
wenn man die gmumgm erstens fiir die Linksideale, zweitens
fir die Hanptlinksideale, drittens fiir die Rechtsideale, viertens fiir dis
Hauptrechisideale voraussetzt. Aus unserem Satz folgt ferner, daB nur
die endlichen Abelschen Gruppen endliche volle Endomorphismenringe
kaben. Wi werden znch eine wogmﬂ.&mm Bedingung dafiir herleiten,
daB ire voller Endomsorphismerring von & die Minimeibedingung fiir
die { Nﬁmwm?ﬁmﬁw Hauptideaie gelte.

Mmmc.%umw der Grpsdbegriffe verweisen wir anf das Buch [2]. Weiter
heben wir eine Theprie der MHR-Ringe {d. h. Riage mit Minimal-

bedingung fir uumnwﬁ hﬂ&m&b@w& m unserer Kandidatsdisserfation {3}

entwickelt. Fir die Wm@&ﬁwﬁoﬂ des Btoffes der Dissertation verweisen
wir aaf [4] bzw. 57, ﬁwa und: [8]. Inzwischen erschien nimiich aunch
eine Note von O, O, Faith rwms ghnliche N,Emgmonm%ww Fragen.
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Satz. Es sei & eine belichige Abdlsche Gruppe und A der volle Endo-
morphismenring {(als ein rechisseitiger Operatorenbereich) von 6. Damn
sind die folgenden Bedingungen untereinander dquivalent:

1. im .@a&cﬁo@@ﬁ&&aﬁg A4 gilt die Minumalbedingung fiir Hasupt-
rechisideale; _

2. em Endomorphismenring A gilt die Minimalbedingung fiir Hawpt-
finksidecle;

3. @ ist die direkte Summe einer endlichen Abelscher. Gruppe und
endlich vicler Ezemplare | der additiven Gruppe aller rationalen Zahlen

4. vm Endomorphismenring A gilt die Minimalbedingung fir N@%&-
idecle;

B. s Endomorphismenring A m.&& die Mintmalbedingung fiir Lnnks-
tdeale. .

Erginoung. @it on- A die Minimalbedingung fir- die mesiseitigen
Hauptideale, so ist G notwendiy die direkie Summe einer Abelschen Gruppe
von. beschrinkien Ordnungen der Elemente und von Exemplaren R der
edditiven Gruppe oller raticnalen Zahlen. Ist inshesondere A endlich, so
18l G ebenfalls endlich.

Nun werden wir zwei elementare Hilfssitze beweisen:

Hilfssatz 1. Es sel g, €A, =myly CA end n 9 =0 (1 <
n €45 J ist der Ring m%a ganzen rationalen Zshlen). Damm ocmmmwwp .
G5 & m G und #{G §) = :

Beweis. Es gilt G Imﬁﬁ.\v = 3«@ ¥Iem@. w,mupmw st n{G ¢

=Gnd=60=0.

Hilfssatz 2. Bs sei G die direkte Summe &uNmEgH unendlich vieler
Untergruppen &; 40 (3=1,2,3, ...}. Dann gilt im voller Endo-
morphismenring 4 der Abelschen Qaﬁwm.m G die Minimalbedingung
weder £ir die Haoptrechisideale, noch fiir die Hauptlinksideale.

Bewess. Die Untergruppen Ma = M -+ @&; bilden eine uunendliche

Fe=nd-1
m.wumﬁmmmmm% Kette der direkten Summanden von G. Es sei =, die Pro-

jektion (d. h. ein &.mmmweﬁmm&w Endomerphisning) von ¢ auf S, (denn
o8 gilt § = % @... 86, S8, fir jeden Index ). Nun bestehen
Py Tty = 76, und 7, 7, =7 wegen 8, a S,_,. Also erhfit men fir
die Hauptlnksideale (), von 4 eine Bezehung (m, ), 2 (), und
f&r die cotsprechenden mNmmﬂmawﬁEm@_m die Relation (=, .}, 2 ().

Wir zeigen pun, dad das Umdsssen scht ist. Da der Bing 4 sin zwei-
seitiges Hinselewmont ¢ hasitas, mmmﬂm* 25, -die Unissharkeit sowohl einer
Gleichung #,7, =, (5, €4] als einer Heichung 7, §, ==, , (&, € 4)
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nachzaweisen. Dies folgt aber wegen §,_, = 6.® S, aus den folgender-
weise entstehenden Widersprichen: @, = G,y = G (1, 7,) =
={G 1) 7, cG7, =5, G, c8,nG, G, =0 baw. G, = Gy 1=
= (m,#) = (G, 7)) §, =08, G, =0, denn es gilt G, = 0. Hiernach
bestehen (7, ) @ (7,); vnd {7, _1), = (m,); fiir jeden Index #, w.z.b.w.

Der Beweis des Satzes besitzt das folgende logische Schema beziiglich
des Verhaltnisses der Bedingungen, die im Satz erwahnt wurden:

Aus 1) folgt 3). Nehmen wir an, daf die Bedingung 1) erfiillt ist.
Es sei ferner & das Hinselement (= der identische Automorphismus
von ) aus 4, und (m¢), ein minimales Hanptrechtsideal von 4 in der
Menge aller Hauptrechtsideale der Gestalt {n &), = n A(m, n €J). Dann
gilt m A =kmA fir jede natiirliche Zahl £, folglich besteht auch
me=kmy (€4; 1<k €J) Nach dem Hilfssatz 1. erhdlt man
mG=CmeckmGeml d b mG=km@G (k=1,2,3,...). Die
vollstindige Abelsche Gruppe m @ isb also ein direkter Summand in G.
Folglich giti es eine Untergruppe H von 6 mit §=mG & H, die
wegen H = Glm G beschrankt ist, d. h.m H = 0. Daein Endomorphismus
Lot me=pmy, in einer Untergruppe Z(p™) von G keine eindeutige
Abbildung wire, so existiert in & keine Z{p™), und es gilt

=3RS I Ik

» @) .»u.unu h.‘sd
G

denn jede beschrinkte Gruppe 1aBt sich in die direkte Summe von
zyklischen Gruppen zerlegen. Nach dem Hilfssatz 2. besitzt aber Z & R

oimen endlichen Rang n, und auch die Untergruppe 3 Nﬁmw& wmm
endlich. P fm
Ats 2} folgt 3). Der Beweis ist dem von ,,aus 1) folgt 3 shnlich.
Aus 3) folgt 4). Im Falle der Bedingung 3) ist der volle Endomor-
phismenring 4, von X @ % ein voller Matrizenring des Typs ng y 7%

s#ber dem rationalen Zahlkorper K, und der volle Endomorphismenring
A, von X & Z(p) ist endlich. In diesen zwel Ringen gilt offenbar die
7 fm

fiir {alle) Rechtsideale. Da die Gruppe # keine echie
Untergruppe mit endlich vielen Nebenklassen in S besitzt, ist jeder
Homomorphismus von R in eine endliche Abelséhe Gruppe der Null-
homomorphismus. Ferner it jeder Homomorphismus einer endlichen

Gruppe in X @ RN der Nulthoromorphismus, denn £ @ R ist torsions-
4 (4] » )
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frei, Folglich gilt im Ring 4. der hiernach die ringtheoretische direkte

Summe der obigen Ringe 4, und 4. i M .
(alle) Rechtsideale. , » 186, die Minimalbedingung fir

.Pdmwvmowmnmv.dwuwm;«w?w,ﬂ.mm
S 18 ¢4} > ghnh
us £ S 1. Dies 1t F1on von ,,aus 3} folgt 4)” ganz ahnlich
Aus 5) folgt 2). Dies ist ebenfalls trivial

Somit ist der Satz bewiesen. .

Die erste Behauptung der Er Anzung

-+ ﬂl— & m
der Haunptideale (ne) = A{n ¢ w, —nA dMW&MﬂWME.MWMSMmmoWMbm
hnlicher

Methoden wie betm Beweis der Aq

! ! Ve Aussage ,,aus 1} folgt 3)7.

Em._.u@mow&m.wm endlich, 50 ist (7 ebenfalls endlich ﬂmw%wﬁ Mwm mwmamwwﬁ %d.b M

besitzt keinen unendlichen Unt crring 4, = (K,) . der der @W MMMMO
[ -

hismenring von Z R is .
p g VOl >3 5%, wnd hiernach enthilt 4 tatsichlich keins
Untergruppe R.
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