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Die e-Funktion ist für Überraschungen gut 
 

Im Artikel wird am Beispiel der Funktion 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒙𝒆 thematisiert, auf welche Probleme 

man stoßen kann, wenn man Funktionen bzw. Gleichungen betrachtet, in denen Potenzen 

mit rationalen bzw. irrationale Exponenten auftreten.  

Für Berechnungen im Zusammenhang mit der Funktion 

𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒙𝒆 wird zunächst der wissenschaftlich-technische 

Schultaschenrechner (WTR) TI-30X Plus verwendet. Eine beson-

dere Bedeutung kommt hier der Anwendung von Näherungsver-

fahren beim Lösen von Gleichungen mit diesem WTR zu. Es wer-

den verschiedene Möglichkeiten dazu erläutert, und es wird auch 

auf Grenzen dieses Hilfsmittels eingegangen. 

Des Weiteren wird gezeigt, welche Probleme sich im Zusammenhang mit diesem Sachver-

halt bei Nutzung eines CAS ergeben (können). 

Am Ende des Artikels wird der Versuch unternommen, die KI ChatGPT zum Lösen der Prob-

lemstellung „zu bewegen“. Das ist auch deswegen spannend, weil die künstliche Intelligenz 

offensichtlich (noch) ihre Grenzen hat und die Mathematiklehrkraft nicht entbehrlich macht.. 

 

1. Definitionsbereich und Graph 

a) Berechnen Sie mit dem WTR Näherungswerte der Funktionswerte auf Zehntel gerundet 

von 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒙𝒆 (e: Eulersche Zahl) für die in der Tabelle angegebenen x-Werte. 

 

b) Erklären Sie, weshalb der WTR für die Berechnung von f(-1) eine Fehlermeldung zurück-

gibt. 

 

   

Hinweis: Beachten Sie, dass e eine irrationale Zahl ist, der WTR aber nur rationale Nä-

herungswerte von e verarbeiten kann. Betrachten Sie in diesem Zusammenhang auch 

Näherungswerte für die Eulersche Zahl wie (1 +
1

2
)

2
 und (1 +

1

3
)

3
. 

 

c) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f an. 

 

d) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall 0 ≤ 𝑥 ≤ 4. 

 

2. Nullstellen und lokale Extrema 

a) Weisen Sie nach, dass die Zahl 𝑥0 = 𝑒 sowohl eine Nullstelle als auch eine lokale Mini-

mumstelle der Funktion 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥𝑒  ist. 

x 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

f(x)≈          
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b) Entnehmen Sie der grafischen Darstellung eine Vermutung über die lokale Maximumstel-

le von f und untersuchen Sie Ihre Vermutung rechnerisch. Geben Sie die Koordinaten 

des lokalen Maximums an. 

 

3. Wendepunkt 

a) Zeigen Sie, dass x = 2 nicht die Wendestelle 𝑥𝑤 von f ist, obwohl dies die grafische Dar-

stellung von f vermuten lassen könnte. 

 

b) Bestimmen Sie mithilfe eines Näherungsverfahrens einen Näherungswert auf Hundertstel 

gerundet für die Wendestelle 𝑥𝑤.  

 

c) Es wird behauptet, dass im Intervall 0,1 < x < 0,2 eine weiterer Wendepunkt von f liegt. 

Untersuchen Sie, ob diese Behauptung stimmt. 

 

d) Geben Sie näherungsweise die Koordinaten vorhandener Wendepunkte von f an. 

 

4. Flächeninhalt 

Der Graph von f schließt mit den Koordinatenachsen eine Fläche vollständig ein. Be-

rechnen Sie den Flächeninhalt dieser Fläche. 

 

Lösung Aufgabe 1 

 

a) Durch Tabellieren von Funktionswerten wird eine Voraussetzung für die grafische Dar-

stellung geschaffen. Diese wiederum dient dazu, Vermutungen über weitere Eigenschaf-

ten von f zu formulieren. 

   
 

 

 

b) Für x = –1 ist zwar der Term 𝑒−𝑥 = 𝑒−1 =
1

𝑒
≈ 0,37 definiert, nicht aber der Term 

𝑥𝑒 = (−1)𝑒. 

Die Eulersche Zahl e ist eine irrationale Zahl, also ein unendlicher, nichtperiodischer De-

zimalbruch. Der WTR kann nur Näherungswerte solcher irrationalen Zahlen verarbeiten. 

Dabei handelt es sich um endliche Dezimalbrüche, die auch in der Form 
𝑝

𝑞
 mit 

𝑝, 𝑞 ∈ ℤ, 𝑞 ≠ 0 geschrieben werden können. Wird e durch einen solchen Bruch angenä-

hert, bei dem p eine ungerade ganze Zahl ist, dann gilt (−1)
𝑝

𝑞 = √(−1)𝑝𝑞
= √−1

𝑞
. Diese 

Wurzel ist aber im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert.1 

  

                                                                                                                                                   
1
 Es ist anzunehmen, dass die Vorgänge im Rechner komplexer ablaufen. Die hier gegebene Erklärung soll das 

Ganze plausibel machen, sodass es auch Schülerinnen und Schüler nachvollziehen können. 

x 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

f(x)≈ 1,0 1,5 1,7 1,5 0,8 0,1 0,3 3,0 1,3 
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Beispiel: Es gilt 𝑒 = lim𝑛→∞ ((1 +
1

𝑛
)

𝑛
). Deshalb ist für n = 2 die Zahl (1 +

1

2
)

2
=

9

4
 ein 

(grober) Näherungswert für e. Möchte man z. B. diesen verwenden, um (−1)𝑒 nähe-

rungsweise zu berechnen, ergäbe sich (−1)
9

4 = √(−1)94
= √−1

4
. Diese Zahl ist im Be-

reich der reellen Zahlen nicht definiert. Für n = 3 ist die Zahl (1 +
1

3
)

3
=

64

27
 ein (etwas 

besserer) Näherungswert für e. Möchte man z. B. diesen verwenden, um (−1)𝑒 nähe-

rungsweise zu berechnen, ergäbe sich (−1)
64

27 = √(−1)6427
= √1

27
= 1. Diese Zahl ist im 

Bereich der reellen Zahlen definiert. Um Eindeutigkeit zu erreichen und Fälle wie √−1
4

 

auszuschließen, gibt der WTR eine Fehlermeldung für (−1)𝑒 zurück. 

  

c) Definitionsbereich: Der Summand 𝑒𝑥 ist für alle reellen Zahlen definiert. Der Summand 

𝑥𝑒 ist wegen des nicht ganzzahligen, irrationalen Exponenten nur für nichtnegative Zah-

len definiert. Also ist der maximale Definitionsbereich von f 𝑥 ∈ ℝ; 𝑥 ≥ 0.  

 

d) Grafische Darstellung: 

 
 

(Zeichnung erstellt mit TI-Nspire) 
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Lösung Aufgabe 2 

a) Nachweis der Nullstelle: Es ist 𝑓(𝑒) = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 = 0, also ist die Zahl 𝑥0 = 𝑒 Nullstelle  

von f. 

Nachweis des lokalen Minimums: 

Ableitungen von 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥𝑒: 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ 𝑥𝑒−1;  

𝑓′′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑥𝑒−2;  

𝑓′′′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ (𝑒 − 2) ∙ 𝑥𝑒−3 = 𝑒𝑥 − (𝑒2 − 𝑒) ∙ (𝑒 − 2) ∙ 𝑥𝑒−3  

Notwendige Bedingung für lokale Extrema an der Stelle x = e: 

𝑓′(𝑒) = 𝑒𝑒 − 𝑒 ∙ 𝑒𝑒−1 = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 = 0  

Hinreichende Bedingung für lokale Extrema an der Stelle x = e: 

𝑓′′(𝑒) = 𝑒𝑒 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑒𝑒−2 = 𝑒𝑒 − (𝑒 − 1) ∙ 𝑒𝑒−1 = 𝑒𝑒 − 𝑒𝑒 + 𝑒𝑒−1 = 𝑒𝑒−1 > 0  

Damit ist gezeigt, dass der Punkt (e|0) sowohl Nullstelle als auch lokales Minimum von f 

ist. 

 

b) Vermutung: An der Stelle x = 1 könnte das lokale Maximum liegen. 

Notwendige Bedingung für lokale Extrema an der Stelle x = 1: 

𝑓′(1) = 𝑒1 − 𝑒 ∙ 1𝑒−1 = 𝑒 − 𝑒 = 0  

Hinreichende Bedingung für lokale Extrema an der Stelle x = 1: 

𝑓′′(1) = 𝑒1 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 1𝑒−2 = 𝑒 − 𝑒2 + 𝑒 = 2𝑒 − 𝑒2 ≈ −1,95 < 0;  

   
Funktionswert an der Stelle x = 1: 

𝑓(1) = 𝑒1 − 1𝑒 = 𝑒 − 1 ≈ 1,72  

Der lokale Hochpunkt hat die Koordinaten (1|e – 1). 

 

Lösung Aufgabe 3 

a) Die notwendige Bedingung für eine Wendestelle bei x = 2 ist nicht erfüllt: 

𝑓′′(2) = 𝑒2 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 2𝑒−2 = 𝑒2 − (𝑒2 − 𝑒) ∙ 2𝑒−2 ≈ −0,3 ≠ 0  

 
 

b) Bestimmung eines Näherungswertes von 𝑥𝑤 mit dem allgemeinen Iterationsverfahren. 

Es muss eine Nullstelle der 2. Ableitungsfunktion ermittelt werden. Dazu wird die Glei-

chung 0 = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑥𝑒−2 in die Form 𝑥 = 𝜑(𝑥) gebracht. 

 𝑒𝑥 = 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑥𝑒−2 ⟹ 𝑥 = 𝑙𝑛((𝑒2 − 𝑒) ∙ 𝑥𝑒−2). 

 

Als Startwert kann x = 2 gewählt werden (vgl. Graph). Anstelle von x wird in der rechten 

Seite der Gleichung ANS (answer) eingegeben. 
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Nach wenigen Iterationsschritten ändert sich die Anzeige nicht mehr. 

 
 

Ein auf Hundertstel gerundeter Näherungswert für die Wendestelle ist 𝑥𝑤 ≈ 2,06. 

 

Alternative 1: Die Gleichung 0 = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑥𝑒−2 kann auch anders in die Form 

𝑥 = 𝜑(𝑥) gebracht werden: 

0 = 𝑒𝑥 − 𝑒 ∙ (𝑒 − 1) ∙ 𝑥𝑒−2 ⟺ 𝑒𝑥 = (𝑒2 − 𝑒) ∙ 𝑥𝑒−2 ⟺ 𝑥 = (
𝑒𝑥

𝑒2−𝑒
)

1

𝑒−2
  

 

Wird diese Iterationsgleichung mit dem Startwert 2 genutzt, so ergibt sich ein anderer 

Näherungswert für die Nullstelle von f‘‘: 

 

 …  

 

Das hier wirklich noch ein Wendepunkt vorliegt, wird in Teilaufgabe 3c gezeigt. 

Wird nun versucht, mit einem anderen Startwert, z. B. x = 3 den Wendepunkt 𝑥𝑤 ≈ 2,06 

zu bestimmen, stellt man fest, dass die Folge der Iterationszahlen nicht konvergiert, 

sondern immer größer wird, bis es schon im dritten Schritt zu einem Überlauf kommt. 

 

   

 
 

Alternative 2: Verfeinerung des Intervalls, in dem die Nullstelle liegt. Dieses Intervall 

wird gefunden, indem man nach dem Vorzeichenwechsel der Funktionswerte in immer 

kleiner werdenden Intervallen sucht. 
 

    
Die Nullstelle liegt im Intervall [2,06; 2,07]. 

 

Intervalllänge weiter verfeinern (Schrittweite 0,001): 
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Die Nullstelle 𝑥𝑤 ≈ 2,06 liegt im Intervall [2,060; 2,061]. 

 

Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass sich aus dem Vorzeichenwechsel der 

2. Ableitung die hinreichende Bedingung für die Existenz des Wendepunktes ergibt. Aus 

der Art des Vorzeichenwechsels (von minus nach plus) kann überdies auf die Art des 

Wendepunktes (R-L-WP) geschlossen werden. 

 

Alternative 3: Newtonverfahren 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓′′(𝑥𝑛)

𝑓′′′(𝑥𝑛)
 mit Startwert 𝑥0 

 

Mit 𝑥0 = 2 ergibt sich 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑒𝑥𝑛−𝑒∙(𝑒−1)∙𝑥𝑛

𝑒−2

𝑒𝑥𝑛−𝑒∙(𝑒−1)∙(𝑒−2)∙𝑥𝑛
𝑒−3. 

 

Diese Formel ist zu umfangreich. Sie lässt sich nicht mit dem TI-30X Plus realisieren. 

Der Term darf bei der Eingabe in den Rechner maximal 44 Zeichen umfassen. Diese 

Zahl wird hier überschritten, auch dadurch bedingt, dass bei der Eingabe von e stets der 

Exponent mit einzugeben ist.  

 

c) Aus der grafischen Darstellung von f lässt sich in diesem Falle kaum eine Vermutung auf 

eine Wendestelle von f gewinnen, weil „mit bloßem Auge“ kein Krümmungswechsel des 

Graphen von f erkennbar ist. In der Alternative 2 der Teilaufgabe 3b wurde bereits durch 

ein allgemeines Iterationsverfahren gezeigt, dass bei 𝑥 ≈ 0,14 eine weitere Nullstelle von 

f‘‘ liegt. Auch durch Intervallverfeinerung kann diese Stelle näherungsweise bestimmt 

werden.  

Wegen der Stetigkeit von 𝑓′′ kann ein Vorzeichenwechsel von 𝑓′′ im Intervall  

0,1 < x < 0,2 als Indiz für die Existenz einer Wendestelle interpretiert werden. Durch Ta-

bellieren von Funktionswerten von 𝑓′′ mit immer kleiner werdender Schrittweite kann im 

Falle des Vorzeichenwechsels von 𝑓′′ ein Näherungswert für die zweite Wendestelle 

𝑥𝑤2 ermittelt werden. 

 

   
 

Eine weitere Nullstelle von 𝑓′′ liegt im Intervall [0,1; 0,2].  

 

Schrittweise weiter verfeinern bis z. B. … 

  
 

Eine Nullstelle von 𝑓′′ liegt im Intervall [0,142669; 0,142670]. Auf Hundertstel gerundet 

gilt 𝑥𝑤2 ≈ 0,14. Der Vorzeichenwechsel von 𝑓′′ in diesem Intervall kann wegen der Ste-

tigkeit von 𝑓′′ als hinreichende Bedingung für die Existenz des Wendepunktes interpre-

tiert werden. 
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d) Koordinaten der Wendepunkte: 

Wurde der Näherungswert für 𝑥𝑤 z. B. mit dem allgemeinen Iterationsverfahren be-

stimmt, dann kann dieser Näherungswert unter einer Variablen (hier Variable a) gespei-

chert und mit dem Funktionsterm f(a) über expr-eval berechnet werden. 

   

W1(2,06|0,71) 

Der Näherungswert für die Wendestelle 𝑥𝑤2 ≈ 0,14 kann ebenfalls mit expr-eval be-

stimmt werden: 

  

W2(0,14|1,15) 

 

Lösung Aufgabe 4 

𝐴 = ∫ (𝑒𝑥 − 𝑥𝑒) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥  𝑑𝑥 − ∫ 𝑥𝑒 𝑑𝑥 = [𝑒𝑥]
𝑒
0

−
1

𝑒+1

𝑒

0
∙ [𝑥𝑒+1]

𝑒
0

𝑒

0

𝑒

0
= 𝑒𝑒 − 1 −

1

𝑒+1
∙ (𝑒𝑒+1 − 0)  

𝐴 = 𝑒𝑒 − 1 −
𝑒𝑒+1

𝑒+1
= 3,08 𝐹𝐸  

Problem: Wie gibt man 𝒆𝒆 ein? 

Drückt man die Taste  das erste Mal, so erscheint die Vorlage zur Eingabe des Expo-

nenten: 

  
 

Drückt man die Taste  das zweite Mal, um nun den Exponenten e einzugeben, so er-

scheint die Vorlage zur Eingabe einer Zehnerpotenz. 

Man kann sich folgendermaßen behelfen: Man gibt zunächst die Potenz 𝑒1 ein und speichert 

sie unter einer Variablen, z. B. t. Dann öffnet man nochmals mit der Taste  die Vorlage 

zur Eingabe einer Potenz von e und gibt als Exponenten die Variable t ein. 

  

Für die Berechnung des Terms 𝐴 = 𝑒𝑒 − 1 −
𝑒𝑒+1

𝑒+1
 ergibt sich dann mit dem unter t gespei-

chertem Wert von e: 𝐴 ≈ 3,08. 

 

Alternative zur Eingabe von 𝒆𝒆: Man drückt die Taste  und anschließend die Kursor-

taste . Dann drückt man die Taste  ein zweites Mal und gibt den Exponenten 1 ein, 

gefolgt von ·. 
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Ergänzende Betrachtung bei Nutzung anderer digitaler Werkzeuge 

 

Nutzung eines CAS zur Lösung der Gleichung 𝒆𝒙 = 𝒙𝒆 

Lösen der Gleichung 

 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒 

Es wird eine Lösung gefunden, allerdings 

nicht exakt, sondern nur als Näherungswert, 

was daraufhin deutet, dass das CAS zur Lö-

sung einen Algorithmus zum näherungswei-

sen Berechnen nutzt. 

Offensichtlich ist die Lösung aber exakt e. 

 

Bevor wir den Vorschlägen des CAS folgen, 

schauen wir uns doch einmal eine Grafik an. 

 

In der Grafik sind zwei Schnittpunkte zu er-

kennen, aber der Schnittpunkt im 2. Quad-

ranten ist problematisch, da ja, wie oben dar-

gestellt für 𝑥𝑒 der Definitionsbereich 𝑥 ≥ 0 

gilt. 

Die Anwendung des domain()-Befehls liefert 
allerdings auch nur „fast“ das richtige Ergeb-
nis.  
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Erstaunliches passiert auch hier: 

Obwohl der Definitionsbereich „fast“ richtig 

angegeben wird, ist sowohl in der Grafik als 

auch durch Rechnung eine zweite Nullstelle 

erkennbar. Auch hier erklärt sich dies vermut-

lich über den Umgang des Rechners mit Ex-

ponenten mit rationalen und irrationalen Zah-

len.  

 

 

 

Auch interessant ist, wie das CAS hier arbei-

tet: 

In der ersten Zeile wird im exakten Modus 

gearbeitet, in der zweiten im Näherungsmo-

dus. 
 

Auch die weiteren Berechnungen mit dem 

WTR lassen sich hier schnell mit dem CAS 

nachvollziehen. 

Überraschend ist auch hier, dass der Graph 

von f über den eigentlichen Definitionsbereich 

hinaus gezeichnet wird und dass man eine 

zweite Wendestelle vermuten kann. 

Unverständlich ist dann allerdings, warum bei 

den Graphen der 1. und 2. Ableitung der De-

finitionsbereich richtig beachtet wird. 
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Nutzung von ChatGPT zur Lösung der Gleichung 𝒆𝒙 = 𝒙𝒆 

 
 

So findet ChatGPT keine Lösung.  

Versuchen wir es noch einmal, indem wir den Chatbot zwingen schrittweise vorzugehen. Die 

Idee ist z. B. bei Professor Weitz1 zu sehen. 

  

                                                                                                                                                   
1 https://www.youtube.com/watch?v=5cYYeuwYF_0 

 

https://www.youtube.com/watch?v=5cYYeuwYF_0
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Nun versucht das System einen Approximationsmodus anzuwenden, kommt aber nicht wei-

ter. Also ein zweiter Denkanstoß von uns. 

 
 

Also hilft ChatGPT hier wohl auch nicht viel weiter. 

Eine Woche später ein zweiter Versuch mit überraschendem Ausgang: 

  



Die e-Funktion ist für Überraschungen gut  Hubert Langlotz 

  Wilfried Zappe 

© T3 Deutschland 2023  Seite 12 
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Nun findet der Chatbot eine falsche Lösung. 

Also helfen wir auch wieder nach: 
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Es ist spannend, dass der Chatbot nun auch wieder einen anderen Lösungsweg anbietet, 

nachdem wir einen Lösungsvorschlag gemacht haben.   

Programmieren mit Python. 

Ein letzter Versuch in deutscher Sprache (wenn auch empfohlen wird, im Englischen zu blei-

ben, da dort die Datenbasis größer ist), führt in diese neue Richtung. 
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Wir sehen, ohne menschliche Unterstützung ist der Chatbot ziemlich hilflos, liefert oft keine 

Ergebnisse oder falsche. Unser eigenes Denken ist also unerlässlich. 

 

Zusammenfassende Gedanken zu den Lösungsmethoden 
 

Bei Aufgaben mit Potenzfunktionen mit rationalen bzw. irrationalen Exponenten gilt es, sich 

zunächst Gedanken zum Definitionsbereich zu machen. Zumindest in der deutschen Schul-

mathematik wird vorausgesetzt, dass für 𝑥
𝑚

𝑛  mit m, n ∈ Ζ bzw.  𝑥𝑟 mit r als irrationale Zahl 

der Definitionsbereich 𝑥𝜖ℝ 𝑚𝑖𝑡 𝑥 ≥ 0 gilt, um eine Eindeutigkeit zu erzielen. 

Dies ist z. B. aus folgendem Grund sinnvoll: 

– 2 = √−8
3

 ≠ √(−8)26
= √64

6
= +2 

Die Probleme ergeben sich, da die am häufigsten genutzten digitalen Hilfsmittel hier jedoch 

im Hintergrund z. B. die Gleichung y = √𝑥
3

 lösen und dabei natürlich z. B. für  

x = –8 die Lösung y = –2 finden. Leider wird dies dann auch auf die grafische Darstellung 

übertragen. 

TI-Nspire ClassPad  GeoGebra 
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Ergänzung: 

Wechselt man in den Einstellungen auf Format komplexe Zahlen in der Dokumenteinstel-

lung, wird der Graph richtig dargestellt und es wird auch entsprechend gerechnet. Allerdings 

werden i.d.R. in unserem Mathematikunterricht komplexe Zahlen, wenn überhaupt nur in 

Wahlbereichen (vgl. Bundesland Sachsen Klasse 10) thematisiert. 

 

 
 

Noch eine kleine Betrachtung zum Schluss.  

Ist der Rechner auf Modus reell eingestellt, ergibt sich: 

 
 

Die Fehlermeldung hilft hier auch nicht weiter. 

 
 

Aber mit der Einstellung auf komplexe Zahlen ergibt sich 

. 

 

Dies ist im Zahlbereich der komplexen Zahlen auch verständlich, da die Beziehung 

𝑒𝑖∙𝑥 = cos(𝑥) + 𝑖 ∙ sin (𝑥) gilt. 
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