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1 Einfliihrung

Viele Aufgabenstellungen in der Ingenieurtitigkeit fithren auf Randwertaufgaben
(RWA). Das sind die allgemeinen Differentialgleichungen (Dgl), d.h. die Feldglei-
chungen des Problems im Gebiet G und die zur speziellen Aufgabenstellung gehdrigen
Randbedingungen (RB), d.h. die Feldgleichungen auf dem Rand R.
Dgl: D(g(§)) +E(§) =0 1m Gebiet G (1.1)
RB: auf Rand R =R1+R2
Dg (u(xg;))—1g; =0 Rand RImit wesentlichen RB

Dg» (g(gm)) —Ip, =0 Rand R2 mit natiirlichen RB

(x)=(x,) firlD

lwj

( ) — Differentialoperator in G
RI ( ), Drs ) — Differentialoperatoren auf R, x = (xl,x2 )T fiir 2D

|w)

(Xl,Xz,X3>T fir 3D

Die Dimension des Randes R ist immer um eine Dimension niedriger als die des Ge-
bietes G. Bei einem (3D-) Korper ist der Rand die (2D-) Oberfliache, bei einer (2D-)
Fliache die (1D-) Randkontur dieser Flache und bei einer (1D-) Linie die (0D-) Rand-
punkte der Linie.

Fiir RWA existieren nur fiir einfache Spezial- und Sonderfélle geschlossene, analyti-
sche Losungen. Oft ist es notwendig, Methoden zur ndherungsweisen Losung dieser
RWA anzuwenden.

Als einfaches Beispiel zur Demonstration der unterschiedlichen Verfahren zur nédhe-
rungsweisen Losung von RWA wird das 1D strukturmechanische Modell eines Zug-
stabes mit Streckenlast q und elastischer Stiitzung ¢ verwendet. Dieses Beispiel wurde
gewdhlt, weil der Zugstab das einfachste strukturmechanische Modell ist und die exak-

(q- cu ddx
(q-cu) F \ Fi+dFy
"*. /,
+ — — () — — - —
F, W u W F | ™
% % xtdz  Uphdx

Abbildung 1.1: Zugstab mit Streckenlast q und elastischer Stiitzung ¢

te Losung fiir die Langsverschiebung u(x) bei elastischer Stiitzung kein Polynom ist
und damit Ndherungscharakter und Konvergenz von Néherungslosungen mit Poly-
nomfunktionen gezeigt werden konnen. Im Bezug auf dieses Beispiel im weiteren Text
wird der Name ,,Beispiel Zugstab* verwendet.

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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Die allgemeinen Grundgleichungen (Dgl) des Problems sind:
e Gleichgewichtsbedingung (GGB, Bilanzgleichung): (1.2)

dFL—I—(q—c-u—pAii)dx:O = FL/ :(;i:—q-l—c-u—l—pAii
X

e Verzerrungs-Verformungs-Beziehung (kinematische Gleichung):

~du_

e=—=u
dx

e Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (konstitutive Gleichung, Stoffge-
setz)

c=E-¢ mit o=—% = u=—L
A

L - Stabldnge [m]

A - Querschnittsfliche [m?]

E - Elastizitdtsmodul [N/m’]

q - Streckenlast [N/m]

c - Steifigkeit der elastischen Stiitzung [N/m?]
FL - Langskraft [N]

oc=F /A - Normalspannung [N/m’]

X - Stabkoordinate [m] (0<x<L)

pAl - bezogene Tragheitskraft [N/m]

Bei den Angaben in eckigen Klammern zu den physikalische Einheiten steht N fiir
eine beliebige Krafteinheit z.B. auch kN oder MN, analog m fiir eine beliebige Lén-
geneinheit, z.B. auch mm oder cm u.s.w. Der Elastizititsmodul wird z.B. im Maschi-
nenbau iiblicherweise in MPa=N/mm” angegeben. Fiir harmonische Schwingungen mit
der Kreisfrequenz o ist

ﬁ(x,t) =’ -u(x,t) (1.3)

Aus (1.2) kann die Dgl fiir die Langsverschiebung u(x) abgeleitet werden:

(EAW) —c-u+q+pAn’u=0 (4
u//_ 2u_|_ _|_Bw2u:(), EA:kOIlSt., 2:La :i
Putp+p T =EA PTEA

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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Als spezielle RB werden vorgegeben:
wesentliche RB: u(0) —u, =0 mit u, = 0.1mm, unbekannt ist F; (0) (1.5)

natiirliche RB: F, (L)—F =0 mitF = 10* N, unbekannt ist u(L)

Dgl und RB in (1.1) sind fiir das Beispiel jeweils nur eine Gleichung. Die spezielle
RWA ist damit:

Dgl: D(u)+p=0, D()=() -@*=Lu() (1.6)
RB: DRI(u(O))_rRIZO’ DRI( ):( ), IR; = U,
DRZ(u(L»_rRZ:O’ DRZ( ):EA< )/, R, =K,

Die allgemeine Losung des statischen Problems (w=0) der Dgl fiir f=konst. und
p=konst. ist

Ansatz: u=¢> = N2 =F8 (1.7)

_ o aBx —8(L—x) , P p_4
u(x)=Ce ™ 4+Cye +=, ===
S

Die zugehorige Losung dieser RWA mit der dimensionslosen Koordinate p, p=x/L,
0<p<lI:

_cu, —3-Q-F, —q
c<1+Q2)

_Qeu 48K -Qq (1.8)

G, C<1+Q2)

s C2

u(u) — Cl . e_BLu + C2 . eisL(lﬂL) + g , p= i
Cc L
Fiir die Zahlenwerte:
E=10°MPa, c=100N/mm’ , L=Im, A=100mm®, q=100N/mm, u,=0.1mm, F,=10"N ist
die numerische Auswertung von (1.8) in Abbildung 1.2. Alle physikalischen Grofen

wurden mit der Bezugslinge Lg=1mm und der Bezugskraft Fz=F, dimensionslos ge-
macht.

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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(1) = 1.239 Fy (0) = 2.92

15 ;

1 2

ulp) FL (1)

0.5 —

0

0 G 1 0 E 1
H m

Abbildung 1.2: Zugstab, Lingsverschiebung u(u) und Léingskraft Fi(u)

Ohne elastische Stiitzung, also fiir p?=0 wird die statische Losung (0’=0) der RWA
(1.6)
QL+H . 9 202 X (1.9)

() =u, +— L p—— 122, p==
(u)aEAquAuuL

2 Methoden der gewichteten Residuen am 1D-Beispiel

Gegeben ist die RWA mit der Dgl der Ordnung 2n, hier speziell n=1, aus (1.4) und den
2n RB aus (1.5). Auf jedem Rand sind n RB vorgegeben, entweder wesentliche oder
die zugeordneten natiirlichen. Stattdessen konnen auch gemischte RB auftreten. We-
sentliche RB enthalten die Ableitungen der Feldfunktionen von der Ordnung Null bis
n-1, natiirliche RB bis zur Ordnung 2n-1, wobei dabei mindestens die Ordnung n auf-
treten muss. In gemischten RB sind wesentliche und natiirliche RB gekoppelt. In der
Festkorpermechanik sind wesentliche RB Bedingungen fiir Verformungen (Verschie-
bungen und Verdrehungen) und natiirliche RB Bedingungen fiir die zugeordneten (ar-
beitskonjugierten) KraftgroBen (Kriafte und Momente). Gemischte RB sind dann z.B.
RB fiir elastische Randstiitzungen durch Translations- oder Drehfedern.

Gesucht sind Niherungslosungen dieser RWA nach den verschiedenen Methoden der
gewichteten Residuen.

Bei den Methoden der gewichteten Residuen werden die Losungen der Feldglei-
chungen nicht exakt (fir jeden Feldpunkt) sondern nur im, mit einer Test-
oder Wichtungsfunktion gewichteten, integralen Mittel Uber das gesamte
Gebiet ermittelt.

M (u) =D (u (u)) +p (M) — Residuum der Dgl (2.1)

= u(MRl)_uRl

— Residuen der RB
n, =k (MRz ) — ks

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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Die Losungen nach den Methoden der gewichteten Residuen enthalten alle als Spezial-
fall die exakte Losung. Die Funktion u(p) steht ab hier aber nicht mehr nur fiir die ex-
akte Losung, sondern auch fiir eine Nédherungslosung. Fiir die Ndherungslosungen
wird ein Satz von linear unabhédngigen Funktionen gewéhlt. Fiir alle in 2.1.1 bis 2.1.4
vorgestellten Methoden bzw. Verfahren werden identische Ansatz-Polynome u(p) aus
(2.1.4) verwendet. Diese erfiillen die Bedingung der linearen Unabhingigkeit. Wegen
der Wahl identischer Ansatz-Polynome ist die direkte Vergleichbarkeit in 2.1.5 gege-
ben.

2.1 Starke Form

Die Ansatzfunktion u(p) muss 2n mal (im Beispiel Zugstab ist n=1) nichttrivial, stetig
differenzierbar sein (Forderung aus der Dgl) und alle RB exakt erfiillen. Die Bezeich-
nung ,,Starke Form* resultiert aus diesen starken Forderungen an die Ansatzfunktion.
Die Wichtungsfunktion w(p) aus (2.1.2) muB3 keine speziellen Bedingungen erfiillen.
Der gesamte Rand ist R=R1+R2. Auf dem Rand R1 sind wesentliche RB und auf dem
Rand R2 natiirliche RB vorgegeben. Die natiirlichen RB sind selbst Dgl. Diese schon
mit den Ansatzfunktionen zu erfiillen, ist i.a. schwierig und schriankt die Anwendbar-
keit der Starken Form (fiir Probleme mit natiirlichen RB) ein. Aus (1.4) wird mit (2.1):

folﬂ(u)-W(u)-du=0 (2.1.2)
m =0
My =0

Das Residuum n; ist eine algebraische Bedingung und kann schon mit der Wahl ge-
eigneter Funktionen fiir die Ndherungslosung erfiillt werden. Die Residuen n und n;,
sind Dgl und kénnen i.a. nur als Bedingung der Naherungslosung vorgegeben werden.

Fiir eine 2D- oder 3D-RWA wird entsprechend:

n(x)=D(u(x))+p(x) (2.1.3)
ll (KRl):Dm(H(ERl))_lRl ) (ERz):DRz (E(§R2)>_£R2

fﬂ(é)'w(z)-dG:g

i (KRl):Q
) <§R2):Q

Wir wihlen als Ansatzfunktionen fiir die verschiedenen starken Formen der Methoden
der gewichteten Residuen der speziellen 1D-RWA |, Beispiel Zugstab* die Polynome
u(x) aus (2.1.4). Mit diesen ergibt sich eine bessere Vergleichbarkeit mit den diskreten
Methoden (FEM), bei denen in der Strukturmechanik i.a. Polynome als Ansatzfunkti-
onen verwendet werden. Es sind auch andere Funktionen, z.B. trigonometrische Funk-
tionen mdglich. Entsprechend der o.a. (mindest) Forderung an die Differenzierbarkeit
wiirde ein Polynom zweiten Grades ausreichen. Mit steigendem Grad des Ansatzpoly-

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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noms wird die Qualitdt der Ndherungslosung verbessert. Wir verwenden ein Polynom
dritten Grades mit den noch unbekannten Freiwerten u;.

i

o x o du@  LduG (2.0.4)
U(M): U, p=-— U (M): i > Imax =3
iZ; L dx L dp

(i) = ug + w4 upp® +ugp’

ey A 2
ui(p) = E(ul + 2uyp - 3usp )
1
u’(p)= F@uz + 6“3“)

Die funktionelle Abhéngigkeit von den Ansatzfreiwerten u; wird zur Abkiirzung der
Schreibweise 1.a. nicht angegeben. In den folgenden Abschnitten werden 4 Verfahren
vorgestellt. Diese unterscheiden sich in der Vorschrift zur Wahl der Wichtungsfunkti-
on w(u). Die Ergebnisse dieser Verfahren fiir das ,,.Beispiel Zugstab* werden in 2.1.5
verglichen.

2.1.1 Kollokationsmethode

Die Residuen aus (2.1.2) werden an genau soviel diskreten Punkten Null gesetzt, wie
der Ansatz Freiwerte besitzt. Im Falle des Beispieles mit vier Freiwerten u;, 1=0,...,3
zweimal fiir die Dgl. (im Gebiet) ) und einmal fiir jede der zwei RB (auf dem zugeho-
rigen Rand). Die Wichtungsfunktion w ist der Dirac-Impuls o (s.6.3):

() =D(u())+p(), m=u(0)-u,, n,=F()-F, F=EAu (215

1 . . 1 3
fon(u)-z‘)(u—q).duzo, 1=12 mltZ-B-Q:Z, QZZZ
n =0
my =0

Die Darstellung in (2.1.5) mit dem Dirac-Impuls als Wichtungsfunktion ist so gewéhlt,
dass sie sich in (2.1.2) einordnen lésst. In der praktischen Durchfiihrung sind die vier
Bedingungen (ohne Dirac-Impuls) fiir die spezielle RWA besser so zu schreiben:

() =u"(n)—Bu(n)+p, m=u(0)—u,, n,=F(1)-F (2.1.6)
et g

=

n, =0

Aus diesen vier Bedingungen werden die vier Ansatzfreiwerte u; bestimmt.

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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2.1.2 Methode der Momente

Die Ansatzfunktion u(p) muss auch hier alle RB erfiillen. Deshalb bleiben fiir das ge-
wichtete Gebietsintegral nur zwei Bedingungen tibrig.

Bei der Methode der Momente wird im Gebiet mit einem Satz linear unabhingiger
Funktionen gewichtet, hier z.B. mit w,;=1 und w,=1.

n(w)=u"(1)=B%u(w)+p, m=u(0)—u,, m,=F (1)-F (2.1.7)

1 1
fo n(p)dp=0, fo n(K)-p-dp=0
m =0

Ny =

Es erscheint in (2.1.7) so, als ob durch die Wichtung mit w,=p das Gebietsintegral im
Bereich der oberen Grenze 1 stirker gewichtet wiirde als im Bereich der unteren Gren-
ze 0. Statt w; und w, sind aber beliebige Linearkombinationen, z.B. w;=1 und w,=1- n
identische Forderungen und demzufolge findet diese unterschiedliche Wichtung nicht
statt.

2.1.3 Verfahren von Galerkin
Beim Verfahren von Galerkin gilt

u(p)=go () + X0 & (1), (2.1.8)

w(p)= >N (u)w

Hierbei erfiillt go(p) alle inhomogenen RB (wesentliche und natiirliche), entfallt also
bei ausschlieBlich homogenen RB. Die linear unabhingigen Basisfunktionen g;(p),
1=1,2,...,N erfiillen alle RB homogen (also auch die inhomogenen RB).

Die Notwendigkeit, die natiirlichen RB schon mit den Ansatzfunktionen zu erfiillen,
schrinkt die Anwendbarkeit dieses Verfahrens ein, da diese RB selbst schon Dgl sind.
Fiir Probleme, bei denen ausschlieBBlich wesentliche RB zu erfiillen sind, ist das Ver-
fahren von Galerkin fiir diskrete Verfahren (FEM) ebenso geeignet, wie die in 2.2 vor-
gestellte Schwache Form.

Im ,,Beispiel Zugstab* sind die RB:

=0 , F,()-F=0 = u/(1)—=2=0 (2.1.9)
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Die Ansatzfunktion u(p) von (2.1.4) muss noch an diese RB angepasst werden:

m=u(0)-u, =0 = uy=u, (2.1.10)
EF,L
—F ()-F.=0 = u, +2u,+3u;—-2=-=0
N2 L() b= 1 2 3 EA
1 EF,L
umgestellt nach u, ergibt u, = —2u, +——
g 3 CIg 3 3[ 2 EA]

u, und u; eingesetzt in (2.1.4) und geordnet nach den Freiwertenu;, u, =

u(p)=go(p)+e () w+g () u,

w(p)= g1 () wy +g, (1) -w,
RANRE SR

Die Erfiillung der RB ist gegeben mit
g(0)-u, =0, g )——— (2.1.12)

&(0)=2,(0)=0, g1(1)=g2(1)=0

Aus der Nullbedingung des Gebietsintegrales von (2.1.3) wird entsprechend

n(w)=u"(1)—B%(u)+p 2.1.12)
fln(u) w
Wlf n(p du+wzf n(1)-g; (p)-dp=0

Damit ergeben sich fiir beliebige w; und w, (ungleich Null) die 2 Bedingungen fiir die
noch verbliebenen Freiwerte u; und u,:

f n(p)-g (n)dp=0 (2.1.13)

fn duO

2.1.4 Verfahren vom Minimum des Fehlerquadratintegrals

Es wird der minimale Wert des Fehlerquadratintegrals gefordert. Aus den notwendigen
Bedingungen fiir den minimalen Wert des Fehlerquadratintegrals ergeben sich nach
(2.1.14) die Wichtungsfuktionem w;(p) als die partiellen Ableitungen des Residuums
n(p,u;) nach den Freiwerten u; der Ansatzfunktion u(p). Auch hier miissen die RB
schon durch die Ansatzfunktion u(p) erfiillt werden. Fiir u(p) gilt also (2.1.10). Damit
ergeben sich die 2 Bedingungen fiir die Ansatzfreiwerte u; und u,:
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n(p)=u"(p)—B*u(n)+p, folnz(u)-du:Min. = (2.1.14)

o ! .
a_uifo ﬂz(u)-du=2j; n(p)-w; (1)-dp=0, i=12

mitw, () = 200 t) w1<u):—[i+s2[1_lu2]lu

2.1.5 Zusammenstellung der Ergebnisse

In Abbildung 2.1 sind die Ergebnisse der 4 hier vorgestellten Naherungslosungen der
exakten Losung gegeniibergestellt. In den Diagrammen fiir die Langsverschiebung u
sind die 5 Kurven kaum zu unterscheiden. Gréf3ere Abweichungen treten erwartungs-
gemal bei den Langskriften auf, da diese proportional dem Gradienten von u sind.

Die unten angegebenen Vektoren U; , i=K,M,G,F enthalten die Koeffizienten (Freiwer-
te) der jeweiligen Ansatzfunktionen, die sich bei den 4 Ndherungslosungen ergeben.

15

ulp)

UK(LLJ 1

i)

ug(M)

T s

UF(MJ

03 0.5 1 05 N
. 0 0.5 1
mn

exakte Losung u(ly = 1.239 Fp (0) = 2.92
Kollokation ug (1) = 1.236 Frg(0) = 2714 uKT = (0.1 2714 —-302 14423
Momente (1) = 1.222 F1p,0(0) = 2.848 uMT = (0.1 2.848 —3.329 1603)
Galerkin ua(l) = 1.231 F1(0) = 2.703 uGT = (0.1 2703 —3.013)
Fehlerquadrat up(1) = 1.221 F1p(0) = 2.806 u,:T = (0.1 2.806 —3249)

Abbildung 2.1: Vergleich der exakten Losung mit den Niherungslosungen der Starken Form
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2.2 Schwache Form (Verfahren von Ritz)

Die Schwache Form ist Grundlage fiir viele Formulierungen der Methode der finiten
Elemente (FEM). Bei der Schwachen Form wird durch n partielle Integrationen (im
»Beispiel Zugstab® ist n=1) der Differentialoperator teilweise auf die Testfunktion
»geschoben®. Damit wird aus:

LI[EAHH(M)—C‘H(M)N(M)]'W(M)-L‘du =0 (2.2.1)

:[EAU'(MR)W(MR)Hlo—folEAu"W’-L-du +f01[—c-u+q]W'L-du

Das ergibt die Schwache Form der Methode der gewichteten Residuen.

mit dem Operator U( )=EA-( )/ . )/ = d(fx) :%d(ij (2.2.2)
1L 1
. aU(u)-U(w)-dqufo (c-u—q)w-L-du+
—U(u(1))w(1)+U(u(0))w(0)=0
und
U(u(1))=F, und U(u(0))=F,
Die zugehorigen zwei allgemeinen RB sind:
RB: U(u(O)) —F, =0 oder u(0)—u,=0 (2.2.3)
U(u(l))—Fb =0 oder u(l)—u,=0
bekannt sind entweder (F, oder ugy ) und (Fb oder ub)
Fiir das ,,Beispiel Zugstab* gelten die speziellen RB:
RB: am Rand p,=0: F, ist unbekanntund u(0)—u, =0 (2.2.4)

am Rand p, =1 : u, ist unbekannt und U(u (1)) —F =0

Die Ansatzfunktion u(p) und die Wichtungsfunktion w(p) miissen n mal nichttrivial,
stiickweise stetig differenzierbar sein. Es wird gefordert, dass sie die wesentlichen RB
exakt erfiillen. In (2.2.2) sind die natiirlichen RB enthalten. Diese werden auf ,,natiirli-
chem Wege* im Mittel erfiillt, also i.a. nicht exakt.

Die Bezeichnung ,,Schwache Form* resultiert aus diesen gegeniiber der ,,Starken
Form* schwicheren Forderungen an die Ansatzfunktionen.
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Fiir die spezielle RWA des ,,Beispieles Zugstab* ist die Schwache Form der Methode
der gewichteten Residuen

j:ﬁU(u)-U(w)-du+];1(c-u—q)w-L-du—Fbw(l)—l—Faw(O):0 (2225)

wesentliche RB: u(0)—u, =0, w(0)—1=0

Zum Vergleich mit den Ergebnissen aus 2.1 wahlen wir zur Algebraisierung der RWA
dieselben Ansatzfunktionen wie in 2.1 fiir die Starken Formen.

3 3 .
u@ =u, +y uiegi(p), W =1+ gin), g =n (2.2.6)

i=l1 i=l1

H:(uj>:(ua U U u3)T
T

go=(gg)=( v v W), g =(eg)=2

3

v =g/lu, w=g,, gi=—=—"5 k=uw

Diese erfiillen die wesentlichen RB aus (2.2.5).

Aus (2.2.5) ergibt sich mit diesen Ansatzfunktionen

1 1
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der g,; ergeben sich aus (2.2.5) die Nullbedin-

gungen in (2.2.7) fiir jedes j. Das sind vier Gleichungen zur Berechnung der 4 Unbe-
kannten u;, u,, u3 und F,. Diese Gleichungen sind fiir g, =g identisch mit den not-

wendigen Bedingungen (6.6.7) aus dem Minimum vom elastischen Gesamtpotential.

Das Gleichungssystem (2.2.7) kann mit Einfithrung von Matrizen verkiirzt geschrie-
ben werden
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g=g =g, K=N+§M (2.2.8)
1 1
NlJ:L'Lgf'ngM’ MlJ:LJ;gngdM’ la.]:()a )3
1
b=l s
Ku_ib_F_bg(M:1)+ a g(u:O):
-~ EA — EA-
1 1 1
.L |1/2] E |1 F |0
I_(-u—&- — b 42 =0
~— EA |[1/3| EA|l| EA|0| —
1/4 1 0
Die Matrizen N und M aus (2.2.8) sind
an 0 0 10 4 3333 25 (2.2.9)
o1 1 1 _3 ] 3335 25 2 7
01 1.333 1.5 3355 245 2 1.667
a1 13 138 2.5 2 1667 1429

Die Gleichungen (2.2.8) entkoppeln. Die Lagerkraft F, kommt nur in der 1.Gleichung
vor. Das ist die GGB des Stabes. Da F, nach erfolgter Berechnung der Ansatzfreiwerte
u; auch aus F,=F;(0)=EAu’(0) berechnet werden kann, ldsst sich einschrinkend zu
(2.2.5) fordern, dass w die wesentlichen RB nur homogen zu erfiillen hat, w(0)=0.
Damit wird die 1 Gleichung von (2.2.7) identisch Null. Es bleiben drei Gleichungen

Werschiebung
1.5 3

Langskraft

—_
b

0.5

—_

1]
o84z 04 06 08 ! o 02 04 06 03 1
— ekt
— exald
Achwache Fortm — Sthwache Form
exakte Lésung ully = 1.23% Fp(0) = 2,520
Schwache Form u (1) = 1.240 Fp (0) = 2732 usT = (0.1 2732 -3.127 1.535)

Fp (1) = 1083 natirl BB nicht exalct erfult!

Abbildung 2.2: exakte und Niherungslosung der Schwachen Form mit Polynom 3.Grades

V.Ulbricht/V. Hellmann
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zur Berechnung der Ansatzfreiwerte u;.

Die numerische Loésung von (2.2.8), verglichen mit der exakten Ldsung, ist in
Abbildung 2.2 dargestellt

Die Néherungslosung der Schwachen Form ist im Gebiet genauer, als die der Starken
Formen aus Abbildung 2.1. Es ist immer derselbe Polynomgrad fiir die Ansatzfunktio-
nen gewahlt worden. Bei den Starken Formen erfiillen die Ansatzfunktionen alle RB
und bei der Schwachen Form nur die wesentlichen. Deshalb hat die Schwache Form
mehr Freiheit um die exakte Losung im Gebiet genauer anzundhern.

2.3 Inverse Form

Die Inverse Form ist Grundlage fiir die Methode der Rand-Elemente (REM). Sie ergibt
sich aus der Schwachen Form durch weitere n partielle Integrationen (hier n=1).

Starke Form (2.3.1)

L/;l{[EAu”(M)—C'U(M)]'W(LL)+q(u)-w(p)}-L-du:()

Schwache Form

[EAu’(uR)W(LLR)HIO—L/:EAu’.w’.L.du-I—j;l[—c-u—I—q]w.L.du:O

Inverse Form
j;l{[EAw//OL)_c.W(M)].um) ‘f‘Q(M)-W(M)}-L- du+

—|BAW (g Ju (pg )HL +|EA (g ) w (1g )HL =0

Der Differentialoperator D( ) aus (1.6) wird dadurch vollstindig auf die Testfunktion
»Zeschoben®. D(u)w geht liber in D(w)u. Aus (2.3.1) wird nach Division durch EA

j:[w”(u)—ﬁz.W(M)].u(u).L.dM: _folp(u).w(u).L.dM (2.3.2)
+[W’(MR)U<MR )H; —[u’(MR)W(uR )”L , ( ): %

Wenn nur die aus (2.3.2) folgenden Minimalforderungen an u und w gestellt werden,
ergeben sich keine brauchbaren Naherungslosungen fiir u. Deshalb wird gefordert, daf3
w die Dgl (1.1) in der Form D(w(s))= d(s) erfiillt, mit dem Dirac-Impuls d(s) statt -p
als Storfunktion. Diese spezielle Losung ist die Fundamentallésung w(s)

2

s=p—0C, [W]:m

entsprechend (6.11.2.1) mit Faktor —-N/(EA).
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Fiir
w (11,€) = 2w (11,0) =81 = C), (1) - Dirac-Impuls |m"'| (2.3.4)

wird aus (2.3.2)

:f:6<“—@)'u L du——f p(p)-w(p,C)-L-du (2.3.5)
+[w'<uR,c>u<uR>no—[ume)me,qu;

An die Niherungsfunktion u werden keine Forderungen beziiglich Differenzierbarkeit
und Erfiillung der RB gestellt. Es wird fiir u im Gebiet keine Ansatzfunktion gewihlt.
Nach (2.3.5) ergibt sich u({) an diskreten (willkiirlich gewahlten) Punkten { im Gebiet.

In (2.3.5) sind alle GroBen auf der rechten Seite bis auf 2 noch zu bestimmende Rand-
werte

entweder u, =u(0) oder u, =u'(0) (2.3.6)
und

entweder u, =u(l) oder uy=u'(l)

bekannt. Diese lassen sich mit den 2 Gleichungen aus (2.3.7) bestimmen. Die singula-
ren Quellpunkte ¢; , i=a,b diirfen nicht genau auf dem Rand liegen und werden mit der
kleinen GroB3e € sehr randnah ins Gebiet geschoben. Natiirlich kann man stattdessen
auch die entsprechenden links- und rechtsseitigen Grenzwerte der Funktionen (2.3.3)
bilden.

Ca=0+e, Cy=1-g, &e<<I (2.3.7)
u(&) ==J p(H)-w(1.5) L-du
+[ W (L&) uy = w'(0,5)u, | —[upw (L&) —uyw(0,5;)], i=ab
Mit
u, =u0)~u(G,), u,=ul~u(,) (2.3.8)

wird aus (2.3.7) fiir p=konst.

i o e 5 e B
Jow (1., )
Jow (1.Co )dn

:p-L
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Beim ,,Beispiel Zugstab“ sind bekannt u,,u;, und unbekannt u;,u,. Die Unbekann-
ten lassen sich aus (2.3.9) zu

u, =1.239mm , u/ =2.922-10"° = F, = EAu/ = 2.922F, (2.3.10)

berechnen. Die gefundene Losung ist bis auf die Ndherung (2.3.8) exakt.

Uoyar (1) = Cre ™™ +Cye 0 13y efo,1] (2.3.11)
C

exakt

C,=-0.912mm, C,=0.278mm

Die exakte Losung (2.3.11) ist aus (1.8).

Beim 1D-Modell ist der Rand 0D (die 2 Randpunkte). Es ist keine Diskretisierung er-
forderlich. Deshalb ist die Losung exakt.

Nur bei 2D und 3D Problemen miissen die Ridnder diskretisiert werden. Mit einem

Gleichungssystem entsprechend (2.3.9) werden dann die Freiwerte der diskreten Nihe-
rungsfunktionen  auf
dem Rand berechnet.

Langsverschuiebung u

Uber (2.3.7) konnen
entsprechend
Abbildung 2.3 fiir dis-
krete Quellpunkte &
Funktionswerte im
Inneren des Gebietes
berechnet werden.

n 0.2 0.4 0.6 na 1
exakte Lésung
# ¥ ¥ Inwerse Form

Abbildung 2.3: Beispiel Zugstab, Losung der Inversen Form
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3 Methode der finiten Elemente (FEM)

Die Theorie der FEM ist sehr umfassend. In diesem Skript wird versucht, die grundle-
genden Zusammenhinge darzustellen. Als weiterfiihende Literatur wird z.B. ' empfoh-
len.

Fiir beliebige Geometrie des Gebietes G und beliebige Belastungen ist es i.a. nicht
moglich, mit Ndherungsfunktionen, deren Wertigkeitsbereich sich iiber das gesamte
Gebiet erstreckt, zu brauchbaren Losungen der RWA zu kommen. Deshalb wird das
Gesamtgebiet in endliche Teilgebiete (finite Elemente, FE) eingeteilt. Fiir jedes Ele-
ment werden Ansatzfunktionen gewédhlt. Man kann so mit einfachen Ansatzfunktio-
nen, z.B. Polynomen geringer Ordnung, brauchbare Naherungslésungen berechnen.

Diese Ansatzfunktionen miissen auf den Elementgrenzen bestimmte Stetigkeitsforde-
rungen erflillen. Die FEM beruht oft auf der Schwachen Form der Methode der ge-
wichteten Residuen. Wie in 6.6 gezeigt, ist dabei der Zugang auch iiber das Prinzip
vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials moglich.

Ziel ist es, die gewichteten Gebietsintegrale der Dgl fiir G in ein algebraisches Glei-
chungssystem zu iiberfithren. Zur numerischen Losung algebraischer Gleichungssys-
teme stehen leistungsfahige Algorithmen zur Verfligung.

Es werden Ansatzfunktionen eingefiihrt. Diese gelten nicht fiir das gesamte Gebiet G,
sondern nur fiir Teilgebiete (FE). Das Gebiet G wird in eine endliche Zahl FE diskreti-
siert, mit einem FE-Netz {iberzogen. Die Netzknoten sind die Knoten des FE-Modells.
An diesen Knoten sind die FE gekoppelt. Damit wird es moglich, auch fiir komplexe
Feldprobleme, mit einfachen, nur fiir jeweils ein FE giiltigen Ansatzfunktionen,
brauchbare Ndherungslosungen zu erhalten.

Die Ansatzfunktionen sind Produktsummen aus vorgegeben Formfunktionen g;(x) und
noch unbekannten Freiwerten u.

uzzjgj (x)-, (3.1)

Als Formfunktionen werden oft Lagrangesche Polynome gewéhlt. Diese haben an je-
weils einem Knoten des FE den Wert 1 und an allen anderen Knoten den Wert 0. Die
Freiwerte u; sind damit die physikalischen, wesentlichen Variablen des Problems, bei
Feldproblemen der (3D-)Kontinuumsmechanik i.a. die Knotenverschiebungen, bei
Problemen der (2D oder 1D) Strukturmechanik (Balken, Platten, Schalen) auch die
Verdrehungen an den Knoten. Durch Gleichsetzen der entsprechenden Freiwerte aller
an einem Knoten verbundenen FE lassen sich, wegen deren physikalischen Bedeutung,
die notwendigen Stetigkeitsforderungen (in der Festkdrpermechanik die C’-Stetigkeit
fiir Verschiebungen und die C'-Stetigkeit fiir Verdrehungen) auf sehr einfache Weise
erfiillen.

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012



Fachwerke Seite - 20 -

3.1 Fachwerke

Fachwerke sind Tragwerke, deren Elemente ausschlieBlich aus 1D-Zug/Druckstében
bestehen. Diese Stibe sind an ihren Verbindungen, den Knoten, gelenkig miteinander
verbunden oder/und gelenkig gelagert. Es werden also an den Knoten keine Biegemo-
mente libertragen. Krifte werden ausschlieBlich in den Knoten eingeleitet. Momente
sind nicht zugelassen.

3.1.1 2-Knoten-Stabelement

Das Stabelement (2K-FE) ist identisch mit dem Stab aus Abbildung 1.1. Fiir die An-
satzfunktion u(p) werden lineare Polynomansétze (lineare Lagrangesche Polynome)
gewihlt.

1

u(p)zzjzogj () u;=(1—p)ug +p-u (3.1.1)
W)= 320 o 0) ;= - g )

Die gj(u) sind die (linearen) Formfunktionen und die u; die noch unbekannten Ansatz-
freiwerte (die Knotenverschiebungen). In Vektorschreibweise wird aus (3.1.1)

u(p)=g" (W)-u, w(p)=g" (1) u (3.12)

=) o=l o)

Vollig analog zu (2.2.8) (dort mit Polynomen 3.Ordnung) ergibt sich die FE-
Formulierung fiir das Stabelement mit F;=F, und F,=F,

q E F
(N+BZM)‘E—ﬁ'b—ﬁg(u=1)+ﬁg(u=0)=9 (3.1.3)

_ Ly _ 1 . 1 ..
Ni,j—L'ngi'gde» Mi,j—L'ngi'gjdLL, bj—L'ngde» 1,j=0,1

I -1 1 05 1
N:l D M:£ N b:£
L{—-1 1 - 3105 1 - 21U

Das sind zwei Gleichungen. Diese nach -F, und F; umgestellt ergibt mit

K| _| L 3 L 6 [[W _qu
K EA L EA L 2
___|__C
L 6 L 3
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die FE-Formulierung fiir das Stabelement e. Dabei sind die fiir das Element giiltigen
Kennwerte: Elementdehnsteifigkeit EA, Elementlinge L, Steifigkeit der elastischen
Stiitzung des Elementes ¢ und die iiber L konstante Streckenlast q.

€ € c € c

f= K+BZMJ-H—Q (3.1.5)
¢ € ¢

e |f —F e e 1

£: 0 = 0 . E: uo . p:qu , Bzzi
e e e = 2 1 EA
f1 F ui

e I -1 e 2 1

g _EA N _EAL

- L (-1 1 N 6 |1 2

€
In (3.1.5) ist die FE Gleichung fiir das Stabelement e, mit dem Knotenkraftvektor f,
€ (S
der (symmetrischen) Steifigkeitsmatrix K, dem Knotenverschiebungsvektor u und

€
dem Vektor der dquivalenten Knotenlasten p .

Die (kontinuierliche, hier konstante) Gebietslast q (fiir q#0) wird entsprechend (3.1.3)

e ..
durch dquivalente (diskrete) Lasten p an den Knoten des FE ersetzt. Aquivalent be-

€
deutet statisch dquivalent, d.h. die GGB am FE ist global (am gesamten FE) mit p
statt q identisch. Lokal (an Teilen des FE) ist diese aber unterschiedlich. Demzufolge

c
ist die exakte Losung mit p statt q auch unterschiedlich. Diese Aussagen gelten all-

gemein fiir alle FE-Formulierungen.

(S
Fiir c=0 ist die Steifigkeitsmatrix K singuldr, d.h. es muss mindestens eine der Kno-

tenverschiebungen vorgegeben werden, um die Starrkorperbewegung des Elementes
zu begrenzen.

Hervorzuheben ist, dass bei der FE-Formulierung, im Unterschied zu den Schnittgro-
Bendefinitionen, alle Komponenten des Knotenkraftvektors die gleiche
Richtungsdefinition haben, wie die des Knotenverschiebungsvektors.

Damit kann man bei Bildung der resultierenden Knotenkraft eines Knotens die Koor-
dinaten der Knotenkrifte mehrerer an diesem Knoten gekoppelter Elemente addieren,
da die Komponenten immer die gleiche Richtungsdefinition haben.
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3.1.2 3-Knoten-Stabelement
Fiir das 3-Knoten-Stabelement (3K-FE) werden quadratische Formfunktionen (3.1.6)

(Lagrangesche Polynome 2.Grades) verwendet.

2

u()=>_" 81 u;= 20‘”)[%‘“]“0 +ap(l—p)y —2u[%—u

u, (3.1.6)

u'(p)= Ziogg ()-u;= %{(—3 +4p)ug + (4 —8p)u, +(—1+4u)u2]

0.5+

Abbildung 3.1: quadratische Formfunktionen

[§] b c c
f=|K+B"M|-u—p
(S [§]
fo uo
(S (S c (§ (&
f=fi], u=|w|, p=
[ (&2
f2 u2
EA 7 -8 1
(&
K=—I|-8 16 -8|,
3L
1 -8 7

1
1 2
~1q|4],
oL 3
1
[S]
1\_/[:EAL
15

Diese Formfunktionen sind in
Abbildung 3.1 dargestellt.

Damit wird wie in 3.1.1 die zu (3.1.5)
analoge FE-Formulierung (3.1.7) her-
geleitet.

(3.1.7)
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3.1.3 Vergleichendes Beispiel

Die Naherungslosungen ,,Beispiel Zugstab* von 3.1.1 (u,, 4 2K-FE der Liange L/4)
und 3.1.2 (us, 2 3K-FE der Lange L/2) werden mit der exakten Losung Uey verglichen.
Beide FE-Modelle haben 5 Knoten. Um die Abweichungen zur exakten Losung im
Diagramm sichtbar machen zu kénnen, wurde mit c=800N/mm (statt c=100N/mm)
gerechnet. Die Losung mit den 2 3K-FE ist genauer als die Losung mit den 4 2K-FE.
Diese Aussage trifft allgemein zu. Bei Konvergenzuntersuchungen ist, bei gleicher
Anzahl Freiwerte und damit ungefdhr gleichem numerischen Aufwand, die p-
Konvergenz (gleiches Netz, aber FE mit hoherem Polynomgrad der Ansatzfunktionen)
der h-Konvergenz (feineres FE-Netz, aber FE mit gleichem Polynomgrad), vorzuzie-
hen.

Werschiebung u
0.24
0.1
022
01225
. Ugy = | 0126
01369
0.1% 02368
016 0.1 0.1
0.1242 01232
014 Uy = | 0.1251 Ug = | 01285
i 2 3
+ o 0.127% 01338
0.12 0.2189 02276
0.1 0 0.2 0.4 0.6 0.3 1
exalkt
o 00 2K FEM-Lézung (4 Elemente)
+++ 3K FEM-Lésung (2 Elemente)
Abbildung 3.2: Vergleich 2K- und 3K-Stab-FE
Die elastischen Gesamtpotentiale flir die 3 Losungen sind
T=Tp =Ty, 2T —T,=0 = m=-7 (3.1.8)
Moy = —Trex = Min. = 7 = Max.

Tey < T3 < T,
T, =—0.7807 =Min., w,=-0.7734, w,=—0.7670
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3.1.4 Zusammensetzen von Stabelementen im 1D-Raum

In Abbildung 3.3 ist symbolisch ein Modell dargestellt, dass aus den 3 Stabelementen
1,2 und 3 besteht (Kopfindex bei den Verschiebungen u, Knotenkréften f, dquivalenten
Knotenlasten p). Jedes Element des Modells hat 2 lokale Knoten (0 und 1). Das Mo-
dell hat insgesamt 4 globale Knoten (GK) mit den Nummern 1,2,3,4. Die Knoten 2
und 3 sind jeweils Anfangs- und Endknoten zweier aufeinanderfolgender Elemente.
An diesen Knoten gelten die Kontinuititsbedingung fiir die Verschiebung (C°-
Stetigkeit) und die Aquivalenzbedingung fiir die Krifte und die dquivalenten Knoten-
lasten aus Abbildung 3.3.

1 1 1 11
uo, fo, p ui, f1,

—>—> —>

O

1 2
p; uo,fo,p,

@

2

u; =uo u, =uj=up
1 1 2

f, =fo f, =fi+fo
1 1 2

P1 =Po P2 =P+ Py

Abbildung 3.3: FE-Modell aus 3 Stabelementen

2 2 2 3 3 3 3 3
ui, fla P1 uo, f09 Po ll],fl, P]
- —»—»
<)) ®
2 3 3

2 3 3
f; =fi1+fo f, =

2 3 3
P3 =P+ Py Py =P

Die Koinzi-
denzmatrix aus
Abbildung 3.4
gibt  Auskunft
iber die Struk-
tur des Modells
und die Bedin-
gungen zur
Assemblierung
der Gesamtstei-
figkeitsmatrix
K aus den drei
Elementsteifig-
keitsmatrizen.

Die Spalten sind mit den lokalen Knoten-Nummern der Elemente (0 am Elementan-
fang und 1 am Elementende) und die Zeilen mit den

] k2| -

Nummern der Elemente (hier 1,2,3) nummeriert. In
den Feldern stehen fiir jedes Element die Nummern
der GK des Modells. Element 1 ist mit seinem An-
fangsknoten 0 am GK 1 und mit seinem Endknoten 1
mit GK 2 verbunden. Analoges gilt fiir die Elemente

2

und 3.

Aus der FE-Formulierung (3.1.5) bzw. (3.1.9) fiir die
Einzelelemente e

Abbildung 3.4: Koinzidenz-
matrix des Modells

c e ¢ € [§ Ie<00 Ie<()1 (§] Ie)o (3'1'9)
£:ISE_93 IS: e ’ e ’ s E: e s e:1:233
Kio Kig P
wird mit Hilfe der Koinzidenzmatrix die FE-Formulierung fiir das Gesamtmodell.
V.Ulbricht/V. Hellmann Mairz 2012
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f=K-u-p (3.1.10)
1
Po
1 U . 2
2 U, P+ P
£ —_— f ) E = E = ) 3
3 Us
P+ P
f, uy ;
by
1 1
Ko,0 Ko, 0 0
| | 2 2
Kio [Ki1+ Ko, Ko, 0 )
K=(Kj )= ~ 15— bk=0123
0 Ki,0 K1+ Koo | Koy
3 3
0 0 K10 Ki,1

Die Formfunktionen des Gesamtmodells sind in Abbildung 3.5 iiber der dimensionslo-

1

L T L

2
3

|
. 0 0.2

0.4

0.6 0.8

Abbildung 3.5: Formfunktionen fiir 3 Elemente

fund u.
fl u,
0 u
f = , u= 2
- 10 —|uy
F, uy

sen Lingenkoordinate
0<u<l des Gesamtmodells
dargestellt.

Die vier Gleichungen des
Gleichungssystems (3.1.10)
enthalten vier Unbekannte.
An jedem Knoten 1 ist ent-
weder die Verschiebung u;
(wesentliche RB) oder die
eingeleitete Knotenkraft f;
(natiirliche RB) vorgege-
ben. Fiir das ,,Beispiel Zug-
stab“ (Abbildung 1.2) sind

(3.1.11)

Bekannt sind u;=u,, £,=0, £3=0, f,=F, und unbekannt f;, u,, u;, u4. Die Auflésung von
(3.1.10) nach diesen vier Unbekannten ldsst sich noch ohne groen Aufwand durch-
fiihren. Fiir groe Gleichungssysteme ist das nicht mehr praktikabel.
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Es sollen durch Modifikationen der Matrix K die wesentlichen RB erfiillt werden ohne
die Symmetrie und die Bandstruktur der Matrix K zu stéren, damit man diese Vorteile
bei der Auflosung ausnutzen kann.

Im Beispiel gelingt das, indem die 1.Gleichung mit einer Gleichung C,u,= C.u, iiber-
lagert wird. Diese Gleichung steht damit nicht mehr zur Berechnung der Knotenkraft

1
f, zur Verfiigung. C,. ist dabei eine groBe Steifigkeit, z.B. C,=10""Ko..

1
Bei der Pivotisierung der 1.Gleichung von (3.1.12) (Division durch (Ko,0+ C,)) er-

. . 1 ! . . o
gibt sich lc;wua =Ujpmod T _Po]- Das ist mit sehr guter Nihe-
Ko,0+Coo Ko,0+Coo

rung die wesentliche RB u;=u, (mitu; ,,q~u,).

U mod

£mod = I—<mod "Uiod _E (3112)
1
Coo-u, u | p02
0 u, P+ Dy
£mod = 0 > Umod = ’ B = 2 3
U
P+ Do
Fb Uy mod 3
P
1 1
Ko,0+ Coo Ko, 0 0
1 1 2 2
Kio0 Ki,14 Koo Ko, 0
K moa = 2 2 3 3
0 K10 K1+ Koo Ko,
3 3
0 0 Kio K1

Die nun noch unbekannte Knotenkraft f; wird nach der Berechnung des (vollstindi-
gen) Knotenverschiebungsvektor u,,,q aus der urspriinglichen FE-Formulierung ausge-
rechnet. Mit sehr guter Ndherung gilt u=u,oq.

—1
Umod = ISmod '<£mod + E) = Upod (3113)
£:I$'Hmod_2’ E%Hmod
V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012
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Die Steifigkeitsmatrix K des Modells ,,Beispiel Zugstab“ ist in (3.1.14)

2200 1 o5 0 0 (3.1.14)
3 6 -3 0 05 2 05 0
= 1077 M= 110
0 -3 6 -3 0 05 2 059
0 0 -3 3 0 0 05 1
gl 1x107° K=N+g’M
4111 -2444 0 0
_2444 8222 -2444 O .,
K= 10
0 —2d4d 8202 —2.444
0 0 —2444 4111

Die Losung kann Abbildung 3.6 entnommen werden. Der Polygonzug des Verschie-
bungsverlaufes ist schon relativ genau. Der Langskraftverlauf ergibt sich aus der Ab-
leitung des Verschiebungsverlaufes und ist deshalb stiickweise konstant. In den Ele-
mentmitten stimmt er schon gut mit der exakten Losung iiberein.

Werschiebung u Langskraft EAu’

1.5 3
1 y \ﬁ

0.5 1 n_...

1]
1] 0.2 0.4 0.6 0.3 1 1] 0 03 04 06 0z i
exaltt S
— FEMmit 3 Elementen —— FEM mit 3 Elementen
200 FEM mit 3 Elementen m Elementmitte

exakte Lisung u(l) = 1.239 Fp (0 = 292

w 1
FEM Lésung u, (1) = 1.237 PLS[E] = 1888 usT ={01 072% 058% 1.237)

Abbildung 3.6 FE-Lésung mit 3 gleichen Stabelementen

In Abbildung 3.7 ist die FE-Losung fiir ein Modell mit 10 gleichen Elementen der ex-
akten Losung gegeniibergestellt. Darin ist die Konvergenz der FE-Losung gut zu er-
kennen.
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L5 Yerschiehung u ; Langskraft EAw
l 2
0.5 1
. 0 0.2 0.4 0.6 0.a 1 0
et 0 0.2 0.4 0.6 0.3 1

— exakt

jelalel -Li
FEM-Lasung @20 FEM-Lisung

exakte Losung (1) = 1.239 Fl0) =292

FEM-Lésung u' Z (01 0352 0539 0678 0785 087 0.942 1008 1075 1149 1239
ff (2931000000000 1)

Abbildung 3.7: FE-Losung mit 10 gleichen Stabelementen

3.1.5 Transformation des Elementes in die Ebene (den 2D-Raum)

Um ebene Stabstrukturen (Fachwerke) modellieren zu konnen, muss das 1D-
e Stabelement mit der Stabkoordinate s, durch
u& Drehung in die Ebene transformiert werden.

Bei einem 2D-Fachwerk sind, im Gegensatz
e zum 1D-Modell, Streckenlast und elastische
r& Stlitzung nicht physikalisch sinnvoll. Die
® Streckenlast wird trotzdem zugelassen, um
am Beispiel die Transformation des Vektors
der dquivalenten Knotenbelastungen p zu
zeigen. Die elastische Stiitzung wird wegge-
lassen.

. . In Abbildung 3.8 ist ein Stab mit dem globa-

Abbildung 3.8: Einzelstab lokal len Anfangsknoten GK j bei s.=0 und dem
globalen Endknoten GK k bei s.=1 dargestellt. Seine Steifigkeitsmatrix in (3.1.15) er-
gibt sich aus (3.1.5) mit c¢=0.

S e e S e [§ e T e e S T e [§ e T 3.1.15
£S:I_<S'HS_257 £s:[Fj Fk] > Hs:[uj U.k] 4 Bs:[pJ pk] ( )
e 1 —1
K =LA

L (-1 1
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Abbildung 3.9: Einzelstab global
€ €
Fox = Fn COS Qv , Il:j,k (3116)
€ €
Fny = Fn Sin Ote
€ €
Un =U,, COSQL, U, SiNQ, , Unl =—U, Sina, +u,, cosa,

Die Transformation in die kartesische x,y-Ebene entsprechend Abbildung 3.9 mit
(3.1.16) fiihrt mit der Transformationsmatrix T

Cos O, 0 (3.1.17)
¢ |sinao 0 el e
T= , T -T=1

0 cos o,

0 sin oy,

c
auf die 4x4 Elementsteifigkeitsmatrix K von (3.1.19).

€ €
Die Verschiebung uni in (3.1.16) steht orthogonal auf u, und kann fiir den 1D-Stab
nicht vorgegeben werden.

V.Ulbricht/V. Hellmann
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Fachwerke
€ (§ € (S (S e ¢ e € [§] e ¢
£s :KS'ES_BS = =T £s :IISS HS_I'ES (3118)

(S c ¢ (S [§] [§] (S c ¢
£:I'£sa Es:I -u, E:IES

Der Index j ist die globale Knotennummer GK des Gesamtmodells am Anfang
des Elementes bei s;=0 und der Index k die entsprechende Knotennummer am Ende
bei s.=1. Diese GK ergeben sich aus der Koinzidenzmatrix des speziellen Modells.

s, =sina,, ¢, =cosq, (3.1.19)
2
COL S(XCOL —C _SOLCOL
(§] € 2 2 T
P e A S
I_<kj Kkk —Co —80Ca Ca Soasoa
—S0Cq —S SaCa Sau
2 T 2
€ © EA COL S(xcu © ° EA Coc SOLC(X
I_<jj:I_<kk:_L , | K=Ky =- L 2
SoCa  So $aCa  Sa

Der Rang beider Steifigkeitsmatrizen ist Eins

1K, [HIK =1 (3.1.20)

Der Rangabfall von 1 beim 1D-Stab und von 3 beim 2D-Stab (1D-Stab im 2D-Raum)
ergibt sich aus den moglichen Starrkérperbewegungen, eine Verschiebung in Stabrich-
tung beim 1D-Stab bzw. 2 Verschiebungen und eine Verdrehung beim 2D-Stab.
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3.1.6 Zusammensetzen von Stabelementen in der Ebene

Die Assemblierung eines
Fachwerkes aus einzelnen
Stabelementen soll am Bei-
spiel aus Abbildung 3.10
demonstriert werden. Es ist
ein Modell mit 4 Knoten
und 5 Stdben. Analog zu
3.1.4 gibt die Koinzidenz-
matrix aus Abbildung 3.11
die Topologie der Struktur
an. Die Gesamtsteifig-
keitsmatrix hat die Dimen-
Abbildung 3.10: FE- Abbildung 3.11: Koinzi- sion NxN. N ergibt sich aus
Modell aus 5 Stabele- denzmatrix des Modells AK=4 (Anzahl der Knoten)
und AFW=2 (Anzahl der

h | o | | b | =
[T I W P T I L B
o | = [ | B | b |

menten i
Freiwerte pro Knoten) zu
N=AK*AFW=8.
e e c
e KJJ ISJk fjx ujx pr © pjx (3121)
I_( — , £ = ) E = , p = , p —
e e J f. J u. 2z D ) e
Ky K iy iy iy Py
1 4 5 1 5 4
Kiy+K+Ky K Kis K4
1 1 2 2
fo Ko Ko+ Ky Ko 0
f= u-—p
5 2 2 3 5 3 £
K K1, K3+ K+ K Ky
4 3 3 4
Ka 0 K Ky+Ky
1 4 5
pi+pi+p
f, u; P T,
f, u, P> P2+ Py
t; uj Ps3 D3+ Dt Dy
14 Uy 24 3 4
P4 Py

€ € € €

Die Indizes j bzw. k der 2x2 Teilsteifigkeitsmatritzen K ii> K Kijs K einer (globa-

(5]
len) 2D-Stabsteifigkeitsmatrix K geben dabei die globale Knotennummer GK des An-
fangsknotens j bzw. Endknotens k des Elementes e an. Damit ist eindeutig festgelegt,
an welche Stelle der Gesamtsteifigkeitsmatrix K die Teilsteifigkeitsmatrix einzuordnen
(zu addieren) ist. Hauptdiagonalelemente der Elementsteifigkeitsmatrix des Elementes
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e werden dabei generell immer auf die Hauptdiagonale der Gesamtsteifigkeitsmatrix
addiert.

(3.1.21) 1st ein Gleichungssystem 8. Ordnung. Insgesamt 8 der 16 Kraft- und Verfor-
mungsgrofen sind als RB vorgegeben. Eine Auflésung nach den verbleibenden 8 un-
bekannten GrofBen ist die Losung des Problems.

Die Steifigkeitsmatrix des noch ungefesselten Systems in (3.1.21) (entsprechend
(3.1.10)) hat den Rang 5. Das System muss mindestens statisch bestimmt gelagert sein,
damit sie den Rang 8 erhilt, d.h. nicht singulér ist und invertiert werden kann.

Inhomogene Verschiebungsbedingungen wie in (3.1.12) kénnen wieder durch Uber-
lagerung der mit Coo multiplizierten wesentlichen RB realisiert werden, so dass die
Symmetrie der Steifigkeitsmatrix nicht gestort wird oder bei homogenen Verschie-
bungsbedingungen durch Streichen der entsprechenden Zeilen und Spalten.

Im Beispiel nehmen wir an, dass die Knoten 1 und 4 unverschieblich gelagert und die
Krifte der Knoten 2 und 3 mit f, ,f; vorgegeben sind. Damit ergibt sich durch Strei-
chen der zu den Knoten 1 und 4 gehorigen Zeilen und Spalten 1,2,7,8 das reduzierte

Gleichungssystem von (3.1.22) zur Berechnung der noch unbekannten 4 Verschiebun-
gen.

u=u=0 (3.1.22)
f,=1,, f3=1;
[;]:g[gz]_ B| 22]: | [§2]+ P
f; Us3) (P u; i) (P
1 2 2
ISZZ—i_I—(ZZ I—<23

Die 4 noch unbekannten Lagerkrifte werden dann aus den gestrichenen Gleichungen
berechnet

[il]: Ii(lz 1;3 [Hz]_[El] (3.1.23)

0 3 uj P4
=43

Die Elementsteifigkeitsmatrix des Stabes 4 hat keinen Anteil. Dieser Stab bleibt kraf-
tefrei, da beide Knoten dieses Stabes unverschieblich gelagert sind.

3.2 Randbedingungen (RB)

RB fiir KraftgroBen sind problemlos zu realisieren. Die vorgegebenen Kraftgrofen
werden in den Vektor f der Knotenlasten addiert. Unter RB sind deshalb nachfolgend
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in diesem Abschnitt ausschlieBlich Verformungs-RB und gemischte RB (RB fiir elasti-
sche Stiitzungen durch Federn) zu verstehen.

Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, RB zu realisieren. Es konnen z.B. auller der
im Folgenden beschriebenen Methode RB auch durch Hinzufligen von Nebenbedin-
gungen zum Potential beriicksichtigt werden.” Hier sollen Straffunktionen zum Poten-
tial hinzugefiigt werden. Dabei bleiben Grofle, Symmetrie und i.a. Bandstruktur des
Gesamtgleichungssystems erhalten. Aulerdem sollen auch noch elastische Stiitzungen
(Federn) zum Gesamtmodell hinzugefiigt werden konnen iiber die sich mit linearelasti-
schen Federn gestiitzte Knoten realisieren lassen.

Homogene RB wurden in 3.1.6 durch Streichen der entsprechenden Zeilen und Spalten
der Steifigkeitsmatrix realisiert. Die verbleibende, kleinere Steifigkeitsmatrix ist wie-
der symmetrisch, muss aber vollig neu aufgebaut werden. Bei grolen Matrizen erfor-
dert das viel Speicherplatz und Rechenzeit. Inhomogene RB konnen auf diese Weise
nicht realisiert werden.

In 3.1.4 wurde schon die inhomogene RB u;= u, am Anfangsrand durch die Addition
der Gleichung C,u;= C,u, zur entsprechenden, also der 1.Gleichung des Gesamtglei-
chungssystems realisiert. Dabei blieben die Symmetrie der Steifigkeitsmatrix und ihre
GroBe unverdndert. Die originale Steifigkeitsmatrix des ungefesselten Systems (ohne
RB) kann durch Subtraktion der hinzugefiigten Gleichung leicht wieder hergestellt
werden und durch nachfolgende andere Modifikationen konnen die RB ohne grof3en
Aufwand verdandert werden. Diese Methode ist sehr effektiv. Sie kann verallgemeinert
werden, indem man zum elastischen Gesamtpotential © aus (6.6.8) Straffunktionen
hinzufiigt. Die RB lassen sich entsprechend (3.2.1) allgemein formulieren.

Gru-ug =0 (3.2.1)

Die KraftgroBen und die Verformungen der Federn aus (3.2.1) miissen noch in die glo-
balen Richtungen von Af und u transformiert werden.

Af =GfAfp, up=Ggpu (3.2.2)
= Af-GpKGpu=0

Dabei sind:

Gr - Transformationsmatrix zur Richtungstransformation von u in ug
ug - Vektor der vorgegebenen RB fiir die Verformungen

Gy - Transformationsmatrix zur Richtungstransformation von Afg in Af
JAV Vektor der durch die Federn eingeleiteten Kraftgro3en

Kr - Steifigkeitsmatrix der Federn

Up - Verformungen der Federn

Die Verformungs-RB von (3.2.1) werden als Potential g
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g = (G u—ug) (G u—ug)= %QTQEQR u—u'Grug +%QE up (323)

mit einer groBen Steifigkeit C* multipliziert und mit dem Potential su' Af der elasti-
schen Stiitzungen dem Gesamtpotential m aus (6.6.8) hinzugefligt. Die Matrix K ist
singuldr. Sie gehort zum noch ungelagerten System. Mit den RB in (3.2.1), (3.2.3) und
den elastischen Stiitzungen miissen mindestens die Starrkorperbewegungen behindert
werden (d.h. mindestens statisch bestimmte Lagerung).

WZlHTKE—pTE—ﬁTnglgT&:Min. (3.2.4)
2 - 2
0 :%QTKE—BTQ—fTQ—F%QTA_erCOOWR =Min., G~u
= —(31 =Ki—p—f+C*Gy (Gg i —up)+GpKpGi =0
i L
f — Vektor der (bekannten) vorgegebenen Knotenlasten
u — Vektor der unbekannten Knotenverformungen

Die Steifigkeit C” ist groB gegeniiber den Steifigkeiten in K. Mit (3.2.4) ergibt sich

fR:ISR

(F=t!

P (3.2.5)
f+C*Grup , Kg =K+C*GrGy +GrK Gy

mit fp
Die Losung des Gleichungssystems (3.2.5) und der Vektor f der Knotenkréfte sind

=Kg'(f +p) (3.2.6)

Der Vektor f enthélt die vorgegebenen, dulleren Knotenlasten und die daraus resultie-
renden Lagerreaktionen.

In Abbildung 3.12 ist als Beispiel das Berech-
nungsmodells eines Fachwerkes mit 3 Stiben
und 3 Knoten skizziert. Am Knoten 1 ist die
Verschiebung ug; mit dem Winkel 3, vorgege-
ben. Die Verschiebung u,; senkrecht dazu (in
Richtung B;+n/2) ist Null. Am Knoten 2 wird
in Richtung x die Kraft F,, eingeleitet. AuB3er-
dem ist dieser Knoten mit einem Loslager un-
ter dem Winkel B3, gelagert. Der Knoten 3 wird
durch eine Feder der Steifigkeit c; unter dem
Abbildung 3.12: RB allgemein, Be- Winkel B;=-y; gestiitzt. Fiir dieses Modell sind
rechnungsmodell die Vektoren und Matrizen der RB in (3.2.7)
dargestellt. Die Richtungstransformationen in

(3.2.7) sind entsprechend (3.1.16).
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ET :(uxl Uy |ux2 Uy |ux3 uy3) (3.2.7)
cos(B;) sin(p;) 0 ‘
Gg =| —sin(B;) cos(B;) 0 0 0
0 0 ‘ cos(B,) sin(pB,) ‘ 0
ug :(ugl Uni 0) , Uy =0
Gr=(0 0]0 0]cos(B;) sin(Bs))
Kr =(c3)

3.3 Stabtragwerke

Stabtragwerke sind Tragwerke, deren Elemente ausschlieBlich aus Biegestiben (Bie-
gebalken) bestehen. Diese Stidbe sind an ihren Verbindungen, den Knoten, biegesteif
angeschlossen oder/und gelagert.

3.3.1 Balkenelement, Querkraft-Biegung

q Es wird die Bernoulli-Hypothese vor-
l H l g _ ausgesetzt (Querschnitte der unver-
s LLAAA \\M 1 formten Balkenschwerpunktachse blei-

M, { @
AN RN %\g(pl ben bei Verformung eben und senk-

recht zur verformten Balkenschwer-

punktachse, der neutralen Faser. Ist

' exakt fiir reine Biegung und fiir Quer-

w,.F W ~FI kraft-Biegung eine Niherung). Das

Balkenelement ist in Abbildung 3.13

dargestellt. Es hat die Biegesteifigkeit

Abbildung 3.13: Balkenelement El, die Linge L und ist mit der kon-

stanten Streckenlast q belastet. Die

Knoten (Anfangsknoten 0 und Endknoten 1) haben den Freiheitsgrad 2, die Verschie-

bung w; und die Verdrehung ¢;. Die zugeordneten, arbeitskonjugierten Kraftgro3en

sind die Querkraft F; und das Biegemoment M;, j=0,1. Die dimensionslose Koordinate
in Richtung der Balkenachse von 0 nach 1 ist p mit O<p<I.

Die RWA des Biegebalkens ist (Dgl 4.0rdnung mit insgesamt 2x2=4 RB)

1d()
Dgl: EI-w""—q=0 G W (3.3.1)
g w''—q=0, () L an

(0)=w, oder EI-w"(0)=-F,
'"(0)=¢, oder EI-w"(0)=-M,
(1)=w; oder El-w"(l)=F
'1)=¢, oder EI-w"(1)=M,

RB am Rand p=0:

RB am Rand p=1:

£ £ £ Z
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Es werden der KnotenkraftgroBenvektor f und der Knotenverformungsvektor u ein-
gefiihrt

f:<Fo My, K Ml)T» E:(Wo Yo Wi @1)T (3.3.2)

Aus 6.6 folgt entsprechend das elastische Gesamtpotential

W:LIQ(M,W,W”) du—ﬁT -u = Min. (3.3.3)

2

" 1 1/
Q(p, w,w :[EEI<W ) —qw‘

Die Ansatzfunktion w muss nach (3.3.3) mindestens 2-mal stetig differenzierbar sein.

Wegen der 4 Freiwerte im Vektor u wird ein Polynom dritten Grades verwendet. Auch
hier sollen die Freiwerte die physikalischen Knotenverformungen sein. Diese Bedin-
gung erfiillen Hermitesche Polynome aus (3.3.4), bei denen fiir jeden Knoten der
Funktionswert und die erste Ableitung (einer der 4 Werte mit dem Wert Eins und die
anderen 3 mit dem Wert Null) vorgegeben sind. Gleichung (3.3.4) ist die exakte Lo-

1=3p2 +2p° (3.3.4)
W(M):gT(M).u e L(M—2u2+u3) | g,:ld_g
- B - 3@2—2u3 - Ldp
L(-—p +11°)

sung der homogenen Dgl aus (3.3.1). Damit ist fiir verschwindende Streckenlast q=0,
d.h. verschwindende 4.Ableitung von w, die exakte Losung in der FEM-Formulierung

Formfiunktionen fiir Balleenelement

gy = (100 0)
g =0 10 0)

g =(0 01 0)

g =000 1)

-0.5

Abbildung 3.14: Hermitesche Polynome
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enthalten.
Die Hermitesche Polynome sind in Abbildung 3.14 dargestellt.

Analog (2.2.7) aus der Schwachen Form und entsprechend der notwendigen Bedin-
gung (6.6.7) aus dem Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials wird

Q(u,u)zéEI(g”T -2)2 —qg'u (3.3.5)
om_y o
ou

Die FE-Formulierung mit dem Kopfindex e der Elementnummer ist damit

f—Ku— E (3.3.6)
1
12 6L —12 6L L
& _EIl 6L 417 —6L 217 s _dk 6
- ’|-12 —6L 12 —6L|" = 2|1
6L 20> —6L 417 L

Dieses Balkenelement ist entsprechend 3.1.4 zur Modellierung von (1D-) Durchlauf-
tragern geeignet. Bei einem (2D-) Modell in der Ebene miissen auch die Langsver-
schiebung und die Langskraft beriicksichtigt werden.

3.3.2 Zusammensetzen von Balkenelementen im 1D-Raum

Das Zusammensetzen von Balkenelementen ist vollig analog zu 3.1.4.

Es wird exemplarisch ein Balken entsprechend Abbildung 3.3 aus 3 Elementen zu-
sammengesetzt. Am Knoten 1 ist er starr eingespannt und am Knoten 4 frei (Kragtri-
ger). Die Parameter sind Linge L=10’mm, Elastizititsmodul E=10’Mpa, Flichenmo-
ment 2.0rdnung I=10'mm®, Streckenlast g=100N/mm. Die Steifigkeitsmatrix des un-
gelagerten Systems, der Vektor der dquivalenten Knotenlasten, der Verformungsvektor
und der Kraftgroenvektor des FE-Problems sind in Abbildung 3.15. Zur Realisierung
der Einspannbedingungen am Knoten 1 sind entsprechend (3.1.12) in den ersten zwei
Gleichungen noch die Steifigkeit C,, in der Hauptdiagonalen zu addieren (C,w;=0,
COO(P1:0).
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Die Gleichgewichtsbedingungen am Gesamtsystem sind exakt erfiillt: Lagerkraft
qL=10°N, Lagermoment "2qL*=5 10"Nmm.

3.24 240 =524 240 ] ] i i

540 12x10° -540 6x107 0 0 0 0

~3.24 540 6.48 0 -324 540 0 0

4 5 4
K- 240 & 10 0 24«10 =240 &% 10 i ] 105

0 0 =324 =340 648 ] =324 240
0 0 540 6x100 0 24x10° 540 6x10°
0 0 0 0 -324 -540 324 -540
0 0 0 0 240 6w 104 =540 1.2« 1(]5

5
pl =(0.167 9259 0333 0 0333 0 0167 -9.259) 10

uT=(D 1.543:-:1[11_E 2.212 0012 699 0016 125 D.Dl?)

fo(-12500 00000010

Abbildung 3.15: FE-Formulierung mit 3 gleichen Elementen

Die Durchbiegung w und die Verdrehung ¢ von exakter und FEM-Losung stimmen
praktisch iiberein. Das Polynom 4.0Ordnung der exakten Losung wird stiickweise durch
3 Polynome 3.0Ordnung sehr gut in Funktionsverlauf und erster Ableitung angenihert.
In Abbildung 3.16 sind dazu bei der FEM-Losung auch Werte im Inneren der FE auf-

Darchbiegung w Werdrehung phi
15 0.02
1a
0.01

5
0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.3 1 0 0.2 0.4 0.6 0.3 1

— exakt — exakt

000 FEM.-Lisung ©00 FEM-Lésung

Abbildung 3.16: Durchbiegung [mm], Verdrehung [1]

getragen.
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Unterschiede gibt es in den hoheren Ableitungen (den SchnittgroBen) und damit auch
in den daraus berechneten Spannungen.

7 Iloment v Caerkraft Fg

. /
410
-210° /
3100

; 510 /
110
0 -5 -10% /

0 05 B
exakt
— FEM-Lasung

1107

0 0.5 1
exakt
— FEM-Lisung

Abbildung 3.17: Moment [Nmm], Querkraft [N]

In den Elementmitten stimmt die Querkraft nach der FEM mit der exakten Losung ii-
berein.

3.3.3 Balkenelement, Querkraft-Biegung mit Langskraft

Die FE-Formulierung fiir ein Balkenelement, Querkraft-Biegung mit Lingskraft, er-
gibt sich aus denen von 3.1.1 und 3.3.1. Die Koordinaten des KraftgroBenvektors sind
arbeitskonjugiert zu denen des Verformungsvektors und die Streckenlasten q,, und qy
sind positiv in Richtung positiver Verschiebungen u bzw. w. Bei realen Balken wird
D, wenn die FE-Linge L groB3 gegeniiber den Querschnittsabmessungen der Quer-
schnittsflache A ist, sehr grof3 gegeniiber der 12 in der Steifigkeitsmatrix sein. Das ist
damit begriindet, dass die Langsverformungen u bei Biegebeanspruchung klein gegen-
tiber den Querverformungen w (Durchbiegungen) sind. Bei Transformationen entspre-
chend 3.3.4 werden diese Elemente der Steifigkeitsmatrix in (3.3.13) addiert. Um un-
erwiinschte numerische Versteifungseftfekte zu vermeiden sollte deshalb die FE-Lénge
L nicht zu gro8 im Vergleich mit den Querschnittsabmessungen gewéhlt werden. Als
grober Richtwert wird hier willkiirlich der Faktor 100 angegeben. Damit wird D fiir
einen quadratischen Querschnitt schon rund 10°.
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(S (S [§] (S
£y =Ky uy—p, (3.3.7)
© T
£b :(FuO Fwo Mo | Ful le Ml)
N T
u, :(uo Wo  Po | u W LPl)
. 2 2\t
b = L 9L 9" gL gL q,L
=b 2 2 12 2 2 12
D 0 0 |-D 0 0
0 12 6L | 0 —12 6L
& _EI O 6L 41 | 0 —6L 2I° D_A-L2
P pBl-D o0 0 | D 0 o|" 1
0 —12 —6L| 0 12 —6L
0 6L 2I*| 0 —6L 4I°

3.3.4 Transformation des Elementes in die Ebene (den 2D-Raum)

o

W

Z
Ty
)

3

Abbildung 3.18: Transformation der

Verschiebungen
u, =u-c, —W-S,
U, =u-s, +Ww-¢,
mit

C, =cosa, s, =sina

Nach Abbildung 3.18 sind die Transfor-
mationsgleichungen der lokalen Verschie-
bungen u und w in die globalen u, und u.

Die lokale Balkenldngskoordinate s des Bal-
kenelementes zeigt (vom Anfangsknoten
zum Endknoten) in die gleiche Richtung wie
die lokale Verschiebung u des Balkenele-
mentes.

(3.3.8)

Die Krifte werden genauso wie die Verschiebungen transformiert. Die Verdrehungen
¢; und die Momente M; behalten bei Drehung um die z-Achse ihre Richtung bei, i=0,1.
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Die Transformation des Elementes in die x,y-Ebene durch Drehung mit dem Winkel o
1st mit der Transformationsmatrix T

Ca —Su 0 0 0 0 (339)
S ¢ 010 0 O
0 0O 1]0 0 O 1 -
T= , T'=1", |17]=1
0 0 Ojfc, —-s, O
0 0 Ofs, ¢, O
0 0O 0]0 0 1
nach (3.3.10) durchzufiihren
€ c € c
f, = Kb'Hb_Eb (3.3.10)
€ € € € c
£:I£b:II_<b'Eb_IBb
(S (5] le 1 & (S
u=Tuy,= T u=T Tu,=u,
(5] € € 5] S (5] T (5] €
= f=Ku-p mit K=TK, T, p=Tp,

Die raumfesten KraftgroBenvektoren, Verformungsvektoren und Vektoren der dquiva-
lenten Knotenbelastungen durch die Streckenlasten sind dabei

Fix Fky

T
Mk] (3.3.11)

€ [§ € (5]
f:[ij Fiy M;

T
(ujx Uy @j|ukx Uy LPk)

e
u

(S € € € € € € T

P=|Pjx Pjyy Pjo [Px Pry Py

Formal kann die Elementsteifigkeitsmatrix wieder analog wie in (3.1.19) mit vier 3x3
Teilmatrizen geschrieben werden. Die tiefgestellten Indizes j und k geben dabei die
globale Knotennummer GK an mit der Anfangs- bzw. Endknoten des Elementes e in

der Gesamtstruktur verbunden sind.

] Ifjk :IET (3.3.12)

Kk

o
I
e Ao

Z.

L L
Codu—Sadw Suqu+cqu ng Codu—Salw Suqu+caqw _ng
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Dc +12s2 (D—12)e,s, —6Ls, , (3.3.13)
(S .
K= Ds2 +12¢>  6Le, p=2L
L I
sym. 41?2
Dci +125i (D—lZ)cOLs& 6Ls,,
S
Ky =2 Ds? +12¢2  —6Le,
L
sym. 412
~(Del +1252) (~D+12)e.s, —6Ls,
e e T EI 5 )

6Ls —6Lc, 217

a

3.3.5 Zusammensetzen von Balkenelementen in der Ebene

Das Zusammensetzen der Balkenelemente erfolgt vollig analog zu 3.1.6 beim Fach-
werk. Fiir ein aus 5 Balkenelementen zusammengesetztes Modell entsprechend
Abbildung 3.10

T Fix Ujx Pix (3.3.14)
N I . _ _
K=" | £=|Fy|> u=|uy|> Pj=|Py
Ky K M; @ Pi,

1 4 5 1 5 4
f K+ K +Ky K, Ki; K4
=1 1 1 2 2 Y
] Ko Ko+Ko Kos 0 u,
f, o 5 2 2 3 5 3 u,
¢ K K3 K3+ Ks3+ Ky Ki4
=4 4 3 3 4 |\U4

Ky 0 Ky K+ Ky

1 4 5

Pi+pPit D
by 1 2
Pa| | PatP2
p 2 3 5
= P3+ P33+ D3
P4 3 4

P4+ Py

Die Realisierung von Verformungsbedingungen an den Knoten ist auch vollig analog
zu 3.1.6 beim Fachwerk, mit der Erweiterung, dass als Knotenverformungen zusitzlich
zu den Verschiebungen in der Modellebene Verdrehungen senkrecht dazu vorgegeben
werden kdnnen. Der Knotenfreiheitsgrad ist 3.
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3.4 Mehrdimensionale Kontinuumselemente

3.4.1 Elastisches Feldproblem

V - Volumen mit Volumenelement dV
O =0, + 0, —Oberfliache mit Oberfldchenelement dO
O, — Opberfliche mit kinetischen-RB
(natiirlichen-RB)
O, - Oberfliche mit kinematischen-RB
(wesentlichen-RB)
— Dichte

Kraft pro Masseeinheit
— Kraft pro Oberflacheneinheit

=+ =h| O
|

_ (Spannungsvektor auf dO)
Abbildung 3.19: Volumen

n — Aullen-Normalen-Einheitsvektor
{ék}k:1,2,3 — Kkartesische Einheitsvektoren
Vereinbarungen:
X%, %5 ) ={x, | (3.4.1)
S —5 .3 1 firk=1
=¢C, ‘€ =
MU0 firk 21

V= kaek :Vkek = Vlel 5 V- el = Vkek . el = VkSkl = Vl

k
Spannungsdefinition:
t =t,& mitt, =oyn, (3.4.2)
Grundgleichungen:
e Kinetik:
GGB am differentiellen Volumenelement: 6y, +p-f; =0 (3.4.3)

kinetische RB: t, =oyn; =1t auf O,
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e Kinematik:

Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen: g, = %(uk’l +u ) in V (3.4.4)

kinematische RB: u, =u, auf O,

o Stoffgesetz (HOOKE)

O = O = Crimn€mn (3.4.5)

Bilanz:

15 Gleichungen: 3 GGB, 6 Verschiebungs-Verzerrungsbeziehungen, 6 Gleichungen
des Stoffgesetzes

15 Unbekannte: Uk, Okl, €kl
Zur numerischen Berechnung Uberfiihrung in Matrixschreibweise:

Definition der Vektoren:

T
G=[611 Oy O33 |012 Go3 013] (3.4.6)

€11 &xpn &3 |Y12 Y23 713] Yia = 2€y

[
[
)= P[f f5 3]T
t=]
[

£

(p

=)

t, ]

T
u = ul ]

Damit

Spannungsdefinition :

t=To, T=/0 n, 0 n; n3 O
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Grundgleichungen:

e Kinetik:
GGB am differentiellen Volumenelement: D' c+p-f=0 (3.4.8)

(), 0o 0 (),

T

I—)():O ()2 0 ()1()3
00 (), 0 (), ()

kinetische RB: t=To=t auf O

e Kinematik:
Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen: € = Du (3.4.9)
kinematische RB: u=u auf O,

e Stoffgesetz (HOOKE)
o=Ce (3.4.10)
Sonderfall: ebener Spannungszustand
Definition der Vektoren:

T

o= [GH Gy 612] (3.4.11)

:[811 €2 712] s Y2 =28
(pf)=p[fi £]

=t 6]
u= [u1 u2]
Damit
Spannungsdefinition:

(=To, T=|m O M (3.4.12)
- 77 7 10 n, n
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Grundgleichungen:

e Kinetik:

GGB am differentiellen Volumenelement: ]QT c+p-f=0 (3.4.13)

O, 0 (O
D”:[o <>,2<>J
T

kinetische RB: t=Tc =

e Kinematik:

Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen: e =Du in 'V

(3.4.14)

kinematische RB: u=u auf O,

o Stoffgesetz (HOOKE)
c=Ceg, C=C' (3.4.15)
. 1 v 0 E — Elastizitdtsmodul
C= S|V 1 0 v — Querdehnungszahl
I=v I-v E I-v E
0 0 — = = — Schubmodul
L 2 1-v* 2 2(1+v)

Gesamtfeldproblem (RWA):

Einsetzen (3.4.9) in (3.4.10) in (3.4.8) = 3 gekoppelte partielle Dgl 2. Ordnung in V

D'[C(Du)|+pf=0 (3.4.16)

RB auf O, (3 algebraische Gleichungen)

u=u (3.4.17)
RB auf O, (3 gekoppelte partielle Dgl 1. Ordnung)
TC(Du)=1 (3.4.18)
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3.4.2 Naherungsweise Losung
Die RWA (3.4.16) bis (3.4.18) soll (ndherungsweise) gelost werden.

Hier steht u wieder fiir einen Ndherungsansatz, der als Spezialfall auch die exakte Lo-
sung enthalten kann.

Starke Form

Jow'|DT(CDu)+ptf[dv=0 (3:4.19)

u=u
TCDu=t auf O,

Die Starke Form ist schwierig anzuwenden, da die Ansatzfunktionen fiir u alle RB er-
fiillen miissen. Die kinematischen RB auf O, sind algebraische Gleichungen und berei-
ten dabei wenige Probleme, aber die kinetischen RB auf O, sind Dgl und mit den An-
satzfunktionen i.a. nicht zu erfiillen.

Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials (entsprechend 6.6):
W=W,-W, =Min. (3.4.20)
W= (j chs)dV——j eTCe dV—— ,(Du)' C(Du)dv
W, =jvp£gd\/+j01 udo, jog ngzJ.Oll gd0+j0ufgdo

Die notwendige Bedingung aus (6.6.5) fiir das Minimum des elastischen Gesamtpoten-

tials stimmt vollstindig mit der Formulierung (2.2.1) (fiir w=u) aus der Schwachen

Form {iberein. Die Schwache Form setzt aber in jedem Falle die Existenz und Ver-
wendung von Dgl (1.1) voraus.

Energieprinzipien, im speziellen Falle das Prinzip vom Minimum des elastischen Ge-
samtpotentials, sind oft allgemeiner (auch ohne die Kenntnis der Dgl) anwendbar.
Deshalb wurde hier die Herleitung aus dem Prinzip vom Minimum des elastischen
Gesamtpotentials gewdhlt.
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Ubergang zur FEM:

Diskretisierung des Volumens V und damit der Oberfliche O. V wird in N Finite
Elemente (FE) eingeteilt (,,V wird mit einem FE-Netz {iberzogen®). Auf O, entste-
hen damit M Oberflichen. Wesentliche RB werden (auf FE-Ebene) nicht erfiillt =
0=0, O,=0. Vorgabe von wesentlichen RB erfolgt fiir das Gesamt-FE-Modell.

(3.4.21)

N ¢ e e

€
W= Z W =Min., W = W;— W, - elastisches Gesamtpotential des Elementes e

e=l

Algebraisierung durch Einflihrung von Néherungsansitzen fiir die Verformungen
der Elemente.

(3.4.22)

I

| Z o
—~~
[
N—"
<

Néherungsansatz fiir die Verformungen des Elementes e

|Zru S o |E o
|

[
[
N—

— Matrix der Formfunktionen von e

Vektor der lokalen Ortskoordinaten von e

< o |X

Vektor der Freiwerte des Ndherungsansatzes von e

Die Freiwerte des Néherungsansatzes fiir das Element e sind die Verformungen an den
Elementknoten.

Das elastische Gesamtpotential des Elementes e erfiillt keine wesentlichen RB, ist also
unabhingig von einer speziellen RWA. Die gesamte Oberfliche des Elementes kann
belastet werden. Damit kann das Element, wenn ein Teil seiner Oberflache zu O, ge-
hort, die dortigen Bedingungen erfiillen. Zusétzlich zu der Definition in Abbildung
3.19 sind aber auch Einzelkréfte auf O und in V (im Inneren von V) und Flichenlasten
in V (an im Inneren von V liegenden Fliachen eines FE) zugelassen, denn an jedem
Knoten i des Elementes diirfen Einzelkrifte F; angreifen(=Wy=v'F). Einzellasten und
Fliachenlasten im Inneren von V sind in Modellen der Kontinuumsmechnik kaum mog-
lich. Fiir andere physikalische RWA (z.B. Wirmeleitung oder Akustik) sind das
punkt- bzw. flichenférmige Quellen oder Senken, die in der Modellierung durchaus
sinnvoll sein kénnen.

In der folgenden Herleitung ((3.4.23) bis (3.4.25)) des elastischen Gesamtpotentials fiir
ein Element e wird der Kopfindex e weggelassen.
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W = W, - W, = Min.

(3.4.23)
W, = f (I QTd§) dv = ljng(_ig dv = %fV(D u)' C(Du)dV

:_j [ v)" C(DN(x ))y}d\/
__I [ ))" C(DN(x ))y}dv

W, = [ (pf) ng+j fgodova
= [ ( pf)" dV+j )y)dO+WF, Wp=> v;E=v'F

LN ()4 [N 140457E
%:Q:IV[(DN@)) Q(DN(K))X} dv +

—j (x) pfdvj Xo) tdO-

Der Niherungsansatz fiir das Element e erfiillt keine wesentlichen RB auf der Ober-
fliche O des Elementes e. Deshalb gilt fiir die Oberfliche des Elementes e: O=0O,,
0,=0. In der zu (3.4.20) zusétzlichen Endwertarbeit Wy an den Knoten 1 ist entweder
die Verformung v; vorgegeben (KraftgroBe F; ist unbekannt) oder die KraftgroBe F; ist
vorgegeben (Verformung v; ist unbekannt).

In (3.4.23) ist die FE-Formulierung fiir ein Element in den lokalen Elementkoordina-
ten

Kok ¥iok — Piok —fiok =0 (3.4.24)
Ky = j (DN(x))' C(DN(x))dV - Steifigkeitsmatrix

Viok = V - Vektor der Freiwerte des Naherungsansatzes
Piok = J.VN(K) (pf dV +I t dO, Xxg - Ortskoord. auf Rand O

- Vektor der (bekannten) aqulvalenten Knotenlasten

fi«=F - Vektor der zu v, arbeitskonjugierten Knotenlasten

Zur Assemblierung des Gesamtmodells muss noch mit der Transformationsmatrix T
eine Transformation in die globale Koordinatenbasis des Systems durchgefiihrt werden

fiok =Kok " Vigk =Pk = f=K-v-p (3.4.25)
K=T Ky T
f=T fig Vlok:IT vV, p=T-p
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Mit der Wahl der Elemente in V ist die Lage der globa-
o/ M len Knoten GK des FE-Netzes festgelegt. Diese werden
1 |GKy | . . . |GKjy| nummeriert.
N-Anzahl der Elemente,
(M+1)-(Anzahl der Knoten)/Element.
N |GK . . . |@GK
il b GK,n-globale Knotennummer des m-ten Knotens am n-

ten Element, n=1,2,....N, m=0,1,...,M.
Abbildung 3.20: Koinzi-
denzmatrix Danach lésst sich die Koinzidenzmatrix angeben.

Entsprechend (3.4.21) und (3.4.23) (wieder mit Kopfindex e fiir das FE-Element e in
globalen Koordinaten) ist

N e e e e (3426)
W:ZW:Min. mit f=K.v—-p aus a—W:Q , e=1.,N

e
e=l
0

'S o
—

oW
= f=K-.v- aus —=0
f=K-v-p o 2

Aus der Koinzidenzmatrix ergibt sich die Anordnung der Koordinaten der Element-
€ € ¢
vektoren f,v, p in den globalen Vektoren f, v, p des Gesamtsystems und der Ele-

€
ment-Steifigkeitsmatrix K in der globalen Steifigkeitsmatrix K des Gesamtsystems.
Sie werden dementsprechend (analog zu (3.1.21), (3.3.14) ) aufsummiert.

3.4.3 4-Knoten-Rechteck-Scheiben-FE
4-Knoten-Rechteck-(Scheiben-)Element (ebener Spannungszustand)

XY
4 3 0<x,<a
. =Xy, =
4% y
& :ga & :B
) 6106 <[0.1]
1 & 2 x=x Dicke h

Abbildung 3.21: 4-Knoten-Rechteck-
(Scheiben-)Element
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Formfunktionen

g(&)=1-¢, g(&)=¢ (3.4.27)
fl(ék)=go(§1) go(&z) (1 &1)(1—2;2)

fz(ak) g1(§1) go(az) él(l—gz)

f3(§k) gl(gl) g1(§2) &8

f4(<tok) go(él) g1(§2) (1—?51)%2

. ¥ ‘ (3.4.28)
u(gy)= SX(&I‘) =N(&) v
uY(&k)
ff 0|f, O[f, O[f, O
—(gk)_[o £10 £,]0 £5]0 fJ
€ € c [§ (S [§ € € (< T
X:|:Vx1 Vyl | Vx2 Vy2 | Vx3  Vy3 | Vx4 Vy4}

Eine der Formfunktionen fiir ein 4Knoten-
Rechteck-FE ist in Abbildung 3.22 darge-
stellt (Regelfldche). Die Rénder sind gerad-
linig begrenzt aber die Fliche ist gekriimmit.
Die Formfunktion hat an einem Knoten den
Wert 1 und an den drei anderen Knoten den
Wert 0.

Abbildung 3.22: Formfunktion fiir
4Knoten-FE
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Verzerrungen

e= Dﬁ I_>N§ (34.29)

f2 X 0 f3,x 0 f4,x 0
1,x f2,x f3,y f3,x f4,y f4,)(
_ (%) , & | &
a a a a
— 0 _(1_a1) 0 _i 0 i 0 (1_&1)
b b b b
0-8) (-8)| & (-%)|& &|0-a) &
i b a b a b a b a |

Steifigkeitsmatrix

f=K-v-p (3.4.30)

11 c
e K
K =a-b-h[[(DN)' C(DN)d¢de, = Eh ="
0 24(1—v ) K, K,
T
[ 5] 5] S a b
Kp =Ky, Ky=Ky, a=—, B:g

Die tiefgestellten Indizes 1 und 2 der Teilmatrizen der Steifigkeitsmatrix in (3.4.30)
geben lediglich die Zuordnung zu (3.4.31) an und haben keinen Bezug zu Knoten-
nummern.

(5]
Die Koordinaten des Vektors der dquivalenten Knotenlasten p ergeben sich aus den

Volumenintegralen der Massenkrifte und aus den Randintegralen der Flichenlasten
auf den Réandern des FE und sind fiir verschwindende Massenkrifte und Randflédchen-
lasten Null. Die Teilmatrizen der Steifigkeitsmatrix aus (3.4.30) sind

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012



Mehrdimensionale Kontinuumselemente Seite - 53 -
[ 8B+4a(1-v) 3(1+v)  —8B+2a(l-v) -3(1-3v) |  (34.31)
° o 3(1+v) 8o +4B(1-v) 3(1-3v) 4o0.—4B(1-v)
S o8p2a(1-v)  3(1-3v)  8B+da(l-v)  -3(1+v)
| 3(1-3v) 4o.—4B(1-v) =3(1+v) 8o+ 4B(1-v) |
—4B-2a(1-v)  -3(1+V) 4B—4a(1-v) 3(1-3v)
° =3(1+v) —4a-2B(1-v)  -3(1-3v)  -8u+2B(1-V)
Pl ap-da(l-v)  -3(1-3v)  4B-2a(l-v)  3(1+v)
3(1-3v) —8a+2B(1-v) 3(1+v) ~4o—2B(1-v) |

3.4.4 Beispiel: Rechteck
In Abblldung 3.23 ist das Mo

-

LT‘
—»
X

I%

py 7

Abbildung 3.23: Rechteck-

scheibe

scheibe mit Randlast

dell einer Rechteckscheibe dargestellt. Sie ist in 8x12
gleiche, quadratische FE diskretisiert. Die Rdnder oben
und rechts sind Symmetrierédnder, d.h. oben gilt v,=0,
Fy=0, rechts gilt entsprechend F,=0, v,=0. Die Réander
unten und links sind ohne Verformungsvorgabe. Auf
7/8 des unteren Randes wird eine Flichenlast p, einge-
leitet. Alle physikalischen Grof3en sind mit N und mm
dimensionslos gemacht.

Scheibenabmessung: L,=2000, L,=3000, h=10
FE-Abmessung: 250x250xh
Materialwerte: E=200, v=0.3

Belastung: p,=0.1

In Abbildung 3.24 sind die Knotenkréfte F, in x- und
F, in y-Richtung angegeben, am unteren Rand die ein-
geleiteten Kréfte in Richtung y (dquivalente Knotenlas-
ten) und am oberen bzw. rechten Rand die Reaktions-
krifte in Richtung y bzw. x. Thre Summe ist jeweils

gleich Null. Damit sind die Kréafte-GGB in x- und y-Richtung erfiillt. Natiirlich ist
auch jede Momenten-GGB senkrecht zur Modellebene erfiillt.

Abbildung 3.25 zeigt auf der linken Seite die vertikale Verschiebung uy, mit der ma-

ximalen Verschiebung uyma=1

45 an der rechten unteren Ecke. Auf der rechten Seite

von Abbildung 3.25 ist die Normalspannung o, mit |6,/=p,=0.1 im rechten Bereich
des unteren Randes. Die Spannungsberechnung erfogte nach der Losung des FE-
Problems aus den Verschiebungsableitungen iiber das Materialgesetz. Dabei sind die
Spannungen in den Elementmitten berechnet worden. An den Knoten entstehen, ent-
sprechend des Néaherungscharakters der FEM, Diskontinuititen des Spannungszustan-
des. Zur farblichen Darstellung sind die Werte zwischen den Ergebnispunkten inter-

poliert.
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'

3

ocoooo0ooo0oo 711 {10466 —209.38 21120 —214 60 21875 22271 22598 -228.11 -11443)
00000000 1434 1] 1] n n 1] 1] 1] n 0
ooaoooooo 14.67 1] 1] n n 1] 1] 0 n 0
ocooo0oo0o0oo0o 1504 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
ocooo0oo0o0oo0o 1512 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
oco0ooo0oo0o00o 1443 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
Fe=|]000000on Ia32 F},- 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
ocoaoooonoo Tea 1] 1] n n 1] 1] 0 n 0
oo0oo0o00000 055 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
ocooo0oo00 -1037 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
oo0ooo0o0o0o00 -2452 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
00000000 —4040 1] 1] 0 0 1] 1] 0 0 0
00000000 -2616) , U 125 250 20 250 440 250 250 125§

Abbildung 3.24: Knotenkrdfte in x- und y-Richtung

0.132

0.264

0,264

-0.09%

-0.084

My My

Abbildung 3.25: Verschiebung u, und Spannung o,

Es stellt sich ein nahezu homogener Spannungszustand mit ‘Gy‘ z%py =0.0875 ein.

Der homogene Spannungszustand gehort zu einem Modell, bei dem der gesamte unte-
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re Rand mit p, = %py =0.0875 belastet ist. Die zu diesem homogenen Spannungszu-

stand gehorige vertikale Verschiebung des unteren Randes ist u

3.4.5 Schiefwinklige (krummlinige) FE

y:%Ly:I.SUS.

Bei vielen Modellen ist es nicht moglich, die Geometrie des Gebietes genau genug
durch Rechteck-FE darzustellen. Abbildung 3.26 (aus ') enthilt zwei derartige (sehr

grob vernetzte) Beispiele.

*Y

AR

=

LA |

Abbildung 3.26: Modelle mit krummlinigen, schiefwinkligen FE

Auf den Rindern angrenzender FE muss C’-Stetigkeit (identische Verformungen)

@ X

QOriginalbereich

o

0@
(0)0

Bildbereich

Abbildung 3.27: FE, Original- und Bildbereich

O

G

herrschen. Das ist nur
moglich, wenn die Rén-
der Koordinatenlinien
lokaler FE-Koordinaten
sind. Um diese Forde-
rung fir allgemein be-
randete Viereck-FE zu
erfillen, wird die Geo-
metrie des  Originalbe-
reiches des FE in den
Bildbereich eines Ein-
heitsquadrates  abgebil-
det.

Fiir die Abbildungsfunk-

tionen der Geometrie werden Ansitze nach (3.4.32) gewéhlt. Die Abbildung muss ein-
deutig sein, d.h. jedem Koordinatenpaar x,y im Originalbereich ist eindeutig ein Koor-
dinatenpaar (;, {, im Bildbereich zugeordnet, ist aber i.a. nicht eineindeutig, d.h. nicht

analytisch umkehrbar.
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n

x(C)=) g(C¢)x;=g'x, i -Geometrie-Knoten-Nummer des FE (3.4.32)
i=0

Y(Ck) :Zgi (C.k)Yi ZgTz, G =G G
i=0

Man muss (3.4.32) nicht zwingend als Abbildung des Original- in den Bildbereich in-
terpretieren. Es ist mathematisch lediglich eine Parameterdarstellung fiir y(x).

Die Verschiebungsansitze werden im Bildbereich formuliert.

u, (G )= hj (Qk)uj —h"u,, j -Knoten-Nummer des FE (3.4.33)

Ma 10

uy (G) =

h] (Ck)v _hT_y

=0
n+l Anzahl der Knoten zur
A Geometriebeschreibung des FE
o 4 m+1 Anzahl der Knoten flir
Y die Verformungsansitze des
"y FE
W

Notwendige Bedingungen an
® ein FE:

1 e Starrkorperbewegungen
/ X (belicbige  Verschie-
Uxo | @ bung, kleine Verdre-

X hung) ergeben keine
Uyo Verzerrungen

'

e FEin iiber das FE kon-

stanter Verzerrungszu-
Abbildung 3.28: Starrkérperbewegungen stand muss sich abbil-

den lassen.
Aus Abbildung 3.28 ergibt sich bei einer Starrkorperbewegung

U, =u—wy, |u<<lI (3.4.34)

Uy =uy+wX

Wenn man fiir die Verschiebungen vollstdndige Polynome 1.0rdnung ansetzt, ergibt
sich ein konstanter Verzerrungszustand und (3.4.34) ist auBBerdem erfiillt.
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€xx = Uxox — & (3435)
u, =a,tax+a,y b konstanter
= Uu . =
uy, =by+bx+byy o ryy R Verzerrungszustand
’\{xy = ux’y +uy’x =4, + bl
Starrkorperbewegung:
aozuxo, alzo, azz_w

Die Verschiebungsansitze (3.4.33) und die Geometriebeschreibung (3.4.32) eingesetzt
in (3.4.35) fiir uy (analog fiir uy)

Z[hj (Qk)-<a0 +ax; —|—a2yj)] =ag+a, > g (G)x +a, g (G)y; (3.4.36)
=0 i=0 i=0

Koeffizientenvergleich ergibt

m

) a,: Z[hj(gk)]:1 (3.4.37)
2) a: g[hj@k)'xj}:: [&(Ck)‘xi]

n

3) a,: i_n;[hj(gk)'yj']: [&(Qk)'Yi]

=0

Bedingung 1) ist immer erfiillt, wenn die Formfunktionen h;(C,) der Verformungs-
ansdtze Lagrangesche Interpolationspolynome sind

e isoparametrische Ansdtze: m=n, hj=g; = 2) und 3) immer erfiillt

e subparametrische Ansétze: n<m = 2) und 3) erfiillt, wenn g;({y), i=0...n,
sich als Linearkombination der h;({y), j=0...m, ausdriicken lassen

e superparametrische Anséitze: n>m = 2) und 3) i.a. nicht erfiillt. Deshalb
sind FE mit superparametrischen Ansétzen i.a. abzulehnen.

Diese Aussagen gelten natiirlich auch fiir den 1D-Fall der Stab-FE aus 3.1. Das 2-
Knoten-Stabelement ist isoparametrisch

x(p)=>" &)X (3.4.38)
)
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und das 3-Knoten-Stabelement ist subparametrisch, denn die g;({;) (i=0,1) lassen sich
aus Linearkombination der hj({y) (j=0,1,2) ausdriicken

x (1) = Z} .2 (1) x; (3.4.39)

12
ho(M) 1 l 0
h(w)=(hi(w)]. T=| 2
hz(M) 0 5 1
(=) (go(n)
. h(u)_[ p ]_[gl(u)]

Die Steifigkeitsmatrix wird im Bildbereich berechnet

K= [ [DN(G)]' C[DN(¢,)]-dA(¢;) (3.4.40)

Dazu ist es notwendig die Matrix der Differentialoperatoren D( ), das Differential dA
der Fliache und fiir die RB das Differential ds des Randes in den Bildbereich zu trans-
formieren.

< )’X 0 ’X 8( ;Qk’x 8Ck (3'4.41)
D()=10 )y o) 1
( )’y ( )’X ’y dy ;Ck’y an

Die partiellen Ableitungen Cy,x und Cy,y sind i.a. nicht bekannt, da (3.4.32) i.a. nicht
analytisch umkehrbar ist.

()= )ox Xo, H( )y o, (3.4.42)

Mittels der aus (3.4.42) folgenden Jacobi-Matrix J({y) in (3.4.43), deren Elemente aus
(3.4.32) bekannt sind, lassen sich die notwendigen Ableitungen in (3.4.41) berechnen.
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(3.4.43)

()] () B
( ),Qz]i(ck)[( NE I(G)=

= [( )”‘]zi‘l(Ck) :

_ 1| Y 7Yy
l 1<C'k) - m _X’QZ X’Q, > ‘l(ck >‘ - X’Q1 y’Cz _X’Cz y’@l
1
( )’X _ l(gk) [y’Cz ( >’Q1 _y’Cl < >’Q2}
1

(G [_x’cz( )y g, >’C2}

Die Vektoren der Koordinaten-Differentiale spannen nach Abbildung 3.29 im Origi-
nalbereich das Parallelogramm
des Flichenelementes dA((y)

e d':iéi//f/’] auf.

Vo, 9628, dc, /
de |
///’/’j Y, dise,
X, dGi8,

Abbildung 3.29: Flichenelement dA((})

Dessen Grofle ergibt sich aus (3.4.44) iiber den Betrag des Kreuzproduktes der Vekto-
ren der Koordinaten-Differentiale.
dA(Qk ) €, = d_C)1 X d_C)z , ¢, - kartesische Einheitsvektoren, m=x,y,z (3.4.44)
d¢, = X,degkéx -+ y,dengy , k=1,2

X6, =6

mit €, X €,, = €, X €,, = 0 und e, X €,y =€, X &, =¢,

= dA(Cy) =|1(Cy )] dg S,

Der Rand eines FE liegt immer auf einer Koordinatenlinie s({;=(,(,=Cg) oder
s(§;=Cr,5=C) mit {e[0,1], {g=0,1. Aus Abbildung 3.29 ist abzulesen
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- 2 2 2 2
() = [ = (. 40 + (v dc)} = () + (v (34.45)
(=¢; oder (,
Mit diesen Transformationen ist die FE-Formulierung im Bildbereich
f h' 0
N f Uy 0 h (C.k)
1 pl T
K= [ [DN(G)] C[DN ()] (6] dedc,
1 pl Dy
p=J, Jy NG| ) PGlacdc,
Py
T 9x 2 2
#32 [iINt @] o e+ | o
R=0 Ry R
Fiir die Randintegrale mit den Randbelastungen g, und g, [N/m] gilt
R = (3.4.47)
0 (=G =0
1 (=G §=
2 (=G G =1
3 (=G =0

In (3.4.46) sind die Ansatzfreiwerte in u nach x- und y-Richtung sortiert. Das ist vor-
teilhaft zur Darstellung der Matrix der Formfunktionen N und zur numerischen Integ-
ration. Vor dem Einbau der Elementsteifigkeitsmatrix K in die Gesamtsteifigkeitsmat-
rix des Systems ist es sinnvoll noch durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen eine

Umordnung nach Knotennummern durchzufiihren.

3.4.6 4-Knoten-Schiefwinkliges-Scheiben-FE

Es wird die Steifigkeitsmatrix fiir ein allgemei-

nes, isoparametrisches

Achse.

4-Knoten-

@ Scheibenelement nach Abbildung 3.30 hergelei-
tet. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit liegt
der Knoten 0 im Ursprung des lokalen kartesi-
schen x,y-Systems und der Knoten 1 auf der x-

@ X Die Formfunktionen in (3.4.48) sind Produkte aus

linearen Lagrangeschen Interpolationspolyno-
. _ men. Diese sind (im Bildbereich) identisch mit
Abbildung 3.30: 4K-Element denen aus 3.4.3 fiir das 4-Knoten-Rechteck-FE
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fo(§)=1-¢, £(£)=¢ (3.4.48)
ho (k) =10 (&) fo(&2)=(1-G)(1-&;)

hl(Ck):fl(Q) (Cz) 531(1 C.»z)
hz(Ck):fl(Cl) ( ):C1C2
h3(§k):fo(C1) fl(Cz) (1—C1)C2

Mit diesen Formfunktionen ergeben sich die Parameterdarstellung der Geometrie und
die Verschiebungsansitze (3.4.49)

X0 X2 X3)Ta h(Ck>:(ho h, h, hs)T (3.4.49)

(
(Yo Yi Y2 Y3)T
)

)
)

«(C
H(C) ECE)} N(Ck)

y

hy, O0|h, 0|h, 0 |hy 0
N(G)= {0 hy |0 h |0 hy|O hJ

X:[VXO VyO | Vxi Vyl | Vx2 VyZ | Vx3 Vy3:|
Mit x=y,=y ;=0 wird

X(C) =61 (1=C) % +5i8ox, +(1-61) Goxy (3.4.50)
)= CiGay2 +(1-61)Cays

k
Xt (Ck) = (1 Cz)xl +C,X, — GoXs
Y, (Ck) = C2Y2 = G2Ys
Xog, (G ) =—Crxy +Gp%p + (18 ) x5
y,¢2(<§k)= Gy "‘(I—Cl)}’}

‘J(Ck )‘ =Xor, Yoo, X0, Yo, = X1¥3 T X (Yz - Y3)C.>1 + [Y3 (Xz —X ) - X3Y2]C2

Mit (3.4.50) konnen die partiellen Ableitungen nach x und y in der Matrix der Diffe-
rentialoperatoren D( ) entsprechend (3.4.43) gebildet werden. Spétestens ab hier ist es
sinnvoll die weitere Rechnung ausschlielich numerisch durchzufiihren.

Beispiel: Mit x,=(0 1 1.2 0.4)", y,=(0 0 0.9 0.7)", E=2, v=0.3, h=1 wird die Stei-
figkeitsmatrix K. Integriert wurde mit 3x3 Stiitzstellen (siehe 3.6). Eine Integration mit
4x4 Stiitzstellen ergab keine Abweichungen bei den angegegebenen Ziffern.
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s _ _ _ _ b
0746 0159 0482 Q.02 0.227 0278 0038 0027 (3.4.51)
0.15% 0723 0,146 0.186 -0.27s -0.115 -0.028 -0.7%4
-0482 0146 1.174 —-0.588 0115 -0.063 0807 0504
K 0082 0186 -0.583 1.522 =7575 10_3 -0.616 0504 -1.092
-0.227 -0278 0115 7575« 1[]_3 07762 0155 065 013
-0.278 0115 -0.0&3 -0.616 0,155 0741 0185 -0.011
-0.038 -0.028 -0.807 0.504 -0.65 0,185 1455 0662
0,027 -077%4  0.504 -1.0%2 0.13 -0.011 0662 1.897

Die Uberpriifung der Starrkorperbewegung mit beliebigen Verschiebungen vy, Vyst
und einer beliebigen Verdrehung g ergibt als notwendige Bedingung den Nullvektor.

Uy

1010101 0) vy (3.4.52)
0101010 1) vy

Yy

T
u,=(—yo Xo —YiI X; —Y» Xo —Yy;3 X3) Wy

AuBlerdem ist mit Vorgabe von entsprechenden Knoten-Geometrie-Koordinaten iiber-
priift worden, dass der Spezialfall des 4-Knoten-Rechteck-FE aus 3.4.3 enthalten ist.

3.4.7 9-Knoten-Scheiben-FE

In Abbildung 3.31 ist ein 9-Knoten-Element skizziert. Die Formfunktionen in (3.4.53)
sind (analog zu (3.4.48)) Produkte aus quad-
ratischen Lagrangeschen Interpolationspoly-
nomen (3.1.6). Fiir die Parameter wird hier
Gi=A, G=p gesetzt. Die Matrix N(A,u) aus
(3.4.53) gilt jeweils fiir x(A,n), y(A,w),
ux(A,p), uy(A,p), z.B. x(A, )= N(A, px.

In Abbildung 3.32 sind die Formfunktionen
fur die Knoten 0, 1 und 8 und eine Linear-
kombination davon dargestellt. Die weiteren
Schritte zur FE-Formulierung fiir dieses FE
sind vollig analog zu 3.4.5. Die resultierende
Steifigkeitsmatrix ist von der GroBe 18x18
Abbildung 3.31: 9K-Viereck-FE und kann hier nicht mehr sinnvoll dargestellt
werden.
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Abbildung 3.32: Formfunktionen 9K-FE

gogow | [artu-snluran-enntronp-3nr2u’-3u+1) (3453)
g 10N g o) T D R . DT P EY
g2 () g gl PRI SN DD NI B
golh) g (u) _g.}\z.,._,,z.k3.}\2.,._,,...4.}\.;,;2_4.}\.#
N(w ) = | 22022 | = PRI DS S
g1(A) g on) _g_}\z_ﬁ2+4_}\2_ﬁ+3.3.#2_4.}\.#
golr)-golu) 4_}\2_#2_2_}\2_#_5.)\.ﬁ2+3.}\.#+2.#2—#
golh g () D S PEL S LD 3 S I W
g1 810 160202 60— 16wl 16 p
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3.4.8 3-Knoten Dreieckelement

In Abbildung 3.33 ist ein 3-Knoten-Dreieck-FE skizziert. Ein Dreieck im Originalbe-
reich ldsst sich nicht eindeutig auf
ein Einheitsquadrat im Bildbereich
abbilden. Deshalb werden spezielle
Dreieckkordinaten (,, k=1,2,3, ge-
wihlt. Die 3 Koordinaten sind nicht
unabhingig voneinander (In der E-
bene gibt es genau 2, nicht parallele,
linear unabhingige Richtungen.)
Deshalb gilt in (3.4.54) die Neben-
bedingung 1) aus (3.4.37).

Abbildung 3.33: 3K-Dreieck-FE
x(G)=3"" e(G)x=g"x, y(G)=>" &(G)vi=g"y (3.4.54)
ux(@k) = Zizzohi (Ck)'uxi = hTEx ) uy(Ck> = Zizzohi (Ck)'uyi = hTHy

isoparametrisch = g; () = h; (¢, ) R hi (G )=Cys i=0,1,2
Nebenbedingung: 212: ol (C)=1 G+G+G=1

Die Formfunktionen h;({;) haben jeweils an je einem Knoten den Wert 1 und an den
beiden anderen Knoten den Wert
Formfunktion h0 0. Die Koordinatentripel ((;, &,
{3) der Koordinaten der Knoten
0 bis 2 sind (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1). Die Bedingungen aus
(3.4.54) ergeben ein Gleichungs-
system fiir die Koordinatenfunk-
tionen (. Ohne Einschrankung
der Allgemeinheit liegt der Kno-
ten 1 im Ursprung des lokalen
kartesischen x,y-Systems und
der Knoten 2 auf der x-Achse.

Abbildung 3.34: Formfunktion 3K-FE
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G =L (3.4.55)
1 Yo
X Xo X1 X|(G
Y[=1Yo V1 Y2[|C NN =Y, =0 <Q2:1—1_ _Xo| Y
1 111G X2 Xy ) Yo

C3 :l_Cl_Qz :i_ﬁl

X2 X2 Y0

Die zum Knoten k-1 gehorige Formfunktion ; ist jeweils eine Ebenengleichung, deren
Schnittgerade mit der x,y-Ebene auf der Koordinatenlinie (=0 liegt auf der sich auch
die anderen beiden Knoten befinden. Abbildung 3.34 zeigt die zum Knoten 0 gehorige

Formfunktion ;.

Transformation der Matrix der Differentialoperatoren D( ), des Differentials dA der
Flache und der Differentiale ds der Rander:

Wie in (3.4.34) werden die partiellen Ableitungen in der Matrix D( ) der Differential-
operatoren wieder iiber die Invertierung der Jakobi-Matrix bereitgestellt. Hier wird
(willkiirlich) {= 1-{;- (; als abhéngige Koordinate gewahlt

G=1-G -G

A %]dgz
= (X’Cl —Xog, )dQl + (X,Q —X,, )sz

LGS ) R

dg,

analog:  dy(C;C0C3) = (Yo, —Yoc, )4 + (¥, —voe, )4

Mit (3.4.54), (3.4.56) und x,=y,=y,=0 wird

(), = <>»x( Xog, —
( ’Qz ’X< ’C

Gy J [( )’X
[ ,J Hed|),)
Xogy TXoG Yog, 7Y,

’Qz ’Q3 y’Qz _y’Qs
| J | = X,¥o =2A, A - Dreiecksfliche

le)Z

X1

IR Y

—X2 Y

’c3)+( )sy (Yacl —Y»c3>

’c3)+( )y (Yacz —Y’cz)

Yo— Y2 _[X0o— X2

- Y

Yo
—X5 0

(3.4.56)

(3.4.57)
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und damit die partiellen Ableitungen nach x und y und das Differential dA der FE-
Flache

[( ), ] (3.4.58)

( )’x]_J1[< )’Ql]_i Yi=Y2 Y2=Yo
()’y B ()»gz |l| Xo =X X=X ( )

°Cy
1
On==0)s,
2
~ 1 Xy — X
oy s + 022 s
(o=t +2222(),,

dA = |l| = X,Yd(,dC,

Die Integration einer Funktion f((;,(,) tiber die Dreieckfliche des FE erfolgt entspre-
chend Abbildung 3.35 nach (3.4.59).

s
A (0
¢ NN

G dA(G,5)
s Lo
fd | 1

— Y
7 nql M“x\\ T
Rt

&
, P \. _
!
€ (@) x
Abbildung 3.35: 3K-Dreieck-FE, dA
R (3.4.59)

[tnc)da= [| [ £(c.¢)l9de e
A (=0]C,=0

Die Differentiale ds;, der Rinder k mit den Randkoordinaten s,, k=1,2,3, sind in
(3.4.60)

ds; = yx2 +y2-d¢ (3.4.60)

ds, = x,-d(,

ds; = \/(Xz _X0)2 +(y, _Y0)2 -dG
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Beispiel: Die Formfunktionen sind nach (3.4.54) linear in den Koordinaten {; (Produk-
te (i treten nicht auf). Mit x,=(1 0 4)", y=2 0 0)", E=2, v=0.3, h=0.5 wird die

Steifigkeitsmatrix K.

K" = (DN)" C(DN) = konst.
1 |1=(
_ _ Lo XaYo

= [aa=l1 [| [ depg=_li="20=A

A G=0{C,=0
K= [K'dA=AK’

A

Diese wird numerisch berechnet.
03844 0 02885 —0.1923 00962 01923

0 1.058% —01645 —-0.8242 01648
—0.2885 -01648 04911  0.267% -0.2026

—0.0%2 01648 -02026 -00755 02588

—0.1923 038242 0267% 07143 00755 0.109%

0.1%23 02747 —0.103  0.10%% -0.0833 016458

(3.4.61)

(3.4.62)

Die Uberpriifung der Starrkdrperbewegung mit beliebigen Verschiebungen vy, vy
und einer beliebigen (kleinen) Verdrehung o ergibt als notwendige Bedingung den

Nullvektor.

3.5 Randpunktelemente

(3.4.63)

Das 3-Knoten-Stab-FE aus 3.1.2 und das 9-Knoten-Scheiben-FE aus 3.4.7 haben je-
weils einen Mittenknoten in Stab- bzw. Flichenmitte. Die Formfunktionen dieser Kno-
ten haben nur Auswirkungen im Gebiet des FE. In der Gesamtsteifigkeitsmatrix des
Systems gibt es keine Kopplung zu Knoten auBlerhalb des FE. Die Mittenknoten ver-
groflern aber die Anzahl der Unbekannten und gehen voll in die Bandbreite des Ge-
samtgleichungssystems ein (Wahrend ein im Gebiet eines Scheiben-Modells liegender
Eckknoten i.a. zu vier Viereckelementen gehdrt und demzufolge nur ,,zu einem Vier-
tel” in die Zahl der Unbekannten und in die Bandbreite eingeht.). Deshalb ist es sinn-
voll, derartige Mittenknoten im FE zu eliminieren. Damit kann erhebliche Einsparung

an Speicherplatz und Rechenzeit erzielt werden.
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3.5.1 Modifizierung der Formfunktionen

Man kann nicht einfach die Formfunktionen der Mittenknoten und damit diese Knoten
,weglassen®. Dann wire die Bedingung 1) in (3.4.37) nicht erfiillt, das FE wiirde die
Starrkorperbedingungen und den konstanten Verzerrungszustand nicht enthalten und
wire demzufolge unbrauchbar. Die Formfunktion des Mittenknotens muss vollstindig
(Summe aller Faktoren ist 1) auf die Randknoten aufgeteilt werden. Das geschieht
zweckmaBiger Weise durch eliminieren des Gliedes mit dem hochsten Polynomgrad in
allen Ansatzfunktionen. Wenn die FE-Formulierung des vollstindigen FE schon be-
kannt ist, kann man dieses Ziel durch Multiplikation mit einer entsprechenden Trans-
formationsmatrix T erreichen. Am Beispiel des 3-Knoten-Stab-FE

2p% —3p+1 L (35.1)
u(p) =307 g u=g'u., g=|—4’+4n |, T= f

1L
1
gal © 2 M| A 1 /!
K=-—|-8 16 —8|+—@-LY| 1 8 1], p=2:|4
3L 15L | s
B — 1 2
2
211 !
1 —1] (B-L 5 1
Tk 1T =22 TRCATE [ R S
L=t s P75
2

Die FE-Formulierung (3.1.7) fithrt mit der Matrix T auf die von (3.1.5). Damit wird
das 3K-FE auf das 2K-FE zuriickgefiihrt und bringt demzufolge diesem gegeniiber
keine Verbesserung. Ein derartig erzeugtes Randpunktelement ist generell schlechter
(steifer) als das vollstdndige Element.
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Analoges Vorgehen fithrt mit der Elimination des Gliedes (A-p)* der Formfunktionen
des 9K-FE (3.4.53) durch vollstindige Aufteilung der Formfunktion des Mittenkno-

tens auf die Formfunktionen (3.5.2) des 8K-FE

10000000 !

T= TNOLw) =

[y

R T LI S

4 2

1 e DL T S S )
00000100 -

5 B D S S S e

_ 2 2
00000010 — L dhop” —dhp —dp” +4p

4

1
booooo00 1 —

4
1
01000000 - S ) ) )
2 L N B AR RIS WY I IR J
-1
00100000 — axtu—an?_anpran
. ol raatioagtoaaon
00010000 -
2 Ay -1

(3.5.2)

Diese sind in Abbildung 3.36 (im Vergleich zu Abbildung 3.32) dargestellt. Die Form-
funktionen der Seitenmittenknoten sind {liber die Seite quadratisch und orthogonal dazu
nur noch linear. Durch analoges Vorgehen kann auch z.B. zusitzlich ein Seitenmitten-
knoten eliminiert werden. Damit kénnen Ubergangselemente fiir den Ubergang von

4K-FE auf 8K-FE erzeugt werden.

alchion Mredl

Abbildung 3.36: Formfunktionen fiir SK-Randpunkt-FE

V.Ulbricht/V. Hellmann
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3.5.2 Statische Kondensation

Bei der statischen Kondensation werden die Mittenknoten durch Teilinversion der
Steifigkeitsmatrix eliminiert. Dadurch wird die Qualitdt des Elementes vollstindig bei-
behalten. In (3.5.3) sind die Vektoren f und u so geordnet, dass in f;, u; und p, die
GroBen der Randknoten und in f5, u, und p, die GroBen der zu eliminierenden Mitten-
knoten zusammengefasst sind.

f=K.u—p, f= f , K:[K“ 1212], u— u, o= P (3.5.3)
B f, Ko Ky u, -~ P2

Durch Teilinversion der Matrix K wird daraus mit K»,™

=Kot +Kata = 5 8 =Kal (o4 pa Koty (354)

-1
£ =Ky +Kjpuy —p =Ky + KKy, (£2 TP KZIHI)_EI

—1
f, P —KpKyp,
X:KSKV.K_ESKV’ X: 2 BSKV: —1 ’
u, —K»p,
~1 —1
Ko K =K KKy —KpKy, « [ U
—=sKv 7 -1 —1 A
—I_<221_<21 _KZZ £2

Aus (3.5.4) ergibt sich die FE-Formulierung fiir das statisch kondensierte Element

ok =Kl =P (3.5.5)
-1 -1 -1
fx = (£1 _Iﬁlzgzzﬁz) » Kk = (Kn _ISUISZZISZI) > Psk = (El _Klzgzzgz)

u, = <_I—<;211—<21)El +Kp» (£2 "‘Ez)

Fiir u, konnen keine (wesentlichen) RB vorgegeben werden.
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Beispiel: 3-Knoten-Stab-FE

Am Mittenknoten 1 wird keine Kraft eingeleitet (f;=0). Die Steifigkeitsmatrix K5 und
der Vektor der dquivalenten Knotenlasten p; aus (3.1.7) sind in (3.5.6) aufgefiihrt.

742 —s4+1p 1-Lp (3.5.6)
5 5 10 |
EA 1 8 1 qL 2
K;=—|-84-b 164+=b —8-+—b|, p;=-—|4|, b=(B-L
3L 5 5 5 B3 =g | (B-L)
-1y s 742
10 5 5

Zuerst wird mit der Matrix T umsortiert, so dass die GroBlen f;, u; und p; entsprechend
(3.5.3) am Ende der Vektoren f, u und p stehen.

7+%b I—Lb —8+lb (3.5.7)
EA f 13 i PO
K=TK,T'=—"~| 1-—b 7+Zb —8+—b|, T=|0 0 1
3L 10 5 5
| | X 0 10
—84+=-b —84+=-b 164-b
5 5 5
L1
q
=To, =—|1
P=2Ps =",
4

Die zu (3.5.5) analoge Losung der statisch kondensierten Steifigkeitsmatrix Kk und
des statisch kondensierten Vektors der dquivalenten Knotenlasten pyx des 3-Knoten-
Stab-FE sind in (3.5.8)

2
7+2b—b, 1-Lb_b, L8+lq (3.5.8)
« _EAl s 10 b 5
R ) B 2 C 8
l-—b—b, 7+=b—b, 16+_b
10 5 5
8+ b
L 1 0T s
Psk :%(1_4%)[1]’ q :—g
16+b

Fiir b=0 (keine elastische Stiitzung) ist das die Losung fiir das 2-Knoten-Stab-FE. Die-
ses stellt dafiir schon die exakte Losung dar, lasst sich demzufolge nicht ,,verbessern®.

In 3.1.3 sind Losungen fiir das 2-Knoten-Stab-FE und das 3-Knoten-Stab-FE der exak-
ten Losung vergleichend gegeniibergestellt. Gemeinsam ist die Anzahl der Unbekann-
ten des jeweiligen
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Modells (5 Unbekannte). Mit 5 Unbekannten kénnen aber auch 4 statisch kondensierte
2-Knoten-FE verwendet werden. Die zugehorige Losung (uss) in Abbildung 3.37 ist

praktisch nicht mehr von der exakten Losung zu unterscheiden (Abweichungen in der
4 .Stelle).

Verschiebung u
0.24
027 0.1 0.1
0.1225 01223
0.2 Ugy = | 0.126 Uzgk = | 0.1261
0.1369 0.1374
0.1 0.2368 0.2355
0.16
0.1 0.1
0.14 0.1242 0.1232
o up = | 0.1251 ug = | 0.1285
0.12
0.1279 01338
02189 0.2276
n1

0 0.2 0.4 0.4 0.5 1

— exakt

o 00 2E FEM-Lésung (4 Elemente)

+++ SE FEM-Lésung (2 Elemente)

000 2K stat KEondens. FEM-Lésung (4 Elem.)

Abbildung 3.37: Vergleich 2K-, 3K- und 2K-kondensierte- Stab-FE

Diese Losung ist identisch der Losung mit 4 (nicht kondensierten) 3-Knoten-Stab-FE.
Dieses System hat dann aber 9 (statt 5) Unbekannte. Der numerische Aufwand zur
Losung des zugehorigen Gleichungssystems ist damit um ein vielfaches hoher.

3.6 Numerische Integration

Das Integral in (3.4.30) zur Berechnung der Elemente der Steifigkeitsmatrix ist prob-
lemlos analytisch zu losen, da der Integrand ein Polynom in §&; und &, ist. Im Allge-
meinen miissen die Werte der entsprechenden Integrale in (3.4.46) durch numerische
Integration ermittelt werden.

Alle Mittelwertformeln zur numerischen Integration ersetzen das Integral {iber eine
Funktion durch eine Summe (mit a;) gewichteter Funktionswerte dieser Funktion:

1= ) dx =3 agF(x;) + Rest (36.1)

i=0
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Hier sei ein festes Intervall [0,1] vorgegeben. Jedes andere, endliche Intervall [b,c] 148t
sich durch Anderung der Skalierung und Verschiebung auf dieses Intervall zuriickfiih-
ren.

x; €[0,1], x, €[b,c] (3.6.2)
X, =(1—x,)b+x,c=b+(c—b)x,

In den nachfolgenden Integrationsformeln sind die zu integrierenden Funktionen voll-
stindige Polynome vom Grad n. Stiitzstellen x; und Gewichte a; bestimmt man so, dass
diese Polynome exakt integriert werden. Die Nidherung bei der Integration einer belie-
bigen Funktion f(x) besteht darin, dass diese Funktion durch ein zu integrierendes Po-
lynom punktweise angendhert wird (an den Stiitzstellen gleichgesetzt). Daraus resul-
tiert der Integrationsfehler (Rest ungleich Null), wenn die zu integrierende Funktion
kein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n ist.

Gibt man die Stiitzstellen x; fiir n=1 mit 0 und 1 vor, ergeben sich die Gewichte a;
= I dx—co+;cl—a0f(0)+af(l) agcy +a;(co+¢;)

Koeffizientenvergleich ergibt:

Co: l=aj+a | 1 )

| - 30231:5 = I:g(;aif(xi)ZE[f(O)+f(l)]
C i —=a

2
und fiir n=2

n=2: f(x)=cotex+e,x>, X,=0, X, ==, x,=1 (3.6.4)

1
2
I= I dx c+1c+1c Zzza(c +cx+cx2)
0T yaT30 = “ (| 2
Koeffizientenvergleich ergibt:

Cy: l=aj+a,+a,
Y= Va+a, “=7

erfiillt auch: / I dx = Z:alx1 = genau bis X’

1= St () ~¢[(0)+ar( )+ ()]
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Die Funktionswerte f(x;) miissen oft aufwendig berechnet werden. Deshalb besteht das
Ziel darin, das Integral I in (3.6.1) mit wenigen Funktionswerten bei hoher Genauig-
keit zu ermitteln. Das gelingt dadurch, dass sowohl die Gewichte a;, als auch die Stiitz-
stellen x; variabel zugelassen werden. Mit diesen 2(n+1) Bedingungen ldsst sich ein
vollstindiges Polynom bis zum Grad 2n+1 exakt integrieren (Rest=0). Die Gewichte
und die Stiitzstellen werden aus den entsprechenden Koeffizientenvergleichen be-
stimmt. Fiir n=0 ergibt sich:

n=0: f(x)=cy+cxx (3.6.5)
1 1

Koeffizientenvergleich ergibt:

Co: l=a, a; =1

— 1

C: —=2ayX Xg ==
1 0%o 0

2 2

und entsprechend fiir n=1
n=1: f(x)=cy+cx+cx" +05%° (3.6.6)
1 1 1 1
jof(x) dx = ¢, Foe et e = aof (x0)+a,f(x)

_ 2 3 2 3

Koeffizientenvergleich ergibt:

Co: l=a,+a, 1
2 X 1(1 ! J
= o~ A~ T
1 1
1 3 3 X1 == 1+—

oS5 3]

In Tabelle 3.1 sind die Stiitzstellen x; im Intervall [0,1] und die entsprechenden Ge-
wichte g; bis n+1=9 zusammengestellt
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Anzahl
Stiitz- Stiitzstellen x; Gewichte a;
stellen
n+l
1 X()ZO.S a0=1
’ x;=0.78867513 a;=0.5
X0:1—X1 dp— a1
x,=0.88729833 a,=0.27777778
3 x;=0.5 a,=0.44444444
X()Zl— X2 ap—ap
x3=0.93056816 a;=0.1739274
4 x,=0.6699905 a,=0.32607258
Xlzl- X2 a;—ap
X()Zl— X3 ap—as
x4=0.9530899 a,=0.11846344
x3=0.76923466 a;=0.23931434
5 x,=0.5 a,=0.28444444
x;=1- X3 a;=az
onl- X4 Ap—ay4
x5=0.96623476 as=0.08566225
x4=0.830604693 a,=0.1803808
6 x3=0.61930959 a3=0.23395697
X2:1- X3 ar=as
X1:1- X4 aj—ay
Xo=1- X5 ag=as
x6=0.97455396 a=0.06474248
x5=0.87076559 as=0.13985270
x4=0.70292258 a,=0.19091503
7 x3=0.5 a;=0.2089796
X2:1- X4 Ar=ay
X1:1- X5 aj—as
Xo=1- X¢ ag=ag
x7—0.98014493 a;=0.05061427
x6=0.89833324 as=0.11119052
x5=0.76276621 as=0.15685332
3 x4=0.59171732 a,=0.1813419
X3:1— X4 az=ay
X2:1- X5 ar=as
x;=1-X¢ a;=ag
Xo=1- X7 ap=ay
x5=0.98408012 ag=0.04063719
x7=0.91801555 a;=0.09032408
x6=0.80668572 as=0.13030535
x5=0.66212671 as=0.1561735
9 x4=0.5 a4,=0.16511968
X3:1- X5 asz=as
X2:1— X6 Ar=ag
X1:1- X7 a|=ay
X():l- Xg ap—ag
Tabelle 3.1: GAUSS-Stiitzstellen und —Gewichte
Siehe hierzu zur Herleitung und zugehorigen Beispielen auch.’
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Zur numerischen Integrationen mit k=n+1 Stiitzstellen wird der Integrand durch ein
Naherungspolynom der Ordnung 2k-1=2n+1 angendhert. Aus dieser Ndherung resul-
tiert der Fehler. Das Ndherungspolynom wird exakt integriert.

Bei den Doppelintegralen in (3.4.46) wird das Integral durch eine Doppelsumme er-
setzt. Das entspricht der Produksumme zweier Polynome in {; und {, der Ordnung
2n+1.

K'(¢)=[DN(¢, )] C[DN(¢)][7 (¢ ) (36.7)
1_<:f01f011_<*(gk)dcldg2 :anznjai a;-K'(G,¢;)+ Rest

Wegen |J| im Nenner bei D( ) aus (3.4.43) sind die Elemente von K ({) keine Polyno-
me und die notwendige Anzahl von Integrationsstiitzstellen fiir das Integral in (3.6.7)
ist z.B. iiber Konvergenzuntersuchung mit steigendem n zu ermitteln.

Die Gleichungssysteme in (3.6.3), (3.6.4) sind linear, wihrend die in (3.6.5), (3.6.6)
nichtlinear sind. Die Stiitzstellen x; sind aber im Intervall [-1,1] die Nullstellen der Le-
gendreschen Polynome und diese lassen sich iiber eine Rekursionsformel berechnen.
Dadurch ergibt sich wieder ein lineares Gleichungssystem fiir die Gewichte a;.

Beispiel zur numerischen Integration: Die analytisch integrierte Steifigkeitsmatrix K

fiir das 3-Knoten-Stabelement mit den quadratischen Formfunktionen g; aus 3.1.2 ist
(3.6.8)

K=EBA(N+BM), Nij(u)=gf(n)-gj(n), Mi;()=gm) g (3.6.8)

L 1 ..
NlaJ:LL/;)Nl,J(l‘L)dl‘L’ Ml,]:LL/:)Ml,J(M) dLL, 17_]:07172

1
7 —8 1 21—
Ne—|-8 16 -8, M=X|1 8 1
T . 15|
B — 1 2
2

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012



Numerische Integration Seite - 77 -

mit den symmetrischen Matrizen

(-3 4(4u—3)(1—2) (4p—3)(4u—1) (3.6.9)
N*(u):% 16(1—2p)° 4(1—2p)(4p—1)

sym. (4@—1)2

4(1—u)2[%—u]2 8(1—u)2[%—u]u —4(1—u)[%—u]2u
M’ ()= 161% (1—p)° —8(1—u)[%—u]u2

sym. 4[%—@]1&

Die numerische Integration mit 2 bzw. 3 Stiitzstellen (genau bis Polynom 3. bzw. 5.
Grades) ergibt

1 |78 e 1 l_ﬁ (3.6.10)
. 3
N=LY Ja - N'(jy)|=—-|-8 16 -8, gz—[], ==
L 201)7 = 2
i=0 3 1 -8 7 1+£
3
6 3 > -2
2 . L 2 1 > 1 :
MzL;[ai-M(ui)]:;S 3024 3], a= 8 p=of 1
1=
_é 3 6 5 1+\/§
2 5

Der Vergleich von (3.6.8) mit (3.6.10) bestitigt, dass die numerischen Integrationen
fiir den entsprechenden Polynomgrad exakt sind.

Die numerische Integration der Matrix M in (3.6.11) mit nur 2 Stiitzstellen ergibt
noch maximale Fehler von iiber 50%. Die Elemente von M sind Polynome 4.Grades,
mit 2 Stiitzstellen wird aber nur ein Polynom 3.Grades exakt integriert.

5 5 _2 (3.6.11)
1 L 2
My =LY M (=L 5 20 s
i=0
2
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4 Erganzungen, spezielle Probleme der FEM

Die in 3 dargestellten Methoden sind geeignet zur Losung statischer Probleme (ohne
Beschleunigungen und den daraus resultierenden Trigheitslasten also Tragheitskréften
und -momenten) und fiir kleine Verformungen und kleine Verzerrungen.

4.1 Dynamische Probleme

Es werden auschlieBlich harmonische, ungedimpfte Schwingungen mit der Kreisfre-
quenz o betrachtet. Fiir ,,.Beispiel Zugstab® gilt c=0 (ungeddmpft). Harmonische Ab-
héngigkeit von der Zeit t ergibt mit einem Produktansatz fiir die Verschiebung

ﬁ(x,t)zu(x)-h(t), z.B.: h(t):coswt (4.1.1)
i(x.t) =~ -u(x)-h(1), (1) = dz;ﬁt) — _h(1)

F(x,t)=F(x)-h(t), p(x.t)=p(x)-h(t)

Nach (1.6) wird p* ersetzt durch —%wz . Damit wird aus (3.1.5) fiir die Amplituden

der Schwingung des 2-Knoten-Stabelementes e

32 P2 (4.1.2)
E
(] c 26 (] (]
f=|K-w M]-g—g
(&} c (&}
e |f _F e e 1
e e e = 2 1
f1 F ui
C_EA(1 1) e pAL(2 ]
= Ll=1 1] = 611 2

Uber das Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials entsprechend 6.6
ergibt sich (4.1.3) aus (6.6.8) fiir ein FE (ohne Kopfindex e) vollig gleich zu (4.1.2)
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7-h*(t) = Min. = (4.1.3)

W:%ET(K—sz)E—BTE—ﬁTE:Miﬂ-

I_(:EAfgfl -g{fdx, szAfgu '&Tldx

=q8, » ﬁzFbEE(x:b)—FagE(X:a)

—=(K-wMJu—p—£=0

Fiir mehrdimensionale Kontinuumselemente wird aus (3.4.23) in volliger Analogie fiir
ein FE

(4.1.4)

Die Assemblierung eines Gesamtmodells aus einzelnen FE erfolgt analog zu z.B. 3.1.6
und ergibt fiir das Gesamtsystem

f=(K-wM)v—p (4.1.5)
M ist die zu den Trigheitslasten gehorende Massenmatrix. In (4.1.5) sind die Glei-
chungen fiir harmonische Erregung mit den Amplituden f und p zur vorgegebenen
Kreisfrequenzo ® oder mit £ =0 und p=0 fiir das Eigenwertproblem

(1_(— wzl\_/l)y =0 = Det(lg— sz) —0 (4.1.6)
— Eigenwerte w? , Eigenvektoren v,

mit den diskreten Eigenwerten o;” und Eigenvektoren v;. Das Eigenwertproblem ist ein
homogenes Problem. D.h., auch die zu (4.1.6) gehorigen RB sind homogen.

Die Steifigkeitsmatrix K ergibt sich aus der Integration der Quadrate der Gradienten
der Formfunktionen und die Massenmatrix M aus der Integration der Quadrate der
Formfunktionen selbst. Deshalb muf} (wie in (3.6.8) bis (3.6.11) gezeigt) die Massen-
matrix bei der numerischen Integration mit hoherer Stiitzstellenzahl und damit mit ho-
herem Aufwand integriert werden.

Deshalb wird oft mit einer reduzierten Massenmatrix M,y gerechnet. Die Gesamtmas-
se m jedes Elementes wird als Punktmassen mg=m/n, auf die n. Knoten des Elementes
verteilt und die daraus resultierenden Trigheitslasten zu den Knotenlasten f addiert.
Zur Berechnung von M, ist keine Integration erforderlich.

=0 = MR (4.1.7)
ired:£+mKw2X9 m=n, -myg
fu=Kv—p = [=(K-wMy)v-p, M, =ml
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In (4.1.7) enthidlt v ausschlieBlich Verschiebungen. I ist eine Diagonalmatrix, eine
Einheitsmatrix. Bei Strukturelementen mit Verdrehungsfreiheitsgraden stehen an den
entsprechenden Stellen in I Nullen, weil die Drehtragheiten der Punktmassen Null
sind. Auch die reduzierte Massenmatrix des aus den einzelnen FE assemblierten Ge-
samtsystems ist eine Diagonalmatrix. Daraus entstehen zusétzliche Vorteile bei der
Losung des (4.1.6) entsprechenden Eigenwertproblemes mit M,4 statt M.

Beispiel: Eigenkreisfrequenzen o; fiir einen Fachwerkstab mit den dimensionslosen
Parametern Steifigkeit EA/L=1 und Masse pAL=1. Der Stab ist nicht gelagert.

Eigenkreisfrequenz ®; mit|Eigenkreisfrequenz ®; mit
vollstdndiger Massenmatrix |reduzierter Massenmatrix
Anz.FE > 3 > 3
1 3.4641 2
2 3.4641 6.9282 2.8284 4
3 3.2863 7.3485 3 5.1962
4 3.2228 6.9282 3.0615 5.6569
5 3.1935 6.6999 3.0902 5.8779
6 3.1776 6.5727 3.1058 6
10 3.1545 6.387 3.1287 6.1803
20 3.1448 6.3091 3.1384 6.2574
100 3.1417 6.2842 3.1415 6.2822
exakt 1=3.1416 21=6.2832 |n=3.1416 21=6.2832

Tabelle 4.1: Stab, Eigenkreisfrequenzen m. vollst. u. red. Massenmatrix

Bei dynamischen Problemen ist es nicht notwendig, die Starrkdrperbewegungen zu
behindern. Die zu den Starrkoérperbewegungen gehorigen Eigenkreisfrequenzen o; des
Systems sind Null, da die Innere Energie bei starrer Bewegung Null ist (im Beispiel ist
®,=0). Es existieren im Beispiel Anz.FE+1 diskrete Eigenkreisfrequenzen w;. Die Ge-
nauigkeit der Eigenwerte und Eigenvektoren nimmt mit steigender Ordnung ab (w;;
ist ungenauer als ;). Oft werden nur die unteren Eigenwerte benotigt.

Die Eigenkreisfrequenzen des Einzelelementes dndern sich bei Verwendung von M,q
statt M betrachtlich (vgl. fiir Anz.FE=1 in Tabelle 4.1), sind aber i.a. beide nicht ex-
akt. Mit Erhohung fiir Anz.FE konvergieren beide Losungen von oben (zu steifes Sys-
tem) oder von unten (zu weiches System) gegen die exakte Losung.

4.2 GroRe Verformungen (1D: ebener schubweicher Balken)

Bei der Formulierung von Problemen der Kontinuumsmechanik kann man in drei
Problemklassen einteilen:

e Theorie 1.0rdnung: die Verformungen sind sehr klein gegeniiber den Abmes-
sungen des Kontinuums (Gleichgewicht am unverformten Kontinuum) , das
Materialgesetz ist linear = lineare Theorie
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e Theorie 2.0rdnung: die Verformungen sind sehr klein gegeniiber den Abmes-
sungen des Kontinuums (aber Gleichgewicht am verformten Kontinuum) , das
Materialgesetz ist linear = lineare Theorie (lineare Verzweigungsprobleme,
z.B. fiir die Berechnung von Knicklasten bei druckbeanspruchten Stiben oder
Beullasten bei druckbeanspruchten Scheiben)

e Theorie 3.0rdnung: die Verformungen sind beliebig grofl (Gleichgewicht am
verformten Kontinuum) und/oder das Materialgesetz ist nichtlinear = nichtli-
neare Theorie.

Die o.a. Aussagen tliber die Arten der Gleichgewichtsbedingungen treffen fiir die klas-
sischen Formulierungen der Grundgleichungen zu und gelten sinngeméB fiir Energie-
und Variationsformulierungen.

Hier wird die Theorie 3.0rdnung betrachtet, ausschlieBlich fiir groBe Verformungen
(Verschiebungen und Verdrehungen) bei kleinen Verzerrungen (lineares Materialge-
setz). Gebietsbelastung (Streckenlast) wird nicht beriicksichtigt. Abbildung 4.1 defi-
niert Geometrie, Verformungen und zugehorige SchnittgroBen am differentiellen Ele-

Y

c,=cosc,8, =sina
ds =nda

Abbildung 4.1: Balkenelement, Definitionen

ment ds der Schwerpunktlinie eines
schwach gekriimmten (|z|ax/11<<1),
ebenen Balkens.

s - Bogenkoordinate

z — Koordinate der Quer-
schnittsflache

- 11 - Kriimmungsradius
- ugu, - korperfeste Verschie-
bungen

- UyUy - raumfeste Verschie-
bungen

- @ - Verdrehung
- Fy, Fq - Lings-, Querkraft
- M - Biegemoment
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Es wird das in 6.7 beschriebene Variationsprinzip in Zuwuchsformulierung verwendet.

Abbildung 4.2: Drehglieder

Alle Gleichungen sind in physi-
kalischen Koordinaten.
Abbildung 4.2 definiert die In-
kremente der korperfesten Ver-
schiebungen und ,,Drehglieder*
der Schnittkrifte aus dem geo-
metrisch nichtlinearen Glied.
Das Drehglied der Langskraft Fi.
entsteht durch Drehung mit dem
Inkrement di) und das der

Querkraft Fo mit de. Diese
Glieder resultieren ausschlief3-
lich aus den vor dem Aufbrin-
gen des jeweiligen Lastinkre-
mentes schon  vorhandenen
Schnittkraften. Dazu kommen
noch die Inkremente, die sich
aus dem Aufbringen des Lastin-

krementes ergeben. Schon bei dieser 1D Struktur ist das (6.7.3) entsprechende geomet-
risch nichtlineare Glied in (4.2.3) mit den ,,Drehgliedern® aus Abbildung 4.2 nicht
vollstindig anschaulich herzuleiten. Es fehlen -Fodu. 8(do) in (4.2.3) und analog dazu

hier vernachlissigte Glieder fiir die Langskraft F; und das Biegemoment M aus laéi .

Fiir die Inkremente der Verzerrungen gilt entsprechend (6.8.5)
de, =du —dy'z, di; =dulc, +duis,
de, =du’, du; = du;s, —du/c,
dy, =du] —dy

und entsprechend (6.7.3) wird fiir den Balken

- - - () -

§UdV =0 UdV=Min., d()=—Ldt=( )dt
| = | in., d{)=—rdt=()
6ﬁ:d6éL++6~'{L+%[o6<éi+é2D)+T6(—éL(p—@éL)}

c=Eeg , 7=G~

:—[E-i—o &l + G +oér — (éL¢+¢éL)], E+o=(1+¢)E~E

(4.2.1)

(4.2.2)
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Integration tiber die Querschnittsfliche A ergibt
dV=dAds, [dA=A, [zdA=0, [ZdA=I (4.2.3)
f odA=F , f TdA =rF,, K, —Schubfaktor ( %ﬁir Rechteckquerschn.)

[ouds=0 = [Uds=Min, 4=t —¢, 5(¢hl)= 0 +pdi
8U = EAG/SE, + EI$/6¢" + GAk 4y +F, 0,60, — For, §(pi]

1

)
U= E[EA(ﬁg)z +EIP? + GAR A |+ %[FL (81) —Eye, (! + ﬁi@)}

Aus (4.2.3) ergibt sich der Spezialfall fiir den (Fachwerk-)Stab, wenn man die Glieder
mit ¢’ aus dem Kriimmungsinderungsinkrement, mit < aus dem Winkelinderungsin-
krement und mit der Querkraft Fq streicht. Zusitzlich ist das (i.a. vernachléssigbar

kleine) Glied mit (ﬁ’ )2 bei der Langskraft F entsprechend (4.2.2) aufgenommen, weil

S

sich damit die Gleichungen vereinfachen. (Hat nur Bedeutung fiir die analytische For-
mulierung)

L e 1
U:EEA(u;)Z—I—EFL

(80 (807 () () = (0l ) 4.2

Wihlt man fiir die Ortsabhédngigkeit der Verschiebungsinkremente duy(s,t) und duy(s,t)

eines Inkrementes dt lineare Lagrangesche Polynome (3.1.1), ergibt sich analog
(3.1.19)

€ e
df o duxo (4.2.5)
€ e Ie<
e © ¢ |df e |du e .
dﬁ(t):l_{(t) dg(t), df = 0 , du= yo , K=" > jk
54 e e e
df x1 duyi I—<k_] K
€ e
¢ g _BAfecte s | g el EAfci+e s,
Bi=Bu="" 2 » Kx=Kyy=—— 2
L {s.c, si+e Lls.c, s2+¢
. FL
S, =smao,, €, =CO0SC,, €=——
EA

die FE-Formulierung fiir die Inkremente des (Fachwerk-)Stabes e (mit groen Verfor-
mungen).
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4.2.1 Losungsmethoden am Beispiel biegestarrer Druckstab

Abbildung 4.3 zeigt das Berechnungsmo-

l dell. Es besteht aus nur einem FE entspre-
Fa(t) chend (4.2.5). Die globalen Knotennum-
i mern sind 1 und 2. Der Anfangsknoten 1
3 S §1(=0) wird mit der Kraft Fy, belastet und kann
" (t;‘mx sich in Richtung y frei verschieben. Der
§ 7! b xg=konst.  Endknoten 2 ist gelenkig gelagert.

Die dimensionslosen Modellparameter
sind:

Elastizititsmodul E=10°, Querschnittsfla-
che A=0.1, Anfangslinge L,=L(t=0)=10,
Anfangswinkel oy=0(t=0)=20°.

Abbildung 4.3: Stab nichilinear Das System hat den Freiheitsgrad 1. Die

zugehorige FE-Gleichung fiir die Inkremente wird zu

dF,, (t) = —2[s2 (1) ()] dv,, (1) (4.2.11)

L(t)

Die exakte analytische Losung ist in (4.2.1.2) und das zugehorige Last-Verschiebungs-
Diagramm in Abbildung 4.4. dargestellt.

(4.2.1.2)

F, (v, )=EA ~1
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Es handelt sich um ein Durchschlagproblem. Im Nachfolgenden werden fiir dieses
Modell  verschiedene  Lo-
82T , sungsmethoden der FEM ver-
o gleichend gegentibergestellt.
yiD
3334 1. inkrementelle Methode:
; Die Last wird in mehre-
ren Lastschritten aufge-
bracht. Die Steifig-
keitsmatrix K(t) wird
mit der Geometrie
yi(O)=y1(t-dt)+dvy(t-dt)
und der Langskraft
FL(t):FL(t-dt)+dFL(t-
dt), dF_(t-dt)=EAde(t-
dt) aufgebaut, die am
Ende des vorigen Last-
schrittes  giiltig  sind.
Damit wird das Prob-
Vol lem stiickweise lineari-
siert.

Durchschlag-  Fy[vp) = 08187  wyyp = 14863

punkt bet ap = 11.6282° - Nachteile: Die Grofe
geeigneter  Lastinkre-
Abbildung 4.4: Stab nichtlinear, exakte Losung mente dF; ist nur
schwer vorauszube-
stimmen. Die Steifigkeitsmatrix muf fiir jeden Lastschritt neu aufgebaut wer-
den. Konvergiert bei starker Nichtlinearitit nur bei grof3er Lastschrittzahl gegen

die exakte Losung.

- Vorteil: Ergibt Zwischenergebnisse fiir den gesamten Belastungsvorgang (fiir
jeden Lastschritt).

2. iterative Methode mit konstanter Steifigkeitsmatrix: Die Steifigkeitsmatrix wird
nur einmal berechnet. Es wird die volle Last Fy; in einem Schritt aufgebracht,
mit F (t=0)=EAg(t=0)=0. Damit ergibt sich die lineare Ldsung (Theorie
1.0rdnung). Die Geometrie y; und die Dehnung &€ werden mit den sich erge-
benden Verformungen aktualisiert. Zu dieser Geometrie (und der zugehorigen
Léngskraft Fi=EAg) steht aber nur ein Teil der duleren Last Fy; im Gleichge-
wicht, die GGB ist also nicht erfiillt. Der nicht im Gleichgewicht stehende Teil
von Fy; (Restkraft) wird nun erneut aufgebracht. Diese Vorgehensweise wird
solange wiederholt, bis die Restkraft oder der Verschiebungszuwachs in einem
[terationsschritt unter eine vorgegebene Genauigkeitsforderung fallen.

- Vorteil: Steifigkeitsmatrix mufl nur einmal aufgebaut werden. Konvergiert im-
mer gegen die exakte Losung.

- Nachteil: Ergibt keine Zwischenergebnisse fiir die Belastung (keine Lastschrit-
te). Relativ gro3e Zahl von Iterationsschritten notwendig.
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3. iterative Methode mit variabler Steifigkeitsmatrix: wie 2., aber es wird jeder
Iterationsschritt mit der aktuellen (Tangenten-)Steifigkeitsmatrix berechnet.

- Nachteil gegeniiber 2.: Steifigkeitsmatrix muf} fiir jeden Iterationsschritt neu
aufgebaut werden.

- Vorteil gegeniiber 2.: Geringere Zahl von Iterationsschritten notwendig.

4. gemischte Methode mit konstanter Steifigkeitsmatrix: Die Last wird wie in 1.
in Lastschritten aufgebracht. In jedem Lastschritt wird, wie in 2. (mit fiir den
Lastschritt konstanter Steifigkeitsmatrix => die Steifigkeitsmatrix wird fiir je-
den Lastschritt nur einmal berechnet) solange iteriert, bis die GGB erfiillt ist.

5. gemischte Methode mit variabler Steifigkeitsmatrix: wie 4., aber es wird in je-
_ dem Lastschritt mit variabler
089 inkrementel Steifigkeitsmatrix iteriert.

Die gemischten Methoden (inkrementel-
0.66 les Aufbringen der Last, iterative Metho-
de inerhalb jedes Lastschrittes) verbinden
die Vorteile der inkrementellen und der
iterativen Methoden und vermindern
deren Nachteile.

0491

0.337 Nachfolgend ist das Beispiel aus

Abbildung 4.3 mit jeder der o.a. Metho-
0164 den gelost worden. Der Endwert der vor-
gegebenen Last ist Fy; (,¢=0.82. Dieser
Wert ist schon oberhalb der exakten
0 025 05 074 0oo 124 140 Durchschlagslast von Fyi(vyip)=0.8187.
Ab dieser Last wird die exakte Losung

Abbildung 4.5: inkrementelle Methode — nstabil (; der Stab schlagt durch).

Abbildung 4.5 zeigt die Losung nach der inkrementellen Methode. Die Last Fy; ¢ng
wurde in 50 gleich groflen Inkrementen aufgebracht. Mit zunehmender Zahl an Inkre-
menten konvergiert die Losung gegen die exakte Losung.
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0.82

0.86

049

0.337

016

tterativ, lonstant

a

0827

0.66

0.491

0.331

0.1

025

05

074 099 124 149

germischt, konstant

Abbildung 4.6: iterative und gemischte Methoden

Die Iterationen in Abbildung 4.6 wurden in jedem Lastschritt abgebrochen, wenn die
Restkraft des Lastschrittes geringer ist als 1% der vorgegebenen Endkraft Fy; ¢,g=0.82.
Wegen des geringen Gradienten der exakten Losung im Bereich der Endkraft ist die
Verformung noch entsprechend ungenau. Die zu Abbildung 4.5 und Abbildung 4.6
gehorigen Zahlenwerte sind in Tabelle 4.2 aufgefiihrt. Die Anzahlen der durchgefiihr-
ten Iterationen lassen sich in Abbildung 4.6 wegen der geringen Auflosung nicht ein-
deutig erkennen. Mit jeder der 5 vorgestellten Methoden kann die exakte Losung (fiir
praktische Erfordernisse) beliebig genau angendhert werden, wobei die inkrementelle
Methode wegen des dafiir erforderlichen hohen numerischen Aufwandes nur fiir kleine

0

0.25

0.5

074 099 1.24 L

Systeme verwendet werden sollte.

40

082

0661

0491

0.337

0167

tterativ, variabel

0

032

Nl

0.491

0.337

016

035 05 074 099 124 149

getnischt, variabel

0

025 0.5 074 099 1.24 149
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Anzahl Anzahl F v
Lastschritte | [terationen |~ Y! ™ yl max
inkrementell | 50 0 0.8200 1.2712
Iterattv, 1 18 08120 |1.3424
konstant
iteratiy, va- | 4 08159  |1.3936
riabel
gemischt, | ¢ 14 08120  |1.3423
konstant
gemischt, | 11 08168  |1.4088
variabel
exakt 08187 | 1.4865

Tabelle 4.2: Zahlenwerte zu den verschiedenen Methoden

4.2.2 schubweicher, gekrimmter Balken

In 3.3 wurde die Steifigkeitsmatrix fiir ein gerades schubstarres Balkenelement mit
Hermiteschen Polynomen (3.3.4) (spezielle Polynome 3.0rdnung) als Ansatzfunktio-
nen hergeleitet. Hier wird ein FE-Element entsprechend (4.2.3) (siehe hierzu auch 6.7
und 6.8) fiir einen gekrlimmten, schubweichen Balken verwendet. Dieses enthélt als
Spezialfall das (bewéhrte) schubstarre Element aus 3.3. Fiir die Geometrie x(n), y(p)
und fiir die Verschiebungsinkremente dv,(p), dvy(it) (0<u<1) werden isoparametrische

Ansitze mit Lagrangeschen Polynomen 3.0rdnung mit den 4 Knoten bei u=0, l, 2, 1

33
und fiir das Inkrement der Verdrehung do(p) Lagrangesche Polynome 2.0rdnung mit
den 3 Knoten bei u=0,%,1 gewihlt. Damit ist auch die Bernoulli-Hypothese des

schubstarren Balkens mit dy; =0 aus (4.2.1) als Spezialfall enthalten. Das FE hat den
Freiheitsgrad 11, jeweils 4 Verschiebungsinkremente in x- und y-Richtung und 3 Ver-
drehungsinkremente in ¢ Richtung. Die insgesamt 4 Verschiebungsinkremente an den

: 1 2 : :
inneren Knoten p= 33 und das Verdrehungsinkrement am inneren Knoten

U= % werden durch statische Kondensation entsprechend 3.5.2 eliminiert. Das da-

durch entstehende FE hat ebenfalls den Freiheitsgrad 6 wie das FE aus 3.3.

4.2.3 Beispiel: Nachbeulverhalten eines Druckstabes

Mit dem in 4.2.2 beschriebenen FE wurde das elastische Nachbeulverhalten eines
Druckstabes mit Rechteckquerschnitt A=bh simuliert, Abb. 4.7. Die dimensionslosen

Modellparameter sind: Linge L=75, Hohe h=2, Elastizititsmodul E=2-10, kritische
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2
Eulerlast F—kr = Elm >~ = 58.487, maximale Kraft F,,,=1.1F,, Ex-
b b(2L)

zentrizitit der Lasteinleitungzg, Diskretisierung mit 30 FE der

Lange 2.5. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.8 dargestellt, links
die verformte Geometrie der Schwerpunktlinie bei F=F., und
rechts die Lastschritte (entspricht der Kraft F) iiber der zugehorigen
Verschiebung v, des Flichenschwerpunktes des Querschnittes mit
der Lasteinleitung. Die Verschiebung dieses Punktes in Richtung y
ist Vymax=42.588. Es wurde die inkrementelle Methode verwendet,
um die Last-Verformungskurve (ohne Iterationen) zu erhalten. Da-
bei wurde die Kraft F,, in 1200 gleichen Inkrementen aufgebracht.
Da dafiir keine exakte analytische Losung existiert, wurde das glei-
che Problem zum Vergleich mit dem FE-Sytem ANSYS mit glei-
cher Anzahl FE gerechnet (Element BEAM3, gemischte Methode,
Vymax=42.384). Der Unterschied beider Rechnungen ist 0.5%. Bei
2400 gleichen Lastinkrementen ist der Unterschied noch 0.3%.

Mit kleiner werdender Exzentrizitit (oder anderer Imperfektionen, wie z.B. Vorkriim-

mung des Stabes

oder Materialinhomogenititen) ndhert sich die Kurve im Last-

Verformungs-Diagramm dem Verzweigungspunkt der kritischen Eulerlast an. Das

Gleichgewicht des

Eulerstabes im Verzweigungspunkt ist stabil, da die Verformungs-

zunahme mit einer Lastzunahme verbunden ist. Bei Voraussetzung linearer Material-
elastizitét sind noch Tragreserven vorhanden.
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5 Methode der Randelemente (REM)

Grundlage der REM ist 2.3, die Inverse Form der Methode der gewichteten Residuen
mit der Dgl (6.11.1). Das Ziel ist, die Dimension des Feldproblems um Eins zu redu-
zieren. Aus einem nD-Feldproblem wird bei Anwendung der REM ein (n-1)D-
Feldproblem (n=1,2,3). Damit kann fiir viele Probleme (,kleiner* (n-1)D-Rand bei
»Zrolem® nD-Gebiet) der Diskretisierungsaufwand erheblich gesenkt werden. Beim
3D-Volumenproblem muss nur die 2D-Oberflache und beim 2D-Flidchenproblem nur
die 1D-Randkontur diskretisiert werden. Beim 1D-Problem liefert die REM die exakte
Losung, da auf den 0D-Randpunkten keine Diskretisierung erforderlich ist. In 2.3 ist
schon das 1D-,,Beispiel Zugstab* mit der REM geldst worden. Allerdings bleiben in
dem Gleichungssystem (2.3.9) noch nD-Gebietsintegrale (n=1), falls das Gebiet nicht
quellenfrei (p=0) ist. In diesem Fall muss also i.a., um diese Gebietsintegrale auswer-
ten zu konnen, doch eine Gebietsdiskretisierung durchgefiihrt werden und ein Teil des
Vorteiles der REM gegeniiber der FEM geht verloren.

Die Steifigkeitsmatrix der FEM ist symmetrisch und hat i.a. eine Bandstruktur (Vor-
teil). Die Systemmatrix der REM ist nicht symmetrisch und voll besetzt (Nachteil).

Das Ergebnis der ndherungsweisen Losung der RWA mit der REM sind die diskreten
Werte der Ansatzfunktionen auf dem Rand des Gebietes. Wenn auch Werte der Feld-
groBBen im Gebiet bendtigt werden, ist zur Berechnung dieser Werte aus den Randwer-
ten auch eine (nachfolgende) Diskretisierung des Gebietes notwendig.

Bei der REM muss immer eine Fundamentallosung der Dgl der RWA vorhanden sein.

Vorteilhaft 1dsst sich die REM auch fiir Auflenraumprobleme, d.h. fiir Probleme mit
nicht begrenztem Gebiet (,,unendliches Gebiet* oder ,halbunendliches Gebiet™) an-
wenden, wenn die Fundamentallosung ins Unendliche auf Null abklingt, wie z.B. die
Losungen aus 6.11.2 , 6.11.4 und 6.11.7. Dann wird nur der ,,endliche* Rand (falls
vorhanden) diskretisiert. Bei der FEM muss bei derartigen Problemen ein ,hinrei-
chend* groBles Gebiet diskretisiert werden. ,,Hinreichend* bedeutet, dass die Randsto-
rungen durch die RB auf diesem ,,hinreichend* entfernten Rand auf das interessierende
Gebiet mit dem ,,endlichen* Rand praktisch keine Auswirkungen haben.

Die nachfolgend vorgestellten 1D-REM-Formulierungen haben keine praktische Be-
deutung. Dafiir existieren exakte Losungen der zugehorigen RWA ohne den ,,Umweg*
tiber die inverse Form der Methode der gewichteten Residuen. Zum allgemeinen Ver-
standnis der REM sind sie aber durchaus geeignet.

5.1 Zugstab

Es ist die spezielle RWA fiir einen Zugstab (oberer Teil von Abbildung 5.1) zu 16sen.
An den Réndern xg sind entweder ug oder Fr vorgegeben (R=a,b). Die Fundamentalls-
sung fiir den Zugstab ohne elastische Stiitzung ist in 6.11.1.

Im Folgenden wird diese nochmals anschaulich am zugehorigen physikalischen Mo-
dell hergeleitet.
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Die Fundamentallosung w(x,() des Zugstabes ohne elastische Stiitzung (unterer Teil
von Abbildung 5.1 ) ist

Iy u, q Uy F die eines unendlich lan-

t— - > > > > gen Stabes mit der Ein-

Xy leitung einer Einzellast F

F C__ S O<x<L F in negative x-Richtung.

2 F 2 Bei Lasteinleitung in po-
—_— - e +—m sitive x-Richtung wird
w(x=¢, =0 das Vorzeichen vor dem

Dirac-Impuls in (5.1.1)

Abbildung 5.1: Zugstab, Modell fiir die REM negativ und die Funda-

mentallosung andert le-
diglich ihr Vorzeichen. Mit der Koordinate { wird die relative Verschiebung des Quell-
punktes (der Lasteinleitung) im unendlich langen Stab zum Anfang des Stabes der
speziellen RWA angegeben. Die zur Fundamentallésung w(x,{) gehdrige RWA und
deren Losung sind mit der Dgl (1.4) mit ¢c=0 und ©=0

EA-AW(x,()=EA-Ww"(x,0) = —q(1), (5.1.1)

—o00 furr=0

mit: r=is|, s=x—C(, fiooq(r)s, q(r) {O const
F (x,()=EA-w'x,()
RB fiir s=0: W(x:Q,Q):O
) F . __F . a1
limF, (x=C.C—¢)=—2t= WxO=2, [¥]=m
) F
ll_)mOFL<X—C,C+€>—E
. . * - 1 ~ o 1 % _m
normiert mit F = w (X,Q)—EW(X,Q—E' S|, [W }—E

Durch Multiplikation der Fundamentalldsung w' (x, {) mit EA ergibt sich die Funda-
mentallésung w(x, ) aus (6.11.1.3). Diese hat folgende Eigenschaften:

1
2
AW(X,Q) =0(r), &(r) - Dirac-Impuls [m'l]

1 furX:C} N f_oo Aw(x)C)ds:l

w(x,0) =EAW"(x,0) =

s|, W/(X,Q):%-sign(s), [w]:m (5.1.2)

0 sonst

Aw(x,()ds :{

Das Integral aus (5.1.2) enthilt die Normierungsbedingung fiir den Dirac-Impuls.
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Uber die Inverse Form der Methode der gewichteten Residuen ergibt sich
j(EA-Au)W*dx :—Iqw*dx, X, <X <Xy (5.1.3)

= EA[u'w* - uw*'}

" +J'(EA-AW*)udx =—[qwdx

J(BA-AW (x,0))u(x)dx = [8(x ~C)-u(x)dx = u(¢)

=~ aw (x.0)dx ~ EA| w (0w (x,0) ~u(w(x,0) | K

Es werden noch die Langskréfte und die Langsverschiebungen an den Ridndern einge-
fiihrt:

ug =u(xg), Fir = EAU'(xg), R=a,b (5.1.4)

Wi (8)=w'(xg.6). Fr(Q)=EAW"(xg.0). |wx|=1r0 [Fr]=!

Die beiden noch unbekannten Randwerte ur oder Fy  jeweils einer am Rand xg=x, und
einer am Rand xz=x, werden durch die Lage des Quellpunktes im unendlich langen
Stab jeweils auf (=(, oder (=(, aus den 2 Gleichungen (5.1.5) bestimmt.

Ca=X,+€, Co=%X,—¢, €620 = u(lg)=ug (5.1.5)
0=H-M,5(x,)+M3(xp), F(xp)=(up Fg)'
Mo . 1 0 |
Ma: FLa*(C.»a)—i_l W:(Ca) :l L
FLa(Cb) Wa(Cb) 21-1 _a_
I T I T RS e | T .G
_FLb (Cb)_l _Wb(Cb) 2 -1 0 Iqw (x,E)dx

Die Fundamentallosung w ist in den Quellpunkten unstetig und hat den Wert Null.
Die Langskraft FE ist dort singuldr. Deshalb werden die Punkte zur Berechnung der
Randwerte fiir x, und x, mit e—0 randnah ins Gebiet geschoben. Das entspricht dem
links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von F; auf den Randern x, und x.

Das Gleichungssystem (5.1.5) gilt allgemein, also auch fiir entsprechende RWA mit
anderen RB. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzt man x,=0, x,=L. Wenn man
(5.1.3) mit der Kraft F multipliziert ergibt sich der Satz von Maxwell-Betti aus 6.4

J.q\'fv(x,g)dx + FLbWb(C) - FLa\X]a(C) = —F(C)U(C) + FLb(C)ub - FLa(C.a)ua (5.1.6)

Das ,,Beispiel Zugstab® ist mit der entsprechenden Fundamentallosung mit elastischer
Stiitzung aus 6.11.2 in 2.3.
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5.2 Biegebalken

5.2.1 mit elastischer Bettung

Analog zu Abbildung 5.1 gibt es das endliche Gebiet des Biegebalkens der speziellen
RWA fiir die Durchbiegung w(x) und das unendliche Gebiet des Biegebalkens der
Fundamentallosung aus (6.11.4.2) fiir w*(x,0).

Die Dgl fiir den Biegebalken mit elastischer Bettung, der Biegesteifigkeit EI [Nm®],
der Durchbiegung w [m], der Steifigkeit der elastischen Stiitzung ¢ [N/m’] und der
Streckenlast q [N/m] und die zugehorige Inverse Form sind

Dgl: EI-w""+c-w—q=0, <)/:¥’ X, <X <X, (5.2.1)
X

Gewichtetes Residuum : f(EI w" +cow— q)w*dx =0
Inverse Form mit Fundamentalldsung : w*(x,()

w(Q) = [(x=Q)wix)ax= f[Erw(x0)" +oow(x.0)Jw (x)-dx

X=Xy,

= fq whdx + EI(—W”’W* +w'w —ww +w w*”')

X=X,

Fiihrt man die Verdrehung ¢(x), das Biegemoment M(x) die Querkraft F (x) und ana-
log dazu die entsprechenden Groflen der Fundamentallosung ¢*(x,0), M*(x,() und
Fg*(x,0) ein
o(x)=w'(x), ¢ (x,6)=w"(x.8), (5.2.2)
M(x)=-Ew"(x), M (x,§)=-EWw"(x,)

F, (x)=-Ew"(x), F: (x,6)=-EIw™" (x,¢)

werden aus der inversen Form von (5.2.1) die Durchbiegung w((), und die Verdrehung
¢({), an der Stelle x=( in der Form (5.2.3)

w((;):fq-w*dx+ (5.2.3)
+Ew Mg + oM —wE | —(Ew -~ Mg+ oM -wE|
d )
LP(C):%:W:Q:fq'W:QdX‘F

X=X

(Fwd M +oM—w F

— (Fywag ~Mp,¢ +oM,; —w Fy )

X=X,
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Alle Groen mit * sind aus der Fundamentallosung (6.11.4.2) bekannt. Die RB aus
(6.11.4.2) fiir den Dirac-Impuls ist hier eine fiir den Querkraftsprung mit dem Wert F

4
* 1
RB: F :—EI'W*/// ’ 404 EI:I = OL:4L , [OL]:— (524)
! c 4EI m
* F
IimF (—)=—
el—r>% Q( 8) 2 S owa— F _lgF [W]—m
3 8a°-BI 2c¢ ’ 3

R F
timFy (+2)=—3

Damit wird die Fundamentallosung w* mit c,=cos(a|s|), s;=sin(a|s|) und der Normie-
rung mit der beliebigen Kraft F

w (Xag>:%%eas'<cu +So¢)> [W*}:% (525)
\ o ol —al g1
e (x,0)=w" (x,()=— ; sign(s)-e s, [Lp ]_ N
3
M (x,0)=-Elw" (x,0)=-E1%e *M.(s, ~¢,).  [M']|=m
c
4

F (x,0)=—Elw*" (x,) = —2El%sign(s)-e_c‘s s [B]=1

Vier der acht Randwerte aus den RB der RWA: (F; oder w)z und (M oder ¢)r ,
R=x,,x, sind bekannt und vier unbekannt. Deshalb werden die Gleichungen (5.2.3)
analog zu (2.3.7) fiir die im Gebiet randnahen Punkte der Einleitung des Dirac-
Impulses in den unendlich langen Balken (=(, und (=(, formuliert.

Die singuldren Quellpunkte ¢; , i=a,b diirfen nicht genau auf dem Rand liegen und
werden mit der kleinen Gro3e e—0 sehr randnah ins Gebiet (auf dem unendlich langen
Balken) geschoben. Natiirlich kann man stattdessen auch die entsprechenden links-
und rechtsseitigen Grenzwerte der Funktionen (5.2.6) bilden.

L,=x,+€, Cy=x,-¢, e<<L, x,=0, x,=L, i=a,b (5.2.6)
Y (x,0)=(F(x0) M(x8) w(x8) -0'(x8) » . (x0) @*é;"@
I(x)=(w(x) o(x) F(x) M(x))'

W) = (&) = Jalw (.8 )+ (37 () ¥ (v

o(x;)~9(&) = [a(x)w.r(x.¢;)dx + (3" (x) Z’c*("’gl)):b
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Das sind vier Gleichungen, je 2 fiir x=x, und x=x;, zur Berechnung der vier noch un-
bekannten Randwerte der RWA. Daraus ldsst sich ein (2.3.9) analoges Gleichungssys-
tem aufstellen.

Aus (5.2.6) kann durch Umsortierung das Gleichungssystem

H-Mp (%) 7(%,)+ Mg (%) 3(x5) =0 (5.2.7)
mit
R(xC)L M(xG) wikt) (%G| (52.8)
—F:(X»Cb)—lb M*(XaCb) W*(X»(;b) _(P*(X’Cb)
MR(X): * * * *
“Fo(x.80) Mo (x.G)+T, we(x.6,) —9(x.C,)
__:’C(X:Cb) M’Z(X’Cb)_lb W:Z(X>Cb) (P’Z(Xﬂgb)_
{1 fir x=x, {0 fir x=x,
Ia: . ’ Ib: .
0 fir x=x, I fir x=x,

fiir die vier noch unbekannten Randwerte formuliert werden.

Es gibt eine effektive Moglichkeit, dieses Gleichungssystem (5.2.7) fiir beliebige RB
der RWA mittels einer Ubertragungsmatrix U zu l6sen. Die Formulierung (5.2.9) er-
gibt sich aus (5.2.7) durch Erweitern des Vektors g(x) um eine Komponente ,,1%,

Umstellung des daraus resultierenden Gleichungssystems und Einfiihrung der RB mit
den Matrizen R, und Ry. Der Vektor v enthélt die zwei am Anfangsrand x, unbekann-
ten Randwerte.

B-y(xy)-A-y(x,)=0 (5.2.9)

RB X(Xa) =R,-v, v=[v, v, I]T

Ry y(xp)=0
= Gv=b = y=G'b mit G=R,UR,, b=[0 0 1]
Damit sind die Vektoren der Randwerte vollstandig bekannt:

y(x,)=Ryv, y(x)=U-y(x,)
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Beispiel Biegebalken (alle physikalischen GroBen in mm und N) mit g=10, E=2-10°,
h=1, EI=h*12, ¢=10"E, L=10, a=0, b=L, e=10"L

RB:
o x=X, W(X,)=0.1, ¢(x,)=0, (Koordinaten des Vektors der unbekannten Rand-
groflen v: vi= M(X,), vo= Fy(Xa))
o X=X, W(Xp)=0, ¢(xp)=0.05
Exakte analytische Losung

Wy (x) =" (C, cosax +C, sinax) +e* (C; cosax + C, sin ocx)+ﬂ (5.2.10)

C
C,=0.06588, C,=0110423, C;=-0.01588, C,=-0.02246

Losung mit REM

0001 (5.2.11)

00 0 1000 0
Ra=[10 0| Rp={0100-005 0] =1

01 0 0000 1

00 1

-3 -3
~3.6463 0.3958  -B.59283x 10 - -2.0235x 10 0.2323
-3 -5
~1.7186 236459 -2.0237x 10 © -2.3664 x 10 0.0859
o ;
Y 78.5805 67456 % 10 -3.6466 ~1.7184 -3.9331
3 4
67463 % 107 2.8645 x 10 0.3944 ~3.6463  -337.3153
0 0 0 0 1
-3 -3
~8.5928% 10 ~ -2.0235x 10 ~ -0.1323 _69.8744
= -3 -5 =
C=| 2o237.107° 236641070 01350 | ¥©|231.3285
0 0 ! !

Va=RgV yaT=(U.1 0 -69.8744 231.3285 1)
Vp = Uyy be=[0 0.05 -138.7827 -533.7397 1)

Die Losungsdiagramme der Durchbiegung, der Verdrehung und des Biegemomentes
fiir diskrete (; (Quellpunkte im Gebiet) in (5.2.3), (5.2.2) sind in Abbildung 5.2 darge-
stellt.
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M pEp o) EL -0.05+

-0.1-

Abbildung 5.2: REM-Balkenlésung

Ein Vergleich mit der exakten analytischen Losung ergibt erwartungsgemil3 keinen
Unterschied, die REM Losung ist beim 1D-Problem exakt (bis auf die Néherungen

w(x)=w(5) und o(x))=0(%), i=a,b in (5.2.6)).

]?urch entsprechende Verdnderungen der RB-Matrizen R, und Ry, kdnnen ohne weitere
Anderungen beliebige andere (zulédssige) RB erfiillt werden.

5.2.2 ohne elastische Bettung
Die Dgl der RWA ist in (5.2.12). Es muss statt der Fundamentallosung (6.11.4.2)

Dgl EI-WH//—q:O, ()/:¥) Xa<X<Xb (5212)
X

lediglich die durch die Biegesteifigkeit EI dividierte Fundamentallosung (6.11.3.1)
verwendet werden.

5.3 RWA mit Poisson-Dgl Au+b=0 (2D)

Konservative Vektorfelder (s. Abschnitt 6.1) sind zur Beschreibung einiger physikali-
scher Gesetzmafigkeiten sehr hilfreich. Konservative Vektorfelder haben folgende
Eigenschaften (in 2D kartesischen Koordinaten)

= w=gradu=u, € +u,,¢

2) du — \_)(] . d§ — <u,1 é)l +u,2 62) (dxlél + dX2é'2> — u,l Xm + u,2 dXZ

3) L/;)lv?-d§zj;ldu:ul—uo

4) 9§R€v.d§ =0
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1.) Ein Gradientenfeld W = grad u ist stets wirbelfrei rotw = 0, bzw. ein wirbelfreies

Vektorfeld rotw = 0 ist stets Gradient eines skalaren Feldes w = grad u.

2.) Das Skalarprodukt du = w - ds ist ein totales Differential.

1 1
3.) Das Integral fo w-ds = fo du =u; —u, auf einem Weg von 0 nach 1, der voll-

stindig im konservativen Vektorfeld liegt, ist demzufolge wegunabhingig.

4.) Das Umlaufintegral 9§R\7v-d§ =0 auf einem geschlossenen Weg, der vollstindig

im konservativen Vektorfeld liegt, ist aus gleichem Grunde Null.

Im konservativen Vektorfeld w = —gr?i u soll entsprechend (6.1.5) das Skalarfeld der

Quelldichte divw = b vorgegeben sein. Das Minuszeichen bei der Definition des Vek-
torfeldes ist nur aus Griinden der Kompatibilitdt mit Darstellungen in verschiedenen
Lehrbiichern definiert worden: Die Feldlinien stehen senkrecht auf den Niveaulinien
u=konst. und der Betrag der Feldstirkevektoren (Tangentenvektoren an die Feldlinien)
sind dem Betrag des Gradienten proportional und zeigen in Richtung negativer Gra-

dienten. Damit ergibt sich mit Au = div(grm u) =V (%u) =1u,;; +u,,, =—b die

Poisson-Dgl

Au=-b (5.3.2)

Fiir verschwindende Quelldichte im gesamten Gebiet (b=0) wird diese Dgl Laplace-
Dgl genannt.

Auf dem Rand R=R,+R, sind entweder ug oder vg vorgegeben (mit v entsprechend
(5.3.3),(6.1.4))

mit v=u, =

22

%.ﬁ:(uﬂ]_[nl}uﬂ T (5.3.3)

Uy ) \ 1
RB u-uR =0 aufRand R, (wesentliche RB)
v—vg =0 aufRand R, (natiirliche RB)

Im allgemeineren Fall sind in den RB die wesentlichen und die natiirlichen RB gekop-
pelt, wie das z.B. bei elastischen Stiitzungen in der Festkorpermechnik vorkommt.

autpv—r=0 (5.3.4)

In (5.3.4) sind fiir 0=0 oder =0 die Spezialfille (5.3.3) enthalten.
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Problemstellungen die auf RWA mit Poisson-Dgl fiihren sind in * erldutert. Das sind

speziell

Zugstab ohne elastische Stiitzung (1D),
stationdre Wérmeleitung,

elektrostatisches Potential,

vorgespannte Membran mit Flachenlast und
Torsionsproblem ohne Wdélbbehinderung.

Mit (5.3.2) (und mit (6.1.11) fiir v=w) wird

u(‘?‘zO):—fquAw dG :fqu-z(—:dG
= J) bwdG+ ¢ (wu,—uw,,)ds

mit Aw(@) = — 20 (5.3.5)

Tr

Die Methode ist anschaulich mit Abbildung 5.3 zu erkldren. Es gibt 2 Systeme, links

o |

Ehenes Modell

»Letlansicht” der unendlich ausgedehnten Ebene
it markierter Bandkontur des ebenen MModells
urid 5 Ereisen mit dem Eadius e—0

Abbildung 5.3: REM, Modell und Bildebene

das Modell der speziellen RWA
fiir u (System 1, Gebiet G) und
rechts die unendlich ausgedehnte
Ebene der Fundamentallosung w
(System 2, Gebiet G,,). Auf das
System 2 ist das Bild des Sys-
tems 1 projiziert (markierte
Randkontur).

Um den Funktionswert u(x;,x,)
zu berechnen, wird in G,, an der
Stelle {;=x,, (=X, (dort ist r=0),
ein Dirac-Impuls eingeleitet.

Eine andere, Modellvorstellung
ist: In G, wird nur an einer Stel-
le P ein Dirac-Impuls eingeleitet.
Die Projektion erfolgt nachein-
ander derart das der Punkt des
Bildbereiches (;=x;, {=x;, an

dem der Dirac-Impuls eingeleitet werden soll, jeweils genau auf P liegt.

Die Fundamentallosung w ist bekannt und damit auch die Feldgroen w und w,, auf
dem Rand des Bildbereiches in G... Diese werden in (5.3.5) fiir die Randintegrale be-

notigt.

Die aus (5.3.5) folgenden Integrationen werden fiir jeden diskreten Punkt {;=x;, {,=x,
einmal ausgefiihrt. Das ist jedes Mal die Anwendung des Satzes von Maxwell-Betti
aus 6.4. Dazu kann man sich den Bildbereich nach Einleitung des jeweiligen Dirac-
Impulses aus der unendlichen Ebene herausgeschnitten denken, mit der Eintragung

der Schnittreaktionen auf dem Rand.
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Die Dgl der Fundamentallosung w ist

Aw(d) = - 20 (5.3.6)
2Tr

X — Ortsvektor zum Feldpunkt im Gebiet G oder auf dem Rand R

E — Ortsvektor zum Quellpunkt im Gebiet G oder auf dem Rand R

r — Vektor vom Quellpunkt zum Feldpunkt

(Diese Vektoren sind nicht in G, sondern im Bild von G auf G*definiert!)

Die Vektoren in (5.3.6) sind im Bild von System 1 auf System 2 entsprechend
Abbildung 5.3 definiert (s. auch Beispiel in Abbildung 5.5).

Die Funktion w(x,y) ist die Fundamentallosung im unendlichen Gebiet G, (System 2)
und u(x,y) die Losung der speziellen RWA im Gebiet G (System 1).

Mit der zugehorigen Fundamentallosung (6.11.5.3) des Problems wird aus (5.3.5)

u(f=0)=u®=0=— Uf —blnrdG— f{lnr u, — rlnltfznz]d\ (5.3.7)

r

Der singuldre Punkt r=0 also x;=C; und x,=C, darf bei (5.3.7) nicht auf dem Rand R
des Bildbereiches liegen (sondern im Gebiet des Bildbereiches von G auf G,).

Die Gleichung (5.3.7) gilt allgemein (also auch fiir den Rand R) in der Form

Doz —— LIl _ N gy iy D0, 5.3.8
c(©) u(x_g)_zﬁ{ff(} bInrdG 9§R[1nr , —u L ds (5.3.8)
2 fur EER
2T

Randfaktor c(z) =11 wenn E ZR,eG
0 fir C¢R,¢G

L

Der Winkel a ist hierbei der Innenwinkel den der Rand R im Randpunkt Z €R hat.>°

Wenn der Quellpunkt auf einem geraden Rand des Bildes liegt ist o=n und damit
c=1/2.

Der Randfaktor ¢ ist anschaulich mit Abbildung 5.3 zu erkldren. An den mit den 5
Kreisen (Radius e—0) markierten Punkten wird jeweils ein Dirac-Impuls ins System 2
eingeleitet. Am vollstindig im Bildbereich (des Systems 1) liegenden Punkt 5 (a=2m)
ist der vollstindige Impuls aus Abbildung 6.9 im Bildbereich und in den anderen nur
im Anteil o/2n, wobei a den jeweiligen Innenwinkel des Bildbereiches am Punkt der
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Impuls-Einleitung angibt. Es sind im Beispiel a,= n/2, a,= 1, 03< /2, n<04<31/2, os=
27 (liegt nicht auf dem Rand). Fiir auBerhalb des Bildbereiches liegende Punkte (gibt
es hier nicht) ist der Anteil des Impulses fiir den Bildbereich Null (entspricht a=0). Der
Anteil des Impulses von Punkten auf dem Rand ist o/2n fiir den Bildbereich und 1-
a/2m fiir den auBerhalb liegenden Teil des Kreises. Deshalb ist in (5.3.8) ¢c= a/2w, wenn
der Punkt im System 2 auf dem Rand des Bildes von System 1 liegt.

5.3.1 2D-REM - Formulierung

Die Funktion u (im System 1) an der Stelle x,=C;, x,=(, ist mit (5.3.7) bzw. (5.3.8)
dann bekannt, wenn auf dem Rand R die Funktionen u und v=u,, bekannt sind. Dann
konnen die Integrale auf der rechten Seite gelost werden. Nun ist aber auf dem Rand
R=R,+R, auf R, die FeldgroBe u vorgegeben (v=u,, ist unbekannt) und auf R, die
FeldgroBe v=u,, (u ist unbekannt). Die dazu konjugierten Groen sind noch unbekannt.
Zur Berechnung der noch unbekannten Randfunktionen wird der Rand in n.-
Randelemente (RE) der Linge L. diskretisiert (e =1,2,..., n.) und es werden Ansatz-
funktionen gewdhlt:

Zukfk , 0<s, <L, (5.3.1.1)

kafk

Des leichteren Verstindnisses und der einfacheren Darstellung wegen, werden k.=1
und fe1 =1 gesetzt. Die Ansatzfunktionen sind damit in jedem RE konstant

U.=u,,V, =V, . Es wird die Kollokationsmethode verwendet: Die Losung soll die

RB nur in vorgegebenen (Kollokations-)Punkten erfiillen. Pro RE gibt es einen Kollo-
kationspunkt. Dieser wird jeweils in die Mitte des RE gelegt. Es werden aus (5.3.8) n,
Gleichungen formuliert.

o, =T = C(Em) =cC,, :% , kkm=1,..,n, (5.3.1.2)
[H +%l u=G-v+b , %1 — Randfaktoren ¢,
_ Ly 15 (Re) o _ L !
Mo == ) Py 9 Gy (R ar
b, =— f f Ab Inr, (X)dA 1 — Einheitsmatrix
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Hierbei sind

L, (X) =X~y (5.3.1.3)
X (T)=1%,+ It — Geradengleichung des RE k, fk‘ =L,

To — Ortsvektor zum Anfangspunkt des RE k

I'=r, — Randparameter 0<1'<1

R . 1 Ortsvektor zum Quellpunkt des RE m

G =X [ B E] a {im Bildbereich (System 2)

Das Gebietsintegral in b, kann fiir den Fall Ab=0, also auch fiir b=konst., in ein Rand-
integral iberfiihrt werden (siche dazu °)

Auf jedem RE k ist entweder uy oder v, unbekannt. Durch entsprechendes Umsortieren
in bekannte GréBen (Vektor y) und unbekannte Gréfen (Vektor x) und Teilinversion
wird das Gleichungssystem (5.3.1.2) in die Form

M-x=N-y+b = N 'M:x=N'N.y+N'b (5.3.1.4)
A=N"M , f=y+N'

gebracht und gelost.

Die FeldgroBe u(x;,x;) kann nach der Losung entsprechend (5.3.1.4) (einschlieBlich R)
mit (5.3.8) fiir ein diskretes Gitter im Gebiet G berechnet werden.

Fiir v(x,,X,)=u,,=u,;n;+u,,n, miissen die partiellen Ableitungen u,; und u,, aus (5.3.1.2)
gebildet werden, um die Koordinaten in x; und x,-Richtung berechnen zu kénnen.
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5.3.2 Beispiel

Dieses Beispiel hat (wegen der groben Diskretisierung) rein akademischen Charakter,
ist vollstindig ® entnommen und kann dort ausfiihrlicher nachgelesen werden.

Das Gebiet G ist ein Rechteck mit dem Seitenverhiltnis 1:2. Die kurze Seite hat die

dimensionslose Lénge 1

%2 4 /’7(2_//1;3_?—\ und die lange Seite die

—'i“‘1 dimensionslose Linge 2.

r $ @ Jede Seite wird mit nur

4 | einem RE diskretisiert. In

I Abbildung 5.4 ist das

Modell mit seiner Projek-

tion auf die Ebene G,

dargestellt. Die Knoten-

Nummern i, die Randpa-

rameter I; und die Aus-

sen-Normalen-Einheits-

vektoren n;, 1=1,2,3.4,
sind eingetragen.

Abbildung 5.4: REM-Modell, Rechteck

i 1 2 3 4 (5.3.2.1)
G000 00 02 02
P00 02 100 -
Sz 0 0 (32 00
A0 - (0 (0 1) (1)
L, 1 2 1 2

In (5.3.2.1) sind die Parameter des Modells zusammengestellt

e T, —Ortsvektor zum Anfangspunkt des RE i
=L

e t — Randvektor, |f, ;

o zi — Ortsvektor zum Quellpunkt des RE 1 im System 2 (Ist auch Kollokati-

onspunkt im System 1)
e 1, —Auflen-Normalen-Einheitsvektor des RE i
L

—Lénge des RE 1
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]

Abbildung 5.5: REM, Quellpunkt 2

Als RB auf den Réndern 1 bis 4
sind vorgegeben u;=0, v,=0,
us=100, v,2=0. Unbekannt sind die
dazu konjugierten GréBen vy, u,,
v3, Uy. Die RB fiir u sind wesent-
liche RB und die fiir v natiirliche
RB.

In Abbildung 5.5 sind die Vekto-
ren der 4 RE fiir den Quellpunkt
im System 2 auf RE 2 mit

G=(1 I)T dargestellt.

Bei der Integration iiber RE 2
treten uneigentliche Integrale auf.
(Deren Werte sind in 6.9. berech-
net.).

Deshalb muss bei der numeri-
schen Integration tiber RE 2 mit
z.B. der GauB3-Formel darauf ge-
achtet werden, dass in RE 2 auf

den Ort der Singularitét r,=0 keine Integrationsstiitzstelle fallt, d.h. dass die Anzahl der
Stiitzstellen geradzahlig ist oder besser, dass der Integrationsbereich an der Stelle der
Singularitit in 2 Teilbereiche geteilt wird.

Die Vektoren aus Abbildung 5.5 in kartesischen Koordinaten x;, x, sind

r L (T
ilz[o], 2 (%)) =% -, = _1] ., 0<r<I (5.322)
. 1 o L - 0
X2 = ZF]’ rz<X2):X2—Q2:[2F_1]
. (1=T RN
X3 = Ik rz(X3):X3_C2: 1
) 0 PN
e = 2(1—F)]’ Z(X“)_x“_cz_[l—zr
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Die Matrizen und Vektoren aus (5.3.1.4) ergeben sich zu

05 -0211 -0.078 -0.211 0.2695 ~0.0175 ~0.1119 ~00175) (53 2 3)
L1, |01 es 0125 -025 o_ | 0021 03183 0021 —0.042
+=1I= =
2 |-0078 —0211 05 -0211 ~0.111% -0.0175 0.2695 -0.0175
~0.125 -025 -0125 0.5 ~0.021 -0.042 -0021 03183
~0.2695 -0.211 01118 -0211 ~05 -0.0175 0.078 -0.0175
0021 05 0021 -0.25 N | 0125 03183 0125 -0.042
T 01119 -0211 -0.2695 —0.211 0078 00175 —05 00175
0021 -025 0021 05 0125 -0.042 0.125 03133
05249 05 -0135 03
o ~0.1004 10407 —0.1004 —1.0407
A=N "M A=
~0135 05 05248 05
y = (0 0 100 0) ~0.1004 —1.0407 —0.1004 1.0407
x=Aly x' = (~757671 50 757671 50)

Die Matrizen sind voll besetzt und nicht symmetrisch, dafiir aber i.a. (kleiner Rand bei
groflem Gebiet) wesentlich kleiner als bei einer entsprechenden FE-Formulierung.

Der Vektor x enthélt die unbekannten GroB3en vy, u,, v3, uy und der Vektor y die vor-
gegebenen Randwerte u;=0, v,=0, u;=100, v4,=0. Die Vorzeichen zu den Koordinaten
V1, V3 ergeben sich aus den Skalarprodukten in (5.3.2.4).

Analytische Losung
Dgl Au(x,y) = U,y +U,, =0, V(X,y) —Vu-i = (u,x e, + u,, Ey).ﬁ (5.3.2.4)
RB
l1.Rand y=0: u(X,O):0, ﬁ:—éy, v X,O)— u,y(x,O):‘7
2.Rand x =1: u(l,y):‘7,

3.Randy=2:u
4.Randx=0:u

Die allgemeine und die an die RB angepassten analytischen Losungen sind

u(X,y)=agy +a;0X +a9,y +a;Xy (5.3.2.5)
= u=u(y)=50y, u,, =50, V:V(y):u,yé'y-ﬁ

v(0) = —50

v(2) = +50
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Wegen der RB handelt es sich hier um ein 1D-Problem in y. Die Losung in (5.3.2.3)
1st fuir u schon exakt fur v ist aber der Fehler noch ca. 50%.

Wenn fiir alle RE die Lénge 2 gewéhlt wird (insgesamt 12 RE) ergibt sich die numeri-
sche Losung X im Vergleich zur exakten Xex schon mit sehr guter Ubereinstimmung.

xexT=(—5o -50 125 375 625 875 30 50 875 625 375 1235) (5.3.2.6)

xT = (-52.05 -52.05 114 3728 6271 8516 5205 5205 BB.16 6271 372% 1184,

5.4 Physikalische Aufgabenstellungen mit Poisson-Dgl

In den Formeln dieses Abschnittes wird bei den 2D-Problemen die Gebietsbezeich-
nung G fiir die Fldche des Gebietes durch die iibliche Bezeichnung A ersetzt.

5.4.1 Zugstab (1D)

Der Stab ist gerade und hat die Lange L. Seine (starre) Querschnittsfldche ist A. Die
Querschnittsabmessungen sind klein gegeniiber seiner Lange. Die Wirkungslinien aller
Beanspruchungen liegen auf der Schwerpunktachse des Querschnittes, der z=x; Achse.
Der Elastizitdtsmodul ist E.

o—tL _E.c—F.u, (5.4.1.1)
A

r=4
A

Hierbei sind:

u - Langsverschiebung [m]

c - Normalspannung in z-Richtung [N/m?]
F. - Langskraft [N]

€ - Dehnung [1]

f - Volumenkraft in z-Richtung [N/m’]

q - Streckenlast [N/m]

Das ist (5.3.2) fiir das 1D-Problem des Zugstabes

Au=u,,=-b, b:é% (5.4.1.2)
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5.4.2 Stationare Warmeleitung

Die allgemeinen Warmeleitungsgleichungen sind

OT _ kK Apyp v (5.4.2.1)
ot p-c p-C
. = - T91 .
q=—-kVT=—kgrad T=—k T —  WirmefluBvektorfeld
»2
S - T
qw =q-n=—-kVT-n= —kﬂ—_, =—k(T,;n,; +T,,n,)
n
Hierbei sind:
T - absolute Temperatur [K]
t - Zeit [s]
k - Warmeleitfahigkeit [W/(K m)]
p - Dichte [kg/m’]
c - spezifische Wiarmekapazitit [Ws/(kg K)]
v - Wirmequelldichte [W/m”]
qw - WirmefluB senkrecht durch den Rand [W/m?]
Fiir den stationdren Zustand (aa—f = 0) wird daraus (5.3.2). Mit
Au=-b, u=T , b:% (5.4.2.2)
5.4.3 Elektrostatisches Potential
Die Gleichungen fiir das elektrostatische Potential sind
Ap=—-=- (5.4.3.1)
E= —%gp = —gr?i % — Vektorfeld der Feldstérke
D=c¢-E — Vektorfeld der Verschiebungsdichte
Q:fffvp-dV:hfpr-dA — Ladung
Hierbei sind:
© - elektrisches Potential [V]
p - Ladungsdichte [A s/m’]
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- Dielektrizitatskonstante [A s/(V m)]

- Feldstarke [V/m] = [N/(A s)]

- Verschiebungsdichte [A s/m*] = [N/(V m)]
- Ladung [A s]

Fiir das stationdre elektrische Feld gilt entsprechend (5.3.1) auf beliebigen Integra-
tionswegen im Gebiet A

o O m e

15
Uor = fo E-ds=—(p, —¢p,) — elektrische Spannung = Potentialdifferenz (5.4.3.2)

§E-d§:0

Endliche Punktladungen Q im Gebiet A (unendliche Ladungsdichte p an einem Mate-
riepunkt dV=h-dA — 0) sind dabei auch zugelassen. Das konnte im Modell ein elekt-
rischer Leiter (Draht) der Lidnge h senkrecht zur x,y-Modellebene (parallel zur z-
Achse) sein.

Aus (5.4.3.1) wird bei verschwindender Ladungsdichte p im Gebiet A (5.3.2) Au=-b
mit

u=¢, b=0 (5.4.3.3)

5.4.4 Vorgespannte Membran

Die Membran wird zuerst liber ihrem Rand R, der die Fliche A begrenzt, in der x,y-
Ebene aufgespannt. Sie hat die Dicke h. Die konstante Vorspannschnittkraft der
Membran ist f [N/m]. Dann wird die Membran mit einer konstanten Fliachenlast p
[N/m®] senkrecht zu ihrer Ebene belastet. Die daraus resultierende Verschiebung in
Richtung der Fldchenlast p ist u. Die Gleichgewichtsbedingung (GGB) an einem ver-
formten Element der Membran in Richtung p (Theorie 2.0rdnung: GGB am verform-
ten System) ist

99,%__P (5.4.4.1)
Pr P2 h

mit den Hauptkriimmungsradien p; und p, und den Hauptspannungen o, und 6, in den
zugehorigen Kriimmungsebenen (sind i.a. nicht die Ebenen x=konst. oder y=konst.).

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite von (5.4.4.1) resultiert aus der Definiti-
on der positiven Richtung der Fliachenlast p. Eine positive Flachenlast ergibt negative
Spannungen, also Druckspannungen.

Die Richtungen 1 und 2 sind orthogonal. Die Membran ist schubspannungsfrei (bei
beliebiger Orientierung des Koordinatensystems). Daraus folgt
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T12:T21:Txy:Tyx:0

f

Fiir schwache Krimmungen (h<<< py, p,) gilt mit (5.4.4.1) und (5.4.4.2)

1 1
— =W, — =Wy

P1 P2
f- (u’ll +u922> - fAu = f.(u’XX —|—u,yy> =-—p

Die Bilanzgleichung (5.4.4.1) ist auch hier die Divergenz eines Vektorfeldes:

- f— f
w=——gradu=——
hg

u,
h{u,,

. f f
divw = _H(u’“ +u,,,) = _E(u’XX +u,yy> = %

Das ist (5.3.2) Au=-b mit
b="2
f

Die Koordinate der Schnittkraftkomponente in Richtung der Fléchenlast p ist

f,=f-v==£f-u,

Mit deren Integral {iber den gesamten Rand der Membran gilt die GGB

Das ist aber auch (6.1.10)

ffAAu dA:§RUsndSz—b-A, b:%

(5.4.4.2)

(5.4.4.3)

(5.4.4.4)

(5.4.4.5)

(5.4.4.6)

(5.4.4.7)

(5.4.4.8)
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5.4.5 Torsion

Es wird ein gerader, prismatischer Stab mit der Querschnittsfliche A betrachtet. Die
Schwerpunktachse des Stabes ist die z-Achse. Die Stabquerschnitte liegen in Ebenen
z=konst. (x,y-Ebenen). Der Verdrehwinkel infolge Torsionsbeanspruchung ist . Die

Bogenkoordinate auf dem Rand von A ist s. Die Torsionsschubspannungen miissen die
GGB in z-Richtung

Tyzx T Tyzy + 05, 1, =0, f, — Kraft pro Volumeneinheit (5.4.5.1)

erfiillen. Mit Einfiihrung der Spannungsfunktion u und
OZZ,Z + fz =0
Ty = 2G19u,y Ty, = —2Gdu,,
T, =2G0u,, , 71,0 =-2G0u,,

(5.4.5.2)

G — Schubmodul[N/ mmz} , u — Spannungsfunktion [mz}

ﬂ:ii — Verdrillung [1/ m]
z

ist die GGB (5.4.5.1) identisch erfiillt.

—T u
— Z ’X
w:[ y

T b

XZ y

rotw = (Wy’x — Wx’y)eZ = (sz,x + 'ryz’y)ez = 2Gw9(u,yX —u’xy>eZ =0

Das Problem ist mit (5.4.5.1) einfach statisch unbestimmt. Deshalb miissen mit
(5.4.5.4) auch die Gleichungen der Verzerrungs-Verformungsbeziehungen und des
Materialgesetzes berticksichtigt werden, um die Torsionsschubspannungen berechnen
zu konnen. Diese Gleichungen

Vox = Vox Vi, = (W +y) 0 (5.4.5.4)
Vog = Vzy T Vy, = —(w,y —X)wf}
TXZ = TZX = GP\{ZX

Tyz = sz = G’\fzy

fithren mit (5.4.5.2) und
div W =7, +7g, =2G0-(u,,, 1., ) =2GAu = -2G9 (5.4.5.5)
w — Einheitsverwdlbung [mz }
b=1

Auf (5.3.2) Au=-1, die Dgl fiir die Spannungsfunktion u.
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Die RB fiir die Spannungsfunktion u beim Torsionsproblem ergeben sich mit (5.4.5.2)
aus der Bedingung verschwindender Schubspannungen auf dem Rand R an einer
Schnittfliche z=konst. in Richtung der Randnormalen

Tpnds =T,dy —7,dx =0 (5.4.5.6)

% -ds =—7,dx + 7, dy =260 (u,, dx +u,, dy) =2G0 du =0

oder + = up= konst.

Toyds = T,,ds =2G0u,,ds =2GY du=0

Auf einem in sich geschlossenen Rand R muf3 die Kontinuitdtsbedingung fiir die Ver-
schiebung v, in Richtung der Stabachse z erfiillt werden:

EﬁR dv, = ggR v, ds=0 (5.4.5.7)
Nzs = Vz,s + Vs,z = Vz,s =g — Vs,z
Ve=hp, Vg, =L, =i

S,z

GfR v, ds = ggR T,ds — Gﬂd)ﬁR rds=0
mit E’gR rds =2A
und T, =—2Gvu,,

= fﬁ u, ds—fﬁ vds=—-A

Die GroBe r(s) ist dabei der Abstand vom Koordinatenursprung im Schwerpunkt von
A zur Tangente an den Rand im Punkt s. Gleichung (5.4.5.7) ist aber mit (6.1.10) die
Integration der Dgl (5.3.2) Au=-b mit b=1

JJpuda=g u,ds=—[] da=-a (5.458)

Bei einem einfach zusammenhédngenden Querschnitt ist (5.4.5.6) fiir jede Konstante ug
erfiillt und es wird zweckméBig ug=0 gesetzt.

Die Kontinuititsbedingung (5.4.5.7) beim Torsionsproblem entspricht der GGB
(5.4.4.7) bei der Membran.

Bei einem N-fach zusammenhidngenden Querschnitt (Das ist ein Querschnitt mit einem
AuBlenrand und N-1 Lochern.) muf3 (5.4.5.7) fiir jeden Rand R; (i=1,2,...,N) gelten. Auf
jedem der einfach zusammenhédngenden Teilrdnder R; gilt ug;=konst; . Eine dieser N
Konstanten kann willkiirlich (z.B. mit Null) vorgegeben werden. Die anderen N-1
Konstanten werden dann entsprechend (5.4.5.7) aus der Integration iiber die N-1 In-
nenriander berechnet
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95‘1{« u,, ds= 98‘ vds=A;, i=12..N-1 (5.4.5.9)

1 1

Auf den Innenrdndern wird im Uhrzeigerdrehsinn integriert (Diese Vereinbarung ist
sinnvoll, aber nicht notwendig.). Die Vorzeichenumkehr in (5.4.5.9) gegeniiber
(5.4.5.7) ergibt sich, da auf den Innenrdndern die Normaleneinheitsvektoren ins Innere
der Locher zeigen.

Man kann die Gesamtlosung u als Linearkombination von N linear unabhéingigen Teil-
16sungen berechnen:

u=>"" Cu, (5.4.5.10)

mit Au:Z.N CAu;=—1 und Ay =-1

i=] 1

= S CAy=->" ¢=-1

Bei der numerischen Losung einer Randwertaufgabe miissen simtliche RB bekannt
sein. Beim Torsionsproblem sind das auf allen Rédndern RB fiir die Spannungsfunktion
u. Deren konstante Randwerte sind (fiir N>1) vorerst noch unbekannt und miissen iiber
(5.4.5.9) und (5.4.5.10) bestimmt werden.

Eine Moglichkeit, die Randwertaufgabe mit vorgegebenen RB fiir u zu 16sen bietet
folgende Verfahrensweise: Fiir eine Losung u; gilt ug=0 auf allen N Ridndern. Die an-
deren N-1 Losungen sind auf jeweils nur einem der N-1 Innenrdnder ungleich Null
(z.B. gleich Eins, jede der N-1 Ldsungen auf einem unterschiedlichen Rand). Aus
(5.4.5.10) und den N-1 Bedingungen (5.4.5.9) konnen dann nach der Losung der N
Randwertaufgaben, die sich nur durch die jeweiligen RB unterscheiden, die N Kon-
stanten C; berechnet werden. Bei der numerischen Formulierung dieser Problemstel-
lung kann man zweckméBig das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten
RandgroBen mit N rechten Seiten formulieren, da die Koeffizientenmatrix des Glei-
chungssystems (5.3.1.4) fiir alle N Randwertprobleme gleich ist.
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5.5 Beispiele mit Poisson-Dgl

Die Methode der Randelemente (REM) wurde numerisch in einem MathCad-
Programm umgesetzt. Fiir die Geometrie ist ein zweifach zusammenhéingendes Gebiet
mit Rechteckberandung Innen (BjxH;) und Aulen (BoxH,) implementiert, Abbildung

5.6. Das innere Rechteck(-Loch)

B A mulB nicht vorhanden sein. Die linke
< > untere Ecke des inneren Rechteckes
Nys ist mit dem Ortsvektor ry; festgelegt.
3 T Die Randbedingungen sind jeweils
g3 . auf jeder Rechteckseite innen oder
> : ' 72 auflen konstant. Es gibt also maxi-
14 l\‘hi mal 8 unterschiedliche RB. Die nu-
H Nry %r? merierten Pfeile auf den Rechteck-
Nge [ETIN—> <+ Ms2 seiten geben die Seitennummer und
«— I ’nr,, — H . . . .
L " A dlq Integrationsrichtung auf dieser
F—g— l Seite an.
A 4 M Zusitzli . .
. ; usatzlich zu der Gebietsfunktion b
y /Q . ! (nur b=konst. programmiert) sind
& et v noch an beliebig vielen Punkten Q
\Taa / i 1 jeweils eine singuldre Vorgabe fiir
YA Meq z.B. eine punktformige Warmequel-

le beim Problem der Wiarmeleitung

i . o eine punktformige Ladung beim

Abbildung 5.6: Geometrie der Beispiele (x=X1, proplem des elektrostatischen Po-

y=xz) tentials bzw. eine Einzelkraft beim
Problem der Membran zugelassen.

Die Feldgrofle u(x;,x;) kann fiir das gesamte Gebiet einschlieBlich des Randes aus
(5.3.8) berechnet werden. Deren Ableitungen v(X;,X;) ergeben auf den Rindern stark
singuldre Integrale und diirfen deshalb nur in ausreichender Entfernung vom Rand (ca.
0.2 bis 0.5 mal Elementldnge) berechnet werden. Das ist insofern kein wirklicher
Nachteil, da ja die diskreten Randwerte nach Losung von (5.3.1.4) bekannt sind.

Oft wihlt man als Testbeispiele fiir die Uberpriifung von Niherungslésungen Aufga-
ben, die als Ergebnis fiir u(x;,x,) konstante bzw. linear verdnderliche Feldgrofen erge-
ben. Das ist bei der REM nicht so giinstig, da im Randbereich die Ableitungen v(x;,X5)
aus oben angefiihrtem Grund sehr schlecht gegen konstante Randwerte konvergieren

In den Abbildungen sind generell dimensionslose Feldgrofen dargestellt.

5.5.1 Stationare Warmeleitung

Es handelt sich hier um das Beispiel aus 5.3.2. Es liegt ein Rechteckgebiet (1x2) vor,
ohne Innenrand. Vorgegeben sind die dimensionslosen Grolen: Auf dem Rand 1 die
Temperatur u=0, auf dem Rand 2 der Warmestrom u,;=0, auf dem Rand 3 die Tempe-
ratur u=100 und auf dem Rand 4 der Warmestrom u,;=0. Zum Vergleich mit dem o.a.
Beispiel ist hier erst mit insgesamt 6 RE (statt dort mit 4 RE) der Lange L.=1 diskreti-
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siert worden. Damit erhdlt man schon brauchbare Ergebnisse fiir u(x;,x,) Abbildung
5.7, die fiir v(x;,X,) sind nicht zu gebrauchen, da die Randfehler im Gebiet nicht ab-
klingen.

A (563935
22 8715 0
76.1285 0
u= v =
100 56.3935
76 1285 0
\23.8715 L0 )

(—5.1353  0.6431 06431 -51353
126495 20.13%4 20,1394 18.6495
39.5235 386032 38.6032 39.5235
60.4765 61.3968 61.3968 604765
81.3505 79.8606 79.8606 81.3505
L 105.1353 993569 99.3569 105.1353

U.G=

Abbildung 5.7: Beispiel 1: Temperaturverteilung ug

Das Netz der Bilder hat nichts mit der Anzahl RE zu tun, sondern mit der Diskretisie-
rung bei der Berechnung der FeldgroBBen im Gebiet (nach der Losung der RWA mit
der REM). An den Ecken sind die Fehler am groften. Die Vektoren u und v sind Tem-

0.6 0.8 02 04 06 0.8

min| vy | = -2.4332 min( v, | = 47.1254

max| v | = 2.4332 max( v | = 52.4971

Abbildung 5.8: Beispiel 1: Wirmestrom vg; in x;- und vg; in x,-Richtung

peratur und Wiarmestrom an den Kollokationspunkten. Die Matrix ug enthilt die Tem-
peraturen an den Gitterpunkten.

Die exakte Losung ist: u'=(0 25 75 100 75 25) und v'=(-50 0 0 50 0 0)
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Die Bilder des Warmestromes vg;= u,; und vg,= u,, sind mit 24 Elementen der Lange
L.=0.25 berechnet worden. Der Randbereich mit einer Breite von 0.5L. ist nicht in
Abbildung 5.8 enthalten. Exakt gilt vg= u,;=0 und vg= u,,=50. Diese konstanten
Werte sind bis auf den Randbereich sehr gut erreicht.

Beispiel 2 unterscheidet sich von Beispiel 1 lediglich durch eine zusitzliche Warme-

max(ug) = 100.7231
111i11(uG) = —1.0004

max(vgy ) = 200.3516
mi“("Gl) = —223.8843

Max (V) = 204.4385
111i11(vG2) = —69.4542

KX KY.v KX.KY.v
(KX.KY.U G) ( Gl) ( ‘ Gz)

Abbildung 5.9: Beispiel 2: wie Beispiel 1, aber mit Wirmequelle bei Q(1/3, 2/3)

quelle mit der Wirmeleistung ug=80. Die Diskretisierung erfolgte auch mit 24 gleich
langen RE. Die Fehler der nicht erfiillten RB fiir die Ableitungen vg,=u,; und vg=u,,
sind klein gegeniiber den maximalen Werten und sind in Abbildung 5.9 nicht mehr zu
sehen.

5.5.2 Elektrostatisches Potential

Es sollen das elektrische Potential und die Feldstirke in der Umgebung zweier paralle-
ler gerader elektrischer Leiter (Linienquellen) berechnet werden. Das zugehorige Mo-
dell sind zwei Punktladungen in der x;,x,-Ebene, die die beiden Leiter orthogonal
schneidet.

Ein linearer elektrischer Leiter der Linge L und der Ladung Q erzeugt in einem umge-
benden Medium mit der Dielektrizitdtskonstante € ein kreiszylindrisches, elektrisches
Zentralfeld mit der Leiterachse als Zylinderachse. Der Betrag der elektrischen Feld-
stiarke im (senkrechten) Abstand r von der Leiterachse ist

E= Q =Q 1 , Q:g, r>0 (5.5.2.1)
2nelr —2nlr — ¢
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Die Feldlinien sind bei positiver Ladung (Quelle) radial nach auflen und bei negativer
Ladung (Senke) radial nach innen gerichtet. Das elektrostatische Feld in einer beliebi-
gen Ebene x;=konst. ist

E - (Erér + Eﬂ&ﬁ) = _grad Y= _[@9r _}r @;ﬁ _éﬁ] (5522)
1
E. =Q—
=9 2Tr
Ey=0 wegen Zentralsymmetrie, r, — Polarkoordinaten
= p=—|—dr= ——ln— 1, — beliebiger Bezugsradius
21‘(1‘ Iy
o= 1 1 o
divE==(rE,),,+—(Eg),s=0 Quellenfreiheit des Feldes
r r
1 1 I 1
A@ = Qo TP +7@’1‘)1‘) — 2 2= 0
r r r°or

Dieses Feld wird im rdumlich endlichen Medium {iberlagert durch Felder aus den RB.

Im Beispiel 1 (Abbildung 5.10) wurde zunédchst zum Vergleich mit der Losung von
(5.5.2.2) ein quadratisches Gebiet (2x2) mit einer zentralen Punktladung Q=27 be-
rechnet Die Diskretisierung erfolgte mit insgesamt 32 gleich langen RE der Lénge
L.=0.25. Auf allen vier Réndern ist das Potential gleich Null. Die Randbereiche in der
Breite der halben Lénge der Randelemente sind nicht dargestellt. In der Umgebung der
Punktladung sind die Hohenlinien fiir Potential und Feldstirke noch entsprechend
(5.5.2.2) in guter Ndherung konzentrische Kreise um den Mittelpunkt des Quadrates.
Die Werte fiir Potential u und Feldstérke v sind verglichen mit dem ungestorten zent-
ralsymmetrischen Feld auf einer Symmetrieachse mit dem dimensionslosen Abstand r
vom Zentrum und dem Nullpotential bei ry=1

r:§ —Inr=1.099, u=—p=1.174 , 1300, v=E=344 (5.5.2.3)
T
2 1
r:§ —Inr=0405, u=—p=0467 , —=1.50, v=E=1.77
r
r=1 —Inr=0.000, u=—p=0.002 |, L 100, v=E=134
r
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Abbildung 5.10: Beispiel 1: Potential und Feldstdrke fiir eine Punkt-Ladung

Der Einflu3 der nicht radialsymmetrischen RB ist hier schon relativ grof.

Im Beispiel 2 wurde ein Gebiet (2x2) mit zwei Punktladungen |Q|=1 an den Punkten
Qi(x;=1,x,=2/3) und Q,(x;=1,x,=4/3) mit ebenfalls 32 RE gleicher Lénge berechnet.
Die Rénder x;=konst. sind mit den RB v;=u,;=0 Symmetrierdnder und auf den Rén-
dern x,=konst. gilt u=0. In Abbildung 5.11 sind Ergebnisse fiir zwei gleichgerichtete
Ladungen und in Abbildung 5.12 fiir zwei entgegengesetzte Ladungen dargestellt. Die
Randbereiche in der Breite der halben Lange der RE sind wieder nicht dargestellt.

Das linke Bild zeigt das Potential u. Die Hohenlinien sind Linien gleichen Potentials.
Das rechte Bild gibt Auskunft {iber den Betrag der elektrischen Feldstirke E. Dabei

Abbildung 5.11: Beispiel 2: Potential und Feldstdrke fiir gleiche Punkt-Ladungen

sind Hohenlinienen Linien gleicher dimensionsloser Feldstirke v3 = \/u,lz —i—u,% . Die
Pfeile symbolisieren nach Gréf3e und Richtung das elektrische Feld.
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Abbildung 5.12: Beispiel 2: Potential und Feldstdrke fiir engegengesetzte Punkt-
Ladungen

Die Abbildung 5.13 und Abbildung 5.14 unterscheiden sich von Abbildung 5.11 und
Abbildung 5.12 nur durch die feinere Diskretisierung bei der Ergebnisberechnung im
Gebiet A (nicht in der Anzahl der RE). Hierbei sind die Vektorpfeile des elektrischen
Feldes nicht mehr gut zu erkennen. Dafiir sind die Farbdarstellungen der Feldgréen
mit entsprechend hoherer Stetigkeit besser zu interpretieren. Natiirlich wére es auch
moglich, jeweils nur die obere oder untere Hilfte des Gesamtgebietes

Abbildung 5.13: Beispiel 2: Potential und Feldstdrke fiir gleiche Punkt-Ladungen

mit den RB v,=u,,=0 fiir gleiche Punkt-Ladungen und u=0 fiir entgegengesetzte Punkt-
Ladungen auf dem dann entstehenden Rand des halben Gebietes vorzugeben. Die Er-
gebnisdarstellungen wéren dann aber nicht mehr so anschaulich.
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Abbildung 5.14: Beispiel 2: Potential und Feldstirke fiir engegengesetzte Punkt-
Ladungen

5.5.3 Vorgespannte Membran

Es liegt ein doppelt berandetes quadratisches Gebiet (4x4) in der x;,x,-Ebene vor, das
Zentrum des Innenrandes (1x1) ist bei x;=1.5 und x,= 2.5. Vorgegeben sind auf allen
Réndern die vertikale Randverschiebung in Richtung der z-Koordinate x3 mit u=0. Die
bezogenen Fliachenlast von (5.4.4.5) ist b=1. Am Punkt Q(x,;=3,x,=1) wird eine Ein-
zellast der GroBe 1 eingeleitet. Die Diskretisierung erfolgte mit 60 gleich langen

= 0.4829

= —0.0466 upg =0

Umax Uimin

Abbildung 5.15: Potentialfunktion (Verschiebung) der Membran

Randelementen der Lange L.=1/3. In Abbildung 5.15 ist die Verschiebungsfunktion u
der Membran dargestellt.
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5.6 RWA mit Helmholtz-Dgl A( )+%( )=0

Einige Anfangs-Randwertaufgaben ungedampfter, harmonischer Schwingungen mit
der Kreisfrequenz o flihren auf lineare, partielle Dgl der Form

0°v(x,t) 0°v(x,t) (5.6.1)
A X,t —01,2—_,:0’ —_’:_wz X,t . 0.
) -o2 0 S (x)

= Av(g,t)—i—Bzv(g,t):O, B=w-a
Im stationdren Zustand der mit ® erregten Schwingung ist die homogene Losung ab-
geklungen, weil im Realfall immer eine kleine Dampfung vorhanden ist. Die stationire

Losung ergibt sich demzufolge lediglich aus der Partikuldrlosung. Die Erregung soll
hier ausschlieBlich iiber die RB erfolgen, deshalb ist die Dgl homogen.

5.6.1 1D-REM - Formulierung
Fiir das 1D-Problem wird aus (5.6.1)

2 52
V”<X’t)_0‘2% =0, V(X Y = —wzv<x t), 0<x<L (5.6.2)
v(x,t)+B*v(x,t) =0, B:w-a

Die allgemeine Losung ist

v(X,t)=1u,sin{-coswt +u, cos-sinwt, P=Px—¢ (5.6.3)
¢ — Phasenwinkel

Statt der allgemeinen reellen Losung (5.6.3) konnen auch komplexe Losungsfunktio-
nen verwendet werden.
u(x)=u;sinh+i-u,cos, e =coswt—i-sinwt (5.6.4)

Viem (X,t) =1u(x)-e ™

v(x,t)=Re|v,,, (x,t)] =u,sin - coswt +u, cos-sin wt

Der Realteil in (5.6.4) ist mit der Losung aus (5.6.3) identisch.

Fiir das 1D-Problem ergibt sich dabei kein Vorteil (,weil nur der Fall der stehenden
Welle aus (5.6.6) von praktischer Bedeutung ist). Die komplexe Formulierung beim
1D-Problem hat lediglich das Ziel, die Analogie zur Losung beim 2D-Problem zu zei-
gen und dadurch dort die Verstindlichkeit zu verbessern.

Einsetzen von (5.6.4) in (5.6.2) fiihrt die partielle Dgl fiir die reelle Funktion v(x,t)
tiber in die gewohnliche Dgl der komplexen Ortsfunktion u(x)
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2
V]/(/om(X,t)—OLZ 0 Vg:;(x,t) _ [u”(x)—{—@zu(x)]-e*m —~0

= u”(x)—l—@zu(x):O, f=a-w

(5.6.5)

Aus der reellen Anfangs-Randwertaufgabe wird eine komplexe RWA
Es sind drei Fille zu unterscheiden
1. Stehende Welle: u;=uy, u,=0
2. Auslaufende Welle: u;= uy, u,2=-u,
3. Einlaufende Welle: u;= uy, u,=u,
Fiir diese drei Fille sind die reellen Losungen
v, (x,t) =u, sin- coswt (5.6.6)

1.
2. Va(X’t):uo(Sin"b‘COSWt—COSTD'Sinwt):uosin(q)—wt) T\JZBX—LQ
3. Ve<xvt):uo(Sin¢'COSWt+COS¢'Sint):uosin(mpjtwt)

und die komplexen

u(x)=u,sinV+i-u,cosP, e =coswt—isinwt (5.6.7)
1. u,(x)=u,sinyP

2. u,(x)=u, (sinip —i-cosxb)

3. u.(x)=u, (sinlb —l—i-cosﬂ))

mit den drei Fillen stehende, auslaufende, einlaufende Welle

Vi (x,t)= Re[um(x)-e’i“t] , m=s,a,e

Der Imaginérteil der Losung ist lediglich zeitlich phasenverschoben zum Realteil und
wire demzufolge auch als Losung zu verwenden.

Eine auslaufende Welle muf3 die sogenannte Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedin-
gung erfiillen

lav(x,t) _’_lév(x,t)
3 Ox w Ot

(5.6.8)

Physikalisch bedeutet diese Forderung, dass die auslaufende Welle bis ins Unendliche
lauft und nicht reflektiert wird, also auf kein Hindernis trifft.

Die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung wird von v,(X,t) aus (5.6.6) erfiillt
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dv, dv,
dx dt

= Bu, cos(P—wt), = —wu, cos (b — wt) (5.6.9)

Die Addition (Uberlagerung) einer auslaufenden Welle mit einer einlaufenden Welle
ergibt eine stehende Welle. Bei einem Innenraumproblem, also endlichen Réndern
x=X, und x=x, wird die an einem Rand eingeleitete Welle immer am anderen Rand
reflektiert, liuft also zuriick. Die Uberlagerung ist im stationéiren Zustand demzufolge
immer eine stehende Welle.

Ein analoges Vorgehen wie in 5.1 fiir den Zugstab ergibt mit der Fundamentallosung
aus 6.11.6

w(X) :%B[ul sin(B|X|)—l—i-u2 cos(B|x|)] (5.6.10)

fiir z.B. den Fall 2. der auslaufenden Welle erhilt man

=%, +e, G=%,—¢, £—0 (56.11)
q
w) (o) [ EAYGE ), = u(,)
0=c|" |+u|"|- R )
u, u, u, =u <(Xa)’ U, =14 ((Xb>

q )
f EA w(x,(,)dx

Q:[—W’(/Xa,ﬁa)—l W(x,) ‘ "
W (x,,G) W (xpGy)

w(x,,C) —w(x,,¢,)
W(Xa’cb> _W(Xb’cb)

G—l —1 cos~ +isin~y

~  2|cos~+isinny —1

H:L —1 —(Sil’l’\{—iCOS’\{)

~ 2B|sin~y—icos~ 1

MoHG= DT T e
sin~y| 1 —COS "y

Die Matrix M ist (beim 1D-Problem) reel und fiir die 3 Fille 1., 2. und 3. identisch.
Das liegt daran, dass sich beim Innenraumproblem immer eine stehende Welle des
Falles 1. ergibt.
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5.6.2 Beispiel

Das Beispiel aus Abbildung 5.16 vergleicht die REM-Losung mit der zugehorigen
analytischen Losung.

u(x)=u, sin(BX — up) =u, (sin Bx cosp — cos3x sin Lp) (5.6.12)
= v, cosfx + v, sin 3x
_ : _ __ Y% 22, 2
Vo =—U,sInyp, VvV, =y cosyp, tanp=——, u;=v,+V,
Vi

Die analytische Losung fiir f=1.5, L=5 und die RB u,=u(0)=u,=u(L)=1 ist

vy=1, v, =1=BL _ 6066 (5.6.13)
sin3L

Die beiden noch unbekannten Randwerte und die REM-L6sung ergeben sich zu

/
u, — M u, _ 1.0488 L ox = 0 . X, = L (5614)
ul “lu, ) |—1.0488)"

Ugrem (C) = —[u{)W(Xb,Q - ubW/(Xb,Q)] + [u;W(Xa,C) - uaw'(xa,Q)]

Der Vergleich von analytischer und numerischer Losung nach Abbildung 5.16 zeigt
erwartungsgemifl exakte Ubereinstimmung. Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung
dieses Beispiels fiir die Fille 1. bis 3. ist in ,,Helmholtz 1D x t.gif*.

=15 L=>5

1 Y 2 ]
uE)
RE[UREM(';:I) 0 =1 IE =3 4 5
[olele
_1 -+

Abbildung 5.16: ID-Schwingung
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5.6.3 2D-REM - Formulierung

Die Aufbereitung der RWA zur Losung mittels der REM ist vollig analog zu 5.3 spe-
ziell 5.3.1. Es wird statt der Fundamentallosung aus 6.11.5 die aus 6.11.7 fiir die aus-
laufende Welle verwendet.

w(r) :%[ulYo (B-r)—i—i-uzJo(B-r)] mitu, = —u, =1 (5.6.15)
Hél)(z):‘]()(Z)_l'i'Yo(Z)’ HE)Z)(Z):J()(Z)_i'Yo(Z)’ z=p-r

Die nachfolgenden Formeln gelten sowohl fiir die Poisson-Dgl aus 5.3.1 (pois-
son=true) mit der Fundamentallosung aus 6.11.5, als auch fiir die entsprechende
Helmholtz-Dgl mit der komplexen Fundamentallosung (5.6.15)

Inr if poisson ! if poisson (5.6.16)
‘ ., G (f‘) — r
_ITHO (r) otherwise 1 2_7T BHU(r)  otherwisc

Die Koeffizienten der Matrizen H und G aus (5.3.1.2) werden damit zu

L ey T (K ) T (5.6.17)
- G dr, G. Go (%, (%)) dT
Hmk — I <rm( )) r ()—(»k) ’ mk f O

Zwischen einem Innen- und einem Auflenraumproblem gibt es keinen Unterschied bei
der Berechnung der diskreten, unbekannten Randwerte. Die Diskretisierung der Geo-
metrie des Randes, einschlieBlich der Richtung der AuBlen-Einheits-Normalenvektoren
und die RB sind vollig identisch. Im Beispiel 2 wird ein spezielles Innenraumproblem
mit der zugehorigen exakten 1D-Losung verglichen. Dabei konvergiert die REM—
Losung mit stehender Welle (Ist reele Losung und folgt aus Nullsetzen der Zylinder-
funktionen 1.Art J,(z) in den Zylinderfunktionen 3.Art Hp(l)(z) aus (5.6.16).) schneller
als die mit auslaufender Welle gegen die exakte Losung.

Falls nach der Berechnung der unbekannten Randwerte noch Werte im Gebiet benotigt
werden, mull nur entsprechend im Innen- oder Aullenraum diskretisiert werden.
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5.6.4 Beispiel 1

Beispiel 1 ist in Geometrie und RB vollig analog zu dem Beispiel aus 5.3.2. Es wurde
mit auslaufender Welle und B=1.5 gerechnet. Das Beispiel hat rein akademischen
Charakter und kann nur zu Vergleichszwecken dienen. Index R und I kennzeichnen
jeweils Real- bzw. Imaginirteil der Matrix oder des Vektors.

05 -0.2054 01235 —0.2054 02108 -0.1523 ~0.0916 -0.1523) (5 6.18)
1 | -00947 05  —00%47 —0.1895 _01118 01706 —0.1118 02236
Hr+ == Gr =
2 01235 —0.2054 0.5  —0.2054 _0.0916 —0.1523 02108 —0.1523
~0.0947 -0.1895 —0.0947 0.5 ~0.1118 -0.2236 -0.1118 0.1706
_0.2108 —02054 00916 —0.2054 _05  —01523 —0.1235 —01523
01118 05 01118 —0.1895 00347 0.1706 0.0947 —0.2236
MR=1 00916 —02054 02108 —0.2054 NR=| o1a3s 01523 05 01523
01118 —01895 01118 05 00947 —02236 00947 01706
A=N 1M AR = Re(A) A, = Tn(A)
07908 06691 —01741 06691 0267 —0.0167 —02344 —0.0167
03616 0.1489 —0.3616 —1.5896 _0.0666 0.016% —0.0666 0.0359
AR=| 01741 06691 07908 06691 M= | 0034 00167 0267 —0.0167
03616 —15896 —0.3616 01489 _0.0666 00359 —0.0666 0.0169

yT ={0 0 100 0) X=A l-y Xp = Re(x) X = Im(x)

T
XR X|
T00 = (25228 14866 17068 14866) 100 = (41303 -17716% 37064 -1716%)

Fiir p<<I (etwa p=10") gehen die Zahlenwerte der Matrizen und Vektoren in die reele
Losung von 5.3.2 iiber.

5.6.5 Beispiel 2

Beispiel 2 ist ein dem 1D-Beispiel aus (5.6.2) analoges Innenraum-Problem. Die
Nummerierung der Rénder entspricht dem Beispiel aus 5.3.2 Es liegt ein Rechteckge-
biet (1x5) vor. Auf den kurzen Réndern (1 und 3) wurde mit 3 RE und auf den langen
Réndern (2 und 4) mit 15 RE je gleicher Linge diskretisiert. Vorgegeben sind die di-
mensionslosen Gréfen: Auf den Réndern 1 und 3 ist u=1 auf den Réndern 2 und 4 ist
v=u,,=0. Infolge der RB fiir v sind die Ableitungen u,, im gesamten Gebiet Null und es
ergibt sich das 1D-Problem von 5.6.2 mit der zugehdrigen exakten Losung zum Ver-
gleich.
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Vergleich 2D-FEM-Lésung mit exakter 1D-Lasung

Abbildung 5.17: stehende Welle, Vergleich mit exakter Losung

Bei der vorhandenen Diskretisierung sind die Unterschiede in der Berechnung mit ste-
hender Welle und mit auslaufender Welle kleiner als 1%. Der Ort-Zeit-Verlauf der
Schwingung dieses Beispiels ist in ,,Beispiel 2D Vgl m_1D.gif*.

5.7 Physikalische Aufgabenstellungen mit Helmholtz-Dgl
Hier sind stellvertretend nur 2 der physikalischen Wellenausbreitungen aufgefiihrt.

5.7.1 Schwingende, vorgespannte Membran

Die GGB der vorgespannten Membran aus (5.4.4.1) wird um das Trigheitsglied mit
der Dichte p erweitert. Damit ergibt sich eine dquivalente Fldchenlast p am Flachene-
lement dA

2

949 P 4A— iidm——iiphdA, ii=2Y (5.7.1.1)
2

Pr P2 h ot

Aus (5.4.4.3) wird fiir eine harmonische, mit der Winkelgeschwindigkeit @ erregte
(Transversal-) Schwingung u der Membran

Au—ali=0, o? :%, i=—wu (5.7.1.2)

=  Au(x,t)+5%u(x,t)=0, B=aw

Mit dem Hauptkriimmungsradius p,—o0 ist u,=0. Das ist der 1D-Spezialfall der
schwingenden Saite mit der Querschnittsfldche A, und der Vorspannkraft F.

A

(5.7.1.3)
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5.7.2 Schallabstrahlung

Die folgende Definition ist im wesentlichen http://de.wikipedia.org/wiki/Schall ent-
nommen:

« Physikalisch gesehen ist Schall eine Welle. In Gasen und in Fliissigkeiten ist Schall
immer eine Longitudinalwelle, also auch im wichtigsten Medium, in Luft. In Festkor-
pern gibt es auch Transversalwellen. Schallwellen sind Schwingungen und transportie-
ren Energie. Sie bewegen Mediumteilchen um einen mittleren Zustand und breiten
sich mit einer charakteristischen Geschwindigkeit, der Schallgeschwindigkeit ¢ aus.
Diese betrdgt 344 m/s in Luft bei einer Temperatur von 20° C (Meereshéhe) und 1407
m/s in Wasser bei einer Temperatur von 0° C. Die Wellenldnge A fiir einen tonalen
Schall kann mit der Frequenz f und der Schallgeschwindigkeit ¢ iiber A=c/f berechnet
werden.

Weiterhin ist Schall dadurch definiert, dass die Schwankungen der Zustandsgrof3en
Druck p und Dichte p klein im Verhéltnis zu ihren Ruhegrofen sind. Das wird an-
schaulich, wenn man Schalldruckpegel von 130 dB (Dezibel) (das ist etwa die
Schmerzschwelle des Menschen) mit dem normalen atmosphérischen Druck ver-
gleicht: Der Ruhedruck der Atmosphire betrdagt 101300 Pascal (= 1013 Hektopascal),
wihrend ein Schalldruckpegel von 130 dB einem Effektivwert des Schalldrucks p von
gerade einmal 63 Pascal (= 0,63 Hektopascal) entspricht.

Da Schall im Gegensatz zu Licht zu seiner Ausbreitung ein Medium bendtigt, ist er im
Vakuum nicht existent.

Die zugehorige Wissenschaft ist die Akustik, welche wiederum ein Untergebiet der
Gasdynamik ist. Die beiden Energieformen, die sich beim Schall ineinander wandeln,
sind die Kompressionsenergie und die Bewegungsenergie als Schallenergiegrof3e, cha-
rakterisiert werden sie aber durch die SchallfeldgréBen:

. Schalldruck p in N/m? = Pa (Pascal)
. Schallschnelle v in m/s »

Bei der Schalliibertragung durch Schallwellen findet kein Massetransport statt. Jedes
Masseteilchen schwingt um seine Ruhelage. Die Geschwindigkeit v dieser Schwin-
gung ist die Schallschnelle und ist nicht mit der Schallgeschwindigkeit c, also der Ge-
schwindigkeit der Schallausbreitung zu verwechseln.

Fiir das Medium werden folgende physikalische Einschrankungen gemacht: Die be-
trachteten (Longitudinal-)Wellen breiten sich ohne Reibung (Viskositét ist Null), tem-
peraturunabhingig, energieerhaltend und mit konstanter Schallgeschwindigkeit ¢ aus.

Damit ergeben sich die Grundgleichungen:
e Impulsbilanz (Bewegungsgleichung) fiir Masseelement dm

o Kontinuitédtsgleichung fiir Masseelement dm
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e Gleichung fiir die Schallgeschwindigkeit

Impulsbilanz und Kontinuitdtsgleichung sind auf das Volumenelement dV (dm= pdV)
bezogen.

pﬁzpaJr(V-@)V:f—%p, i—% (5.7.2.1)
dp -
§+V-(pv):paQ
oo _ b 0.0 o 1p
dp ot 0Op ot ot ot ¢ ot

in Koordinatenschreibweise (Summation iiber m)

F’(Vk,t + Vk,me) =f —p,,, m=123
1
C_Zp’t +(pvm>’m = paQ

(Zur Uberfiihrung in die Koordinatenschreibweise siehe 6.1)

Hierbei sind:

p - Dichte [kg/m’]

\ - Schallschnelle [m/s]

t - Zeit [s]

f - Volumenkraft [N/m’]

p - Schalldruck [N/m?]

ag - Quellgeschwindigkeit [1/s]

Die (Eulerschen-)Koordinaten x,,=x,,(t) des Masseelementes dm dndern sich mit der
Zeit. Die beiden Summanden der Beschleunigung in der Bewegungsgleichung aus
(5.7.2.1) resultieren aus der materiellen Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors

QZV(t,Xm):@_}_ ﬂaxm , Vm — axm (5722)
ot 70x, Ot ot

in Koordinatenschreibweise a, = v, +v, v

Die 5 Gleichungen aus (5.7.2.1) enthalten 5 unbekannte Zustandsgrof3en: vy, v, v3, p
und p.

Der Gradient der Dichte ist sehr klein. Damit wird aus (pvi),m™=PVimsm-
Bei der Schallabstrahlung in Medien ohne Viskositit darf die (nichtlineare) konvektive

Beschleunigung vy v, gegeniiber der partiellen Zeitableitung vy, vernachlissigt wer-
den.
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Zur Abschitzung kann man die Losung der 1D-Gleichungen (5.6.6) mit der Schall-
druckamplitude p,=100Pa, der Dichte von Luft (bei 20°C) p=1.2kg/m’ und der Schall-
geschwindigkeit c=344m/s auswerten. Es ergibt sich damit aus (5.7.2.1) ein Amplitu-
denverhéltnis

p(x,t) = p, sin(Bx — wt) = p, sin|w(>—1) (5.7.2.3)
C
Vo = AO ) fO (X’t) s Vo, Vi = Alfl (X7 t)
1>> 2 Po__g0-
A, p-c
= a=v,+tv, vV, XV,

’X ' X

Volumenkrifte und Qellen werden nicht zugelassen, f,=0, ag=0. Durch Elimination
der Schallschnelle v und der Dichte p iiber die partielle Ortsableitung der Impulsbi-
lanz, der partiellen Zeitableitung der Kontinuitdtsgleichung und der Voraussetzung
harmonischer Zeitabhdngigkeit des Schalldruckes p ergibt sich aus (5.7.2.1) eine par-
tielle Dgl (Helmholtz-Dgl) fiir p

PVi ik = ~Pok 1 1 (5.7.2.4)

= skk o Mo :A — TH M :O
izp’tt +memt:O pkk 02ptt p 02ptt
c s

mit p,,=-wp = Apx,t)+ppkx,t)=0, B= %

Randbedingungen sind :
e wesentliche RB fiir den Schalldruck p

e natiirliche RB fiir p ,=-pv,, den Impuls (gleich Null fiir starre Wand, ungleich
Null fiir schwingende Wand, z.B. Lautsprechermembran)
5.8 Beispiele mit Helmholtz-Dgl

Die Geometrie der Gebiete ist mit den Bezeichnungen aus Abbildung 5.18 vorgegeben
(ist Abbildung 5.6 ohne Quelle Q).

1

rm:[ ] B,—H —2 (5.7.2.1)
0
5

tn=|_|» By=H, =10

Es sind ein inneres Quadrat (Rand I) der Lénge 2 und ein duBleres Quadrat (Rand A)
der Lénge 10 vorgegeben. Die y-Achse ist Symmetrieachse.
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Fiir alle Beispiele gilt =4 und auf Rand I sind natiirliche RB vorgegeben, auf dem
Rand I1 mit Eins und den anderen 3 Rindern mit Null. Jeder der 4 Teilrdnder von I ist
mit 8 RE diskretisiert.

Bei den beiden Inneraumproblemen ist jeder der 4 Teilrdnder von A mit 32 RE diskre-
tisiert. Sie unterscheiden sich nur durch die RB auf dem Rand A. Bei der Membran-
sind dort homogene wesentliche RB und beim Schallproblem homogenen natiirliche
RB vorgegeben.

Beim AuBenraumproblem ist A kein Rand (also auch ohne RE-Diskretisierung), son-
dern nur die (willkiirliche) Begrenzung des Gebietes, fiir das im Postprocessing Funk-
tionswerte berechnet wurden.

n
AL
3
t . I 2
)
U l\::rs
n I2
My HI rﬁ:,‘ a2 H
L4 A
z{_n 'T': BI:
,, e
: s A 4
VAR
X\ A A1

Abbildung 5.18: Geometrie des Gebietes
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5.8.1 Membran (2D-Innenraumproblem)

Auf dem AuBenrand A sind homogene, wesentliche RB us;=us,=us3=u,4=0 vorgege-

ben.
Auslenkung u
Abbildung 5.19: schwingende, vorgespannte Membran
Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung ist n ,Helm-

holtz 2D Innen Beta eq 4 Membran_auslaufend.gif*.

5.8.2 Ebene Schallabstrahlung (2D-Innenraumproblem)

Auf dem AuBenrand A sind homogene, natiirliche RB (Impuls) va1=vAr=va3=Va4=0

vorgegeben.
Schalldruck p
)

Abbildung 5.20: Schallabstrahlung, Innenraumproblem
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Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung ist in ,,Helm-
holtz 2D Innen Beta eq 4 auslaufend.gif™.

5.8.3 Ebene Schallabstrahlung (2D-AuBenraumproblem)

Die duflere Begrenzung des Gebietes ist kein Rand, sondern nur die Begrenzung des
Gebictes, fiir das 1m
Postprocessing Funk-
tionswerte berechnet wur-
den.

Schalldruck p

Abbildung 5.21: Schallabstrahlung, Auffenraumproblem
Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung ist in ,,Helmholtz 2D _Aussen Beta _eq_4.gif*.
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6 Grundlagen

Die in diesem Kapitel zusammengestellten Grundlagen werden zum Verstindnis der
Problembeschreibungen und Problemlosungen in den vorangestellten Kapiteln beno-
tigt. Um diese nicht in entsprechenden Lehrbiichern nachschlagen zu miissen, werden
sie in diesem Kapitel zusammengestellt. Sie sind (fast) ausschlieBlich fiir die Spezial-
falle kartesischer Koordinaten (2D und 1D) formuliert.

2D: x;=X, X,=y, X3=0,
1D: x;=%, X,=0, x3=0.

6.1 Eigenschaften ebener Skalar- und Vektorfelder
Partielle Ableitung eines Skalarfeldes u:

Ou(x,,X, ) du(x,,x,) (6.1.1)

- ua s — ua
0x, : 0%, 2
Nabla-Operator und Gradient eines Skalarfeldes u:

0 (6.1.2)
AV
9

ox,

U,

Vu =gradu = [ =U, € =U, € +U,¢,

%)
in Polarkoordinaten r,:
0
or
10
10y

V=

Die nachfolgenden Formeln stellen einige wichtige Operationen mit dem Nabla-
Operator zusammen.

Bei einem ebenen Skalarfeld u(xy,x,) ist Vu = gradu ein ebener Vektor der orthogo-
nal zu den Niveaulinien u(x;,x,)=konst. verlauft.
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Laplace-Operator eines Skalarfeldes u:

Au = 6 : (611) =W, = Wy +u,22 (613)

in Polarkoordinaten r,:

= (2 1 1
Au=V- (Vu) =W, +—U, + U,
r r

Richtungsableitung eines Skalarfeldes u in Richtung eines Einheitsvektors n

ou

;—U,HZVU'ﬁ:u,k l’lk :u’l Ill —|—u,2 n2 (6.1.4)
n

Die Richtungsableitung eines Skalarfeldes u(x;,x,) in Richtung eines Einheitsvektors
ist ein Mal} fiir die Anderung des Funktionswertes von u bei Fortschreiten um eine
Langeneinheit von einem Punkt P(x;,X;) in Richtung des Einheitsvektors.

Divergenz eines Vektorfeldes w :

0 (6.1.5)
divw =V -w = : =14 =72 = +
Ivw W i [Wz] ox | ox, Wik =W m™Woo
0x,

Der Begriff Divergenz kommt aus der Stromungsmechanik und bedeutet Auseinander-
flieBen (infolge von Quellen). Die Divergenz ist ein MaB fiir die Quelldichte (Ergie-
bigkeit der Quelle pro Volumeneinheit). Bei positivem Wert handelt es sich um eine
Quelle und bei negativem um eine Senke. Ein Feld ist quellenfrei, wenn die Divergenz
im gesamten Feld Null ist.

Rotation eines Vektorfeldes w :
¢ ¢, 6'3 (6.1.6)
0 0 0 -
= ekmnwn mek
ox, O0x, Ox, ’

W, W,  W;

rotw =V xw=

fir ebenen Fall mit w; =0und wy; =w,; =0
1‘0t\7V - (WZ,I - WI,Z )é:;
Der Begriff Rotation stammt ebenfalls aus der Stromungsmechanik. Die Rotation ist

ein Vektorfeld, da3 nach Betrag und Richtung Aussagen iiber Wirbel im Feld angibt.
Ein Feld ist wirbelfrei, wenn die Rotation im gesamten Feld Null ist.
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In der Formel (6.1.7) sind beim Nabla-Operator noch die Klammern eingefiigt, um das
»anwenden auf* explizit angeben zu konnen.

)’mém:uk< )’m6km:uk( )’k < )
m m)’n é)n :uk6kn (umém) - uk( 8 ) sk

mkCm = (ulul,l +u,u,, ) ¢ + (uluz,l Tu,u,, ) )

ﬁ%( ) =18,

u, (). (6.1.7)

=11
<
—
=1)
S———
I
=]
5
ol
s
— —
c
ol

GauBscher Integralsatz (in der Ebene):

[ divivda=¢ (w-5i)ds (6.1.8)

JS i waz)da= g (wim +wony) ds
A R

Die Randkurve R der Fliche A wird dabei in Gegenuhrzeigerrichtung durchlaufen
(Diese Vereinbarung ist sinnvoll, aber nicht notwendig.) und der Vektor 1 ist der nach
auflen gerichtete Normaleneinheitsvektor (steht senkrecht auf dem Rand).

Spezielle Anwendungen:

w=vVu=v-

u,l] (6.1.9)

diVW:@-(Vﬁu):§V-§u+vﬁ-(§u)zﬁv~§u+vAu
=V, Uy V5 Uy 4V (U, FU,y, )

ffAﬁv-ﬁudA-l—ffAVAudA:%RV%u-ﬁds:vau,n ds
= ff VAudA:—ff ﬁv-%udA+j>ﬂ vu,, ds
Jf v +un)da=— [ (wyvatuyv)dA+ v(ugn +uyn,)ds

mit v=1 wird aus (6.1.9):

un] (6.1.10)

divw zﬁ-ﬁzﬁ-(ﬁu):u,n +u,,, =Au

ffAAu dA= SER (u,; 0y +u,, ny)ds = §Ru,n ds
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und durch Differenzbildung zweier inverser Vektorfelder:

- — u, — = Vv,
WW:VVuzv-[ 1], Wuv:qu:u.[ 1] (6.1.11)
u’Z V92

divwyw —divwy =vAu—uAv

ffAvAudA:—ffAﬁv-ﬁudA-l—gngu,n ds

ffAu AVdA:—ffA%u-ﬁvdAjL\fRu v,, ds
ffA(VAu—uAv)dAzggR(vu,n —u V,n)ds

Die entsprechenden 1D-Gleichungen (6.1.9) bis (6.1.11). sind die Gleichungen fiir die
(1D-) partielle Integration und haben die Form:

1 1 1
fo VU, dx, :—J;) v, U, dX +(Vu,1)|0 (6.1.12)

1

1
fo u,;; dx, :(u,1)|0
1

1
j; (V u,;—u V,H)dx1 = (V u, —u V,1>|0

6.2 Selbstadjungierter Differentialoperator
Selbstadjungiert:

Eigenschaft einer Grol3e, die identisch ist ihrer adjungierten Grol3e, z.B. ein selbstad-
jungierter (oder hermitescher) Operator oder eine selbstadjungierte (oder
hermitesche) Matrix.

Der Operator L( ) ist adjungiert, wenn gilt:

b[L(V)]W dX:fb

a

zu L( ) adjungierter Operator L' ( ): f

a

[L* (W)]V dx (6.2.1)

Der Operator L( ) ist selbstadjungiert, wenn gilt L*( )= L().

V.Ulbricht/V. Hellmann Mirz 2012



Selbstadjungierter Differentialoperator Seite - 137 -

Beispiel: Gegeben ist eine RWA.

(f-u') —c-u+q=0 (6.2.2)

Differentialoperator : L (u) = (f - u’ )/ —c-u

Dgl.: L(u)—i—q: 0

RB: qqu(a)+oqu’(a)=a,
Bou(b)+B8yu’(b) =B,

Der Differentialoperator L( ) mit auf [a,b] stetig differenzierbaren Funktionen f, f" und
c ist selbstadjungiert.

Beweis: Erfiillen die Funktionen v und w die homogenen RB von (6.2.2), mit mindes-
tens einem o; und B; ungleich Null (i=0,1) , so gilt:

LL))was= [[Lw)]vax (6.2.3)
I wdx:L"[(f.wq’_c.w
= L) was= [(Fw!) vax

Durch partielle Integration beider Seiten wird:
= ST w =)
= [(rv)w] =[]
£(b){V'(b)w (b)—w'(b)v(b)} £ (a){v'(a) w(a) - w'(a) v(a)} =0

Fiir z.B. Bo#0 gilt mit den RB von (6.2.2):

(f-v’)l—c'v v dx

b

(£-v)w b —~ f b[(f-w’)v’] dx (6.2.4)

a

a

v(B) ==Ly (b), w(b)=—Dlw'(b) (6.2.5)
Bo Bo

Damit verschwindet der Randterm auf b und analog der auf a.
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6.3 Dirac-Impuls
Der Dirac-Impuls ¢ ist definiert durch:

fir|f|=0 R
6(?):{_)00 ur‘r‘ , T=X—-C , r=x,—-C i=1(,2,3) (6.3.1)
0 sonst

f . O(r)dG=1, G, -unendlich groes Gebiet

= uQ)= [ w(®)}86)dG  furlf|=0gilt:x=C

Wenn das Gebietsdifferential dG in Lingeneinheiten gemessen wird (z.B. in m” beim
2D-Problem), hat der Dirac-Impuls & die physikalische Einheit m™.

Im 1D-Fall gilt:

—ooflirx=¢ (6.3.2)
0 sonst

6(X—Q)={

fO:OB(x—Q)dx:l

= u((,):fozou(x)-f)(x—g) dx

Wenn das Léngendifferential dx in Lidngeneinheiten gemessen wird (z.B. in m), hat
der Dirac-Impuls & die physikalische Einheit m™.

Der Dirac-Impuls 6 wird auch als ,,Filterfunktion® bezeichnet, da entsprechend der
Definition von (6.3.1) bzw. (6.3.2) der Funktionswert u(z) an der Stelle X = E , der

Stelle der Einleitung des Dirac-Impulses 0, ,,herausgefiltert™ wird.

6.4 Satz von Maxwell-Betti

Die Arbeit, die die KraftgroRen eines Systems 1 an den Verformungen eines anderen
Systems 2 leisten ist gleich der Arbeit der Kraftgrof3en des Systems 2 an
den Verformungen des Systems 1.

System 1 und System 2 unterscheiden sich durch Belastung und/oder Lagerung.

Das sei am Beispiel des 1D-Problemes eines Zugstabes mit elastischer Stiitzung (1.4)
dargestellt:

"
EAu —c-u+q:O (641)
System 1:

e Unendlicher langer Stab mit beliebigen RB im Unendlichen (Starrkdrperbewe-
gung ist behindert)
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e Lingsverschiebung w, Langskraft F,,
e Belastung mit Einzelkraft F bei x={ (a<{<b)
e Streckenlast q,,=0

e Lingsverschiebungen und Langskréfte (Schnittkrifte) bei a und b sind w,, wy,
Faw: Fbw

System 2:

e Endlich langer Stab (a<x<b) mit RB fiir (u, oder F,,) und (u, oder Fy,)
e Lingsverschiebung u, Langskraft F,

e Belastung mit Streckenlast q,

System 1 System 2
— —
= — . Fo 2 [0 JFa
17— S== = 5 — =
¢ "V(XB'Q \x__;—’ \\‘u_h“h ) J_F_,*"J | c IJ(X)
i P i L~b-a
i ,-"J = v
& F _
E=F.tF, Lj: F=F. ., FE=F tF T e = Fiyt g
":I'—_i— — " e -
N — ! \_E )
i |
da
WO WO
uc=0)

Abbildung 6.1: System 1 und System 2 fiir Satz von Maxwell-Betti

Aus dem unendlich langen Stab wird das Teilstiick a<x<b herausgeschnitten. Dieses
Teilstiick ist das Systems 1. An den Schnittstellen x=a und x=b werden die Schnitt-
kréfte F,,, und Fy,, eingetragen.
Syst.1 Dgl: EA-w”"—c-w=0 Syst. 2 Dgl: EA-u”"—c-u+q, =0 (6.4.2)
(a<x<b) (a<x<b)

beliebige RB= wj, Fay , Wy, Fyy RB fiir (u, oder Fyy, ) und (ub oder Fbu)

Beide Systeme werden in unterschiedlicher Reihenfolge belastet. Bei Voraussetzung
linearer Dgl gilt das Superpositionsgesetz und nach vollstindiger Belastung sind die
Potentiale beider Systeme (unabhingig von der Reihenfolge der Lastaufbringung)
gleich n,=m, .
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System 1, zuerst Belastung mit F=F (() System 2, zuerst Belastung mit q, (x) (6.4.3)
1 1 b
“w1:§F(Q)'W(Q,Q) ﬂulzzfa qu (x)u(x)dx
1 pb 1 b 1 b 1 b

+§L/1a CW (X,Q)dX + E<FRWWR >|a + Ej; C-u(X)dX + E<FRuuR )|a
danach Belastung mit q,, (x) danach Belastung mit F=F ()
Ty = Twi + Tl Ty = Ty + Twi

b
+F(C) u(Q)+(Fryur )|: T, (x) w(x,Q)dx +(FRuWR)|:

Im 2. Belastungsschritt leisten die schon im 1. Schritt aufgebrachten Lasten und die
zugehorigen Randkréfte an den hinzukommenden Verformungen mit ihrem Endwert
die Arbeit (also ohne Faktor 2).

Satz von Maxwell-Betti:

Tw =T (6.4.4)
b
= F(Q)u(Q)+ (Rt ), = [ au (%) w(x,0)dx+ (Feywy )|,

Wenn die Losung w(x,() bekannt ist, ldsst sich aus (6.4.4) die noch unbekannte L&-
sung u({) bestimmen.

u(() = fab qu (x) W' (x,¢)dx (6.4.5)
+ (Fbuwik) - Fauwz ) - (thwub - F:Wua)
w(x,0)= WF(ZZ’)Q — Fundamentallosung,  wp (¢)=w(xg,()
* WRr (Q) * _ FRW (C) R=a.b
R (C) F(C) > Rw (C) F(C) s a,

Darin sind alle GroBBen mit dem Index * bekannt. Zwei der RandgroB3en (u, oder F,,)
und (u, oder Fy,) sind noch unbekannt (zwei davon sind iiber die RB vorgegeben).
Deshalb muf} (6.4.5) zweimal (jeweils einmal fiir den Rand a und den Rand b) formu-
liert werden, um die noch unbekannten zwei Randwerte berechnen zu konnen.

(6.4.5) entspricht vollstindig (2.3.5), der Inversen Form. Die Unterschiede in den Vor-
zeichen der Gleichungen resultieren im Vorzeichenunterschied beider Fundamentallo-
sungen. In diesem Abschnitt wurde die Kraft F({) so gerichtet, dass sie mit u({) ar-
beitskonjugiert ist (F(&)-u () >0), weil der Satz von Maxwell-Betti ein Arbeitsiqui-

valent darstellt. Das ist bei vielen (,ebenso richtigen) Losungen in Lehrbilichern, die
formal mathematisch hergeleitet wurden, nicht der Fall. Deshalb ist in 2.3 die Kraft F
in der anderen Richtung positiv definiert und das Vorzeichen der Fundamentallosung
kehrt sich demzufolge um.
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6.5 Prinzip der virtuellen Arbeit
Prinzip der virtuellen Arbeit:

Bei einem sich im Gleichgewicht befindlichen mechanischen System (resultierende
Wirkung aller angreifenden auf3eren Beanspruchungen ist Null) ist die
durch virtuelle Verformungen geleistete virtuelle Arbeit gleich Null.

= dW =06W;-8W,=0 W — virtuelle Arbeit (6.5.1)

OW.-virtuelle innere Arbeit, SW,-virtuelle duBere Arbeit

Virtuelle Verformung:

e Verschiebung 6u, Dehnung d¢
e (Gedachte Verformung

¢ Differentiell klein

e Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und duBeren (Lager-, Verfor-
mungsbedingungen) Bindungen vertriglich

Beispiel: elastisch gestiitzter Zugstab
SW, = f -6 dV (6.5.2)
mit:oz%, dV=Adx, S=&'
oW, = [ F_-u’ dx
6W, = Fyduy — F,du, + [ (q—c-u)du dx
Die GroBe OW in (6.5.1) kann auch als erste Variation von W aufgefasst werden, wenn

man J nicht als Kennzeichnung virtueller GréBen, sondern als Variationssymbol auf-
fasst.

Durch partielle Integration der virtuellen inneren Arbeit dW; wird daraus:

W, = j;bFL u dx = [FLR6uRH: —LbFﬁ -du dx (6.5.3)

b

BW = 5W, —6W, = [ (~F —q-+c-u)-bu dx +[(Fy — Fy )by | =0

(6.5.3) enthilt noch nicht die Spannungs-Verzerrungs-Beziehung (kinetische Bedin-
gung) aus (1.2), gilt also auch fiir nichtlineares Materialgesetz. Die virtuelle Verfor-
mung ou ist im Rahmen der o.a. Bedingungen beliebig. Deshalb kann (6.5.3) nur er-
fiillt sein fiir:
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F +q—c-u=0 mit F =EA-u (6.5.4)

und

[(Fig — B )oug | =[F, (b)—F,]-bu(b)~[F, (a)~E,]-bu(a) = 0
daraus folgt
Dgl: EAu”—c-u+q=0
RB: F (b)—F, =0 oder &u(b)=0
F (a)—F,=0 oder &u(a)=0

Die virtuellen Verformungen an den Réndern sind dann Null, wenn wesentliche RB
(RB fiir die Verformungen) vorgegeben sind.

Uber das Prinzip der virtuellen Arbeit konnen die Dgl und die allgemeinen RB formu-
liert werden. Die Dgl in (6.5.4) ist (bis auf das hier nicht beriicksichtigte dynamische
Glied) identisch mit der Dgl (1.4) .

6.6 Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials

Die in einem elastischen System auftretenden Verformungen stellen sich im Gleich-
gewichtszustand so ein, dal3 das elastische Gesamtpotential einen mini-
malen Wert annimmit.

Das Material ist linear-elastisch. Die Lasten sind konservativ, d.h. richtungstreu.

Fiir die Herleitung des Prinzips vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials ist es
sinnvoll, das Symbol d nicht mehr fiir die Bezeichnung einer virtuellen Verformungs-
groBe ou zu betrachten, sondern als 1.Variation du einer Verformung u. Man kann
dann rein formal die Regeln der Variationsrechnung verwenden, ohne sich um die an-
schauliche Bedeutung entsprechend des ,,Prinzips der virtuellen Arbeit* kiimmern zu
miissen. Die hier verwendeten Regeln der Variationsrechnung sind analog zu den ent-
sprechenden der Differentialrechnung (totales Differential, Kettenregel, Produktenre-

gel).

1.Variation 6:

e Verschiebung éu, Dehnung d¢

¢ Differentiell kleine Abweichung von der exakten Losung

e Mit den inneren (Zusammenhang des Kontinuums) und dueren (Lager-, Verfor-
mungsbedingungen) Bindungen vertrigliche Abweichung von der exakten Losung

(6.5.1) wird hier nicht als virtuelle Arbeit, sondern als 1.Variation der Arbeit des Sys-
tems betrachtet:
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= §W =3W;-3W,=0 &W — 1.Variation der Arbeit

OW, - 1.Variation der inneren Arbeit,
OW, - 1. Variation der dul3eren Arbeit

Bei der Extremwertberechnung von Funktionen werden die lokalen Extremwerte der
Funktionen {iber die 1.Ableitungen der Funktionen berechnet.

Bei der Variationsrechnung nehmen Integralgleichungen Extremwerte an. Diese wer-
den iiber die 1.Variation dieser Gleichungen bestimmt. Fiir das Beispiel des Stabes aus
Abbildung 1.1 wird ohne das Trigheits-Glied mit

W= [Wav, W*:%G.ﬁ%Fc.u:%[E,e@%uz]) . :iu (6.6.2)

1 Cc
W, :Fbub—Faua+fqudX

W, ist die Endwertarbeit, bei linearer Elastizitdt die doppelte dulere Arbeit.

Wegen innerer Arbeit gleich dullerer Arbeit gilt W,=2W; und damit mit W=W;-W =-
W;=Min. = W;=Max. Die innere Arbeit nimmt also einen Maximalwert an. Daraus
folgt, dal bei vorgegebenen Lasten die zugehorigen Verformungen (der exakten Lo-
sung im Mittel) am groBten sind. Eine Néaherungslosung hat deshalb (im Mittel) klei-
nere Verformungen, ist also zu steif.

oW, :ff)Wi*dV :f(o de+ F,bu)A dx :f(Ee 8 A + cubu) dx (6.6.3)
_ 1 2 2

_§6f<EAe +c-u )dx

6Wa:Fb6ub—Fa6ua+fq6udx, fq6udx=6fqudx

OW = oW, — W,

1 1
= 6I[EEA(u’>2 —|—Ec-u2 —qu dx—[FRfSuRH: =0

Die letzte Gleichung von (6.6.3) ist die notwendige Bedingung fiir das Minimum des
elastischen Gesamtpotentials des Stabes.

Zur Variation sind nur die Verformungen (hier u) und keine Verformungsableitungen
(hier u’) zugelassen => partielle Integration ( f uv/dx = [UVH: — f u’vdx ). Im folgen-

den Kontext wird auch die Bezeichnung = fiir das elastische Gesamtpotential (bisher
mit W bezeichnet) verwendet:
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’JT_fQ(X u,u’) dx — [ RUR ‘ = Min. (6.6.4)

Q(x,u,u’) = BEA(u’) —I—%c-uz —qu

= f6Q(X,u,u') dx —[FR6uR]‘b =0

5Q(x,u u)—aQS —|—§Q6 !
b /
partielle Integration: f %m'dx: %JR dugp | — f %J du dx
b
_ 19Q _(9Q 9Q _
61T—fa [au]6d+[8,R_R6uRa_0

Daraus ergeben sich analog zu (6.5.4) die Dgl und die RB des Problems:

Q(x,u,u’) == (6.6.5)

A(u’)2 Jr%c-u2 —qu

/
Dgl: Z_Q — [%] =0=c-u—q—EAu” (Eulersche Dgl. der RWA)
u u

RB: [(EAu'-Fy), 6uR”b —0

Bei der ndherungsweisen Losung von (6.6.4) kann zur Algebraisierung der Dgl schon
in das Potential © von (6.6.4) ein Ansatz eingefiihrt werden

() =3 7 uje g (0 =gy (x)-u (6.6.6)

Damit ergeben sich als notwendige Bedingungen fiir das Minimum des elastischen
Gesamtpotentials die Nj+1 Gleichungen aus (6.6.7)

Q(x,u) = lEA(gﬁT : 2)2 -l—%C-(gE . g)z —qgg ‘u (6.6.7)

Tr—fQ(x u) dx —|[Fyug u)‘ = Min.

Uj
on /T ! T
= i (EA'(gu )'guj+0'(gu'H)'guj—Q'guj)dX+

- Fbguj(X =b)+ Faguj(X =a)=0, (ﬁir 6uj = O)
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In Vektor-Matrix-Schreibweise wird aus (6.6.7)

=EAjéug”HX+quu

:fqgudx

=F g,(x=b)—Fg,(x=a)

I~

lge

Q I
3

=Ku-p—-f=0

2

=
I
I
=
|
le=]

6.7 Variationsprinzip in Zuwuchsformulierung

Zur Losung nichtlinearer Probleme mit

e groflen Verformungen,
e groflen Verzerrungen,
e nichtlinearem Materialverhalten

sind die in 6.5 und 6.6 erlduterten Prinzipe in der dort dargestellten Form nicht geeig-
net.

Z.B. muB fiir groBe Verzerrungen die Verzerrungs-Verformungs-Beziehung (kinema-
tische Gleichung) aus (1.2) durch die quadratischen Glieder ergéinzt werden. Diese
diirfen nicht mehr gegeniiber den linearen Gliedern vernachlissigt werden.

ID: e:u’+%(u’)2 (6.7.1)
in kartesischen Koordinaten k,I:
1 mn
€ = E(u SRl T kU WP l,n)
in beliebigen Koordinaten \,pu:

1
ENL = E(u)\hj +up|>\ +gvpuu|)\'up, p)

Bei beliebigen (schiefwinklig, krummlinigen) Koordinaten werden die partiellen Orts-
Ableitungen u, , durch die kovarianten Ableitungen u,|, und die Koordinaten des

Kristoffeltensors 6™ =@&™-@" durch die Koordinaten des Metriktensors g™ =g -g"

ersetzt. Zu allgemeinen Koordinatensystemen siehe z.B. .
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Durch die quadratischen Glieder in (6.7.1) enstehen nichtlineare System-Gleichungen,
die fiir grofe Systeme nur sehr aufwendig aufzustellen und zu 16sen sind.

Statt dessen konnen inkrementelle Prinzipe (Zuwuchsformulierung: Schrittweise Auf-
bringung der Beanspruchungen) oder iterative Prinzipe (Iteration der Gleichgewichts-
lagen des verformten Systems) bzw. Kombinationen davon angewendet werden. Das
hier dargestellte inkrementelle Prinzip ist in ® fiir Flichentragwerke hergeleitet. Mit
der Einfiihrung des Lastparameters t

d( )= %dt =( )dt, t — Lastparameter (6.7.2)
f(x,t) = f df(x,t) = f f(x,t)ydt , f(x,t)— beliebige Beanspruchung

hat es (mit dt#0) die Form (dA — Differential der Schalenmittelfldche)
ol-(dt)’ =0 = (6.7.3)
o= [(o™dv)ez,, — [(p*dA)si, +% [ovgs(u,, -0, )4V =0

o =3l Hi1)

(6.7.3) ist in den Gradienten der Inkremente quadratisch. Damit werden die System-
gleichungen linear, analog der linearen Theorie fiir kleine Verformungen. Der
3.Summand auf der rechten Seite von ol ist das geometrisch nichtlineare Glied. Es hat

den gleichen Aufbau wie das quadratische Glied in (6.7.1). Wenn dieses bekannt ist,
kann es direkt fiir die Inkremente in (6.7.3) libernommen werden.

Fiir das Beispiel ,,elastisch gestiitzter Zugstab* (ohne Volumendehnung, ohne Dre-
hung) wird aus (6.5.2)

o = dl; — 8, =0 (6.7.4)
6Ii:fc’;-6édv+%fo*-6 (0} dv
mitio= L =L qv=Adx, 6 =i

AT A

dx

. 1 .
oL, :fFL-fSu’dx—l-EfFL-fS (u’)2
o1, = Fybi, — F,du, + [(q—c-) i dx

Diese Gleichungen sind fiir groBe Verzerrungen physikalisch nicht sinnvoll, weil fiir
groBBe Verzerrungen die Volumendehnung beriicksichtigt werden muB.

(6.7.3) kann auch aufgefasst werden als Prinzip der virtuellen Arbeit fiir die Inkremen-
te, ergidnzt um das geometrisch nichtlineare Glied. Vernachldssigt man darin Volumen-
und Mittelflaichendnderungen (zuldssig fiir kleine Verzerrungen) ergibt sich daraus
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6I:f NLéSstV fpk6u dA +— f ”"6 u BINRN )dV 0 (6.7.5)

Wenn die Last in nur einem Schritt aufgebracht wird (zuldssig fiir kleine Verzerrungen
und kleine Verformungen) ergibt sich

W = f Moe,, dV — fpk6u dA +— f% ng6 wl uu|p>dvzo (6.7.6)

mit 00 " aus

6W, = [ 0,"82,,,dV — [ p,"bug,dA =0

Das ist das Prinzip der Virtuellen Arbeit, ergédnzt um das geometrisch nichtlineare
Glied. Dieses enthélt die virtuelle Arbeit der vor der Belastung vorhandenen Spannun-
gen und ist Null, wenn der Ausgangszustand spannungsfrei ist. (6.7.6) ist geeignet zur
Berechnung linearer Stabilitits(-Verzweigungs)-Probleme (z.B. kritische Verzwei-
gungslasten fiir Eulersche Knickfille). Diese Probleme sind Eigenwertprobleme mit
den Spannungen ,* bzw. den daraus resultierenden SchnittgroBen als Eigenwertpa-
rameter.

Die Koordinaten in den Gleichungen fiir beliebige Koordinaten sind die mathemati-
schen Koordinaten und miissen noch mit den Betrdgen der Basisvektoren in physikali-
sche Koordinaten iiberfiihrt werden.

6.8 GrofRe Verzerrungen (1D: ebener schubweicher Balken)

Die nichtlinearen Verzerrungs-Verformungs-Beziehung (6.7.1) fiir den ebenen Balken
mit A,u=s,z in physikalischen Koordina-
X ten werden hier ohne Herleitung ange-

o3y 7 - geben. Sie sind Voraussetzung fiir die
o7 Up numerische Simulation groBer Verfor-
0 dV mungen in 4.2.
N

\1_15 - s — Bogenkoordinate der

/ dee Wy l_,/ @ Schwerpul?ktlinie

- z — Koordinate der Querschnitts-
flache

- 17 - Kriimmungsradius

€, =C0RCG, 5, ==8a - U, u, - korperfeste Verschiebun-

¥ ds =nda gen
- UyUy - raumfeste Verschiebungen
Abbildung 6.2: Balkenelement ds - ¢ - Verdrehung

(6.8.1) definiert die kinematischen
Hypothesen. Es wird die Geradenhypothese (linearisierte Querkraftschubverzer-
rung) voraussgesetzt, d.h. eine Gerade senkrecht zur unverformten Schwerpunktli-
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nie ist nach der Verformung eine Gerade nicht mehr senkrecht zur verformten
Schwerpunktlinie.

U, (s,z) =u,(s)—p(s)z (6.8.1)
U, (s.z)=1u,(s)

Die nichtlinearen Verzerrungs-Verformungs-Beziehungen fiir die korperfesten Ver-
schiebungskoordinaten ug, u, sind

1
e=¢€,=¢ +Ey > ENL:—<ei+g2D) , €,=0, n:z (6.8.2)
2 I
V=N =26, =+ N> YL TEp— P, Y = ELP
1 ! / u 1 / 1
gL = u, —Qz)+—=, €= u, ——(u,—ypz
G o RS L O

Um beim inkrementellen Verfahren entsprechend 6.7 die Integration der Verformun-
gen Uber den Lastparameter t durchfiihren zu konnen (analog (6.7.2)),

u, = [ade (aber u = [ uxdt) (6.8.3)

ist es sinnvoll, in eine raumfeste kartesische Basis x,y zu transformatieren

u,=u.c,+us, , u,=us —uc,

(6.8.4)
u; = u;COL + u;s(x _h H u; = u;su - u;coc +5
1 L
Aus (6.8.2) wird damit
1 / / 1N ot / / _Z 6.8.5
g = H_n(uxcu +ugs, —¢ z) ~uic, +us, —9'z, n—g<<1 (6.8.5)
_ 1 / / ! /
€p = 1+ N (uxs(y, - uycw, - “PT]) ~U,S, — uyc(\,
— 1 / / ~
= 1+n<uxsa _uycu _@> ~NEp TP
Fiir schwache Kriimmung n<<1 werden die Glieder mit n vernachldssigt.
6.9 Uneigentliche Integrale
Es ist der Wert des Integrals der Funktion f(x) aus (6.9.1) gesucht
}f(x) dx:Uf(x) dx]b (6.9.1)
a a
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Dabei ist zu unterscheiden:
,Eigentliches* Integral

(6.9.2)

1. [a,b] endlich > dx
z.B. I
2. f(x)auf [a,b] beschrinkt

,uneigentliches Integral (mindestens eine der Bedingungen 1. und 2. von (6.9.2) ist

nicht erfullt)
1. |a,b| unendlich %
Typ A [ ] z.B. jd—x
2. f(x)auf [a,b]beschrankt | X

Typ B 1. [a,b] endlich B, J.d_x
2. f(x)auf [a,b]unbeschrankt X

T C {1. [a,b] unendlich }ZB- Td_x

2. f(x)auf [a,b]unbeschrankt ) X
Speziell:
Typ A
0 . R
Al: | f(x)dx = lim [ “f(x) dx

A2: [ f(x)dx=lim [ f(x)dx

—0 R—>woY-R

0 . a . Rz
A3: J_wf(x)dx:lilglw _le(x)dx+R12121w U (x) dx
und
Typ B

[PE(x)dx=lim [T f(x)dx+ lim [0 £(x)dx

g—07a g, —>09Cc+e,
cea,b] wo f(x) unbeschrinkt ist

Cauchy — Hauptwert: ¢ =¢, =¢

[78(x) dx = 1im(j°‘8f(x)dx+ ’ f(x)dx)

e—0\Ja c+e

(6.9.3)

(6.9.4)

(a endlich)

(6.9.5)

Typ C: Hier wird das Intervall in Teilintervalle aufgeteilt, so dass jedes Teilintegral

entweder vom Typ A oder vom Typ B ist.
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Die Integrale in (6.9.4), (6.9.5) heilen konvergent, wenn die Grenzwerte existieren
und endlich sind. Sonst hei3en sie divergent.

Beispiele: -a<0<b (bzw. a>0 und b>0)

1.Beispiel: schwache Singularitit (Stammfunktion ist an der Singularitétsstelle end-
lich)

Jo n(x) dx =tim ["1n (x) dx (6.9.6)
~tim [ xIn(x)~x ]| =bn(b)~b ist konvergent
e
n\x
weil: 1g[xln(x)]:lii>r%) v = lim _X1 = lim[-x] =0
]

2.Beispiel: starke Singularitit (Stammfunktion ist an der Singularitétsstelle unendlich)

[P ax=tim [" L ax=tim[In(x)]

X e—>0v¢ X g—0

° =limIn (Ej ist divergent (6.9.7)

€ £—0 e

Analog : J‘_Oal dx = lim [ln(x)]

X e—0

-& e) .. ..
zln(—j ist divergent

—a a
b 1 . —€ 1 . b 1 . . .

J. —dx = lim —dx+ lim | —dx istdivergent fiirg, #¢,
-ax g—07a x 208 X

Cauchy — Hauptwert: ¢, =¢, =¢

jb idx:hrn(j‘s—dﬂ bldszlim{ln(i)ﬂn(hﬂ
—ax e—>0\Y—a x ¢ t—0 a g

=lim {ln (E) +1In (Eﬂ =In (Ej ist konvergent
e—0 € a a
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6.10 Zylinderfunktionen

Zylinderfunktionen Z,(z) (auch Bessel Funktionen genannt) sind Losungen der Bessel-
schen Dgl p-ter Ordnung

dz? z dz z?

d’z dz 2
p 1 p+[1_P ]szo (6.10.1)

Die Zylinderfunktionen sind keine elementaren Funktionen, sondern unendliche Rei-
hen.

Spezielle Zylinderfunktionen Z,(z) sind

e Zylinderfunktionen 1.Art Z,(z)=J,(z)

e Zylinderfunktionen 2.Art Z,(z)=Y,(z) (auch Neumannsche Funktionen ge-
nannt)

e Zylinderfunktionen 3.Art Z(z)=H,'"(z) und Z,(z)=H,”(z) (auch Hankel Funk-
tionen genannt)

Die Zylinderfunktionen 3.Art ergeben sich nach (6.10.2) aus denen 1. und 2.Art.
H) (z)=1,(2)+1-Y,(z), HY(2)=7,(z) 1Y, (2) (6.10.2)

Fiir z=Pr (r-Radiuskoordinate der Polarkoordinaten, Axialsymmetrie = Ableitungen
nach der Winkelkoordinate sind Null) wird aus (6.10.1) fiir die Zylinderfunktion 0.
Ordnung eine Helmholtz Dgl

d( ) _1d()_ (Y (6.10.3)

&z B dr B

AZ(1)+5°2,(1) =0, AZ(r) = 7i(x) + Zi{r) =[x Z4(r)]

In Abbildung 6.3 sind die Zylinderfunktionen 1. und 2.Art dargestellt, jeweils 0. und
1.0rdnung. Die Funktion Jy(z) ist fiir z=0 stetig, ist also eine echt homogene Losung
der Dgl (6.10.3). Die Funktion Y(z) hat fiir z=0 eine logarithmische Singularitit, ana-
log der Fundamentallosung aus 6.11.5. Sie liefert den Dirac-Impuls der Fundamental-
16sung aus 6.11.7.
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Abbildung 6.3: Zylinderfunktionen 0. und 1.Ordnung

Es gilt der Zusammenhang zwischen den Zylinderfunktionen 0. und 1. Ordnung

JI(Z>:_%JO <Z>’ Y (Z):_%Yo (Z) (6.10.4)
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6.11 Fundamentalldsungen fir die Inverse Form

Fiir die Anwendung der inversen Form der Methoden der gewichteten Residuen zur
ndherungsweisen Losung einer speziellen RWA (1.1) im Gebiet G mufl eine Losung
der speziellen Dgl fiir ein unendliches Gebiet G,, bekannt sein.

Dgl der RWA : D(u(x))+p(x)=0 im Gebiet G (6.11.1)
Dgl der Fundamentallosung: D (w(§ )) = % im Gebiet G
1 fir 1D
f(r) = 1 ﬁ fir 2D , r=y>.. x}, N=1,23firlD,2D,3D
‘4;2 fir 3D

= D(w(&)):O firx =0

Normierungsbedingung flir Dirac-Impuls: fG D(W(g))dG =) %dG =1
% « f(r

Die Losung w hei3t Fundamentallosung. Der Punkt x=0 der Fundamentallésung ist der
Quell-, Auf- oder Ladepunkt, also der Punkt, an dem ein Dirac-Impuls in G, eingelei-
tet wird. Das entspricht einer punktformigen Quelle mit unendlicher Quelldichte. Bei
Problemen der Festkorpermechanik ist das (bis auf die physikalische Maleinheit) die
Einleitung einer Einzelkraft vom Betrag ,,1%.

Da man fiir das Gebiet von w ein unendlich grofes Gebiet G,, wihlt, ist das Gebiet G
der speziellen RWA von (6.11.1) immer in G,, enthalten.

Fiir w wéhlt man zweckmiBiger Weise alle RB auf dem Rand x=0 (am Quell-, Auf-
oder Ladepunkt) derart, dass die kinematischen Gleichungen erfiillt sind (in der Fest-
korpermechanik entspricht das der Begrenzung moglicher Starrkdrperbewegungen).
Da die Dgl alle Bilanzgleichungen enthélt (in der Mechanik die GGB) sind diese.
(wenn w die Dgl erfiillt) auch erfiillt (Die RB im Unendlichen ,,stellen sich entspre-
chend ein“.). Bei 1D Problemen wird zweckmaBiger Weise Symmetrie zu x=0 vor-
ausgesetzt.
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6.11.1 D()=A(), 1D

In Abbildung 6.4 ist das Modell eines 1D-Kontinuums dargestellt. Zum anschaulichen
Verstindnis kann man sich

2e dabei einen unendlich langen

s Zugstab G,, mit einer Stre-

T D(wis))=0(s) ckenlast p,, auf einem endli-

P : -0 B0 chen Teil der Breite 2¢ vor-

Yy ¥y *« stellen. Die linke und rechte
l —*s ' Begrenzung  sind  keine

Schnitte. Es wird lediglich

: : ein endliches Teilstiick von

3 > G., dargestellt. Der Einfach-

:,f Lid = heit und Allgemeinheit we-

\¢ | f/ \‘ gen werden alle GroBen di-

mensionslos angenommen.

Abbildung 6.4: Modell A(w(s))=5(s) Der Teil des Gebietes G, mit
Einleitung von p, auf der

Breite 2¢ ist herausgeschnitten. Die ,,Schnittkrifte® -2 und ' sind eingetragen. Beim
Zugstabmodell miissten natiirlich die ,,Schnittkrafte* und p,, horizontal gerichtet sein.

Die RWA der Fundamentallosung ist fiir e—0

Dgl: Aw(s)=w"(s)=b(s)=8(s) (6.11.1.1)
0 —o0o<s<—¢

b(s)={ py, —e<s<e
0 £<s <00

RB: w(0)=0, w'(g)—w'(—¢)=1 = w’(—a):—%, W/<€):%

Die RB w(0)=0 ist eine (willkiirliche) Begrenzung der Starrkdrperbewegung. Allge-
mein wire nur zu fordern w(0)=endlich. Die RB fiir w" ergibt sich aus der Bilanz
(GGB) am herausgeschnittenen Teil der Breite 2¢. Die symmetrische Aufteilung des
Sprunges von ,,1 (bei €—0) ist sinnvoll, aber nicht notwendig. Es gilt die Normie-
rungsbedingung fiir den Dirac-Impuls

B Aw (s)ds :IOO 8(s)ds=1 (6.11.1.2)

—00 —00

__Aw(s)ds= lli%(pw I_g ds) =limp,,2e=1

e—0

Wenn die Koordinate s die Dimension m hat, miissen 3(s) und p,, die Dimension m™
haben.

Aus der RWA von (6.11.1.1) wird mit (6.11.1.2) fiir e—0 die Dgl und die zugehdrige
Losung (die Fundamentallosung) in (6.11.1.3)
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Aw(s)=w"(s)=5(r) (6.11.1.3)

w(s)=w, +w,-r, w'(s)=w,-sign(s), r:@:‘s‘
RB: W(O):O = w,=0

limw'(—e):—l
e—0 2 1
limw'(g)==
e—0 2
w(s)—l- S w'(s)—l-si n(s)
2 2 e

Die Losungen zu (6.11.1.1) fiir e=0.3 und fiir (6.11.1.3) sind in Abbildung 6.5 darge-
stellt.

2 e 0.6 — 075
----- ity - - . 0.5

-5 025
wisy 0
-0.25
-0.5
-0.75

b 1

0.5 075

b(s), w(s), w'(s) fiir =03 0022

WS Wonlsh 0

W, (8), W 4(8) fiir &=0 — -0.25
-0.5

O 075

Abbildung 6.5: Fundamentallosung fiir D()=A() (1D Kontinuumm,)
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6.11.2 D()=A()-B%(), 1D

Die Herleitung der Fundamentalldsung ist analog 6.11.1 (mit p>>0).

Aw(s)—Fw(s)=5(r) . r=vs> =] (6.11.2.1)

w(s)=woe " + Wle_B(L_r)
Looo = e =0 firRandr=0 = w, ist beliebig (w; =0)

w/(r) = —w, -B-sign(s)e "

RB:
limw'(—¢)= 1
e—0 2 1
1 - VT
lim W,(€) =—
e—0 2
w(s) = _ L o , W(s)= lsign(s) e
23 2

Die Losungen zu (6.11.2.1) fiir =2 sind in Abbildung 6.5 dargestellt.

0 0.5
01
wi ) wizy 0
02 \
037 0 1 057 0 1
s s

Abbildung 6.6: Fundamentallosung fiir D( )=A( )-5*()
mit f =2 (1D Kontinuumm)

6.11.3 D()=AA (), 1D

Die Herleitung der Fundamentalldsung ist vollig analog zu 6.11.1. Anschaulich ldsst
sich das Problem als Bernoulli-Biegebalken mit Querkraftsprung ,,1* bei s=0 interpre-

tieren.

AAw(s)=AW(s)=5(r), W(s)=Aw(s) (6.11.3.1)
w(s)=w"(s)= % sign(s)-s =—-[s|, w(s)=w"(s) = ; -sign(s) :% %|
w'(s) :%-sign(s)'s2 = %-s-|s , w(s) = é-sign(s)-s3 = é‘sz |s|
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Die Funktion w (s) ist die Losung von 6.11.1. daraus wird durch zweimalige Integra-

tion w(s). Die Integrationskonstanten ergeben sich mit w(0)=0 und w’(0)=0 zu Null.
Die Losungen zu (6.11.3.1) sind in Abbildung 6.7 dargestellt.

0.1 0.5

Sie entsprechen dem Ver-

w(s) 0.05 wis) 0 lauf von Durchl?iegung,
T — Verdrehung,  Biegemo-
-1 0

ment und Querkraft beim
1 - 0 1 entsprechenden Balken-
s 5 modell.

0

0.5 0.75
0.5
0.25
W'l 5) w'(sy 0
-0.25
-0.5

05 0 1 075 0 1

= 3

Abbildung 6.7: Fundamentallosung fiir D( )= AA()
(1D Kontinuumm)

6.11.4 D()= AA() + 4a*(), 1D

Die Herleitung der Fundamentalldsung ist vollig analog zu 6.11.1. Anschaulich ldsst
sich das Problem als elastisch gebetteter Bernoulli-Biegebalken mit Querkraftsprung
,1° bei s=0 interpretieren.

AAW (s)+ 4w (s) = w""(s) + da’w(s) =5(r) . r=vs> = (6.11.4.1)
w=e" =1 +40* =0
(I+i)o
N | (1=i)a , et =gt .e® e = cog(b)+isin(b)
PR (<14 o el ol o
(-1-i)a

w(s)=e ) (wy sy ) e (W w5, )

¢, =cos(ar), s, =sin(ar)

Damit ergibt sich
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o(L-1)

L—ooo = ¢ =0 fiir Rand r=0= w,, w, sind beliebig (w,=w,=0) (6.11.4.2)

RB: w/(0)=0 = w,=w,

lim w”’(—e) = 1
e—0 2 1
1 == W3 = 8_3
limw'”(a) =— @
e—0 2
w(s)= % e (e, +8,)
8
w/(s)——4—2-sign( )-e sy
" 1 —Qr
w (S):—‘C (Su_cu)
4o
1 .
w”(s)=—"sign(s)-e ™ -c,
0.06 005 Die Losungen zu (6.11.4.2)
| fir o’=2 sind in Abbildung
0.04 6.8 dargestellt.
wi(s) 0.02 w0 Sie entsprechen dem Ver-
lauf von Durchbiegung,
0 Verdrehung, Biegemoment
und Querkraft beim ent-
0025 0 5 005 L : ) sprechenden Balkenmodell.
| 5
0.1 0.5
0
w8 w'(zy 0
0.1
015 0 5 053 0 5
5 5

Abbildung 6.8: Fundamentallosung fiir
D( )= A44( )+4a’() (1D Kontinuumm)
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6.11.5 D()=A(), 2D

In Abbildung 6.9 ist das Modell eines
le axialsymmetrischen 2D-Kontinuums
dargestellt. Zum anschaulichen Ver-
stindnis kann man sich dabei eine un-
endliche, vorgespannte Kreismembran in
G,, mit einer Flachenenlast p,, auf einer
Kreisfliche mit dem Radius € vorstellen.
Die Begrenzung ist kein Schnitt. Es wird
lediglich ein endliches Teilstiick (Kreis)
von G, dargestellt. Der Einfachheit und
Allgemeinheit wegen werden alle Gro-
en dimensionslos angenommen. Der
Teil des Gebietes G, mit Einleitung von
pw mit dem Radius ¢ ist herausgeschnit-
ten. Die  ringformige  ,,Schnitt-

1. .
kraft*———ist eingetragen.

2ne
)
Abbildung 6.9: Moa’ellzl(w(s))z—ﬂ
2mr
Die RWA der Fundamentallosung ist fiir e—0
1 1 / 5(r) 6.115.1
Del: A = —w/ " —(r-w' :_b — 7 ( . . )
g w(r) W (r)+w"(r) r(r w') () p-
b(r):{pw O<r<e
0 e <r <00
1
RB: w'(e)=———
v (8) 2me

Die RB fiir w'(¢) ergibt sich aus der Bilanz (GGB) am herausgeschnittenen Teil mit
dem Radius €. Es gilt die Normierungsbedingung fiir den Dirac-Impuls

o0 wO(r o0
Io Aw (1) dA:—IO %dA:—J.O 8(r)dr=-1, dA=2nrdr (6.11.5.2)
j:AW(r) dA:—I;OdeA:—ZnI;pWr dr=—p, me’ =1

. . . . . . . . . -1
Wenn die Koordinate r die Dimension m hat, miissen (r) die Dimension m™ und py,
die Dimension m™ haben.

Aus der RWA von (6.11.5.1) wird die zugehdrige Losung (die Fundamentallosung) in
(6.11.5.3)
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wir)=r", w(r)=x*", w/(r)=x\-1)r"? (6.11.5.3)
Aw(r)=r" 2N+ XA =1)]=0 = X*=0

w(r)=wy(Inr—Ingy) = w, In— , 1, beliebig aber >0 (gewdhlt : 1y =1)

Ty
W’(r)zwol
r
, 1 1
RB: w(e)]=—— = wy=——
2Te 2T
w(r)=——1Inr, w’(lr):—L
27r

Die Losungen zu (6.11.5.3) fiir €=0.3 sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Die Losung
fiir das innere Gebiet mit 0<r<g ist

2
w(r) 1{1—(£J }—Llne, O<r<eg (6.11.5.4)

:4_75 € 27

Bei der Fundamentallosung (fiir e—0) haben sowohl w(r) als auch w’(r) eine Singula-
ritit bei r=0.

I:I '
:
2 1
wr)
-0.4
iy 1 2 08y 1 2
r r

Abbildung 6.10: Lésung fiir D( )=A() (2D Kontinuum)
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6.11.6 D()=A()+B%(), 1D

Anfangs-Randwertprobleme von ungedampften, harmonischen Schwingungen fiihren
mit einem Produktansatz entsprechend (5.6.4) auf die RWA der komplexen Funktion

w(s)

Dgl: Aw(s)+B*w(s)=8(s), Aw(s)=w"(s), —co<s<oo (6.11.6.1)
RB: w/(0)= endlich, w'(—e):—%, W/<€):%, e<<<l1

Die RB von (6.11.6.1) entsprechen (6.11.1.1) Die allgemeine Losung von (6.11.6.1)
ist

w(s) = %ﬁ[ul sin<B|s|) +i-u, cos(B|s|>] (6.11.6.2)

Es sind drei Fille zu unterscheiden
1. Stehende Welle: u;=1, u,=0
2. Auslaufende Welle: u;=1, u,=-1
3. Einlaufende Welle: u;=1, u,=1
Wign (5,8) = w(s)-e ™, e =coswt—i-sinwt (6.11.6.3)
w (s,t) =Re[w,,, (s,t)] = ZiB[u1 sin (Bs])- coswt + u, cos (B]s])- sin wt|

Der Imaginarteil der komplexen Losungsfunktion wy,m(s,t) ist lediglich zeitlich pha-
senverschoben zum Realteil und demzufolge auch als Losung zu verwenden.

Fundamentallsung Fundamentalldsung, Ablettung
e

5T 5
25T -

WFI:S,t:I I\ l /q l l /I WIFI:S,t:I /\ \ I/\I

513l \/B 5

25
\/ T \3/ 5 — SO
25T — 25
05— -5
Abbildung 6.11: Fundamentallosung und Ableitung der Fundamentallosung fiir t=0

3 3

Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung der Fundamentallosung fiir die Félle 1. bis 3. ist
in ,,Helmholtz Fundamentalloesung 1D x t.gif*.

Die Amplitude der Fundamentallosung (6.11.6.2) klingt mit wachsendem |[s| nicht ab.
Demzufolge ist die Fundamentallosung nur auf Innenraumprobleme anwendbar. Eine
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an dem einen Rand x=x, oder x=x; eingeleitete Welle wird am anderen Rand reflek-
tiert. Es ergibt sich immer eine stehende Welle 1. als Summe einer auslaufenden Wel-
le 2. und einer reflektierten, einlaufenden Welle 3. Es kann demzufolge immer die Lo-
sung fiir Fall 2. verwendet werden.

6.11.7 D()=A()+p*(), 2D

Analog zu (6.11.5.1) fiir das statische 2D-Problem und (6.11.6.1) fiir das dynamische
1D-Problem ergibt sich die RWA der komplexen Funktion w(r) fiir die Fundamental-
16sung der ebenen, harmonischen, ungeddmpften (2D) Schwingung.

Dgl: Aw(r)+BZW(T):—62<—2, Aw(r):%w’(r)jtw”(r):%(r-w’)/ (6.11.7.1)
RB: w’(a):—%ﬁa, e—0

Diese RWA hat keine Losung mit elementaren Funktionen. Die Losungen sind die
Zylinderfunktionen aus 6.10. Diese Losungen klingen fiir r—oo auf Null ab und sind
deshalb auch fiir die Losung von Aullenraumproblemen geeignet.

w(r):%[ulYO(B-r)qLi-uZJO(B-r)] (6.11.7.2)
HY (z)=J,(z)+i-Y,(z), H(z)=J,(z)—1-Y,(z), z=Br
Es konnen wie beim 1D-Problem drei Fille unterschieden werden

1. Stehende Welle: u;=1, u,=0

2. Auslaufende Welle: u;=1, u,=-1

3. Einlaufende Welle: u;=1, u,=1

1

1. W(r)zws(r):ZYO(B-r) (6.11.7.3)
2. wit)=w, (1) = 5 Y (B1) =13y (3] = 1Y) (3-1)

3wt = w, (1) =S¥ (Bor) 400, (8] = T (61

Wiom (L) =w(r)-e™, ™ =coswt—i-sinwt

W (r,t)= Re[wkom (r,t)] = %[ulYO (B-r)-coswt +u,J,(B-r)-sin wt]

Hier gilt, wie bei 6.11.6: Es kann immer die Losung fiir Fall 2. verwendet werden.
Dieser mufl analog (5.6.8) fiir groBBe r die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung
erfiillen.
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10w, (1,t) +l6v~vp(r,t)

3 oOr w ot

D% (81) 51, 3-)cost 3, (3-r)sine]

Wi (r,) = w[—Y, (B-r)sinwt — I, (B-r)cos wt]
ow

= Y,(z)-J,(z)=0, Y, (2)+7J,(z)=0, z=Br

=0, Wwg(r,t)=Y,(B-r)coswt—1J,(B-r)sinwt

(6.11.7.4)

Aus Abbildung 6.12 ist zu erkennen, dass die beiden Bedingungen aus (6.11.7.4) nur

in der Néhe der Singularitét bei r=0 Fehler aufweisen.

N
T T

25

Yp(z)-1(z) >0 T(z+Iglz

=0.24

0.4+

z

0.3y

0. 11

-0.1-

Abbildung 6.12: Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung

In Abbildung 6.13 ist dazu noch der quantitative Vergleich mit den Losungsfunktionen
Y(z) und Jy(z) dargestellt. Die durchgezogenen Kurvenverlaufe gehéren zur Sommer-

feldschen Ausstrahlungsbedingung.

25 50

Yplz
e A
Iptz)
O e G 1
Yplz-Iqy(z)
e ]
T(z+Iplz)

z

Abbildung 6.13: Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingungen, Vergleich
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Der Ort-Zeit-Verlauf der Schwingung der Fundamentallosung fiir die Félle 2. und 3.
ist in ,,Hankel x t.gif*.

! K Knothe-H.Wessels: Finite Elemente, Springer Verlag

? beliebige Randbedingungen bei der FEM

3 Gauss-Quadratur

* REM am Beispiel der 1D und 2D Poisson-Dgl

> Hartmann: Methode der Randelemente, Springer Verlag,1987

% Gaul, Fiedler: Methode der Randelemente in Statik und Dynamik, Vieweg Verlag, 1997
7 Goldner, u.a.: Lehrbuch Hohere Festigkeitslehre, Band 2, Fachbuchverlag Leipzig-Koln

¥ Ulbricht: Physikalisch und geometrisch nichtlineare Schalentheorie in konvektiver Metrik, Habilitation, TU
Dresden (1986)
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