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3. Ubungsblatt fir die Ubungen vom 23.4.-27.4.2018

Aquivalenz- und Ordnungsrelationen, die ganzen Zahlen

T3.1 Themenaufgabe

Es seien R und S zwei Aquivalenzrelationen auf einer Menge A.

(a)
(b)

()

Zeigen Sie, dass der Durchschnitt RN S wieder eine Aquivalenzrelation ist.

Beschreiben Sie anhand eines giingigen Beispieles fiir R und S, wie sich die Aquiva-
lenzklassen durch die Durchschnittbildung verfeinern.

Fiir die Vereinigung RUS gilt i.a. nicht, dass sie eine Aquivalenzrelation ist. Geben Sie
zwei Beispiele fiir R und S auf der Menge A = {1,2,3,4,5} an, und zwar eins derart,

dass RUS eine Aquivalenzrelation ist, und eins so, dass RUS keine Aquivalenzrelation
ist.

T3.2 Themenaufgabe
Es sei {0,1}* = U;en{0,1}" die Menge der Wérter iiber dem Alphabet {0,1}. Fiir zwei
Worter a = (a1,...,a,) und b = (by,...,bs) gelte a C b, wenn r < s und Vi € {1,...,r}:
a; = b; gelten (d.h. a ist ein Teilwort von b). Die lezikographische Ordnung <je,C {0,1}* x
{0,1}* ist auf zwei Wortern a := (a1, as,...,a,) und b = (b1, ba, ... bs) so definiert:

a <jeg b: <= (aEb)\/(Hz’GN:(ai<bi)/\(Vj§z':aj:bj))

Zeigen Sie, dass <je, eine lineare Ordnung ist.

Hinweis: Nach der lexikographischen Ordnung sind z.B. Eintrége in Lexika sortiert, sie wird um-

gangssprachlich auch ,alphabetische® Ordnung genannt. Das Alphabet ist dann das natiirliche
Alphabet A...Z.

U3.3 Untersuchen Sie, welche der folgenden Relationen R auf der jeweiligen Menge A Aquiva-
lenzrelationen sind. Geben Sie fiir die Aquivalenzrelationen die Aquivalenzklassen an.

(a)

A sei die Menge der Schiiler einer Schule, zwei Schiiler sind in Relation, wenn sie in
die gleiche Klasse gehen.

A sei die Menge der Schiiler einer Schule, zwei Schiiler sind in Relation, wenn sie in
verschiedene Klassen gehen.

A sei die Menge der Schiiler einer Schule, zwei Schiiler sind in Relation, wenn die
Farben ihrer Pullover/Oberteile gleich sind.

A=R, R={(a,b) e AxA]| |a—0b| <7},

A={0,1,2,3,4}, R=idsU{(0,2),(2,0),(1,3),(3,1)},

Es sei A die Menge aller Felder eines Schachbretts. Fiir beliebige zwei Felder u und
v gelte (u,v) € R genau dann, wenn ein Laufer von Feld u mit einem oder mehreren

Ziigen auf Feld v gelangen kann. Was dndert sich, wenn nur genau ein Zug erlaubt
ist?



U3.4 Begriinden Sie, ob es sich bei den folgenden Relationen auf den gegebenen Grundmengen
um Ordnungsrelationen handelt.

(a) Die Menge der Schiiler einer Schule zusammen mit der Relation ,,ist mindestens so
grof} wie“.

(b) Die Menge der Schiiler einer Schule zusammen mit der Relation ,ist mindestens so
grof} und hat mindestens so guten Notendurchschnitt wie“.

(¢c) ]S NxN:alb: <= FkeN:ak=5b

(d) |€CZxZ:alb: <= Fke€Z:ak=10

(e) RC{0,1}3 x {0,1}3: (21,91, 21)R(x2,y2,20) : == w1 < 22 A1 <o A 21 < 29

(f) R C{0,1,2}2x{0,1,2}% : (z1,y1)R(z2,12) : = =1 < 2Vy1 < vV (z1,y1) = (72,72)

(g) RC{0,1,2}* x {0,1,2}*: (x1,91)R(22,42) : <= @1+ y1 < T2+ 42

(a)

a) Wir betrachten die Teilbarkeitsrelation | auf der Menge A = {1,2,3,...,12}.

e Geben Sie die Relation als Menge konkreter Paare an.

e Verifizieren Sie, dass | eine Ordnungsrelation auf A ist. Zeichnen Sie ein Ordnungs-
Diagramm. Ist die Relation linear?

e Gibt es ein kleinstes bzw. grofites Element?
(b) Nun betrachten wir die Teilbarkeitsrelation | auf N. Versuchen Sie wieder, ein Dia-

gramm zu zeichnen und beschreiben Sie dessen Aussehen. Gibt es kleinste und grofite
Elemente?

A3.6 Hausaufgabe, Abgabe (mit Name und Matrikelnr.) bis 27.4.2018, 12:00 Uhr

(a) (i) Geben Sie alle Aquivalenzrelationen auf der Menge A = {a,b,c} an.
(ii) Wie viele Aquivalenzrelationen gibt es auf einer vier- bzw. fiinfelementigen Men-
ge?
(iii) Bestimmen Sie alle Ordnungsrelationen auf A.

Hinweis: Sie kénnen ausnutzen, dass sich jede Aquivalenzrelation R C M x M durch ihre
Aquivalenzklassen beschreiben lisst. Die Menge der Aquivalenzklassen M/R := {[m]g : m €
M} bildet eine Partition/Zerlegung von M.

(b) Eine Relation S C R? x R? sei definiert durch

S = {((z1, 1), (x2,32)) : =1 +y; = =3+ y3}.

Zeigen Sie, dass S eine Aquivalenzrelation ist und charakterisieren Sie die Aquiva-
lenzklassen in einem Koordinatensystem.

H3.7 Beweisen Sie Proposition 1.29 aus der Vorlesung: Die Addition und Multiplikation in Z
sind kommutativ und assoziativ, die Multiplikation ist distributiv iiber der Addition und
[(0,0)]~ bzw. [(1,0)]. sind die neutralen Elemente von Addition bzw. Multiplikation.

H3.8 (a) Gibt es eine Wohlordnung auf Z? (Verwenden Sie U2.3(c)).

(b)* Gibt es eine Wohlordnung auf Q? (Wenn Sie auch nach einigem Uberlegen auf keine
Losung kommen, dann suchen Sie nach ,Cantors Diagonalargument*).



H3.9* Die , Paradoxie des Haufens“ geht von einem Haufen, z.B. von Sandkoérnern aus. Sukzessive
werden Sandkorner von dem Haufen entfernt. Die Entfernung eines Sandkornes dndert
sicherlich nichts an der Tatsache, dass die restlichen Kérnern einen Haufen bilden. Werden
allerdings immer weitere Sandkdrner entfernt, bleibt schlieBlich nur noch ein Sandkorn
iibrig, welches sicher nicht mehr als Haufen bezeichnet werden kann.

Wo wiirden Sie den Fehler in dieser Argumentation verorten? Sie kénnen dabei Thr Wissen
iiber Aquivalenzrelationen anwenden.



