Untersuchung einer widerspruchsfreien
Modifikation von ZFC

Peter Zahn

Abstract: In §1 we introduce hereditarily finite sets by the rules = § and a,b = a{b} (i.e.
from the premises a,b derive a{b}). The relation ‘C’ between those sets can be introduced by
the rules
= (Cec
bee = becdd} (where b e c := 0{b} C¢)
b=d = bec{d} (where b=d := bCd,d Cb)
aCcbec = afb}Cc (if a #0).

We can write {a,b} for §{a}{b}, e.g. The hereditarily finite sets satisfy the axioms of ZFC
without the axiom of infinity. In §2 we transcribe those axioms into Skolem form. In §1 we partly
argue informally. To justify those argumentations, in §3 we investigate an obviously consistent
rule system in which the theory of hereditarily finite sets is deducible. However, that rule system
is not a formal one. It containes a rule with infinitely many premises. In §4 we sketch well-known
facts of elementary proof theory that lead to the following result of Jacques Herbrand [3]: If
Y,Va Fx is an inconsistent (finite) list of formulas in Skolem form, then there exists a tuple
S1,.-.,8k (k> 0) of terms such that 3, F'sy, ..., Fsy is inconsistent. (Those formulas and terms
are supposed to belong to a pertinent formal language.)

The main part of this paper is §5, containing a consistency proof of a weakened version,
zfc, of ZFC. In this proof we make use of the mentioned result of Herbrand and the fact that
the hereditarily finite sets satisfy ZFC without the axiom of infinity. This proof will also be
discussed with regard to the second incompleteness theorem of Godel. Then we investigate some
consequences of zfc.

In §6 we introduce an extension of the usual set @ of rational numbers and show that it is
discrete on the one hand and has some similar properties as IR in ZFC on the other.

§7 (Appendix) containes an interpretion of the rule system investigated in §3 by means of
dialogue games.

Note: Wilhelm Ackermann [1] has proved that Zermelo-Fraenkel set theory in which the axiom
of infinity is replaced by its negation is equiconsistent to Peano’s first order arithmetic. The latter
theory has been proved to be consistent by Gerhard Gentzen [2].

§1. Ein Modell von ZFC ohne Unendlichkeitsaxiom

Ausgehend von der leeren Menge () konstruieren wir schrittweise ‘erblich-endliche’ Men-
gen {ai,...,a,} aus ihren Elementen a;, falls diese schon konstruiert sind. (Genauer
gesagt konstruieren wir Schreibfiguren zur Darstellung derartiger ‘€-Mengen’.) Dabei
fassen wir {ai,...,a,} als Abkiirzung fiir ({a;}{as}...{a,} auf. Die Konstruktionsre-
geln lauten

= 0 (Beginn mit ()

= a{b} (Ubergang von a und b zu a{b}).

a,, b
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a und b fungieren hier als Eigenvariable, d.h. als Variable fiir jeweils schon konstruierte Figuren.
Auch im Folgenden diene der Regelpfeil ‘=’ zur Mitteilung der Erlaubnis, die Konklusion des
betreffenden Regeleinzelfalles herzuleiten, nachdem dessen Pramissen hergeleitet worden sind.
Zur Trennung mehrerer Pramissen verwenden wir doppelte Kommata ¢,,” (da einfache Kommata
in Pramissen und Konklusionen mancher in §3 - §5 angefiihrten Regeln vorkommen).

& sei die Klasse der so konstruierbaren Schreibfiguren, die wir £-Konstante oder (bez.
(=) abstrahierend) £-Mengen nennen. Wir konstruieren nun eine Sprache iiber £-Mengen:
E-Terme seien diejenigen Schreibfiguren, die nach den Regeln zur Konstruktion von &-
Konstanten zuziiglich der Erlaubnis, mit Variablen (z.B. &y, &1, &2, ... ) zu beginnen, kon-
struierbar sind. £-Konstante sind also geschlossene £-Terme (d.h. solche, in denen keine
Variablen vorkommen). - £&-Formeln seien die atomaren Formeln o C f mit £-Termen
a, B, sowie mit F, G stets auch = F, (F'A G) und Vz F. Weitere £-Terme und E-Formeln
soll es nicht geben. - Geschlossene Formeln (d.h. solche, in denen keine Variablen frei vor-
kommen) einer Sprache nennen wir deren Aussagen.

Zur Mitteilung dieser Figuren verwenden wir Metavariable, und zwar
flir Variable: Uy Uy, Wy Ty Y, 2, L] - - -
fir £-Konstante: a,b,c,d,aq,...;

fiir £-Terme: a, By, a1, ..., c(x),. ..
fir £-Aussagen: A, B,...; fiir Formeln: F,G.

Die in einer Formel durch verschiedene Metavariable mitgeteilten Variablen seien stets
voneinander verschieden. Abkiirzungen (mit “:=" als Definitionszeichen):

{ag,...,an}t = 0{ar}...{an}
aef = {a}Cp
aCBCy = aCBABCHY
a=0 = aCpfCa
(FVG) = —(=FA-G)
(F—=G) = ~(FA-GQG)
(F-G—H) = (F>G)ANFANG— H) etc.
Jx F' = —Vz-F.

Diese Abkiirzungen mogen auch fiir spéter eingefithrte Terme bzw. Formeln gelten.

‘=’ bezeichne die gestaltliche (buchstébliche) Gleichheit von Schreibfiguren. Fiir spe-
zielle Negate schreiben wir kurz o € B, ¢ 5, # 8 bzw. a # 3. Ferner verwenden wir
geldufige Konventionen zur Klammerersparnis.

Eine Aussage der Form a C b bedeute, dass sie nach den folgenden Regeln (€)1 - (€)4
herleitbar ist; d.h. wir stellen die ‘Behauptungsregel’ auf: Behaupte ¢ C b nur dann, wenn
diese Aussage nach den folgenden Regeln herleitbar ist:

(O)1 = 0Cc

(©)2 bec = bec{d}

(C)3 b=d = bec{d)

(©)4 aCc,bec = a{b} Cc (fir a#0).

[\]



Fiir komplexe Aussagen stellen wir vorlaufig folgende ‘Behauptungsregeln’ auf:
Behaupte A A B nur dann, wenn man A behaupten darf und B behaupten darf (d.h.
wenn diese Behauptungen nach den hier angegebenen Regeln nicht verboten sind).
Behaupte Vo Az nur dann, wenn man Ac fiir beliebige £-Mengen ¢ behaupten darf.
Behaupte — A nur dann, wenn es (nach den hier angegebenen Regeln) verboten ist, A zu
behaupten.

In §3 werden wir diese Regeln durch prizisere Regeln eines sog. Halbforma-
lismus ersetzen. Die Ausfilhrungen in §3 gehdrenen also systematisch an den Anfang
unserer Untersuchungen.

Die angegebenen Behauptungsregeln sind umkehrbar (da wir keine weiteren aufstellen).
Das heift: Ist eine atomare Aussage a C b nach den Regeln (€)1 — (C)4 herleitbar, dann
darf man sie behaupten. Darf man A sowie B behaupten, so auch A A B. Darf man Ac
fiir beliebige £-Mengen ¢ behaupten, so auch Vr Az. Ist es verboten, A zu behaupten, so
darf man — A behaupten. Da man jeweils entscheiden kann, ob a C b nach den Regeln
(©)1 — ()4 herleitbar ist, sind Aussagen dieser Form stabil (d.h. man darf von =-—a C b
auf @ C b schlieken). Daher sind bekanntlich alle £-Aussagen stabil, sodass man im
Bereich dieser Aussagen die klassische Logik anwenden darf.

Wir wollen zeigen, dass die £-Mengen die Axiome ZFC von Zermelo und Fraenkel
aufser dem Unendlichkeitsaxiom erfiillen.

1.1. Lemma: a{b} Z 0, insbesondere b ¢ (), also

cCh & c=0 & c=0.

Beweis: b € () kommt nicht als Konklusion der Regeln (C)1 - (C)4 vor. Daher ist
a{b} C 0 auch nicht nach (C)4 herleitbar. O
1.2. Lemma: bec{d} <+ becV b=d.

Beweis: b € ¢{d} kann nach (€)2 oder (C)3 (und auch nur nach diesen Regeln) aus
der Pramisse b € ¢ oder aus b = d gefolgert werden. [
1.3. Lemma: a{b} Cc < aCc ANbec

Beweis: Fiir a = 0 ist 1.3 wegen (C)1 dquivalent mit b € ¢ <> b € c¢. Nun sei a # 0.
Dann steht zur Herleitung von a{b} C ¢ nur (C)4 mit den Prédmissen a C cund b € ¢
zur Verfiigung. [

1.4. Lemma: aCc — aCc{d},

Der Beweis ergibt sich durch Induktion tiber (die Konstruktion von) a aus
) C ¢{d} und Folgendem:

a{b} Cc¢c — aCc Abec (nach 1.3)
— aCc{d} N bec{d} (Induktionsannahne und (C)2)
— a{b} C {d} ((©)4). O



1.5. Korollar: &-Terme c(x) sind invariant beziiglich (=):

a=b — c(a) = c(b).

Der Beweis gelingt durch Induktion iiber die Konstruktion der £-Terme. Denn nach
1.4, (€)3 und ()4 gilt:

aCcANb=d — aCc{d} Nbec{d} — a{b} Cc{d}, also
a=cANb=d — a{b} =c{d}. O

1.6. Lemma: aCblc — aCec.

Beweis durch Induktion iiber a: Fiir a = @ gilt a C ¢ nach (C)1. Von nun an sei
a # 0. Im Falle b = ( gilt a € b nach 1.1, also (a Cb Cc¢c — a C ¢). Fir
b#ZPund c =0 gilt b € ¢ nach 1.1, also (a CbC ¢ — a C ¢). Nun setzen wir
a = aj{az}, b=0bi{b2}, c¢=c1{c2}, und machen folgende Induktionsannahmen:

(a) a1 CbCec — a Ce.

(bl) {a2} Cb1 Cc — {a2} Cec.
(b2) as =by =cy — as = cy.

(c) {a2} C{ba} C 1 — {as} C cy.

(Beachte, dass die Tripel (a1,b,c), ({a2},b1,c), (a2,be,c2), (c2,b2,a2), ({az},{b2},c1)
kiirzer als (a, b, c) sind.)

Ferner machen wir die Annahme a C b C ¢, und haben zu zeigen: a C c.
Nach 1.3 erhalten wir: a1 C b, as € b sowie by C ¢ und by € c.

Wegen a; C b C ¢ folgt a1 C ¢ nach (a).

Nach 1.2 folgt ferner ao € by oder as = bo, sowie by € ¢; oder by = co.
Im Falle as € by C ¢ erhalten wir as € ¢ nach (bl).

Nun sei az = bg € ¢1. Nach (€)3 erhalten wir as € {b2} C ¢;, also a2 € ¢; nach (c),
also ag € ¢ nach (C)2.

Im iibrigen Falle ag = by = co ist ay = ¢o nach (b2), also wieder ay € ¢ nach (C)3.
Jedenfalls haben wir a; C ¢ (s.0.) und ag € ¢, also a C ¢ nach (C)4. O

1.7. Lemma: Ve(zx€a — z€b) < aCh,
also auch Ve(x€a <> z€b) < a=h.

Beweis: («) folgt aus 1.6. Wir beweisen (—) durch Induktion iiber a:
Fir a = 0 gilt a C b nach (C)1. Nun sei a := ai{az}. Ind.ann.: 1.7 gelte fiir a; statt
fiir a (i = 1,2). Vorausgesetzt sei ferner Vo (z € @ — =z € b). Nach (C)2 erhalten wir



Ve(x €ar — x €a — x €D),also a; C b nach Ind.ann. Ferner gilt aa = ag nach
Ind.ann., also as € a nach (C)3, also az € b, also insgesamt a C b nach (C)4. O

1.8. Satz: Fiir alle £&-Formeln Cz, in denen nur die Variable = frei vorkommt, und alle
a, b gilt:
a=b — (Ca +< Cb).

Beweis: Aus 1.5 und 1.6 erhdlt man: a =b — (c(a) C d(a) <> c(b) C d(b)). Daraus
folgt 1.8 durch Induktion iiber den Aufbau von Cx. [

1.9. Lemma: aC{b} + a=0V a={b}.
Beweis:
aC{b} — a=0V Iz(zx€a N xz=0)
— a=0Vbea
— a=0 VvV {b} Ca; also
aC{b} < a=0Va={b} (s.(9)1). 0O

Definitionen, rekursiv:

ald = a
aUb{c} = (aUb){c}
Uyepcly) = 0
Upeanr €8) == Uyea cly) Uc(D)
Va = Uyan
an® = 0
. (anb){c}, fallscea
anble} = { anb, falls ¢ ¢ a
PO = {0}
Plafd}) = Uyepafv: y{b}}

Hinweis: Hiernach sind z.B. Terme der Formen a U z,|J, ., ¢(y), Pz noch nicht definiert.

yEZ

1.10. Satz: Ve (x €aUb <» z€a V z€D).

Beweis durch Induktion iiber b: Fiir b = ) gilt:
r€aUd <> z€a < x€aVrxeld (dazg¢l).
Aus 1.10 als Ind.ann. folgt ferner:

r€aUb{c} « x € (aUb){c} <~ x€aUbV z=c
<~ x€aVzeEbVar=c < xz€aV xeb{c. O

1.11. Satz: Va (2 € Uye, c(y) ¢ Fy€a x €c(y)),
speziell: Vo (x € Va + Jy(z €y € a)).



Beweis durch Induktion iiber a: 2 € J,cpc(y) <> €0 < Fyel z € c(y).

eryEa ( ) C()

€ Uyeacly) V x € c(b)

Jyca zec(y) V xe€cb) (nachInd.ann.)
Jyecaxzec(y) VIy=>b ze<cy)
Jy € a{b} z € c(y). O

T E UyEa{b} C(y)

Tt

1.12. Satz: Vz(z€anb < x€a N z€D).

Beweis durch Induktion iiber b: z€an® <> z€0 < z€a A z €.
Fiir ¢ € a (also a{c} = a) folgt aus der Ind.ann.:

zeanb{c} < ze(anbfc} <> z€anb Vv ar=c
— (x€ea Nzeb) Vao=c
~ zea{c} N zeb{c}

« xz€a A xeb{ct (wegen a{c}=a).
Nun sei ¢ ¢ a. Dann gilt nach Ind.ann.:

rcanb < x€a Nz€ebd
r€a N xe€blc}

r€a N (zebV x=c)

(xrea Nzeb) V(r€a N x=c)
(x€a Nzeb)Vecea

rea ANzx€bd (da c¢a) O

z € anbc}

Li 11 1e

1.13. Satz: Vz (z € Pa < z Ca).

Beweis durch Induktion iiber a: Fiir a =0 gilt: 2 € PO + z€ {0} < =2 C0
(da @ C z). Ferner folgt aus der Ind.ann.:

zePla{b}) < 2€U,epaiy.y{b}}

< Jy e Pa xe{yy{b}} (1.11)

< JyCa (zr=y VvV xz=y{b}) (Ind.ann.)

— xCa V zCa{b} (1.2, 1.7)

— 2 Ca{b} (1.4)

— z=zNa{b}

— z=xNa V x=(zxNna){d} (Def. N)

— JyCa (z=y VvV z=y{b}) (y ‘fir’ anz). O

Zusammenfassung (auch ohne die Funktionssymbole V, P): Fiir alle z, a, b gilt:

]
ze{a,b} < xz=aVr=>b
reVa « Jy(reyea), also YuIvVe(x €v+ Jy(z €y € u))
r€e€Pa < xCa, also VuJoVe (x € vz Cu).



(Die beiden zuletzt rechts angefithrten Aussagen lassen sich auch ohne Heranziehen der
rekursiven Definitionen von V und P beweisen.) Unser ‘Modell’ erfiillt somit die ZF-
Axiome der leeren Menge, der Paarmenge, der Vereinigungsmenge und der Potenzmenge
sowie 1.7 und 1.8 als Gleichheitsaxiome. Nun zeigen wir, dass unser Modell auch folgende
Ersetzungsaxiome erfiillt.

1.14. Satz: Cwuv sei eine E-Formel, die eine (evtl. partielle) Abbildung aus £ in sich
beschreibt, d.h. fiir die gilt:

Yu,v,w (Cuv A Cuw — v =w).

Dann gilt fiir beliebige a:  JyVo (v €y < Ju € a Cuv).

Beweis durch Induktion iiber den Aufbau von a: Zunichst gilt
Vo (Ju € ® Cuv <> v € (). Nun machen wir die Ind.ann.: Vo (Ju € a Cuv <> v € ¢).
Im Falle Jv Cbv diirfen wir ferner C'bd annehmen. Dann gilt fiir alle v

Ju e a{b} Cuv < FJu(uca A Cuv) V Ju(u=>b N Cuv)
< Jueca Cuv vV Chu
< veEc V v=d (wegen Cbd)
<~ v e c{d}.

Im anderen Falle =3v Cbv gilt fiir alle v

Ju € a{b} Cuv < Fueca Cuv vV Chv
< Jueca Cuv
< vee U

Fiir logische Untersuchungen ist es zweckdienlich, 1.14 wie folgt als das Ersetzungs-
axiomenschema zu notieren, wobei Guv fiir Formeln steht, in denen aufer u und v
noch weitere Variable ‘..." frei vorkommen diirfen:

V... Vu,v,w (Guv A Guw — v=w) —
— Ve IdyVu (vey « Juex. Gu)).

Fiir Formeln Guv der Gestalt Gu A u = v erhilt man insbesondere das
Aussonderungsaxiomenschema:

V...VedyVo (vey < vex A Gu).

Das Auswahlaxiom ist fiir endliche Mengen bekanntlich erfiillt. Fiir £-Mengen erhalten
wir dies einfach so: ¢ # () sei eine £-Menge nichtleerer, einander elementefremder Mengen.
c hat die Gestalt {c1{d1},...,c{dg}} mit ¢;{di} N¢j{d;} =0 fir 1 <i < j < k. Dann
hat die Menge {di,...,d;} mit jedem Element ¢;{d;} von ¢ genau ein Element gemein.

Um das néchste Axiom beweisen zu konnen, definieren wir zunéchst rekursiv die ‘Tiefe’
Ta beliebiger £-Konstanten a: T := 0; T(a{b}) := max{Ta,Tb+1}. Dann erhilt man



a Cb— Ta < Tb durch Induktion iiber die Regeln (C)1 — (C)4. (Wir setzen hier voraus,
die natiirlichen Zahlen und ihre Anordnung seien bereits bekannt. Vgl. [6], S.1501f.)

Das Fundierungsaxiom lautet: Vy (y # 0 — 3x € y yNax = 0).

Beweisskizze: Wiirde a; dieses Axiom nicht erfiillen, so gébe es eine unendliche ‘Vorgin-
gerfolge’ a1 3 as 2 az > ... von &-Konstanten; fiir sie wire Ta; > Tas > Tag > ... |
was aber unmdéglich ist. [J

§2. Mengentheoretische Axiome in Skolemscher Normalform

Um den angestrebten Widerspruchsfreiheitsheweis von ZFC zu ermoglichen, formen wir
die bisher formulierten mengentheoretischen ‘Axiome’ um. Dazu legen wir eine lexiko-
graphische Anordnung (=) aller £-Konstanten zugrunde, und reden diesbeziiglich von
friihesten £-Konstanten. Die erwihnte Umformung kann man nach folgender allgemei-
nen Methode durchfiihren: Man fiihre zunéchst jedes ‘Axiom’ in eine prinexe Normalform
iiber, etwa Jyo V1 Iy1 Vae Iy2 A(yo, 1, Y1, T2, y2), wobei A(yo, z1, y1, T2, y2) quantorenfrei
ist. Daraufhin fithre man neue Terme fy, f1(x1), fo(x1,22) folgender Art ein:

fo kennzeichnet das fritheste yo mit Vay Iy Ve Jya A(yo, 1, Y1, T2, Y2);

fi(x1) kennzeichnet das fritheste y; mit Yao Jyo A(fo, 21, Y1, 2, Y2);

fa(x1, x2) kennzeichnet das fritheste yo mit A(fo, 1, f1(z1), 22, y2).

(Die Existenz solcher frithesten Konstanten ist i.Allg. nur indirekt beweisbar.) Das ur-
spriingliche Axiom werde dann ersetzt durch Vay,xs A(fo, 21, f1(x1), 2, fo(x1,x2)).
Aus dieser Aussage in ‘Skolemform’ (‘Skolemscher Normalform’, d.h. ohne Einsquanto-
ren) folgt das urspriingliche Axiom sogar rein logisch, also ohne Bezugnahme auf die
Bedeutung der Terme fy, fi(z1), fa(z1.22).

Die erwéhnten Terme fo, f1(z1), fa(x1, x2) sind gemék folgender Skizze zu verstehen:
Fir &-Formeln Fy, fiir die Jy F'y gilt - d.h. fiir alle Werte der darin frei vorkommenden
Variablen gilt - sei

YFy :== Fy AN Vz(Fz —y < 2),
wobei y < z zu lesen ist als “In der erwihnten lexikographischen Anordnung steht y vor

z oder fillt mit z zusammen”. (Dabei mége z nicht in Fy vorkommen.) Im Falle Jy F'y
gilt (klassisch) die Existenz und Eindeutigkeit:

yYFy N Yy, z(YFyA *Fz — y = 2)

Wegen des Vorkommens der Zeichen ‘<’ und ‘=’ nehmen wir hier also eine Erweiterung
der oben eingefithrten Sprache iiber £&-Mengen zu Hilfe.

Nun kénnen wir den p-Term py F'y (gelesen: “das fritheste y mit F'y”) wie folgt ein-
fithren: Mit der Abkiirzung ¢ := py Fy setzen wir Pq := Jy (YFy A Py) fir atomare
E-Formeln Py. Fiir beliebige £-Formeln Ay erhalten wir dann bekanntlich (unter Varia-
blenbedingungen)

Aq « Jy (YFy A Ay) < Vy(YFy — Ay), also
Yy Ay — Aq — dy Ay.



Dies gilt auch fiir - noch einzufithrende - Formeln Agq, in denen mehrere pu-Terme evtl.
ineinandergeschachtelt vorkommen (cf. [7], [8], 3.10).

Anmerkung: Die Formel ¥ F'y ist allerdings nicht invariant beziiglich der Mengengleichheit (=);
denn fiir verschiedene Darstellungen b, ¢ derselben £-Menge kann nicht sowohl *Fb als auch ¢Fc
gelten. Dennoch ist z.B. Jy (YFy A Ay) invariant bez. (=), wenn Fy und Ay dies sind.

Mit Hilfe von p-Termen py Fzxq...x,y mit n > 0, fiir die Vay,..., 2, IyFz1 ... 20y
gilt und in denen keine kiirzeren p-Terme vorkommen, kénnen wir n-stellige Funktionen

durch Symbole der Form f := Axy,..., 2, py Fx1...2,y darstellen. Die Axiome von
ZFC in Skolem-Form lassen sich nochmals derart umformen, dass in ihnen Terme der
Form f(x1,...,2,) an Stelle von p-Termen py Fxq...x,y vorkommen.

ZFC, sei das so formulierte System dieser Axiome ohne das Unendlichkeitsaxiom.

§3. Ein halbformales Regelsystem
fiir die Lehre von erblich-endlichen Mengen

Die in §1 etwas informell durchgefiihrten Untersuchungen wollen wir nun auf eine stren-
gere Grundlage stellen. Zu diesem Zweck werden wir einen Halbformalismus H aufstellen,
in dem alle in §1 erhaltenen Resultate herleitbar sind. Zunéchst fithren wir Terme und
Formeln ein, mit denen H operiert:

L-Terme seien: (), die bisherigen Variablen, mit o, 7 auch o{7} und mit 7, ..., 7, auch
f(r,...,mp) fiir jedes Funktionssymbol f = \x py F(z,y) mit z = x1,...,x, und einer
L-Formel F(z,y) (s.u.), in der keine Funktionssymbole stehen und fiir die Vz 3y Y F(z, y)
nach den Regeln des unten angegebenen Systems H herleitbar ist. Weitere £-Terme soll
es nicht geben. £-Konstante seien geschlossene £-Terme.

Das Klammernpaar {, } zdhlen wir nicht zu den Funktionssymbolen. £-Terme
sind also ‘funktionssymbol-frei’. Die in §1 eingefiihrten £-Konstanten sind £-Konstante.

Zum Aufbau von Formeln werden wir die zweistelligen Priadikatoren ‘C’ und ‘=<’ (fur
die lexikographische Anordnung von £-Konstanten) sowie den einstelligen Priadikator N
verwenden. N soll auf diejenigen Elemente von £ ‘zutreffen’, welche auf noch anzugebende
Weise die natiirlichen Zahlen darstellen.

Als atomare L<-Formeln bezeichnen wir ¢ C 7, ¢ < 7 und N7 mit £-Termen o, 7.
Aus ihnen werden die iibrigen £<-Formeln wie iiblich mittels A, =,V aufgebaut. Auch fiir
L<-Formeln F, G seien F'V G, F — G und dz F' wie auf S. 2 fiir £-Formeln definiert. Die
(X)-freien L£<-Formeln nennen wir kurz £-Formeln. (Letztlich interessieren wir uns nur
fiir £-Aussagen, d.h. geschlossene £-Formeln.) In §3 sagen wir jedoch einfach “Formel”
statt “L<-Formel” und “Aussage” statt “L<-Aussage”.

Als Metavariable verwenden wir nun: a, b, ¢, d fiir £-Konstante; p, ¢ fiir £-Konstante;
A, B, C, D fiir Aussagen; P (wie “prim”) fiir atomare Aussagen; Ax fiir Formeln, in denen



héchstens die Variable x frei vorkommt; und I', A, A, II fiir Listen Cy. --- . C}, von Aus-
sagen C; mit n > 0 (also auch fiir die ‘leere Liste’). (Zur Trennung der Glieder C; dieser
Listen verwenden wir den Punkt statt des Kommas.) Wie wir sehen werden, kénnen diese
Listen fiir n > 2 als Cy V...V Cy, gelesen werden.

Der Halbformalismus H habe folgende (teils weiter unten angefiihrte) Schlussregeln (vgl.
(C)1-(C4)in §1):

= (Cec
T.becebCd, T.bec.dChb = T.bec{d)
laCec, T'bec = T.a{b} Cc (fallsa#0)
= b¢0
Tb¢e, T.0ZddZb = T.b¢c{d)
FaZebéc = T.a{b}Zc (fallsaZ0)
r = A (falls T' C A)
rra = Irr.-—A
LA, T.B = T.(AAB)
I.-A.-B = TI.-(AADB)
fiir alle c: ' Ac = T'.Vz Az (s.u.)
IN-Ac = TI.-VzxAzx

Dabei bedeute I' C A, dass jedes Glied von I ein Glied von A ist. Jede Instanz (Einzelfall)
der vorletzten Regel habe unendlich viele Pramissen, ndmlich (bei gegebener Liste I'. Ax)
fiir jede £-Konstante ¢ die Aussagenliste I'. Ac. Da man nicht alle diese Listen herleiten
kann, erlaube jede Instanz dieser Regel, ihre Konklusion I'. Va Az herzuleiten, nachdem
man ein effektives Verfahren beschrieben hat, das fiir jedes eingegebene c eine spezielle
Herleitung von I'. Ac anzugeben vorschreibt (vgl. §6). Diese Regel heifse daher halbformal
(vgl. [6], p. 66 - 69).

Instanzen von Schlussregeln nennen wir kurz Schliisse.

Die in den Zeilen 3 bzw. 6 angefiihrte Bedingung “falls a # (0" hat zur Folge, dass
die Liste I'.a{b} C ¢ bzw. I".a{b} Z ¢ in keinem anderen Schluss von H als Konklusion
vorkommt. - Weitere Regeln von H seien:

= NO
I''Na = TI.Na{a}
= - Na{b} (falls a # b)
I'-Na = T.-Na{a}
= - Np (falls p ¢ &).

Erlduterung: Setzt man a' := a{a}, so kann man mit leerer (d.h. fehlender) Liste T’
nacheinander folgende Aussagen herleiten: N(), N0, N@*+ N@T++ ... . D.h. N ‘trifft
zu’ auf folgende Darstellungen natiirlicher Zahlen: ), 0, @+, @+++ . ..

a = b bzw. a A b gelte als in H hergeleitet, nachdem a =< b auf eine gegebene
Weise bewiesen bzw. widerlegt worden ist, und zwar derart, dass das Symbol ‘X’ eine
lexikographische Anordnung aller £-Konstanten darstellt.
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Im Folgenden schreiben wir F'(z,y) fiir £-Formeln, fiir die Vz 3y YF(z, y) in H herleit-
bar ist und in denen keine Funktionssymbole vorkommen. Wie in §2 sei wieder

YF(z,y) = F(z,y) AN Vz2(F(z,2) - y=22z)

gesetzt. Dementsprechend sei py F(z,y) zu lesen als “die f{ritheste £-Konstante y mit
F(z,y)”, wobei sich “die fritheste” auf die lexikographische Anordnung ‘=<’ bezieht.

Fiir Funktionssymbole f := Az py F(z,y) mit £L-Formeln F(z,y) der soeben beschrie-
benen Art und atomare £-Formeln P(y), die nicht mit N beginnen, wihlen wir als Regeln

von H:
.3y ("F(e,y) A Ply)) = T.P(f(0))

L'Vy=(UF(c,y) A Ply)) = T.-P(f(c).

Kommen in P(f(c)) weitere Funktionssymbole vor, so kénnen diese Regeln auf mehrere
Weisen angewandt werden. Um Fragen, die sich daraus ergeben, zu eriibrigen, schranken
wir diese Regeln auf den Fall ein, dass in P(f(c)) kein weiteres Funktionssymbol rechts
von f steht. (Dies gelte fiir U(a,b) statt a U b und N(a,b) statt a Nb.) In ¢ und daher
auch in F(c,y) soll also kein Funktionssymbol vorkommen. Bekanntlich sind jedoch die
angegebenen Regeln auch ohne diese Einschrinkung zulassig (s. 3.10).

Weitere Regeln mogen nicht zu H gehoren. (Wir werden H jedoch in §5 erweitern.)

F4 I" bedeute, dass I' in H herleitbar ist. Fine Schlussregel heife in H zuléssig, wenn
fiir jede ihrer Instanzen gilt: Sind alle ihre Prémissen in H herleitbar, so ist dies auch
ihre Konklusion. Die Worte ‘herleitbar’ und ‘zuléssig’ beziehen sich hier in §3 auf .

Die leere Liste ist nicht herleitbar, und Aussagen der Form b € () kommen nur in den
Instanzen b € ) = b € ) und I' = b € () mit leerem I' der Regel (I' = A fir I' C A) von
‘H als Konklusion vor, sind also nicht herleitbar. Daher ist H konsistent. Nach dem noch
anzufiilhrenden Schnittsatz ist insbesondere die Regel

A, AA-A=T.A

zuléissig, und zwar auch fiir leere Listen I, A. Daher sind fiir keine Aussage A sowohl A
als auch — A herleitbar, d.h. H ist ‘widerspruchsfrei’.

3.1 Satz: Fiir alle Aussagen A, in denen keine Quantoren vorkommen und
Funktionssymbole héchstens in atomaren Teilaussagen der Form Np stehen,
gilt F4 A oder gy = A (mit “oder” im effektiven Sinne).

Beweis: Wir verwenden folgende rekursive Definition der ‘Lange’ # von £-Konstanten
und von atomaren Aussagen, in denen keine Funktionssymbole vorkommen:

#0:=1; Fa{b} = H#a+#b+1;
#(a 2b) = #(a Cb) ;== #a+ #b; #Nc:= #c.

Bekanntlich gilt 9, a < b oder 3 a A b. Wir beweisen nun 3.1 fiir die iibrigen atomaren
Aussagen der gen. Art durch eine Induktion iiber deren Linge: Zuldssig sind die Regeln:
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= (fCec
= a{b}Z0
{p} Cc = {b}Ce{d}
bCd,dCb = {b}Ccld)
By ZenbZd = {b)€cld)
{b} Zc,, dZb = {b} £ c{d}
aCec, {b} Cc = a{b} Cc (fallsa#0)
aZc = a{b}Lc (fallsa#0)
PhZe = alb}ge
= N0
Na = Na{a}
= - Na{b} (falls a # b)
-Na = - Na{a}
= - Np (firp ¢ &).

Aus der Induktionsannahme (Ind.ann.), fiir alle atomaren Aussagen @ mit #Q < #P
gelte Fyy Q oder 9y = @, folgt (nach den angegebenen Regeln) 3 P oder 3 — P.

Damit ist 3.1 fiir atomare Aussagen der gen. Art bewiesen. Daraus ergibt sich 3.1 auch
fiir quantorenfreie komplexe Aussagen der gen. Art wegen der Zuléssigkeit folgender
Regeln durch Induktion nach der Anzahl der Vorkommnisse von Junktoren in A:

A = ——A
A = -A
A, B = AAB
-A = = (AAB)
-B = —-(AAB).

3.2 Lemma: Fiir alle Aussagen A gilt -y A. - A.

Beweis: Fiir atomare Aussagen A der in 3.1 genannten Art folgt 3.2 aus 3.1 nach der
Regel: T' = A (falls T' C A). Ferner sind folgende Regeln zuléssig (wobei wir durch den
linken ‘=" der zweiten bzw. dritten Zeile zwei bzw. unendlich viele Regeln zusammen-
fassen):

A-A = A A
A -A,, B-B = A—-(AANB),, B.-(AANB) = (AANB).-(AAB)
Fiir alle ¢: Ac. - Ac = Fiir alle ¢: Ac. ~Ve Ax = Va Az.—-Vr Ax
Jy (VEF(c,y) AN P(y)- Yy = (YFlc,y) N P(y)) = P(f(c).-~P(f(0));

dabei sei f := Az puy F(z,y), und P(y) stehe fiir atomare Formeln, die nicht mit N
beginnen und in denen kein Funktionssymbol rechts von f steht.

Somit ergibt sich 3.2 durch Induktion {iber den wie folgt definierten Rang Rg A von
Aussagen A: RgP := 1 fiir atomare Aussagen P, in denen keine Funktionssymbole
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vorkommen oder an deren Anfang N steht,

Rg—A = RgA+1
Rg(AANB) := RgA+4+RgB+1
RgVz Ax = RgA)+1
RgP(f(c)) = Rg3Iy(¥F(c,y) ANP(y))+1 (fir fund P(y) wie oben). O

3.3 Lemma: Zuléssig sind folgende Regeln (z.T. ‘Umkehrungen’ von Regeln von H):

( ) r.-—-A=rmT1.4

(by T.(AANB) =T.A4,T.B (2 Regeln)

( -(AAB) = T''-A-B

(d) TI.VxAz = T.Ac

(e) Tbec{d} = T''becb=d

() T.a{d}Cc =T.alc, I''bec

(g) T.bed =T

(h) T.Na{a} = I'.Na

(i) TI.Na{b} =T (falls a # b)

() T.A.B & I.(AVB)

(k) T.Ac = I'.3z Az

1) I-A,I''-B < I'.-(AVB) (3 Regeln)

(m) firallee: .= Ac & T'.—3z Az

(n) T.P(f(c)) = I Jy(¥F(c,y) A P(y)), falls P(y) atomar ist
und in P(y) kein Funktionssymbol rechts von y steht.

Anmerkungen: (1) Nach dem folgenden Lemma 3.4 sind auch entsprechende Regeln
fiir Negate der in (e), (f), (h) hinter dem linken I" angefiihrten Aussagen zuléssig.

(2) Wegen der Zulassigkeit von (c), (a) ist auch die Regel A - B = — A. B und somit
nach dem schon erwihnten Schnittsatz der modus ponens A,, A — B = B zuléssig.

Definition: A— A entstehe aus A durch Fortlassen aller Glieder von A, die = A sind.
Um die Beweise von (a) — (f), (h) und (n) zusammenzufassen, beweisen wir:
3.4 Lemma: A habe nicht die Gestalt =V Bz. Fiir jeden Schluss von H der Gestalt
A (iel) =T.A

(mit einer oder mehreren Préamissen I'. A;), der nicht die Form IV = A mit I' C A hat,
sind folgende Schliisse zuldssig:

I'A = T.A; (fiiriel).

Beweis: T.A; (i € I) = TI'. A seiein Schluss von H. Da auch (I'—A).A; = T.A;
ein Schluss von H ist, geniigt es zu zeigen, dass

A= (T—A).A (fir iel)
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zuléissig ist. Wir tun dies durch Pramisseninduktion, indem wir zeigen, dass fiir jeden
Schluss A; (j € J) = A von H (mit keiner, einer oder mehreren Prémissen A;) und alle
i € I folgender Induktionsschritt zuléssig ist:

Zu Ay = A mit A; CA: Wegen (A;—A). A; € (A—A). A; ist auch
(A1—A).A; = (A—A). A; ein Schluss von H.

Zu Schliissen von ‘H der Gestalt A.Il; (j € J) = A.B (die nicht die Form I' = A
mit I' C A haben): Fiir B # A sind wegen ((A.II;)—A). A; € (A—A). A;.1I; folgende
Schliisse zuldssig:

Fir B= A und ¢ € [ ist auch I = J und II; = A; (da nach Voraussetzung A nicht die
Gestalt = Vax Az hat), sodass folgende Schliisse zuléssig sind:

(ATL)—A). A (GeI) = (AA)—A) A = (A—A).A; = ((A.A)—A). A;. O

Beweis von (g): Fiir A :=T.be( gilt A—be @ C T, sodass A—be ) = I" zulissig ist.
Es geniigt also, die Zuldssigkeit von A = A—be () zu zeigen. Dies folgt durch Pramis-
seninduktion daraus, dass fiir jeden Schluss IT; (i € I) = II von H der Induktionsschritt
I,—bel (i €I)= - bel zulissig ist. - Beweis von (i): analog.

Beweise zu (j) - (m): Folgende Regeln sind zuléssig:

Zu (j): T.A.B e I.-~A. =~ Byo I.=(nAA-B) & T.(AV B).

Zu (k): T.Ac = I'.=—Ac = T'.=Ve—-Az = T.3z Az

Zu (1): T.~A,.-B & D.(~AA-B) & [.-~(=AA-B) & [.-(AVB).
Zu (m): Firallec: I''-Ac & I'Voe—~Az & I ~Vor-Azr & -3z Az. O

3.5 Schnittsatz: Zuldssig ist die ‘Schnittregel’

I.C,,A = I.(A——C).

Beweis: In ihm werden wir folgende Definition verwenden:
B heifie einfacher als C, wenn (1) oder (2) gilt (zu ‘4’ und ‘Rg’ s.0.):
(1) ReB=RgC =1und #B < #C.
(2) In Rg B < RgC.

Zur Induktion iiber den Formelaufbau verwenden wir die Induktionsannahme:

[A: Fiir alle B, die einfacher als C sind, ist IV. B,, A’ = I".(A’—-B) fiir alle T". A’
zuldssig.
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Falls C' ein Negat ist, C = — A, sind - wegen A C (A——=—A). == A und
(I.-A)——A CT - folgende Regeln zulissig:

T=A, A = (A——=A).-=A, T.-A
= (a) (A——!ﬂA).A,, Ir-A
=4 (A——=A).([.mA)—=-A)
= I (A—ﬁ—!A).

Von nun an machen wir folgende beiden Voraussetzungen:
V1: C sei kein Negat.
V2: =y I.C.

Wir haben zu zeigen, dass A = T". (A——C) fiir beliebige A zuléssig ist. Dazu zeigen
wir, dass fiir jeden Schluss A; (i € I) = A von H auch der ‘Induktionsschritt’
I''(Ai—=C) (iel) = TI'.(A—=C) zulidssig ist.

Fiir jeden Schluss der Gestalt A; = A mit A; € A ist auch A;——=C C A—-C,
sodass der Induktionsschritt I'. (A;—=C) = T'.(A—=C) ein Schluss von H ist.

Fiir Schliisse von #H der Gestalt o A.A; (i € I) = A.D lautet der Induktionsschritt
I ((A.A)—C) (iel)=T.((A.D)—=C). Wegen (A.A;)—C C (A—=C). A; ist der
Schluss T'. ((A.A;)—=C) = T.(A—=C).A; zuldssig. Daher geniigt es, die Zuléssigkeit
von I'. (A—=C).A; (iel) = TI'.((A.D)——=C) zu zeigen.

Fir D # - C folgt dies aus der Zul&ssigkeit der Schliisse
I (A—=C).A; (iel) = TI.(A—=C).D = T.((A.D)——=C).

Somit brauchen wir die Zulissigkeit des Induktionsschrittes nur noch fiir D = = C zu
beweisen. Wegen A——C C (A.=C)—=C ist I'. (A—=C) = T'. ((A. = C)——=C) zuléssig.
Daher brauchen wir nur noch zu zeigen, dass folgender Schluss zuldssig ist:

I.(A—=C).A; (i€ I) = T.(A==C).

Zue A. A= A.——=A. Den Fall C = = A haben wir schon behandelt.

Zue A.=m A ~B= A.-(AAB) mit C = AN B: Nach V2 gilt - I". (A A B), also nach
(b) auch 4 I'. B und F4 T'. A; also sind zuldssig:
I. (A—ﬁC).—!A.—\B =74 L. (A——!C).—\A =4 L. (A——!C).

Zu e A.—Ac = A.-VzAx mit C = Vo Ax: Wegen 3 T'.Vz Az gilt nach (d) auch
g I Ac. Zuldssig ist also der Induktionsschritt: I'. (A——C). ~nAc =4 . (A—=C).
Zue Abd¢c, Ab#d= A.b¢ c{d} mit C =0b¢€ c{d}: Wegen Fy I".b € c{d} gilt
nach (e) k¢ I'.b € ¢.b = d. Ferner gilt z.B. (A——=C).b¢ c)—b¢ c C A——=C. Zuldssig
sind also:

I.(A—=C).béec, [.(A—=C).b#d
=4 D.b=d(A—=0C),[.(A—=C).b#d (da FL.b=d.bec)
= (b),(c) I (A——\C).b cd, T. (A——\C).d Co,, T. (A——\C).d Zb.bZd
=14 D.(A—=0).dZb, [.(A—=C).dCh
=TA T. (A——'C).
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Zue AcaZ c.bd c= A.a{b} £ c mit C = a{b} C cund a # 0: Wegen k3 I'.a{b} C ¢
gilt nach (f) auch 4 I'.b € ¢ und 5 I'.a C c. Daher sind nach IA zuléssig:

'(A—=C).aZcb¢c =T (A——C)aZc = T.(A-=C).

Zu e = b¢ () mit C =b e (): Hierbei ist A leer. Nach V1 gilt 4 T'.b € 0, also nach (g)
F T, di by T (A== 0).

Zue = - Na{b} mit a2b; = -Npmitp¢E; aAb mit t/y4 a=<b: Analog.

Zu ¢ A.=Na = A.-Na{a} mit C = Na{a}: Wegen -y I".Na{a} gilt nach (h) auch
4 I'. Na. Zuléssig ist nach IA also I'. (A—=C).=-Na=T.(A—=0C).

Zu o A Yy—(YF(c,y)ANP(y)) = A. =~ P(f(c)) mit C = P(f(c)), P(y) wiein (n). Wegen
Fy T P(f(c)) gilt nach (n) auch 4 I'. 3y (YF(c,y) A P(y)). Zuléssig ist nach TA also
I'(A—-0).Vy=(YF(c,y) NP(y)) = I.(A—-0C). O

Wir setzen nun ¥/ := = Cy. - .~ Cy, fir ¥ = 4, ..., C, (mit Kommata, die als “und”
zu lesen sind) und schreiben X - A statt 3. A. Zuléssig sind u.a. folgende Regeln. Nach
ihnen ist 3 - A genau dann herleitbar, wenn aus den Gliedern von ¥ (als ‘Annahmen’) A
herleitbar ist, und zwar nach entsprechenden ‘Regeln des natiirlichen Schlieffens’ (RnS,
vgl. G. Gentzen) (vgl. 4.4).

= A+ A
= F@Cec
YFA = THA (falls ¥ C T)
YFbel) = XUFHA
YFbecvb=d & YFbec{d}
YFaCe,,XFbec & Yta{b}Cc
YFA,YXYFB & YXHFAAB
firallec: X FAc & Y FHVrAx
YFA = XHAVB
B = YXHAVB
YFAVB, Y,A+-D, X B-D = X+D
YFAc = Y FdxAx
YFdx Az, firallec: ¥, Ac-D = YX+FD
YAFrB = YHFA-—B
YFA,Y+FA—-B = YX+B
YAFL = YEF-A (fir L:=0¢€0)
YSFA,YF-A = YF_L
YF-—A = YFA

Die Zuléssigkeit dieser Regeln erhélt man leicht nach den Regeln von H und 3.2 -
3.5. Z.B. die Zulassigkeit der ‘Beseitigungsregel’ fiir ‘3’ ergibt sich so: Sind ¥'. 3z Ax
und Y. A¢, D fiir alle ¢ herleitbar, so nach 3.3(m) auch ¥'.—3z Az, D, also nach
dem Schnittsatz auch ¥'. D. Die Zuléssigkeit der Beseitigungsregel fiir ‘v’ erhélt man
analog. [J
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Somit sind auch alle Schlussregeln, die wir in §1 angewandt haben, in ‘H zuldssig. Dies
kann man im Einzelnen nachpriifen. Daher erhalten wir:

3.6: Alle einzelnen Ergebnisse aus §1 sind in H herleitbar.

Zur Vereinfachung der Beweise der Herleitbarkeit einiger Ergebnisse von §1 in H kann
man auch folgende Lemmata verwenden:

3.7 Fiir Aussagen A der in 3.1 gen. Art gilt: Ist A = B zuléssig, so gilt Fyy A — B.
38.1 Ist I'' A = T'. B fiir alle I' zuldssig, dann gilt -4 A — B.

3.8.2 Ist I'. A1. As = I'. B fiir alle I' zuléssig, dann gilt -y 41V Ay — B.

3.8.3 Ist I'. Ay ,, T'. Ay = T". B fiir alle " zuléssig, dann gilt Fy A1 A Ay — B.

Beweise: Zu 3.7: Ist A = B zulissig, so sind diesauch A = A — Bund - A = A — B,
und nach 3.1 gilt =y A oder Fyy = A. - Zu 3.8: Man setze 1. I' = =~ A, 2. ' = - 4;
(1=1,2), und 3. T'=—-A;.—- Ay und wende 3.2, 3.3 und H an. O

Ein Funktionssymbol f := Az uy F(z,y) stellt nur im Falle by Vz JyYF(z,y) eine
totale Funktion dar. Daher zeigen wir:

3.9 Satz: Fiir alle Formeln B(z,y) gilt by Vz (3y B(z,y) — JyYB(z,y)).
Zuldssig ist also die Regel: I'Vz 3y B(z,y) = I'Vz3dyYB(z,y).

Beweis: Jede £-Konstante ist aus hochstens den drei Buchstaben ), {,} aufgebaut.
Die aus ihnen gebildeten Worte lassen sich wie folgt lexikographisch anordnen: Zu-
erst kommen die Worte aus nur einem Buchstaben, dann aus zwei Buchstaben, dann
aus drei Buchstaben, usw., und zwar bei gleicher Buchstabenzahl wie Worte in einem
gewthnlichen Lexikon angeordnet. Die Einschrinkung (<) dieser Ordnung auf die &-
Konstanten ist isomorph zur iiblichen Ordung (<) von IN, erlaubt also Anwendungen
der Ordnungsinduktion. Somit erhalten wir Fy Yy [Vz (2 < y — Az) — Ay] — Vy Ay.
Durch Einsetzen von — By fiir Ay und Anwendung der klassischen Logik folgt daraus
bekanntlich F3 Jy By — Jy (By AVz (Bz — y = z)), und noch allgemeiner 3.9. O

Fiir atomare £-Formeln P(y), die nicht mit N beginnen, und Funktionssymbole f :=
Az py F(z,y), fir die by Vz Jy F(z,y) gilt, hatten wir folgende Regeln aufgestellt:

.3y (F(cy) A Ply) = T.P(f(0))
L.Vy—(YF(cy) A Ply)) = T.=P(f(c)).

Dabei ist noch vorausgesetzt, dass f das in P(f(c)) am weitesten rechts stehende Funk-
tionssymbol ist. Nach 3.8.1 gilt also Fy Jy (YF(c,y) A P(y)) — P(f(c)) und
Fu Yy - (YF(e,y) A Ply)) = = P(f(¢), also insgesamt

P P(f(c) ¢ Fy (F(cy) A P(y)).

Definition: Eine Formel heiffe N-stabil, falls sie (=<)-frei ist und in keiner ihrer Teilfor-
meln der Gestalt Na(y) mit einem £-Term «(y) eine Variable y steht.
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3.10 Satz: Allgemeiner gilt:
Fn Yy (VF(p,y) = Aly)) < A(f(p) < Fy (VE(p,y) A Ay)),
also Fu Yy A(y) = A(q) — Fy A(y)

fiir alle N-stabilen Formeln A(y) und fiir alle £-Konstantentupel p passender Stellenzahl
bzw. alle £L-Konstanten ¢ (da diese aus £-Konstanten mit Hilfe von Funktionssymbolen
aufgebaut sind).

Beweis (nach [7] 170-175): Wir zeigen zunéchst, dass die oben genannte Voraussetzung,
dass f das in P(f(c)) am weitesten rechts stehende Funktionssymbol ist, entbehrlich ist.
In ‘H herleitbar sind

P(g(d), f(c)) (c;y) A P(g(d),y))

(c,y) NIz (*G(d, 2) A P(z,y)))

*G(d,2) N YF(c,y) N P(z,y))
G(d,2) ANy (YF(c,y) A P(z,9)))

32 (*G(d, 2) A P(2, f(c)))-

(c;y) A P(f(c),y)

(c,y) NIz (PF(c,2) A P(z,y))
(¢, y) AN *F(c, z) A P(z,y))
(cy) Ny =zAP(z,y))

Jy (YFle,y) Ny =y A P(y,y))
(VF(c,y) A P(y,y))-

Wir setzen nun voraus, dass A(y) A B(y) bzw. = A(y) bzw. Vz A(z,y) mit x # y N-stabil
ist. Dann sind dies auch A(y) und B(y) bzw. A(x,y). Ferner machen wir die Ind.ann.,
in H seien herleitbar:

13311
&

Tl

A(f(e)) < Fy(F(cy) NAy))
B(f(c)) < Fy(YF(c,y) AB(y)).

Dann sind in H auch folgende Aussagen herleitbar:

A(f(c)) N B(f(c) Jy (YF(c,y) N A(y)) A3z (FF(c, 2) A B(2))
Jy, 2z (VF(c,y) \* Flc, 2) NA(y) A B(2))
Jy, 2 (YF(c,y) Ny =2 AN A(y) A B(2))

Jy (YF(c,y) N A(y) A B(y)),

Tt

= A(f(¢)) Yy— (YF(cy) NA(y))

Yy (YF(c,y) — —Aly))

3z (*F(c,z) N—A(2)) (da Fy F27F(c, 2))
VY (VF(cy) —y =2 — ~Ay))

Zeile 2,

L1l Te
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“F(c,u) = [Va Az, f(c)) Vo 3y (YF(c,y) A Az, y))
Vedy(y=uAN A(z,y))
“F(c,u) ANVx A(z,u))

Jy (YF(c,y) ANVz Az, y))
JyVz (YF(c,y) N Az, y))
Zeile 1 rechts].

L1l 11T

Nun beachten wir noch, dass fiir alle £-Terme t(y), in denen ein Funktionssymbol steht,
gilt kg [Nt(f(c)) <> 3y (YF(c,y) A Nt(y))] (da beide Seiten ‘falsch’ sind). Fiir alle N-
stabilen Formeln A(y) folgt daher aus dem Gezeigten durch Induktion iiber deren Aufbau
die Herleitbarkeit von

A(f(e)) < Fy(F(cy) NAy))
sowie von  A(f(c)) < ——A(f(0))
< Vy(UF(c,y) =~ A(y) (s.0.),
alsovon  A(f(c)) < Vy(UF(c,y) — Ay)).

Die bisherige ‘Voraussetzung’, dass ¢ keine Funktionssymbole enthélt, kénnen wir fallen-
lassen; denn weil in g(y, p) weniger Funktionssymbole vorkommen als in g(f(c),p), sind
nach zugehériger Induktionsannahme in H herleitbar:

Y

A(g(f(e),p)) < Fy(Flc,y) N Alg(y,p))
< JEF(cy) A3z (*G(y,p,2) N A(2))
< F2(Fy (VF (e y) NGy, p, 2)) AN A(2))
YRS EIZ(ZG(f(g),Q,z)/\A(z)). O

3.11 Korollar: Falls in F(z,y) N-stabil ist, gibt es einen L£-Term f(z), fiir den gilt
Fy Vo (3y F(z,y) < F(z, f(2)).

In einer prinexen Normalform einer N-stabilen Aussage lassen sich also alle Einsquanto-
ren schrittweise eliminieren, und zwar unter Beibehaltung der Herleitbarkeit.

Beweis: z komme nicht in F'(z,y) vor. Dann gilt -y Vz 32 (Jy F(z,y) — F(z,2)). Also
ist f(z):= pz (IyF(z,y) = F(z,2)) ein L-Term. Wir erhalten

Fn Ve {3y F(z,y) — 32[F(z,2) A Gy Flz,y) = F(z,2))]
— Jz[F(z,2) N*(Jy F(z,y) — F(z,2))] (nach 3.9)
— 32F(z, f(z))} (nach 3.10). O

Beispiel: durch zweimalige Anwendung von 3.11 erhélt man
b Vg Jyi Vag 3y2 A(z1, 91, 02, y2) <> Vi, 22 A(z1, f(21), 9(21, 22)) fiir passende f, g.

§4. Bekannte logische Hilfsmittel

Zugrundegelegt sei eine formale Sprache, die wie £ (aus §3) aufgebaut ist; es kommt
jedoch nicht darauf an, welche (nicht-logischen) Symbole sie enthélt. Hier in §4 verstehen
wir unter Termen, Konstanten und Formeln solche, die dieser Sprache angehoren.
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Als Metavariable verwenden wir nun:
fir Terme: o,7,01,71,...;
fiir atomare Formeln: P;
fir Formeln: F,G, H,Fy,...,Fx,...;
fiir A-Listen (s.u.): X, T;
fir v-Listen (s.u.): I', A.

An Stelle der von G. Gentzen eingefiihrten (klassischen) Sequenzen Hi,...,H, F
G1,...,Gy, verwende ich im Folgenden (um Schreibarbeit zu sparen) i.Allg. nur deren
vor bzw. hinter dem Zeichen ‘" stehenden Formellisten Hq, ..., H, bzw. G1.Go .-+ .G,
(mit dem Punkt statt des Kommas). Es wird sich herausstellen, dass - fiir n > 1 bzw.
m > 1 - das Komma in Hy, ..., H, als ‘A’ und der Punkt in G1.Gs. - -+ .G,, (wie bisher)
als ‘v’ gelesen werden kann. Dementsprechend nenne ich Listen der Form Hy, ..., H, mit
n > 0 A-Listen und Listen der Form Gj. --- .G,, mit m > 0 V-Listen. Die leere A-Liste
(n = 0) ist von der leeren V-Liste (m = 0) zu unterscheiden.

I' € A und entsprechend ¥ C T seien wie in §3 definiert.

Definition: Ist v = wuq,...,u, mit voneinander verschiedenen Variablen u; und o =
01, ..,0n, 5o entstehe Ty aus ' dadurch, dass man in T' zuerst alle gebundenen Vor-
kommnisse von Variablen, die in ¢ (frei) vorkommen, durch Variable, die weder in I noch
in o oder u vorkommen, ersetzt und im so erhaltenen Resultat fiir ¢ = 1,...,n alle freien
Vorkommnisse von w; simultan durch o; ersetzt. (Bei der erwihnten ‘Umbenennung’ der
in F' gebundenen Variablen sind gleiche bzw. verschiedene Variable durch gleiche bzw.
verschiedene Variable zu ersetzen.) Fiir Formeln F' sei F entsprechend definiert.

Wir schreiben jedoch auch Fx statt F, Fr statt (Fz)T und Fy statt (Fx)%.
Beachte, dass kein Vorkommnis einer Variablen in 7 in F'r gebunden ist.

Definition: I sei der ‘Logik-Kalkiil’ mit den folgenden Regeln:

= P-P (fiir atomare P)
r = A (falls T' C A)
'F = I'=—~F
e, I'G = T.(FAG) (mitzwel Pramissen)
r-F-G = TI.- (F/\G)
IFy = I'VzFx (falls y neu, s.u.)
I'-Fr = TI'-~VzFx

Die Variablenbedingung “y neu” bedeute, dass y nicht in der Konklusion frei vorkommt.

IC ist wvollstindig in dem Sinne, dass in ihm alle allgemeingiiltigen V-Listen herleitbar
sind. Dabei heite Gy. ... .G, allgemeingiiltig genau dann, wenn die Formel G1V...VG,
allgemeingiiltig ist.

Definition: Fx I' bedeute, dass I' in I herleitbar ist.
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4.1 Lemma: Fiir alle Formeln F' gilt Fx F.— F.

Der Beweis gelingt durch Induktion iiber den Aufbau von F' (vgl. Beweis von 3.2).
L.

4.2 Lemma: In K zulissig ist die Regel ' = I'y (fiir u, o wie oben).

Beweis durch Pramisseninduktion: Fiir jeden Schluss I'; (¢ € I) = I von K (mit keiner,
einer oder zwei Primissen I';) ist der ‘Induktionsschritt’ (T;)z (i € I) = I'y zuliissig.
Wir zeigen dies nur fiir Schliisse der Form

IFY = [.Va F

in denen y nicht frei in I'.Vz F' vorkommt, aber alle Glieder von u in I''Va F frei vorkom-
men. (Also ist y kein Glied von u.) Ferner komme z weder in I'.Vz F' noch in g vor. Der
zur simultanen Substitution % gehérige Induktionsschritt lautet

I (FY)ya = Ta.(Va F)Z.

u

Bei der zu ;g gehorigen Umbenennung der gebundenen Variablen sei x in & umzube-
nennen, und es sei F := FZ?. i kommt nicht in F,u oder o vor. Daher ist (FY);% =
(Fg);; = (Fi)z. Der Induktionsschritt ist also identisch mit

e (F2):

: = T2ViFZ,
ist also ein Schluss von . O
4.3 Lemma: In K zuldssig ist die Regel
I'VuHu = I''Ho (fir Ho := (Hu)J).
Beweis: Fiir jede V-Liste I' entstehe I'° aus I dadurch, dass man jedes Glied von I, das
= Vu Hu ist, fortldsst. Es geniigt zu zeigen, dass I' = I'°. Ho zuldssig ist. Wir beweisen
dies durch Induktion iiber die Lange der Herleitung von I'. Zu diesem Zweck ersetzen

wir in den Schliissen von K jede Liste I' durch I'°.Ho. Dadurch erhalten wir folgende
Induktionsschritte, die in K zuldssig sind:

= P-PHo (fiir atomare P)
I[*.Ho = A°Ho (falls T C A)
[°.F.Ho = I°--FHo (s.w)
[°.FHo, I°G.Ho = TI°(FAG).Ho (su)
I°-F-G.Ho = TI°~(FANG).Ho
I[°.Fz.Ho = TI°VzFz.Ho (fiir Vo Fax # Yu Hu; s.u.).
I*Hz.Ho = I°.Ho (fiir Vo Fr = Vu Hu; s. 4.2)
I'°-FrHo = TI°~-VzFz.Ho.

In den Prémissen ist das Glied F,G oder Fz fortzulassen, falls es = Vu Hu ist. Fiir
die drittletzte Zeile lautet der urspriingliche Schluss I'.F'y = I'.Vz Fx. Falls y in ¢ vor-
kommt - und somit in der Konklusion I'°.Vz Fx.Ho des Induktionschrittes I'°. Fy.Ho =
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I'°.Vx Fx.Ho frei vorkommt, ist dieser evtl. nicht zuléssig. Aus der Herleitung der ur-
spriinglichen Pramisse I'. F'y erhélt man jedoch eine - ebenso lange - Herleitung von I'. F'z,
indem man in jener alle freien Vorkommnisse von y durch eine Variable z ersetzt, die
weder in der Herleitung von I'. F'y noch in ¢ vorkommt. Dann ist der zu I'.F'z = 'V Fx
gehorige angegebene Induktionsschritt zulédssig. [

Zulassig sind auch die Umkehrungen der Regeln von K, in deren Konklusion —— F,
(F' AG) oder = (F A G) angefiihrt ist. Dies ergibt sich nach dem Muster der Beweise von
3.3, 3.4. In K ist auch die Schnittregel

I.F,, A—F = T.A

zuldssig. Der Beweis dafiir verlduft nach dem Muster des Beweises des Schnittsatzes 3.5,
jedoch einfacher. Dazu benotigt man die Umkehrbarkeit der erwdhnten Regeln von K.
In seinen Beweis einzufiigen ist nur noch der Induktionsschritt zur Regel = P.— P; er
lautet: = I'.(P.= P — = G) mit einer Formel G (statt C), fir die V2: Fx I.G wie im
Beweis von 3.5 vorausgesetzt ist. Er ist offenbar zuldssig in K.

Fiir Formeln F, G verwenden wir wieder die Abkiirzungen: F'VG = = (= F A= G);
F - G:=~(FA-G); JzF := -Vz—F. Wie leicht zu zeigen ist, sind in K folgende
Regeln zuldssig: I'.(F V G) < I'.F.G (vgl. 3.3(j)) sowie I'.(F — G) <& I'.= F.G, nach der
Schnittregel also auch I'.F',, T'.(F — G) = I'.G (vgl. modus ponens).

Definitionen:

Fiir Formeln F' sei ~— F := F'. Beginnt F' nicht mit ‘=’ so sei ~F := - F.
Fir '=G.. - .Gy, sel IV =~ Gi,...,~Gp (ISV ~Gi N A NGm).
Fir ¥ =Hy,...,H, sei ¥ =~Hy. -+ . ~H, (i.Sv. ~H{ V...V ~Hp,).

Y b T bedeute: Aus den Gliedern von ¥ ist ' in & plus Schnittregel herleitbar (d.h.
I' ist nach den Regeln von K, der Schnittregel und = H; (i = 1,...,n) herleitbar).
4.4 Lemma: ¥ b I gilt genau dann, wenn i X'.T.

Beweis: Sei ¥ = Hy,...,H,. Zu (—): ¥ b T gilt genau dann, wenn die ‘Sequenz’
3 I nach folgenden Regeln herleitbar ist:

= XY+ H; (fir i=1,...,n)
= YFP-P
SFD = TFA (falls T C A)
YFITWF = YFT—F
SFI.F, SFI.G = SFI(FAG)
SFIAF-G = SFIL~(FAG)
YFT.Fy = YFTWVzFx (falls y neu)
YFI'-Fr = YFETI-VeFx
SFL.G, TFA-G = %,TFT.A (‘S-Schnitt?).

Ersetzt man in diesen Regeln jede (als Pramisse oder Konklusion vorkommende) Sequenz
der Form X + T" durch ¥'.T", so erhilt man in K zuldssige Induktionsschritte. Daraus folgt
4.4(—) durch Pramisseninduktion.
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Zu («): Sei b X'.T' also b T ~Hy. -+ . ~Hp. Wegen 3 i H; (i < n) folgt
Y ki I’ durch n-fache Anwendung der Regel ¥-Schnitt (s.o., mit leerem T). O

Definition: ¥ heifle widerspruchsvoll genau dann, wenn ¥ Fx G und X ki =G fiir
eine Formel G gilt.

Aus 4.4 und der Zuldssigkeit der Schnittregel folgt:
4.5 Lemma: Y ist widerspruchsvoll genau dann, wenn Fx X',

Definition: W sei der Kalkiil mit den Regeln

= P-P (fiir atomare P)
S = T (falls ¥ C T)
S F = %, -—F
Y,oF, Y. -G = X - (FAG)
Y. F,G = X (FAG)
¥,-Fy = X, -VxFux (falls y neu)
. Fr = X VxFx

Wir werden zeigen, dass in W alle widerspruchsvollen A-Listen - und nur diese - herleitbar
sind.

Definition: Fyy ¥ bedeute: In W ist ¥ herleitbar.
4.6 Satz: (a) Wenn bFx ', dann Fyy IV,

(b) Alle widerspruchsvollen A-Listen sind in W herleitbar.

Beweis von (a) durch Pramisseninduktion in KC: Ersetzen wir in den Schliissen von K
jede Liste I’ durch I, so erhalten folgende Induktionsschritte, die in W zuléssig sind.
(Dabei beachte man, dass IV, ~F = T = F in W zuléssig ist.)

= NP,NﬁP
rr = A’ (falls ' C A)
' ~nF = T~ F
' nF, T~ G = T,~(FAG)
IV ma PG, = T (FAG)
I''~Fy = TI',~VxFuz (falls y neu)
I'~-Fr = TI',~-VzFx.

Zu (b): Ist ¥ widerspruchsvoll, dann gilt Fx X' nach 4.5, also Fyy X" nach (a), und daher
auch Fyy 3. Denn ist z.B. ¥ =Va Hz, = (FAG),-— F,soist ¥ =Va Hz,~ (F ANG), F,
sodass X = ¥ nach der dritten Regel von W zulissig ist. [

4.7 Lemma: Wenn Fyy ¥, dann gilt Fx Y5 also ist dann 3 widerspruchsvoll (nach 4.5).
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Beweis durch Pramisseninduktion bez. W: In K zuléssig sind folgende Induktionsschritte:

= ~P.~-P
¥ o= T (falls ¥ C T)
Y.~F = Y. ~—F
S o F Y oG = Y.~ (FAG)
Y ~FonG = Y~ (FAG)
Y. ~aFy = Y.~=2VzFz (falls y neu)
Y. ~Fr = Y.~VzFuz. O

Formeln in Skolemform haben die Gestalt Va; ... Vz, F' (K > 0) mit einer quantorenfreien
Formel F. Wir nennen Listen derartiger Formeln kurz allprinex. Wir wollen zeigen,
dass jede allprianexe A-Liste, die in W herleitbar ist, sogar ohne Anwendung der Regel
Y, -Fy = X, -Vx Fz (d.h. der vorletzten Regel von W) herleitbar ist.

Definition: W™ entstehe aus W durch Fortlassen der Regel ¥, —=Fy = X, =V Fx .
4.8 Lemma: Fiir allprdnexe A-Listen X gilt:
Ist ¥ herleitbar in W, so auch in W™ (und natiirlich umgekehrt).

Beweis durch Pramisseninduktion: X sei allprdnex und in W herleitbar. Dann kommt
in X kein Glied der Form —Vxz Fz vor, sodass ¥ die Konklusion eines Schlusses von W™
ist, dessen Pramissen (falls vorhanden) ebenfalls allprénex sind. Sind diese Pramissen in
W~ herleitbar, so ist auch ¥ in W~ herleitbar. O

4.9 Theorem (nach Herbrand): Gilt k- X, Vu Hu, dann gibt es ein Termtupel 7, ..., 7%
(k > 0), fiir das auch - 3, H7y, ..., Hry gilt (fir H7; := (Hu)lP).

Beweis: ¥X° entstehe aus X durch Fortlassen aller Vorkommnisse von Vu Hu als Glied
von Y. Wir zeigen zunéchst allgemeiner:

(*)  Gilt Fyy- 3, dann gibt es ein Termtupel 71, ..., 7, mit Fy- X° Hry, ..., H7y.

Der Beweis gelingt durch Prémisseninduktion, denn in W™ sind Induktionsschritte fol-
gender Gestalt mit Q = Hry, ..., H71, zuldssig:

= P-PQ (z.B. mit leerem 2)
300 = T°Q (falls ¥ C T)
SO0 F = ¥°,Q,-—F
30,0, 0F,, ¥°,Q9, -G = X°,Q1,Q9,2(FANG)
0 FEG = T°Q(FAG)
X0 Fr = YX°,QVxFux (falls Vo Fxr # Yu Hu)
S°OQHr = X°,Q Hrt (s.u.).

In den Pramissen ist das Glied F,G oder F7 fortzulassen, falls es = Vu Hu ist. In der
letzten Zeile steht der Induktionsschritt zu ¥, H7 = 3, Vu Hu. Aus (*) erhalten wir 4.9,
da wegen X° C ¥ der Schluss X°,Q = 3, Q zu W™ gehort. O
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4.10 Korollar: Gilt - X, Vu Hu und ist X, Vu Hu geschlossen, dann gibt es ein Kon-
stantentupel sq,...,s; (k> 0) mit k- X, Hsy, ..., Hsg.

Beweis: ¥, Vu Hu sei geschlossen, und * sei eine Substitution aller in 71, ..., 7, vorkom-
menden Variablen durch Konstante (z.B. (). Dann ist der Schluss ¥, Hry,...,H1 =
Y, Hr{,...,H1} in W~ zuléssig (vgl. 4.2). Daraus und aus 4.9 folgt 4.10 [

Aus 4.6(b), 4.8, 4.10 und 4.7 erhilt man sofort:

4.11 Korollar: Ist X, Vu Hu allprinex, geschlossen und widerspruchsvoll, dann gibt es
ein Tupel s1, ..., s, von Konstanten, fiir das auch X, Hsq, ..., Hs; widerspruchsvoll ist.

§5. Die Widerspruchsfreiheit einer Modifikation von ZFC

In §1 hatten wir gezeigt, dass die £-Mengen die Axiome von ZFC ohne das Unendlichkeits-
Axiom erfiillen. ZFC, sei das System dieser Axiome in Skolemform. Sie seien in der in
§3 eingefiihrten Sprache £ formuliert (also (=<)-frei). Zur Formulierung eines Unendlich-
keitsaxioms in Skolemform bend&tigen wir noch ein neues Individuensymbol 2. Durch
Einfiigen von 2 in die Konstruktion der Terme und Formeln von £ entstehe die Sprache
Lq. Unter Termen und Konstanten verstehen wir solche, die dieser Sprache L angehd-
ren.

Hinweis: Die Zeichen {, }, €, C und U werden wir auch in der Metasprache auf {ibliche
Weise verwenden.

Fiir beliebige Konstante schreiben wir r,s,71, s1,...; fiir Elemente von £ wie bisher
a,b,c,d,ay,...; fir Terme o,7,01,71,....- Wie in §1 setzen wir

{o1,...,0n} = 0{o1}...{on}
cetr = {o}Cr
c=7 = ocCTt ANTCoO
ot = ofo}.
Die folgende Charakterisierung von C durch € moge in Skolemform zu ZFC, gehdéren:
Ve,y(x Cy<Vz(z €x — 2z €y)).
Ferner zihlen wir folgendes Axiom zu ZFC,:
Ve,y,z (x € y{z} <> z €y V z=2).

Aus ZFC, (d.h. aus endlich vielen Elementen von ZFC,) sind somit in I herleitbar:

Vo,y(z =y < z€{y})
Ve,y(z=y <> Vz(z €z y € 2))
Vo,y(x eyt < z€y V x=1).
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Damit konnen wir das Unendlichkeitsaxiom so formulieren:

DeQ AVr(zeQ—ateQ).

Hinweise: 1. Die einzigen Sonderfélle der Regeln von H mit leerem I, deren Konklusion
mit N beginnt (s. §3), sind: = N und Na = Na™. Mittels 3.8.1 erhélt man daher
o A(0) AV (A(z) = A(z™)) — Vo (Nx — A(z)).

2. Fur Konstante r, in denen 2 oder ein Funktionssymbol vorkommt, gilt r» ¢ &, also
Fy Nr. Jede Aussage der Form r € £ oder 4 Nr impliziert also, dass r Q-frei und
funktionssymbol-frei ist. (Zur Erinnerung: Die Klammern {, } in Termen z&hlen wir nicht
zu den Funktionssymbolen.)

Definitionen: Die Konstanten @, 0%, 0+ @**++ .. nennen wir Nummern. (Sie sind
genau diejenigen Konstanten r, fiir die Fy Nr gilt.) Ferner setzen wir

INo :=Jy (Ny Ao =y).

Die folgenden Lemmata dienen zur Vorbereitung eines Widerspruchsfreiheitsbeweises.
Die Beweise der meisten dieser Lemmata sind in anderer Form bereits bekannt.

5.1 Lemma: Wenn k3 N{ay,...,a,}, dann by Na; (i < n);
also by Vz,y INy Az € y — INz).
Beweis durch Induktion iiber n: Im Falle F3 N@{aq,...,an_1,a,} gilt
4 Nay, und a, = {a1,...,a,—1}, also nach Ind.ann. auch k4 Na; fiir ¢ <n. O
5.2 Lemma: Fyy Ne A a€c — aCec alsoby Vy(INy =y C P(y)).

Beweis durch Induktion iiber die Herleitung von Ne: Wegen 3 a ¢ 0 gilt
der Ind.anfang k3 a € ) — a C (), und aus der Ind.ann. -y a € b — a C b folgt:

Fya€b™ - a€bVa=b— aCbCb™ O

5.3 Lemma: Zu jeder £-Konstanten r gibt es eine Nummer s mit Fy k & 7.

Beweis: Wir verwenden hier s, A, u als Variable fiir Nummern. Nach 3.10 geniigt es zu
zeigen, dass fiir alle a € € gilt Fy IKVA (A D kK — A ¢ a), und zwar durch Induktion iiber
die Konstruktion von a. Der Ind.anfang ist trivial. Die Ind.ann. F3y VA(A D kK = XA € a)
impliziert Fy VA D k [A € a{b} = A=b—

S Vu2d2 AT (pea{lb} wpu2d2r—>pda—p=b=Xe€u) =>Vu 2 A" u¢a{b}],
also Fy YA Dk (A ¢ a{b} VVu 2 AT u ¢ a{b}), also
Foy IKVA Dk A a{b} VIK'Vu 2O k' pé¢a{b}. O

Definition: Fiir b € £ und Konstante s entstehe s aus s durch Einsetzen von b fiir Q.

5.4 Lemma: Kommt € in s vor, so gilt Fy Ns® — b C s,
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Beweis durch Induktion iiber die Konstruktion von s : €2 komme in s vor und es gelte
4 Ns. Daher kommt in s°, also auch in s, kein Funktionssymbol vor. Steht © am Anfang
von s (d.h. ist s = Q oder s = Q{s1}...{sn}), dann ist s = b oder s* = b{s8}...{sb},
und daher gilt -3y b C s°. Anderenfalls hat s die Gestalt ({s;}...{s,} und Q kommt
in s; fiir ein 4 < n vor. Dann ist s® = 0{s%}...{s%}. Nach 5.1 gilt also I3 Nsb. Nach
Ind.ann. erhalten wir 4 b C s? € s® und somit (nach 5.2) ¢ b C s®. O

Definition: Eine (2-Belegung einer V-Liste von Lq-Formeln entstehe aus ihr dadurch,
dass man alle in ihr alle frei vorkommenden Variablen sowie 2 durch Q-freie Konstante
ersetzt.

IC operiere von nun an auf Lq.

5.5 Lemma: Fiir jede in K herleitbare V-Liste quantorenfreier Lo-Formeln, ist jede ihrer
Q-Belegungen in H herleitbar.

Beweis: Ist die Konklusion eines Schlusses von K quantorenfrei, so sind dies auch alle
seine Pramissen. Jede in IC herleitbare quantorenfreie V-Liste hat also eine quantorenfreie
Herleitung in K. Substituiert man in ihr alle frei vorkommenden Variablen und ggf. 2
durch Q-freie Konstante, so entsteht eine Herleitung einer Q2-Belegung dieser Liste in K.
Diese ist auch eine Herleitung nach den Regeln von H plus 3.2. O

Nun betrachten wir die z.T. rekursiven Definitionen (mit a fiir a1, ...,a,; n > 0):
(@) = 0
succ(a,b) = a{b} (spez. fiir a =),
pri(a) = a; (firi<n)
go(flv"'afk?)(g) = g(fl(g)7>fk’(g))
h(a,0) = f(a)

h(a,b{c}) = g(a,b,c,h(a,b)).

Dabei und im Folgenden sei h = Rek(f, g). Uns interessiert nur der Fall b = c.
(Hinweis: Z.B. h(z,y) mit Variablen z,y ist hierdurch nicht definiert.) - Beispiele:

a+0 = a
a+b{c} = (a+b)"
a) = 0
a-b{c} = ab+a.
al = a
aUb{c} = (aUb){c}.
VO = 0

V(b{c}) = VbUec.
Fiir Nummern a,b haben a + b und a - b die iibliche Bedeutung.

Um festzulegen, wie diese Definitionen zu verwenden sind, fiigen wir zunéchst noch
folgende z.T. neuen Symbole fiir primitiv rekursive Funktionen (in einem etwas verall-
gemeinerten Sinne) in die Sprache £ ein: ‘PR-Symbole’ seien: (", succ, pr (fiir ¢ < n), mit
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g (k-stellig) und fi,..., fr (n-stellig) stets auch g o (fi,..., fi), sowie mit f (n-stellig,
n > 0) und g ((n + 3)-stellig) stets auch Rek(f, g) als (n + 1)-stelliges Symbol. Weitere
PR-Symbole soll es nicht geben. Fiir (n + 1)-stellige £L-Termtupel o, 7 sei dann z.B. auch
h(g,T) ein L£-Term.

Jede der oben angefiihrten Definitionen hat die Form s := r. Sie sei eine Abkiirzung
fiir die beiden Regeln
IP(r) = T.P(s)
-P(x) = T.=P(s).

In ihnen stehe P(y) fiir atomare £-Formeln, die nicht mit dem Symbol N beginnen,
aufler PR-Symbolen keine anderen Funktionssymbole enthalten, und in denen rechts der
Variablen y kein Funktionssymbol steht. (In r, s kommen aufer PR-Symbolen keine
anderen Funktionssymbole vor.)

Mit ‘H bezeichnen wir von nun an den durch die Hinzunahme dieser Regeln zum bis-
herigen H entstehenden Halbformalismus.

Die in §3 angegebene Definition der Lénge von £-Konstanten ist fiir rekursiv definierte
Konstante wie folgt zu ergénzen: Isr s := r eine Instanz einer der angefiihrten Defini-
tionen, so sei #s:= #r + 1. Z.B. sei #h(a,b{c}) = #g(a,b,c,h(a,b)) + 1. (Das nicht
mehr zutreffende Wort “Lénge” ist nun durch ein anderes zu ersetzen.)

Wir setzen noch #(r <X s) := #(r C s) := #r + #s und #Nr := #r fur L-Konstante
r, s, in denen aufer PR-Symbolen keine Funktionssymbole vorkommen.

Als Verallgemeinerung von 3.1 erhalten wir nun: Fiir quantorenfreie Aussagen A, in
denen PR-Symbole vorkommen diirfen, aber andere Funktionssymbole hichstens in ato-
maren Teilaussagen der Form Np stehen, gilt F¢4 A oder Fy — A.

An das Ende des Beweises von 3.5 (Schnittsatz) ist nun fiir jede Definition s := r noch
Folgendes zu fiigen: Zu e A.—~ P(r) = A.= P(s) mit C = P(s), P(y) wie in 3.3(n):
Nach V2 gilt 4 T'.P(s), also auch b4 I".P(r) (dies erhilt man analog zu 3.3(n)). Wegen
#r < #s ist nach IA also I'(A—=C).—~ P(r) = I'.(A—=C) zulédssig. O

Fiir atomare £-Formeln P(y), die nicht mit N beginnen, und £-Konstante r gilt
Fy P(r) <> Jy(Y(y = r) A P(y)). Somit sind, falls oben s := r gesetzt worden ist,
folgende Regeln in ‘H zuléssig:

D3y ((y=1)APly) < D.P(s)).

Daher gilt 3.10 auch fiir Aussagen mit PR-Symbolen. Fiir N-stabile Formeln A(y), in
denen auch PR-Symbole stehen diirfen, gilt also

F Yy A(y) — A(s) — 3y A(y).

(Def.-Wiederholung: Eine Formel heifse N-stabil, wenn in keiner ihrer Teilformeln der
Gestalt Na(z) mit einem £-Term «a(x) eine Variable x steht.)

Definitionen: ¢ CIN := Vz (z € 0 — INx).
(Vorsicht: o C IN ist nicht quantorenfrei.) Im Folgenden sei z := x1,...,2, mit n > 0.
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[H] sei die Menge aller Aussagen Vz C'(x) mit je einer quantorenfreien £-Formel C(z)
derart, dass b3 C(r) fiir alle £-Konstanten-n-tupel r := ry,...,r, gilt.

[H(£2)] sei die Menge aller Aussagen Vz C(z,$2) mit je einer quantorenfreien £-Formel
C(z,v) derart, dass Fy Vo (vCIN — C(r,v)) fiir alle £L-Konstanten-n-tupel r gilt.

Offenbar ist [H] C [H(Q2)]. (Man betrachte Q-freie Formeln C(z, ) = C(z).)
Beispiele:

1. Vz (Nx — Nz™) gehért zu [H], da fiir alle £-Konstanten r gilt 5 (Nr — NrT).

2. Alle in H herleitbaren N-stabilen £-Aussagen in Skolemform gehéren nach 3.10 zu [H].

3. Zu [H] gehoren insbesondere alle Axiome aus ZFC, (da sie N-frei sind) sowie die
folgenden Gleichungen mit Variablentupeln z passender Stellenzahl n und h = Rek(f, g):

Ve 0"(z) = 0
Va,y succ(x,y) = z{y}
Vo pri(z) = z; (firi <n)
Yz go(fir.. f)@) = g(fi(), - filz))
vz h(z,0) = f(z)
Va,y,z hz,y{z}) = g(z,y,2 h(z,y)).

4. Gilt 4 Vo, y,v (INz — A(z,y,v)) und ist A(z,y,v) quantorenfrei und N-stabil,
dann gilt by Yo CIN Vo € v A(x,r,v) fir alle r. Also gehort
Vo € Q Vy Az, y,Q) zu [H(Q)].

5. Nach 5.2 gilt b3 Vo (INz — x C Pz — Vz C x), also gilt
[H(Q)] Fx Vz € Q (x CPxAVz Cx).

6. Bekanntlich gilt 3 Vz,y INx ANy — z -y = y - x), also gilt
H(Q)] b Ve,yeQ z-y=y-x.

Manche Axiome von [H(€2)] folgen aus den iibrigen.
Definition: zfc* := [H(Q)]U{Vz (Nz — z € Q)}.

Bemerkung: 1. Das Unendlichkeitsaxiom lautet 0€Q AVz (z€Q — 2T €Q).

Statt dessen gilt aber vermutlich nur zfc* b 0€Q AV (Nz Az eQ — 2T Q).

Insofern ist zfc* eine abgeschwéchte Version von ZFC, die sich jedoch in anderer Hinsicht
als ‘starker’ als ZFC erweisen wird. (Daher *’ in ‘zfc™’.)

5.6 Theorem: zfc* ist widerpruchsfrei.

Beweis: Wir nehmen an, zfc* sei widerspruchsvoll, kurz: by zfc*, d.h. es gebe eine
(endliche) A-Liste H(Q) C [H()] mit

Fw H(Q),Vz (Nz — z € Q).
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Nach 4.11 bleibt dieses Axiomensystem widerspruchsvoll, wenn man in ihm jedes Axiom
Vz C(z, ) von H(Q) durch endlich viele geeignete Axiome der Gestalt C(r, ) substitu-
iert (wobei Q in r vorkommen kann). Bei dieser Substitution entstehe die Liste H(Q2)*
aus H(Q2). (Deren Glieder sind quantorenfrei und daher N-stabil.) Somit gilt

Fyw H(Q)*, Vo (Nz — x € Q).
Ebenfalls nach 4.11 gibt es ein Konstanten-Tupel s1, ..., s mit
Fw H(Q)*, (NSl — 81 € Q), ceey (Nsk — Sk € Q)

Im Falle F/4y Ns; sei F; := = Ns;. Im Falle b3 Ns; sei F; := s; € Q. Kommt € in s; vor,
dann gilt I/ Ns;. Daher und nach 3.1 sind Fi, ..., Fj definiert. Wegen
Fi b (Ns; = Ns; € Q) (i < k) erhalten wir Fy H(Q)*, Fi,..., Fj.

T1,.v.yTm,a1,...,0y Sei eine Permutation von si,...,Sg mit Ky Nr; fir ¢ < m und
4 Naj fir j < n. Also gilt

Fyw H(Q)*, = Nry,...,~ Nry,a1 € Q,...,a, € Q.
Dabei sind aq, . .., a, Q-frei. Fiir beliebige £-Konstanten b gilt daher auch
Fyw H(b)*,~Nrb ... =Nrb ay€b,... a, €b.

Nach 5.3 gibt es Nummer & mit by & ¢ P U... U7 U {ai,...,a,}. Fiir eine solche
Nummer & setzen wir nun
b:={ay,...,an, k" }.

Nach 4.5 erhalten wir
Fe (H(B)*) Nrb. .. Nrb ay ¢b....,a, ¢b.

Diese Liste ist quantorenfrei, also nach 5.5 auch in H statt IC herleitbar. In H herleitbar
sind aber auch die Aussagen a1 € b,, ... ,, a, € b. Wegen 4 b C IN sind auch alle
Glieder von H(b)* in H herleitbar. Daher erhalten wir durch mehrfache Anwendung von
3.5:

Fay Nrboooo Ny

-
Nach 3.1 und 3.5 gibt es also ein ¢ < m mit Fy Nrf . Fiir dieses ¢ ergibt sich Folgendes:

Wegen 3 Nr; (s.0.) ist % # r;. Also kommt Q in r; vor. Nach der Def. von b und
wegen 3 Nr? erhalten wir 3, k* € b C r? (nach 5.4), also ¢y k € k* C ¥ (nach
5.2). Wegen ty Nrf kommen in rf, also auch in r;, keine Funktionssymbole vor. Also
hat 7; die Gestalt @0{r;1} ... {rie} oder Q{ry1}...{ri}. Daherist r? = 0{rl}...{r}} oder
P =b{rb} ... {r%}. Wegen by k € r? und 3 k ¢ b gibt es ein j < £ mit by r = rﬁ-’j. Fir
dieses j gilt Nrfj (nach 5.1). Kéme Q in r;; vor, erhielten wir Fy s € b C r% (nach
5.4), also by kT € Kk, was falsch ist. Also kommt  nicht in r;; vor. Also gilt ri?j =Y

157
also by k = r?j € 7‘?, was der Wahl von x widerspricht. [J
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Anmerkung: Zwar gilt i b C IN; die Skolemform dieser Aussage lautet jedoch
Vz(r € b— Nf(x) Az = f(x)) mit passendem f. Sie ist nicht in #H herleitbar und daher
ist Vo (z € Q@ — Nf(xz) Az = f(x)) nicht als zusitzliches Axiom geeignet. Dementspre-
chend gilt vermutlich nicht zfc* Fx Vo (z € Q = Nz — N2t — 2T € Q).

Zur Problematik: Aus dem sog. Zweiten Unvollstdndigkeitssatz von Godel folgt ins-
besondere: Falls eine Kodierung (bekannter Art) der Aussage ,ZFC ist widerspruchsfrei
aus ZFC herleitbar ist, dann ist ZFC widerspruchsvoll. Obwohl wir eine Modifikation
der angefiihrten Aussage bewiesen haben, stellt sich die Frage, ob der hier angegebene
Beweis von 5.6 in entsprechend kodierter Form als eine Herleitung aus ZFC darstellbar
ist. Zu diesem Beweis gehort aber auch die Untersuchung des in §3 angefiihrten Halbfor-
malismus H (mit einer Schlussregel mit unendlich vielen Priamissen). H ist jedoch nicht
‘beweisdefinit’, d.h. es gibt kein effektives Verfahren, das fiir jede angebliche Herleitung
in H zu entscheiden gestattet, ob sie tatséchlich eine Herleitung in H ist. H ist also nicht
ersetzbar durch einen Kalkiil (dessen Regeln je nur endlich viele Pramissen haben).

Von nun an schreiben wir einfach ‘zfc* B statt ‘zfc* F’, lassen also den Index ‘K’ fort.

Vermutlich ist V(2) C Q nicht aus zfc* herleitbar. Daher setzen wir noch:

w = O NPO.

5.7 Satz: (a) zfc*FVy(INy — y € w).

(b) zfc* FVz(z € w— 2z Cw), also zfc* - w C PwAVw C w.

(c) B(z1,...,xk,u) sei eine N-stabile £-Formel (k > 0), fiir die
Py Vxr, ..o 2, u (INzy Ao ANz — B(zq, ..., 2, u)) gilt. Dann gilt auch
#dc* FVry €Ew .. Vo €w By, ..., x5, w).

(d) Zu jeder N-stabilen Lo-Formel B(z,y) gibt es einen Lo-Term g(z) mit
zfc* =Yz (3y B(z,y) < B(z,g(z))).

Beweise: (a) zfc* FVy (INy - Iz Nz Ay =2) = y € Q).
" FVy (INy = Ve (x €y »51 Nz -2 € Q) 5y CQ — y € PQ).
(b) zfc*FVz (2 e PANQ =2 C QA2 Cpeps Pr CPQ— 2 CQNPQ).
(¢c) B(zxi,...,zk,u) erfiille die Voraussetzung von (c),
und Yy A(xy,...,zk,y,u) sei eine Skolemform von B(...). Dann erhalten wir
o Va1, . .. R PNTRY (Ile A...NINzp — A(xy,...,75,y,u)) (nach 3.11), also auch
Fy Yo CIN Vo, ...,z € v VY, u Az, ..., x5, y,u). Wegen [H(Q)] C zfc* folgt daraus
wfc* EVay,...,z, € Q VyA(xz,. T Y, W), also zfc* b Vaq,. ..,z € w B(zy,...,zk,w).

(d) B(z,y) sei eine N-stabile Lo-Formel. Dann gibt es eine L£-Formel A(z,u,y) mit
B(z,y) = A(z,Q,y). Nach 3.11 ist Vz, u (Jy Az, u,y) — Az, u, f(z,u))) mit passendem
Funktionssymbol f in H herleitbar, also auch aus zfc*. Daraus folgt

zfc* vz (y Az, Q,y) — Az, Q, f(z,Q)) und somit (d). O

5.8. Satz (zur Induktion in w): Fiir alle N-stabilen £-Formeln A(xz,y, 2), gilt
(a) zfc™ B Vy [A(D,y,w) AVu (Alu,y,w) = A(uT,y,w)) = Vo € w Az, y,w)).

31



(b) zfc* FVy[Vz € w (Vu < 2z A(u, y,w) = A(z,y,w)) = Vo € w Az, y,w)].
(c) zfc" FVy[dzr € w A(z,y,w) = Iz € w (A(z, Y, w) AVu < 2z 2 A(u, y,w))].

Beweis: (a) Fiir Formeln Azyz := A(z,y, 2) wie in 5.8 setzen wir
fyz) = f(y,2) := puVz [ADyz) A (Auyz — Autyz) — (Nz — Azyz)].
Da H aufer den angegebenen keine weiteren Regeln, in denen N steht, enthilt, ergibt
sich nacheinander:

b Yy, 2 [ADyz A Vu (Auyz — Autyz) — Vo (Nz — Azyz)],

by Yy, 2 Ju [ADyz A (Auyz — Autyz) — Vo (Nz — Azyz)],

Fu Yy, 2,2 [ADyz A (Af(yz)yz — Af(yz)Tyz) — (Nx — Azyz)| (nach 3.11),
Py Vo, y, 2 {lNa: — [Abyz A (Af(yz)yz — Af(yz) yz) — Azyz| },

zfc* =V € wVy [ADyw A (Af (yw)yw — Af(yw)Tyw) — Azyw] (nach 5.7(c)), ,
2fc* - Vo € w Wy [Abyw A Vu (Auyw — Autyw) — Azyw].

(b) erhélt man analog. (c) folgt (mit = A(...) an Stelle von A(...)) bekanntlich aus (b).
U

‘Geschachtelte Induktion’: Fiir N-stabile Azy kann man nun mittels 5.8 aus zfc* z.B.
Folgendes herleiten und in Beweisen mancher arithmetischer Aussagen anwenden:

ADD AVy (Aby — ADyt) AV (Azd — Axt0) A
AVz,y ((Axy — AzTy) — (Azy™ — Am+y+)) — Yy € wVr € w Axy.

Listen o1, ...,0, und Tupel (o1, ..., 0, ) hatten wir bisher als informelle Schreibweisen
verwendet. Im Folgenden sollen jedoch Paare und Tripel etwa nach Kuratowski wie folgt
mengentheoretisch definiert sein: (o, 7) := {0, {0, 7}}; (0,0,7) = ((0,0),7).

Der Addition und Multiplikation von Nummern entsprechen im Kontext von zfc* die
rechtseindeutigen Relationen {(z,y,2) C w® : z oy = 2} mit o € {+,-}. Zur Addi-
tionsrelation gehoren mindestens diejenigen Iripel von Nummern, die nach den Regeln
= (0,0,0); (k,0,p) = (1,0, u") und (K, A\, u) = (k, AT, u") konstruierbar sind, sowie
die Tripel, von denen jedes ‘gleich’ einem der so konstruierbaren Tripel ist.

Im Folgenden behandeln wir einige arithmetische Fragen. Dabei schreiben wir
0,1,2,... fiir 0,07, 0%+, ... sowie o:IN fiir INo, ferner (zwischen Elementen von IN bzw.
w), < statt € und < statt C.

5.9 Lemma: Fiir alle Nummern &, A gilt Fyy kK = XA oder iy k < A oder Fyy A < K,
und daher (nach 5.7(c)) zfc* FVz,ycw(x =y V o <y V y < z).

Bekannter Beweis: Wire by k < k, so wire k kiirzer als x. Nach 3.1 folgt Fy k £ k.
Nun nehmen wir an, es gibe Nummern g, v mit Fy g # vAp £ vAv £ p. Dann gibt es ein
kiirzestes solches v und dazu ein kiirzestes solches u. Diese sind wegen -4 =0V 0 <
und 4 0 = v V 0 < v von 0 verschieden. Daher schreiben wir x* statt g und AT statt
v. Aus den minimalen Lingen von \™ und x* folgt
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(1) Fur=AV E<AV A<k
(2) FurT=AV KT <AV A<k
(B) Fur=AT V k<AT VAT <k.

Um obige Annahme zu widerlegen, zeigen wir: (*) by kT = AT V kT < AT V AT < T,

Wegen ¢ £ = X — kT = AT — (*) und (1) diirfen wir aus Symmetriegriinden
F k < A annehmen. Wegen (2) haben wir drei Félle zu unterscheiden:
Py kT =X = kTt = AT 5kt < AT = (%).
Py kT < A= kT < AT = (%),
Fu A< KT 5 A< KV A=k ecr k <k (Widerspruch).
Hiermit haben wir (*) bewiesen. Nach 3.1 folgt daraus 5.9. O

5.10 Satz In H herleitbar sind

(a) Ve:IN =<z (nach 1.7)
(b) Va,y,z:IN (x<y<z—-x<2) (nach 1.6)
(c) Ve,y:IN (z<y<z—>zx=y) (nach 1.7)
(d) Ve,y:IN (z<y<z<yAzx#y)

(e)

() Ve,y:IN (z <y V y <uz).
r<y<<at <yh)
r<y<at <gyh).

Vz,y:IN

(
(
(
Ve,y:IN (z <y z<yVe=y)
(
(g) (
(h) Va,y:IN (

Beweisskizzen: Beachte, dass nach 5.2 gilt -y Vz,y:IN (z <y — z < y).

Zo (d)(=): 5.2,z L. («)ixdy—soy<azVr=y-rygyrlyvVar=y.
Zu(e)(=):x <y oygyy LT =s9r<yvVer=y. (+):5.2.

Zu (f): 5.9, (e). Zu (g):

(=) k<A = W<kt sr<rk<salVe=r—oax <N
kT <
(e) KT <AVET =\
kT <At (da A< At
kT <X\ (wie gezeigt)
k<A

LTl

(h) folgt aus (e) und (g). O
Folgende Aussagen sind bekanntlich in der Peano-Arithmetik und somit in ‘H herleitbar:

Vo,y,2:IN [(z4+y)+2z = 2+ (@y+2) A (z-y)-2 z-(y-z) ]
Vz,y:IN [x+y=y+x A x'y:y-x]
Ve,y:IN  z-z4+y-z = (x+vy)- 2.

Aus (h) folgt durch Induktion nach z die Herleitbarkeit in H von:

Ve,y,z:IN (x <y z+z2<y+2)
Ve,y,z:IN (0<z—= (z <y z-2<y-2)).
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Nun definieren wir noch rekursiv a—0 := a; a—b" := V(a—b) und erhalten
Fo Vo, y:IN (2 <y —z+ (y—x) =19).

Beweis durch Induktion nach x (Skizze): Ind.anfang: Vy > 0 0+ (y—0) = y.
Ind.ann.: Vy (x <y — x+ (y—x) = y). Fiir y = 0 bzw. y = 27 folgt daraus:
T L0bzw. 2T <zt s at+ (t-at) =, 2+ 1+ (z—2)=2+1=2T.
Hierzu ist noch 2T —a% = z—x durch Induktion iiber x zu zeigen:

20T =V(T-0) =V(zt) =2 = 2—0;

Zr—att = V(Z+;$+) =Ind.ann. V(Z;‘T) =z—zt. O

Nach 5.7(c) entstehen aus den in 5.10(a)-(h) und danach angefiihrten Aussagen aus
zfc* herleitbare Aussagen dadurch, dass man in ihnen “:IN’ durch ‘€ w’ ersetzt.
Z.B. gilt zfc* FVz,y,2€w (-2 +y-2z=(x +y) - 2). Jedoch ist z.B.
Vo,y,z€w (- 2+ 1y -2 €w) nicht aus zfc* herleitbar (wegen z-1+1-1=2x7).

5.11 Lemma (zum Beweis von 5.12): Fy Va#0 Jyca Ve €a y ¢ x.

Beweis: Erinnert sei an die rekursive Definition der ‘Tiefe’ T' auf Seite 7. T hat die
Eigenschaft Fy Va,y (x Cy — Tx < Ty). Sei a # (). Wir haben folgende Annahme zu
widerlegen: Fy Yy € a 3z (y € x € a). Zunichst zeigen wir, dass aus ihr folgt:

Fo Vn:INVy € a Ty + n < Ta, und zwar durch Induktion tber n.

Der Ind.anfang ist trivial. Nun machen wir die Ind.ann.

Fo Yy € a Ty +n < Ta. Aus ihr und obiger Annahme folgt

FuVy€a Jx(yex€caNTy+n+1<Tzx+n < Ta). Aus dem Gezeigten folgt speziell
Fy Yy €a Ta=Ty+ (Ta—Ty) < Ta, was falsch ist. O

Abkiirzung: V :=Vw.

5.12 Satz: (a) Aus zfc* folgt, dass V das grokte Element von w ist, und V* = w.
(b) Gilt ¢ Vz:IN s(x)CIN, so folgt aus zfc*, dass jede nicht-leere Teilmenge von s(V)
ein groftes Element hat: zfc*FVz (0 #£ 2 Cs(V) =y €z Va(x € 2 = z < y)).

Beweis: Aus 5.11 folgt nach 5.7(c) mit k£ = 0 speziell
' FIycew Vr(re€w -y dEr =y LT 5951006 T Y)
D.h. aus zfc* folgt: w enthélt ein grofstes Element m. Fiir dieses m folgt aus zfc*:

Ve(z eV Ty (reycw) = Fy(reyCm) >z em), also VCm.
Ve(zrem—sxemew—axeV), also mCV, m=V, Vecw, ferner
Ve(z e VF 52 eV Vae=V =54 €w), also VT Cuw,

Vi(rew—=ax<m=V =519 r€VVe=VxcVT) also VI =w.

(b) Vorausgesetzt sei Fy2 Vn:IN s(n) C IN. Aus 5.11 folgt dann wie oben

Fo Vn:INVz (0 #£ 2 Cs(n) >y e zVe(z €z — x<vy)),

also nach 5.7(c) zfc* FVnew V20 #2Cs(n) >y €zVa(z €z — x <y)),
speziell zfc*FVz(0#2Cs(V)—»yezVae(zez—a<y)). O
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Hinweis: Mit Riicksicht auf den von C. Schmieden und D.Laugwitz entwickelten 2-
Kalkiil (s. [4], [5]) konnte man hier Q und w durch andere Buchstaben und danach V'
durch Q ersetzen. Denn es gilt folgendes Analogon zum Leibniz’schen Prinzip: Ist B(y)
eine N-stabile £-Formel und gilt -y n:INAVy:IN (y > n — B(y)), dann gilt nach
5.7(a,c) auch zfc* Fn € wAVy € w (y > n — B(y)), also nach 5.12(a) insbesondere
zfc* = B(V). (Grob: Was in H fiir ‘fast alle’ Nummern y gilt, das folgt aus zfc* fir V.)

5.13 Korollar: (a) Gilt ¢ Vn:N s(n) C IN und ist A(z) eine N-stabile £-Formel mit
Fy V2 C N A(z), dann gilt zfc* - Vz C s(V) A(z).
(b) Fiir s(x) wie in (a) gilt insbesondere: zfc* - Vx,y € s(V) (z<yVz=yVy<ax).

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gilt F¢ Vn:IN Vz C s(n) A(z), also
zic* FVnew Vz C s(n) A(z). Hierin kann man V fiir n einsetzen.
(b) Man wende (a) auf die Formel A(z) =Vz,y€z (r<yVa=yVy<z)an 0

Um eine ‘Vergrofierung’ von w kennen zu lernen, definieren wir zunéchst fiir a, b,c € £
noch rekursiv die Potenz durch a® := 1 und ab{c} = a’- a sowie die ‘Superpotenz’ durch
% := 1 und "q 1= o). (Z.B. ist 3a = a®".) Fiir alle Nummern &, A\ > 2 sind in H
herleitbar: kT AT <k + A< k- A<k <M. Fiir K > K1, ..., km; A > M, ey Ans

m,n:IN und K := max{k,m,\,n} + 1 sind ferner in H herleitbar:

(m+...+/-em) (A1+ M) <k-m-X-n< K4,

(/ﬂ e K ) ( ) — A" < Hmax{m,)\}’”‘l < KKK — 3K
A

(kN < < g

Wir setzen noch
Wt =YV

Nach den angefiithrten Ungleichungen folgt fiir alle Terme s(z), die nur aus Nummern
und Variablen z nur mittels +, - und Potenzierung aufgebaut sind,

zic* FVzew s(z)ew”.
§6. Eine Erweiterung der Menge aller rationaler Zahlen

Rationale Zahlen lassen sich durch Tripel natiirlicher Zahlen darstellen. Wir schreiben
diese Tripel in der Form =2 mit v % 0 und definieren zunéchst einen Aquivalenzrelation
~ durch

k=X K =X

~ — = k- V+ N v=k v+ (v, £0).
v v

Die zugehérigen Aquivalenzklassen lassen sich reprisentieren durch teilerfremde Briiche
der Formen

k—0 A 0—A
— = bzw. ——:=
v v v v

(v, A\ £ 0).
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Dementsprechend setzen wir:

Q:={zew®: Ir,ytew [(z = % V oz = —%) A z,y" teilerfremd ]};
Yy Yy

Hinweis dazu: Das in §1 angefiihrte Aussonderungs-Schema lésst sich fiir N-stabile
L-Formeln B(y, z,u) so schreiben:

(*) Vy,z,u(y € {z € z: Bz, z,u)} <y € zAB(y,z,u).

Dabei steht {z € z: B(z,z,u)} fiir po Vo (x € v <>z € 2 A B(z, z,u)). Jede Instanz von (*) ist
aus zfc* herleitbar (da ihre Skolemform zu [H] gehort).

Die Operationen +, —, - in Q, die Division (aufker durch 0), sowie die Relationen < und
< in @ seien wie {iblich definiert. Wir identifizieren x mit § und betten damit w in Q
ein.

Aus zfc* folgt, dass (Q,0,1,+, -, <) die Axiome fiir archimedisch angeordnete Korper
erfiillt, jedoch mit Ausnahme der Abgeschlossenheit bez. +,-. An ihrer Stelle gilt nur
i FVz,ye Q (x+yeQ  Ax -y €Q*); dabei sei

Q = {z€ (W)’ Anytew : [(z= y% Voz= —y%) A z,y" teilerfremd]}.
Der Einfachheit halber reden wir von nun an informell, als redeten wir iiber ein Modell
von zfc*; d.h. jede Behauptung einer Lo-Aussagen sei zu verstehen als die Behauptung,

dass diese Aussage aus zfc* herleitbar ist.

Offenbar ist V' (d.h. Vw) das grofte und —V das kleinste Element von Q. % ist das
kleinste positive Element von Q.

6.1 Satz: ﬁ ist der kleinste Abstand zwischen zwei verschiedenen Elementen von

Q. (Q ist also diskret, obwohl j:yi+ € Q fiir alle x,y:IN gilt.)

Beweis: ﬁ — % = V(V%l € Q*. - Aus Symmetriegriinden geniigt es, nicht-negative

Elemente von Q zu betrachten und folgende Annahmen widerlegen:

kK m k 1
< —< o+

—, 0k <V, 1<{¢{n<V.
(S S Tvpory TEhmEn aehte

Aus ihnen folgt

n
kn < ¢ kn+ ——-.
n <tm < kn+ VIV =1)
Im Falle ¢ = n folgt (indem man durch n dividiert) weiter
k—|—1<m<k—|—L<k—i—L 1<L V—1<1, was falsch ist
= U I S L e =V '

Daraus folgt: £ #n, ¢n <V (V—-1), kn < fm < kn+1, kn+1 < kn+1: Widerspruch. O
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6.2 Satz: Jede nicht-leere Teilmenge von Q hat ein groftes und ein kleinstes Element
(und damit eine obere und eine untere Grenze).

Beweis: Idee: Durch Multiplikation der Elemente von Q mit deren ‘Hauptnenner’ V!
entstehen ‘ganze Zahlen’, die zwischen —V-V!und +V-V! (je einschliefslich) liegen. Durch
anschlieftende Addition von V-V entstehen daraus ‘nichtnegative ganze Zahlen’ < 2V-V1,
die in derselben Reihenfolge angeordnet sind wie die urspriinglichen Elemente von Q. -
Wir zeigen nacheinander (1) - (3).

(1) Yy(0<y<V =3z yz=VI).

Beweis: bk Vy,n:IN (0 <y <n — 3z y-z =n! (durch Induktion bez. n), also
zic* FVy,new (0<y<n— 3z y-z=n!l) (nach 5.7(c)), speziell (1).

(2) VMO0AMCQ—Tye M Ve(zeM—zxz<y)).

Beweis: Fiir 2,5* € w gibt es nach (1) ein z mit ;& VI= £ yTz =22 <V-VI+ 1L
1. Fall: M C Q enthalte mindestens ein Element p > 0. Nach 5.11(b) existiert dann das
Maximum m von {p-V!:p€ M Ap >0} (CV-V!+1). 7 ist das Maximum von M.

2. Fall: M # () enthalte nur negative Elemente. Fiir alle p € M ist dann p+V € Q*, und

dhnlich wie im 1. Fall existiert das Maximum m’ von {p+V :p € M}. Dann ist m' —V
das Maximum von M.

3) V20#MCQ—3zeM Vr(zeM— z<ux)).
Beweis: Ist y das grokte Element von {x € Q: —x € M}, so ist —y das kleinste Element
von M. O

Wir betrachten nun Folgen von Elementen von Q und setzen
“i={fePwxQ):Vnec€wIpe Q(n,p) € f}
Fiir f,g € Q¥ und Formeln H(x,y) setzen wir ferner

H(fm,gn) := 3x,y((m,xz) € fA(n,y) € g\ H(x,y)).
H(fm,gn) ist dquivalent zu Vz,y ((m,z) € f A (n,y) € g = H(x,y)).

Es liegt nahe, f genau dann als konvergent gegen p bzw. als Cauchy-Folge zu
bezeichnen, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

VkTew Hew Ymynew (n >0 — |f,—p| < k%_)

Diese Bedingungen lassen sich jedoch durch die Wahl von ¢ = V trivialisieren, d.h. die
erste von ihnen folgt aus |fy — p| < %, die zweite aus |fy — fy| < % Fiir numerische
Anwendungen scheinen sich daher eher diejenigen Cauchy-Folgen zu eignen, fiir die sogar
gilt:

1
+ .
VkTew 30:IN Vm,new (m,nZ€—>|fm—fn]§k—+),
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wobei kT €w evtl. durch k:IN ersetzt werden kann. Diese Bedingung impliziert sofort die
Konvergenz gegen fy im folgenden Sinne:

1
Ykt ew/k:IN 30:IN Vmew (m > £ — |fm — fr] < kj)
Wir haben gesehen, dass O einerseits diskret ist und andererseits d&hnliche Eigenschaften
wie die Menge der reellen Zahlen (in ZFC) hat.

Erwihnt sei in diesem Zusammenhang, dass - auch in der iiblichen Analysis - der Begriff der
Cauchy-Folge fiir tatséchliche numerische Anwendungen zu allgemein ist. Dies zeigt das Beispiel
der wie folgt definierten Nullfolge:

- n <+ n <1000!
"7 0+ n>1000!

§7. Anhang: Dialogische Interpretation des Halbformalismus H

In §3 haben wir beschrieben, wie nach den Regeln von H mit (V-)Listen C1.Cs.---.C),
von Aussagen der Sprache £ zu operieren ist. Fiir beliebige dieser Listen schreiben wir
wieder I, T, T'q, . .. . (Zur Trennung solcher Listen verwenden wir von nun an das einfache
Komma an Stelle von ‘,, ’.)

Die in H herleitbaren Listen sind genau diejenigen, die ein ‘Proponent’ P in bestimmten
Dialogspielen gegen beliebige ‘Opponenten’ verteidigen kann (vgl. [6] S.67). H ist (wie
erwihnt) nicht beweisdefinit. Demgegeniiber hat jedes der im Folgenden behandelten
Dialogspiele den methodischen Vorteil, dass nachpriifbar ist, ob in ihm die Spielregeln
nicht verletzt worden sind, ob es vollendet worden ist und ob im letzten Falle P ge-
wonnen hat; d.h. sie sind ‘dialogisch-definit’. Es kommt allerdings darauf an, ob es eine
Gewinnstrategie gegen beliebige Opponenten gibt.

Unter einem Schluss verstehen wir im Folgenden einen Schluss von H.

Ein #H-Dialog um eine Liste I'g beginnt damit, dass ein Proponent P sie (d.h. deren
Herleitbarkeit) durch Angabe eines Schlusses P(I'g) mit der Konklusion Iy verteidigt.
Daraufhin sind ein Opponent O und P abwechselnd am Zuge. Hat P im Verlaufe dieses
Dialogs einen Schluss P(I') mit der Konklusion I' gewdhlt, so wiahlt O darauf hin eine
Préamisse A von P(I'). Danach wihlt P einen Schluss P(A) mit der Konklusion A.

Um zu erreichen, dass jeder H-Dialog nach endlich vielen Schritten zu einem Gewinn
oder Verlust seitens P fiihrt, vereinbaren wir zunéchst: Hat P eine Liste I'y durch einen
Schluss I'y41 = 'y mit 'y C I'y verteidigt, so sei es fiir P verboten, anschliefend I'y4 1
durch Tpio = Tjyq mit Tpyo C T'pyq zu verteidigen. (P hitte dann aber T'y sogleich
durch I'yyo = I'y, verteidigen diirfen.)

Hat P einen Schluss = A ohne Pramissen angegeben, dann habe P gewonnen. Er habe
verloren, falls er nicht mehr ziehen kann. Hat P auf diese Weise gewonnen oder verloren,
so sei der Dialog vollendet.

38



Jeder H-Dialog hat also die Form T'g, P(T'g),..., Ik, P(T'x),Tk41,... . Dabei ist Tx4q
eine von O zu wahlende Prémisse von P(I'y) (falls vorhanden).

Im Falle T'y41 € I'y entsteht I'yy; aus I'y dadurch, dass man das letzte Glied von
I’y durch ein oder zwei ‘einfachere’ (s. Beweis von 3.5) Glieder ersetzt, und im Falle
Ty C Ty ist T'gyo € Ty (nach der obigen Vereinbarung). Daher gewinnt oder verliert
P den Dialog nach endlich vielen Schritten.

Definition: Eine H-Gewinnstrategie fiir ['g sei eine Vorschrift P, die bei jeder Eingabe
einer Liste I' einen Schluss P(T') von H mit der Konklusion I" oder Error auszugeben
vorschreibt, sodass Folgendes fiir jedes mit der ‘“These’ I'g beginnende Tupel I'g, 'y, ...,y
gilt: Wenn P(T%) fiir jedes k < m ein Schluss mit der Konklusion I'y und T'y4q eine
Pramisse dieses Schlusses ist, dann ist auch P(I'),) # Error.

Mittels einer Gewinnstrategie P fiir I'g ldsst sich (von unten nach oben fortschreitend)
ein Baum B mit der Wurzel I'y (unten) wie folgt erzeugen. Dabei ist P zuerst auf I'g
anzuwenden und danach auf alle Pramissen von Schliissen, die P jeweils schon angegeben
hat, in einer noch zu beschreibenden Reihenfolge anzuwenden. In B endet dann jeder
Zweig (oben) mit der Konklusion eines Schlusses von ‘H ohne Pramissen.

Um die erwdhnte Reihenfolge der Anwendungen von P iibersichtlich darzustellen, be-
zeichnen wir I'g kurz mit 0 und fiir jede schon mit v bezeichnete Liste die Pramissen von
P(v) (soweit vorhanden) in lexikographischer Anordnung mit v0,~1,72,.... Wir ordnen
die Resultate wiederholter Anwendungen von P nach der Anzahl der Vorkommnisse von
Ziffern 0,1,2, ... in ihren Bezeichnungen, bei gleicher Anzahl nach der Summe der darin
stehenden Ziffern, und bei gleicher Summe lexikographisch. Auf diese Weise entstehe der
Baum B aus folgendem Schema durch Fortlassen von Bezeichungen nicht vorhandener
Pramissen:

00000, . ..

0000; 0001, 0010, 0100; 0002,0011,0020,0101, 0110, 0200;. . .

000; 001, 010; 002, 011, 020; 003, 012, 021, 030; . .. (Priimissen von P(00), P(01),...)
00,01,02,03,... (Prédmissen von P(0))

0 (d.h. Ty).

Von oben nach unten gelesen stellt 15 eine Herleitung von I'g dar, in der aber die Pramissen
einer Liste in der dariiber stehenden Zeile i.Allg. ‘verstreut’ stehen. - Jede in B angefiihrte
Liste lasst sich in folgender diagonalen Reihenfolge in endlich vielen Schritten erreichen:

0; 00; 01, 000; 02, 001, 0000; 03, 010, 0001, 00000; . . .

In dieser Folge stehen hinter jedem ihrer Glieder I" auch alle Pramissen von P(T").

Nun betrachten wir die Vorschrift, alle Glieder dieser Folge nacheinander aufzuschrei-
ben, und zwar wie in der schon angegebenen Tabelle angeordnet. Z.B. nach 7 Schritten
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erhilt man ggf.
0000
000, 001
00, 01, 02
0.

V sei diese Vorschrift. Nach ihr ist eine Liste nur dann in die Tabelle einzutragen, wenn
sie die Konklusion eines Schlusses ist, dessen Pramissen ebenfalls (i.Allg. spéter) in die
Tabelle einzutragen sind. Somit ist V eine Herleitungsvorschrift von I'g in einem etwas
liberalisierten Sinne, d.h. nach der es fiir Schliisse (mit endlich oder unendlich vielen
Pramissen) erlaubt ist, ihre Konklusion herzuleiten, nachdem beschrieben worden ist,
wie ihre Pramissen herzuleiten sind (also i.Allg. schon bevor sie hergeleitet worden sind).

Ist umgekehrt eine derartige Vorschrift V zur Herleitung von I'g in H gegeben, und wird
durch P jeder nach V herzuleitenden Liste I' genau ein Schluss P(I") mit der Konklusion
I' effektiv zugeordnet, dessen Prémissen (falls vorhanden) ebenfalls nach V herzuleiten
sind, so ist P eine Gewinnstrategie fiir I'g. (Fiir weitere I' sei P(I") nicht definiert.)

Um dies zu zeigen, betrachten wir irgendein mit I'y beginnendes Tupel T'g, 'y, ..., Ty
derart, dass I'y 1 fiir jedes k < m eine Pramisse von P(T';) ist. Dann sind auch T'y, Ty, ..., T,
nach V herzuleiten, also P(I',,) ein Schluss mit der Konklusion I'y,, also P(I',,) # Error.
(Zu weiteren Fragen zu halbformalen Systemen s. [9] VI.)
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