2. Selbstadjungierte Operatoren
Literatur:
- H. Triebel : HOhere Analysis
- 0. Bratteli, D. W. Robinson: Operator Algebras &dantum
Statistical Mechanics1

Wir betrachten folgend nur noch separable Hilbertraume H'!
Dann existiert in H ein CONS (vollstandig orthomigrtes System) im
Sinne der folgenden Definition:

2.1. Definition:
ein X1 H heiRRt normiert, wenﬁXH =1

X, YO H sind orthogonal, Wenéx‘ y> =0

- eine Folge(uk):(\I=l (mdglich N = +00,1,2,...) heilt orthonormales

System (kurz: orthonormal), wenn deren Elementenrext und
paarweise orthogonal sind

- ein orthonormales Syste(uk):(\lzlheim vollstandig (kurz: CONS),

N
wenn jedesX L] H sich in der Formx = Z(uk ‘ x>uk darstellen

lant.
L N : .
- Dabei he|BI(<uk ‘ X>)k:1 Folge der Fourierkoeffizienten von x

bezlglich des CONQJK )L\IzlundN ist die (eindeutig bestimmte)
Dimension von H — SchreibweisdimH = N

2.2.Bemerkung:In der Sprache der linearen Réume(i.ﬁg )L\Izleine
Basis inH.



Beispiele
1. H=CcN:
- U =8 =010 n] kLN

dabei bezeichnet 5k,j das Kroneckersymbol.

- dimH =N

+00
- uk = (5k,j )k:l (k:1,2,...)
- dimH = +o0

3. H=L,(Q), Q abzahlbar :
- U =0y (k=1,2,.An7Q))
- dimH = Anz(Q)

4. H=1,(R)

- (uk);fl - Folge der (normierten) Hermiteschen Polynome

(siehe z.B. Triebel)
- dimH =+

Bei Modellen des Quantencomputing (z.B. Telepatgtund anderen
spéater betrachteten Anwendungen bendétigt man dialésetzung, dald
die betrachteten Hilbertrdume endlich-dimensiomal.s

Bei der nachfolgenden Betrachtungen beschranken wiuns deshalb
zunachst auf den Fall, daf3 fir den zugrunde liegereHilbertraum

dimH =N <+ jst.

Auf im unendlich-dimensionalen Fall sich ergebeRdableme und
deren LOsungen wird dabei zunachst in Form von Bleamgen
eingegangen. Ausfihrlichere Betrachtungen erfolgarEnde des
Kapitels



2.3. Definition: Eine AbbildungA: H — H heifit (linearer) Operator
aufH, wennA linear ist, d.h.,

Alax+ py) =aA(x)+ B(y) (x,yUH;a,UC)
A" heiRt der zuA adjungierte Operator, wenn gilt

C —
(A0 |y)= (XA (X yOH)
Ein OperatorA heif’t selbstadjungiert, wer = Abist.
2.4.Der adjungierte Operator ist eindeutig bestimmt esdjelten:
2.4.1.(aA+ ,BB)[ =gA +Z’B[ (a, fFUC; A, B Operatoren)

2.4.2.(AB)[ =B"A- @,B Operatoren)
Zum Beweis von 2.4. verwenden wir folgenden Hilfgasa
2.5.JedesxOH ist durch((x|y)) oy eindeutig bestimmt.

Beweis: Mit ((x|y)),qy kennen wir die Fourierkoeffizienten varzu
jedem CONS=>

Beweis von 2.4.:
- zu Eindeutigkeit:

- zu24.1

-Z2u2.4.2.



Bemerkungen:

- ImFallH = CI\I lassen sich die Operatoren mit Matrizen
A=(a,j)k, j=1..N identifizieren.

.. L _ /=
Dabei ist A —(aj’k)kJ:l,___’N .

- ImFallH = |2 kann man in formaler Analogie unendliche
Matrizen A = (& j )k, j=12,... verwenden. Fiihrt man jedoch die

Multiplikation Matrix mal (unendlichen) Vektor ausiuf3 nicht wieder
ein Element au, entstehen. Unter gewissen Einschrankungen
betreffend die Matrix ist das jedoch gesichert, sveran zunachst nur

Folgen(Xy )=y mit nur endlich vielen von Null verschiedenen

Gliedern betrachtet. Die Menge dieser Folgen ist dicht in|2.

—> Konzept der Einflihrung linearer Operatoren und deren
Adjungierte im unendlich-dimensionalen Fall(siehe SchluR des Kap.)

2.6. Definition: Sei X L1 H, XH =1.

- [X] = {a'X/ all C} heil3t der durclx erzeugte (eindimensionale)
Unterraum.
- Der Operatme><X , definiert durch

X)X(Y)=x(x]y) - (yOH)
heil3t Projektor zum Unterrau[rx].




2.7. SeienXx[H, XH =1lundyll [X]
2.7.1 Es gelten stetx)(x|(2) O[x] und [x)(x|(y) =y

2.7.2 Ist auclﬂyH =1, so gilt‘ X><X‘ = ‘ y><y\
2.7.3 Der Projektor ist selbstadjungiert.
Beweis:

2.8. Definition: SeienD ein abgeschlossener Unterraum Jdrund
(d; )?:1 ein CONS inD. Der ProjektorPrp ist definiert durch

Pro = 2 [dj)(d |
=1

2.9.Sei D ein abgeschlossener Unterraum Jdn Dann gelten:
2.9.1 Die Definition vonPIp hangt nicht von der Wahl des CONS ab
292Prp(X) D (XxUOH) undPrp(x) =x (xUD)

2.9.3 Der Projektor ist selbstadjungiert.
Beweis



2.10.Sei A ein selbstadjungierter Operator ddf (endlichdim.!). Dann

existieren eindeutig bestimmte FolgEh j )rjl:1 paarweise

verschiedener reeller Zahlen uﬁﬁ)j )rjl:1 paarweise orthogonaler

n
(endlichdim.) Unterraume, so daB gilA = >’ a; PrDJ-

=1
Dabei sindaj die Eigenwerte undDj die dazu gehorigen Eigenraume.
(Erlauterungen — Beweisskizze)

2.11.Bemerkung:Mit Definition 2.8. und 2.10. erhalt man eine

, Wobei(Xk)Dzl ein CONS und

N
DarstellungA = >’ bk‘ Xk ><Xk
k=1

(bk)&lzleine Folge (nicht notwendig verschiedener) Eigetavet.

Diese Darstellung wird in der Literatur ,Schattescdmposition®
genannt. Sie ist nicht eindeutig bestimmt.
(Erlauterungen )

2.12.Definition: Seien A ein selbstadjungierter Operator, gegeben in
der Darstellung unter 2.10., urid: R - R . Der Operatorf (A) ist

n

definiert durch : T (A):= X f(a;) PI’DJ_
=1

(Erlauterung betreffend selbstadjungiert)



2.13.Seien A, B selbstadjungierte Operatoren. Dann sind folgende
Aussagen gleichwertig:
2.13.1 Das ProdukAB ist selbstadjungiert
2.13.2A undB kommutieren AB = BA)
2.13.3 Es existieren Funktioneh, g : R - R und ein
selbstadjungierter Operator K, so daf3 gelten:

A= f(K) und B = g(K)

(Erlauterungen-Beweisskizze)

2.14.SeienA, B selbstadjungierte Operatoren ud reelle Zahlen

Dann ist auctaA+bB ein selbstadjungierter Operator.
Beweis:

2.15 Definition (Norm eines Operators)
SeiA ein linearer Operator. Wir setzen

w(A):= {a0 RA(X) < alx|Ox O H}
|Al :=inf w(A)
n
2.16.Ist A= >’ a] PrDj ein selbstadjungierter Operator (Darstellung
=1
nach 2.10.) so giltA|= supﬂaj ”j :L..,n}



Postulat Il

Jede Messung an einem Quantensystem (bzw.das estbpndes
Mel3gerat) kann mit einem selbstadjungierten Operadoif einem
(geeigneten) Hilbertraum identifiziert werden undngekehrt.
Dabei entsprechen die Eigenwerte des Operators méglichen
MelRwerten(Erlauterungen speziell zur Bedeutung von 2.13.)

Zum Fall unendlich-dimemsionaler Hilbertraume

Bemerkung: Im unendlich-dim. Fall gibt es beschrankte und
unbeschrankte Operatoren. Weiter hat man zwisablestadjungierten
Operatoren mit kontinuierlichem und solchen mikte$éem Spektrum zu
unterscheiden. Nur fr Letztere ist eine Darstgllantsprechend 2.10.
maoglich, wobein = +oo sein kann.

Gultig bleibt 2.13..

Die Problematik am Beispiel
H = L,(R") = ein Teilchen im RaunR* =[0,+w)
H = linearer Raum aller meRbaren komplexen FunktiengmiR™

= Hist linearer Unterraum vohl
FUr jededlUH ist eine lineare Abbildun®; von H in H definiert durch

O; g=fg (gUH)
2.17. Bemerkung:
Istf beschrankt, so ist die Einschrankung vOp aufH ein linearer

Operator auH.
Istf nicht beschrankt, so ist i;aicht O; g_/H fur allegUH.

Spezialfalle: f=1 — identische Abbildung, f5 = O; Projektor



Wir betrachten nun fin,m=>1 Zerlegungerzn’m:(Zl?’m)ﬂig1 von R*
definiert durch
zpm= |k k) k=0,1,..,r2™-1)

oM’ om
Z":= [n+e0)
Weiter betrachten wir (beschrankte) FunktionenRUdefiniert durch
n2M
am (NM=1
kZO m Aznm )

2.18 Bemerkung
Sein,m=1. Dann is,tOf n.m €in beschrankter Operator ddifund es gilt

n2™m

— ko
Ofn,m_ Z Panm
k=02"

Dabei sind fik=0,1,. ,n2mdurch — die Eigenwerte gegeben mit den

dazu gehdrigen Eigenrdumen
H'™ = {gDH QN g =9}

=nund im Sinne von Def. 2.12. gilt fur

N, =y, m, > my stets
f N,My (Of - ) = Of ny.my
Deutung/Interpretation

Ferner ist”Of nm




Grenzbetrachtungen
- Ofn,m [] nD [ — unbeschrankter Operator mit in H dichtem

Definitionsbereich -es ergibt sich eine Darstellung als unendliche
Linearkombination von Projektoren
- Of nm U nq (L) ~ beschrankter Operator eie Darstellung als

Linearkombination von Projektoren geht verloren
- Of nm U anD +D00 — O, - unbeschrankter Operator mit in H dichtem

Definitionsbereich -es gibt keine Darstellung als Linearkombination
von Projektoren

- Im Sinne einer allgemeineren Begriffsbildung silld betrachteten
Operatoren selbstadjungiert und unter Verwendumg de

~Spektraltheorie” kann man zeigen, dal3 stets gilt
Of nm = fn’m(ol)

- Diskussion aus Sicht von Messungen (Beispiel ulygadeiner Fall
von selbstadjungierten Operatoren)

- die Rolle der endlich-dimensionalen Raume und riskdssungen

Bemerkung: Im allgemeinen Fall separabler HilbertrAume urntesglet
man symmetrische und selbstadjungierte Operatbrapei ist ein

OperatorA nach Def. symmetrisch- (AX|y)=(x|Ay) (x,yOD(A))
Ist A ein beschrankter Operator, so ist (analog zum emdlim. Fall)A
selbstadjungiert= (Ax|y)=(x|Ay) (x,yOH) = Asymmetrisch

Allgemein haben wir nuiA selbstadjungiest> A symmetrisch
(FUr Details siehe Seminarvortrag zu selbstadjurtgieiOperatoren)
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Beispiele fur selbstadjungierte Operatoren im FalH= LZ(Rd)

(ein Teilchen im Raurﬁd)
- Of, mit i (%,...Xq) =% - k-te Komponente des Ortes

unbeschrankter Operator

- a& - k-te Komponente der Geschwindigkeit / Impuls

unbeschrankter Operator

d
-bA = bza—zz -kinetische Energie
k=10Xc
unbeschrankter Operator

- bA+Q, - Hamiltonoperatoren
unbeschréankter Operator
- IntegraloperatoreK mit gegebenem Kerh: RYxRY . C mit
k(% y) =K (y.x) und [lk(x, y)|*I (Xl (dy) < +eo
Kg(x):= [k(x, y)g(y)l(dy) (O R ,gUH) -beschrankter Operator

Spezialfélle: eindim. Projektor, Fall unter 2.11

Bemerkung: Im Fall unbeschrankter Operatoren wird dem jeweii
formalen Ansatz der maximale Definitionsbereicheaglnet.
Bei beschrankten Operatoren ist das der gesanttertaum

Beispiel: Die OperatorerO; und%( kommutieren nicht und deren
Produkt ist nicht selbstadjungiefDeutung-Bedeutung)
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