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Quadratische Matrizen

aip o Qln
sei jetzt n=m, A= : : . a; €R, dj=1,...,n

an1 - Ann

Matrix B gibt, so dass gilt
AB=BA=1.

In diesem Fall heit B inverse Matrix zu A.

Definition 2.3.2 Eine quadratische Matrix A heiBt invertierbar genau dann, wenn es eine quadratische

: (a) Fur A= < _:1,) _§ > ist B= ( _:5)) _? ) inverse Matrix, denn

w=( ) (3 2)-( 0
m-(32)(2 )00

(b) C = (é 3) ist nicht invertierbar, denn fiir jede Matrix D = <d11 d12> gilt

und

doy  doo

(1 2\ (din diz\ _ [(di1+2da  di2 + 2da
o= (5 o) (@ ey = (" ) )

Satz 2.3.3 Sind B und C' inverse Matrizen zu A, so folgt B = C.

Beweis: Def.232 »~ AB=BA=1=AC=CA — (C=CI=C(AB)=(CA)B=IB=B

Satz 2.3.1

Bezeichnung: Die (eindeutig bestimmte) inverse Matrix zu A wird mit A~! bezeichnet, fiir sie gilt

AAT = ATA=T.

1 —
;sei A= (‘CL Z) mit ad —bc #0 ~ Al existiert, A7' = ad—bc( _‘Cl 3)

O

es gilt
(AB)"'=B7'A7L.

(ii) Fiir eine invertierbare Matrix A ist auch ihre inverse Matrix A~ invertierbar, es gilt
-1
(Afl) = A.

(iii) Eine n x n-Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn rg(A) = n gilt.

Satz 2.3.4 (i) Seien A und B invertierbare (quadratische) Matrizen. Dann ist auch AB invertierbar und

Bemerkung*: Eine n x n-Matrix mit maximalem Rang, rg(A) = n, heiBt regular.



2.3 Matrizen

Beweis*: nurzu (i), (ii): I I I

—~ ——
zu (i) (AB)B7'A™'=A(BB ')A '=AA"'=1=B"'B=B"1(A"'A)B=B"1A"Y(AB)
~ AB invertierbar, (AB)"! = B~1A~1

zu (i) AA'=ATA=T = A invertierbar, (A"1) "' = 4
Def. 2.3.2

Berechnung der inversen Matrix

sei A eine invertierbare n x n-Matrix, betrachten erweiterte Matrix

ail e A1n 1 0
(AlI) = :
Gn1 Ann 0 1
verwenden GauB-Verfahren:
° * * | % *
GauB-Verfah . .
1: (Al 2=, w | Zeilen-Stufen-Form
Vorwadrtselimination )
[ ] * *

o x | ok eee % ° Ol *x -+ x
. linker Block
i : :
: Riickwirtssubstitution
0 o | x * 0 o | x *
1 0] * *

Multiplikation mit

Lutipihaton mi, = (1147
passenden Skalaren
0 1] % *
2 4 1
| p— 123 -9 9 3
| Beispiel | sinverse Matrix zu A= [2 1 0| berechnen --» A=l = % % —%
— 1 2 1
10 2 R
1 2 3|1 0 0
(A)=1 2 1 0|0 1 0 —2 x Zeile 1
1 0 2|0 0 1 —Zeile 1
1 2 3 1 00
-+ 0 -3 —6|-2 1 0
0 -2 -1]-1 0 1 —2 X Zeile 2
1 2 3 1 0 0 —Zeile 3
-+ 0 -3 —-6|-2 1 0 +2 x Zeile 3
1 2
0 0 3| 3 —5 1
1 20| 2 2 1 +2 x Zeile 2
4 1
-——> 0 —3 O _§ —g 2
0 0 3 5 -3 1
2 4 1
e B A 1
-—> 0 -3 0 —§ —g 2 X(l—g)
0 0 3 5 —35 1 X3
2 4 1
s 1 o IR 1
i d 0 1 0 ? g —§ = <I|A7 )
000 1] 5 =5 3
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38 2 Lineare Algebra

Definition 2.3.5 Die zu einer m x n-Matrix A transponierte Matrix AT ist jene n x m-Matrix, die durch
Vertauschen der Zeilen und Spalten von A entsteht.

air a1 - Gml
ail a2 a1z - Qlp Q12 G295  cc Qmo
azi Q22 A23 -+ G2p
Bemerkung®: A= i . . ) i —— AT =|a1z asx
aml am2 PR ... amn
A1n A2n Amn
1 2 1 o 1 1 2 3 1 4 7
Beisiete| 4= (0 1) »aT= (3 % 5) =45 0] o mT— (25 s
+ 05 789 369

Satz 2.3.6 (Rechenregeln fiir transponierte Matrizen)

Seien die Matrizen A, B so gewdhlt, dass die Operationen erklirt sind. Dann gelten:
(i) (A+B)T=AT+B"
(i) (A
(i) (A7) =
(iv) (AB)T =BTAT

o ) . . . . ~1 T
(v) AT ist invertierbar genau dann, wenn A invertierbar ist. Dann gilt (A7) = (A7!) .

AT =XAT, AeR

Beweis*: (i)-(iii) offensichtlich, zu (iv):

air a2 - Qin bir bz - b1y
AB =
am1 Am2 ot Qmn bnl bn2 e bnr
i1 €2 -+ Cip n
= mit  c;; Zaikbk], i=1,....m, j=1,...,r
Cml Cm2 *°° Cmr k=1
€11 €21 -+ Cmil n
% (AB)T: mit cijzzaikbkj7 1=1,....m, g=1,...,r
Cir C2r **+ Cmp
bir bar -+ b air a1 - Gml
BTAT =
blr b2r o bnr Ain  A2n " Amn
di1 dio dim
= mit djizzbkjaik:cija i:l,...,m,j:l,...,r
drl dr2 e d'rm =

~ BTA" = (4AB)"
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zu (v): sei A invertierbar ~ AT (A_l)T = (A_lA)T =1T =1, analog (A_l)T AT(_:) (AA_l)T =1T=1

~ AT invertierbar, (AT)_l = (A_l)T, umgekehrte Richtung folgt aus (iii) O

2.4 Determinanten

nach Definitionen 1.3.1 und 1.3.7 schon spezielle Determinanten berechnet:

a1l ai2

= a11G22 — (12021
a21 a22

a1l aiz ais
21 Q22 (23| = Q11022033 + G12023031 + A13021032 — 431022013 — (32023011 — 433021012
a3y agz 33

jetzt allgemeine Entwicklung fiir n x n-Matrizen

Definition 2.4.1 Sei A eine n x n-Matrix. Die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A;;, i,j = 1,...,n, entstehe aus
A, wenn man die i-te Zeile und j-te Spalte von A streicht, d.h.
ai Tt G151 aij+1 T QA1n
| @—11 o Qi—15-1 Gi—1541 0 Gi—1n
Al‘j =
Ai+1,1 0 Qi41,5-1 0 Qi1 541 0 Qi4ln
an,1 t An,j—1 Qn,j+1 T An,n
aial v A15-1 ai,j; aij—1 - Qin
@i—11 0 Qi—15-1 @i—15 QAi—154+1 °° Ai—1n
A=| a1 - Gj-1 Gy Ggt1 ot Gig - Ay, hj=1,...n
Ai+1,1 0 Qitlj—1 Qi+l Gitl,+1 0 Qi
an,1 T Qn,j—1 Qn,j an,j+1 e Gn,n

Definition 2.4.2 (Entwicklung von Determinanten)

Sei A eine n x n-Matrix.

(i) Firn=1, A= (ay1), setzt man
det A = |(111| =aii-

. a a
(i) Firn=2, A= 112 setzt man
a21 Aa22

ail a2
21  a22

det A = = all det A11 — as1 det Agl = 11022 — G12021.
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a1 a2 Q13
(iii) Firn=3, A= (a2 a2 a3 |, setzt man
azi1 asz ass

a1l a2 ais
det A = |as1 aos asg3| = ayr det A11 — agq det Az + asq det Asq.
azir az2 as3

(iv) Induktiv setzt man fiir eine n x n-Matrix A

air - Qip n

D (=DM gy det Agy

k=1
apnl ctr Apn

det A =

(Entwicklung nach der ersten Spalte).

0.

Bemerkung : Regel von Sarrus' Nur fiir 3 x 3-Matrizen A gilt die vereinfachte Entwicklungsregel

= 11022033 + G12023031 + A13021032

— (31022013 — 032023011 — 433021412

1 0 -2
Beispiele|: (i) detA=| 3 -1 1[=240-6-(-4)-1-0=-1
-2 1 -2
0 -1 1 2
. 1 0o 2 -1
A= 5 11
0 -1 0 1
0 2 -1 -1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
det A = 1 1 0]—1 11 0|+(-1)|] 0 2 —-1|-0] 0 2 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 1 1 0
—142—-1=0 —2+1+4=3
=0-0—-34+0=-3
aix -+ Qin
Schreibweise:  sei A =
an1 - Qpn
aij
Zeilenvektoren @ = (aj1 -+ ain), i=1,...,n, Spaltenvektoren @;=| : |, j=1,....n
Anj
~ schreiben A als
1
A= bzw. A:(d'l d’n)
ar

10Pjerre Frédéric Sarrus (* 10.3.1798 Saint-Affrique/Frankreich T 20.11.1861 Saint-Affrique/Frankreich)
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Satz 2.4.3 (Rechenregeln fiir Determinanten)

Sei A eine n X n-Matrix, n € N.
(i) det ist linear in jeder Zeile oder Spalte, d.h. es gelten fiir A\, n € R, beR", undj=1,...,n,

&'1 C—Lol &'1

det )\Eij—i—ul; =Xdet | @ |+ pdet | & |,

3
S
3

und
det(d’l .-.Aaj+u5---an) = Adet (@ - @ ~--Ein)+udet(a‘1 Ea'n)

Insbesondere gilt
det(AA) = A" det A.

(ii) det ist alternierend, d.h. fiir die Matrix B, die durch Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten aus A
entsteht, gilt
det B = —det A.

Besitzt also A eine Zeile oder Spalte doppelt, so gilt det A = 0.

(i) Ist B die Matrix, die entsteht, wenn zu A das Vielfache einer Zeile der Spalte addiert wird, so gilt
det B = det A.

(iv) Fiir die transponierte Matrix gilt
det AT = det A.

(v) Multiplikationssatz Fiir zwei n x n-Matrizen A und B gilt

det(AB) = (det A)(det B).

(vi) Invertierbarkeitskriterium A ist invertierbar genau dann, wenn det A # 0 gilt. In diesem Fall ist

1

det (A_l) - m .

(vii) Kastchensatz Hat A die Gestalt A = (B C) bzw. A = (B O) mit quadratischen Kistchen

0 D C D
B und D, so gilt
det A = (det B) (det D).

| Beispiel | A= b ~ det A =ad — be == A~ existiert fiir ad — bc # 0
" 1 c d Satz 2.4.3(vi)
1 _
Beispiel vor Satz 2.3.4 ~ A7l = — ( fci 2 )
——
A
1 d —b ad — bc 1 1
det(A™ )= —— = = =
v det(4™) (ad—bc)?2| —¢ a (ad —bc)2  ad—bc detA
—_———

)\2



