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19. POTENZREIHEN

(19.2) Folgen (sequences)
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19. Potenzreihen
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Jetzt die mathematisch exakten Definitionen:

Es sei (a,,) eine Folge. Die Zahl a € R heisst Grenzwert (oder Limes) dieser Folge, wenn
die nachstehende Bedingung erfiillt ist: Zu jeder (noch so kleinen) Zahl £ > 0 gibt es
eine natiirliche Zahl N (welche von ¢ abhéngt), derart, dass gilt:

an € (a —e,a+¢) firalle n>N.

Eine Folge (¢,,) konvergiert uneigentlich gegen oo (oder divergiert gegen oo), wenn
gilt: Zu jeder (noch so grossen) Zahl C' gibt es eine natiirliche Zahl N mit

¢, >C furalle n>N.

In Worten also: Die Folgenglieder werden schliesslich grosser als jede beliebige Zahl.
Man schreibt dann

lim ¢, =0 oder ¢, —+o00 fir n— o0o.
n—oo

Der Ausdruck lim ¢, = —o0 ist entsprechend definiert.
n—oo

Bemerkungen:
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(19.3) Reihen (Series)

Dazu erstmal www.schweizermonat.ch/wo-mathematiker—an—-grenzen-stossen

Nahe verwandt mit dem Begriff der Folge ist jener der Reihe. Sie kennen die geo-
metrische Reihe. Ein Beispiel dazu ist

e G ) )

Fiir die Konvergenz dieser Reihe:

Man sagt, die Summe dieser Reihe sei gleich 2. Damit meint man folgendes: Wir
berechnen der Reihe nach

so =1 =

51 =1+ % =15
32:1+%+(%)2 =175
s3=1+5+(3)°+(3)° = 1875
si= 1 b4 (3P + (0P + (D) = 19875,
usw.

Die so konstruierte Folge (s,) strebt gegen 2. Man schreibt dies gewdhnlich so:

SIOEE NENC R

Man kann das obige Beispiel als Modell fiir die allgemeine Situation nehmen. Es
sel

ap,a1,az, ...


www.schweizermonat.ch/wo-mathematiker-an-grenzen-stossen
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eine Folge reeller Zahlen. Wir konstruieren daraus eine neue Folge

80,581,582, - -

die sogenannte Teilsummen- oder Partialsummenfolge von (ay) durch die Bildungsvor-
schrift

So = Qo
31:a0+a1

Sog =ap+ai + as

n
sn:a0+a1+a2+...+an:Zak.

Wenn nun die Folge (s,,) konvergiert und den Grenzwert s € R hat, so sagt man, die
oo

Reihe Z ay, konvergiere (andernfalls divergiert die Reihe), und s heisst dann die Summe

k=0
der Reihe:

o0
S = E ag .
k=0

Eine Reihe ist also nichts anderes als eine Folge, die unter einem speziellen Blickwinkel
betrachtet wird.

Beachten Sie, dass das Zeichen
o0
D> a
k=0

nicht eine unendliche Summe von reellen Zahlen bezeichnet (die gar nicht zu definieren
wére), sondern den Limes einer gewissen Folge! Man darf deshalb nicht unbesehen die
fiir endliche Summen bekannten Rechenregeln auf Reihen iibertragen. Die folgenden
Formeln haben aber trotzdem Giiltigkeit, wie man zeigen kann:

Zak+bk Zak—i—Zbk, ank—cZak, (c e R)
k=0

sofern die Reihen auf den rechten Seiten konvergieren.
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(19.4) Beispiele von Reihen

a) Die geometrische Reihe

b) Die harmonische Reihe
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(19.5) Potenzreihen

Warum machen wir das?

1. Die schone Mathematik; es gilt unerwartet unter anderem:

2. Funktionen wie sin(z), cos(x), e* oder gar der In sind schwierig Ding. Polynome sind
einfach, sowohl fiir das Kopfrechnen wie auch die hohere Mathematik. Die praktische
Seite der Potenzreihen - noch besser als die Linearisierung durch das Differential aus
Kapitel 7 - finden wir im Bild Storrer Seite 295 oben.

In diesem Abschnitt beschreiten wir Neuland. Wir betrachten Reihen, deren Summ-
anden nicht einfach Zahlen, sondern Funktionen sind. Weil es sich im hier zu besprech-
enden Fall bei diesen Funktionen um Potenzfunktionen (wie z.B. = + as(x — )2, siehe
unten) handelt, spricht man von Potenzreihen. Nun fiihren wir die relevanten Begriffe

ein:
Unter einer Potenzreihe mit Zentrum xo versteht man eine Reihe der Form
o0
(1) Z ag(r — xo)k = ag + a1(z — x0) + ag(z — 20)% +as(x —z0)> + ... .
k=0

Dabei denkt man sich die ay, als fest gegebene reelle Zahlen, wahrend man x als Variable
betrachtet.

In den Anwendungen werden wir fast nur Potenzreihen mit Zentrum zy = 0 an-
treffen. Eine solche hat die Form

[o@)
(2) Zakxk:a0+a1x+a2x2—|—a3x3+... )
k=0

Die Theorie schreiben wir aber doch stets fiir den allgemeinen Fall auf.

Setzt man in einer Potenzreihe fiir = irgendeine Zahl ein, so erhalt man eine
gewohnliche Zahlenreihe, wie sie in (19.3) besprochen wurde. Wir betrachten dazu
nochmals Bild Storrer Seite 295. Bei jeder Reihe tritt sofort als Reflex die Frage nach
der Konvergenz auf. Wir werden weiter unten darauf zuriickkommen; es ist aber klar,
dass die Antwort vom Wert von z abhéngen wird. Zuerst betrachten wir jedoch zwei
Beispiele:
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Beispiele
1. Setzen wir in (1) o = 0 (wir haben dann Fall (2) vor uns) und a; = 1 fiir alle £,
dann erhalten wir

2. Auch
l+(z—1)+(xz-1)>2+(x-1>+...

ist eine geometrische Reihe, diesmal mit dem Quotienten x — 1. Es handelt sich
hier um eine Potenzreihe mit Zentrum 1. Sie konvergiert fir |z — 1| < 1, was
gleichbedeutend mit 0 < z < 2 ist. Thre Summe ist fiir diese Werte von x gleich

1 1

— ) X
l—(x—=1) 2-—x

Nun kehren wir zur allgemeinen Situation zuriick und betrachten die Potenzreihe
(1). Wie schon erwahnt, muss man wie bei jeder Reihe als erstes nach der Konvergenz
fragen.

Da fiir eine bestimmte Potenzreihe die aj fest sind, hangt die Konvergenz bloss
von z ab: Fiir gewisse x (z.B. sicher fiir x = ¢, denn hier sind alle Summanden ausser
eventuell ag gleich Null) wird die Potenzreihe konvergieren; daneben kann es auch x
geben, fiir welche sie divergiert.

Der Konvergenzbereich D einer Potenzreihe ist die Menge aller x € R, fiir welche die
Reihe konvergiert. Dieses D héangt selbstverstandlich von der betrachteten Potenzreihe,
also von den Koeffizienten a; ab. Fiir jedes x aus D ist die Summe der Reihe eine reelle
Zahl. Somit wird durch

p:D—R, pr(m)zZak(a@—mo)k
k=0

eine Funktion p definiert. Diese Potenzreihenfunktion ordnet jedem x, fiir welches die
Summe der Potenzreihe iiberhaupt definiert ist, diese Summe als Funktionswert zu.

Betrachten wir in diesem Zusammenhang nochmals die beiden obigen Beispiele. Im
Beispiel 1. ist D ={x € R| -1 <z <1} = (—1,1) und fiir z € D ist

oo
_ _ 2, .3 _ k
p(x)—1_$—1+x—l—x +x +...—kz_0:13 .
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Im Beispiel 2. ist D ={z € R| 0 <z <2} =(0,2) und fiir z € D gilt

)= =1t @D+ @—1?+@—1P°+... = (@1
k=0

Wir kommen nun nochmals auf die Potenzreihenfunktionen im allgemeinen zuriick.

x) = Zak(x —x0)"

bedeutet, dass p(x) der Limes der Teilsummen s,, von

Die Beziehung

oo

Zak(:v—xo)k :a0+a1(:1:—:1:o)+a2(:1:—:1;0)2+...+an(:1:—:1:0)" + ...
k=0

ist. Dabei ist die n-te Teilsumme
$n = ag + a1(x — x0) + az(x — x0)* + ... +an(z —20)",
konkret etwa im Beispiel 2.
sp=1+@-1)+...+(@-1)"

einfach ein Polynom. Somit ist eine Potenzreihenfunktion ein Grenzwert von Polynom-
funktionen, die wir nun mit p, (x) statt mit s,, bezeichnen wollen. Wegen p,,(z) — p(x)
kann p(z) mit beliebiger Genauigkeit angenéhert werden, indem man das Polynom p,, (z)
fiir ein geniigend grosses n berechnet (beachten Sie, dass man p,(x) einfach dadurch
erhélt, dass man die Potenzreihe fiir p(z) “abschneidet”). Damit konnen die Werte von
Potenzreihenfunktionen mit beliebiger Genauigkeit bestimmt werden.

Nun sehen wir uns noch einige weitere konkrete Beispiele an. Wir gehen von der
geometrischen Reihe aus. Wie wir wissen, ist

1

. =l+at+z?+2°+... fir |z/<1.
—x

(3)

Wir konnen diese Formel auch dahingehend interpretieren, dass wir sagen, wir hatten

eine Darstellung der Funktion ﬁ als Potenzreihe gefunden. Man sagt auch, man habe

diese Funktion in eine Potenzreihe entwickelt.

Es wird unser Ziel sein, einige der wichtigsten Funktionen (wie e®, sinz usw.) in
Potenzreihen zu entwickeln. In (19.8) werden wir sehen, dass gilt

T 1’2 ZE3

(4) —1+1|+§+§+ fir alle x € R .
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Rechnen wir mal ein bisschen herum:
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(19.6) Rechnen mit Potenzreihen - was darf man alles machen:

Wir betrachten eine Potenzreihe
o0
pla) = ar(z —zo)*
k=0

mit Konvergenzbereich D.

a) Potenzreihen mit gleichem Zentrum z, diirfen gliedweise addiert und subtrahiert
werden: Ist

a(x) =) bi(z — o)
k=0

eine weitere Potenzreihe, dann gilt
p(z) +q(z) = Z(ak + b)) (z — z0)*
k=0

und zwar fiir alle x, fiir welche sowohl p(z) als auch ¢(z) konvergiert. Eine analoge
Formel gilt fiir die Differenz.

b) Potenzreihen diirfen gliedweise mit einer Konstanten multipliziert werden: Fiir jede
reelle Zahl ¢ und alle z € D ist

cp(x) = ank(:c —x0)k .
k=0

Die Formeln a) und b) folgen aus den allgemeinen Regeln fiir Reihen (Schluss von
(19.3)).

Beispiel
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Wichtig fiir die Infinitesimalrechnung sind die nichsten beiden Regeln:
c) Eine Potenzreihe darf (in D) gliedweise abgeleitet werden: Aus
p(z) = ag + a1 (z — 20) + az(x — 20)* + az(z — x0)®> + ...

folgt
p'(x) = a1 + 2az(x — x0) + 3az(z — x0)* +das(z —20)> +... .

d) Eine Potenzreihe darf (in D) gliedweise integriert werden (die Integrationsgrenzen
a,b miissen in D liegen): Aus

p(x) =ap + al(x — :E()) + ag(fL' — 1’0)2 + CL3(IE — 1'0)3 + ...

folgt
b b b b
/p(:t)d:c:/ aodaj-i—/ al(x—xo)da:—i-/ az(z — x0)% dx + . ..
b1 NS MU
= apx +§a1(m—m0) +§a2(x—x0) +....
Beispiele

1. Als erste Anwendung differenzieren wir die Beziehung (3)

—14+ao+a®+a3+at+ ...

1—=2x

auf beiden Seiten und erhalten (mit Regel c)) die neue Potenzreihe

1
(8) m:1+2x+3x2+4x3+... fir || < 1.

2. Als zweites integrieren wir die Reihe (7) von 0 bis t (t € D = (—1,1)):

tq t t t t
/ 2dx=/1d93—/xzdx+/x4dx—/x6dx+....
o 1L+z 0 0 0 0

Wir finden nach kurzer Rechnung (arctan z ist eine Stammfunktion von 1/(1+422)):

A
9 tant=t— — 4+ — — —+... firlf|<1.
9) arctan 3+5 7+ ur |¢|

Man kann zeigen, dass diese Formel auch noch fiir ¢ = 1 gilt, und erhalt wegen
arctan 1 = 7 die iiberraschende Beziehung:
1 1 1

1
s
4 3+5 7+9

3

— ... X
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3. Wir haben bereits mehrmals festgehalten, dass die Funktion f(z) = e~ keine
elementare Stammfunktion hat. Insbesondere ist

z 2
/ e U dt
0

nicht in geschlossener Form durch elementare Funktionen darstellbar. Aber...
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(19.7) Taylorreihen

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, eine gegebene Funktion f(x) (z.B. e” oder sin x)
in eine Potenzreihe zu entwickeln. Dazu gehen wir so vor, dass wir annehmen, die
Funktion f(x) besitze eine Potenzreihenentwicklung mit Zentrum z:

(%) f(x) =ao+ai(x —x0) +as(z —x0)® + as(x —x0)> + ... +ap(z —x0)* + ... .

Dies heisst also, dass die rechts stehende Potenzreihe fiir alle x in einer gewissen Um-
gebung von xg konvergiert und f(x) als Summe hat. Unsere Aufgabe besteht nun
zunachst darin, die Koeffizienten aj zu bestimmen:
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Im allgemeinen Fall ist
FRN @) =k(k—1)(k—2)...3-2-a; = klay,

und wir haben die gesuchte Formel fiir a,, gefunden, namlich

_ F®) ()

oo k=012

ag

Dabei ist wie iiblich k! = k(k — 1)(k —2)...3-2-1, (siehe (26.4.a)). Die Formel gilt
auch fiir k = 0 wegen der Konventionen 0! = 1 (26.4) und (O (z) = f(x) (4.5).

Nach diesen Rechnungen schadet es nichts, wenn wir uns nochmals genau iiberlegen,
was wir eigentlich gemacht haben. Wir haben folgendes gezeigt: Wenn die Funktion
f(x) in einer Umgebung von x( iiberhaupt als Potenzreihe darstellbar ist, dann miissen
die Koeffizienten durch die obige Formel gegeben sein; die Reihe hat also die Form

f'(x0)
1!

f//(x())
2!

i f(k)(:co)

o (x—20)% + ... .

(x — m0)* = f(wo) + (. — o) +

k=0

Diese Potenzreihe heisst die Taylorreihe der Funktion f mit Zentrum xgy. Fir xg = 0
spricht man manchmal auch von der Maclaurinreihe.

Die Frage nach dem Konvergenzbereich D bleibt vorerst offen und ist separat
abzukldren, mehr (aber nicht alles) dazu im Storrer. Aufgrund der Herleitung der
Formel hoffen wir natiirlich, dass diese Reihe fiir alle € D gegen f(z) konvergiert.
Zusammengefasst heisst das, dass man bei einer gegebenen Funktion f(x) zwei Fragen
zu priifen hat:

e Welches ist der Konvergenzbereich D der Taylorreihe?
e Konvergiert sie dort wirklich gegen f(z)?

Erst wenn die zweite Frage bejaht ist, darf man schreiben

O £(k) (o
f(x)zzw(x—xo)k fir zeD.

k!
k=0

Die Beantwortung dieser beiden Fragen erfordert oft subtile Untersuchungen, auf die wir
hier nicht eingehen kénnen. Wir werden deshalb im néchsten Abschnitt die entsprech-
enden Tatsachen jeweils ohne Beweis zitieren.
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(19.8) Berechnung von Taylorreihen

Wir bestimmen nun fiir einige wichtige Funktionen die Taylorreihen, und zwar
immer mit Zentrum 0. Dazu benétigen wir alle Ableitungen dieser Funktionen an der
Stelle g = 0.

T

a) Exponentialfunktion f(z)=e
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b) Sinusfunktion f(x) =sinz

c) Cosinusfunktion f(z) = cosz

z? ozt S

COS$:1_E+E_E+”" reR.

(Wegen cos(—z) = cosx kommen hier nur die geraden Potenzen vor.) Kurz formuliert:
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d) Logarithmusfunktion f(z)=In(1+ z)

Da Inx an der Stelle x = 0 nicht definiert ist, betrachten wir nicht In x, sondern
In(1 + x).
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(19.9) Taylorpolynome

Wie wir eben gesehen haben, lassen sich die meisten fiir uns wichtigen Funktionen
als Summe ihrer (unendlichen) Taylorreihe darstellen. Bricht man nun diese Reihe nach
dem n-ten Glied ab, so erhalt man auf diese Weise ein Polynom, namlich

n ) (2
pule) = 3 L0 (g

k!
k=0

= flao) + 12

1!

f”(l‘o) (LE N 113'0)2 4.+ f(n)(zo)

(# = 20) + nl

(x —x0)" .

Dieses Polynom heisst das Taylorpolynom n-ten Grades (mit Zentrum xy) der Funktion
f. Beachten Sie erneut, dass xg eine feste Zahl ist, nur = ist variabel.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Funktion f und ihrem n-ten
Taylorpolynom p,,(z)? Dieses Polynom ist nichts anderes als eine Teilsumme der Taylor-
reihe. Somit gilt

pn(z) = f(z) fir n— oo,

fiir alle x, fiir welche die Taylorreihe von f tatsdchlich gegen f konvergiert (fiir f(z) = e
also fiir alle z € R, fiir f(x) = In(1+ ) fir alle z € (—1,1], vgl. (19.8)). Dies bedeutet,
dass f(z) um so besser durch das (leicht berechenbare!) Polynom p,(z) angené&hert
wird, je grosser n ist, vgl. dazu die Zahlenbeispiele weiter unten.

Weiter gilt (siche Storrer Seite 293)

pa(wk)(xo) = f(k)(xo) fir k=0,1,...,n.

In Worten: An der Stelle x = x¢ stimmen der Funktionswert und die Werte der ersten
n Ableitungen der Funktionen p,, und f iiberein. Daraus folgt, dass die Approximation
von f durch p, vor allem in der Nahe von xy gut sein wird,

pn(x) = f(x) in der Ndhe von xg ,

und zwar ist die Annaherung um so besser, je grosser n ist, wie wir oben schon gesehen
haben. Geometrisch betrachtet schmiegt sich der Graph von p,(z) jenem von f(z) um
so besser an, je grosser n ist, vgl. Beispiel d) unten.

Wir bemerken noch, dass zur Bildung des Taylorpolynoms p, (z) nur die Existenz
der ersten n Ableitungen von f(z) (und nicht die Existenz der Taylorreihe) nétig ist.

Das Taylorpolynom 1. Grades ist gegeben durch

pi(x) = f(wo) + ['(x0)(x — o) -
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Dies ist nichts anderes als die beste Approximation von f(x) durch eine lineare Funktion
(in der N&he von zg), welche schon in (7.3) behandelt wurde. Ein Vergleich mit der
Formel fiir die Taylorreihe zeigt, dass man diese lineare Approximation dadurch erhalt,
dass man in der Taylorreihe die Terme “von hoherer Ordnung in Az” (Az = (z — x¢)),
d.h. die Quadrate, Kuben, ... von (x — z¢) einfach weglésst.

Beispiele und Bemerkungen

Aus den in (19.8) hergeleiteten Formeln fiir die Taylorreihen lassen sich ohne weiteres
Formeln fiir Taylorpolynome ablesen:

a) f(x) =e".

pi(z) =14z,

2
pa(z) =14+2+ %5,

pg(az)zl—i—x—i—x—;—i—%’ usw.

c) Wie schon erwéhnt, sind diese Taylorpolynome Approximationen von f(z).
nachstehende Tabelle enthélt einige Zahlwerte zum Vergleich von f und ps.

/(@) 702) | ps(0.2)
e l4+a+2 42 | 12214 | 1.2213
sin o 0.1987 | 0.1987
CoS T 0.9801 0.9800
In(1 + ) 0.1823 | 0.1827

19. Potenzreihen
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d) In der Figur unten kénnen Sie den Graphen der Funktion y = sinx mit jenen der
Taylorpolynome

b1 (CU) =T,
1‘3
ps(z) =z — %,

CL’S IE5
p5($):$—F—|—m,
vergleichen. Sie erkennen, dass in der Nahe von 0 die Annaherung sehr gut ist. In

grosserer Entfernung vom Nullpunkt ist die Approximation durch ps(x) die beste,
was kraft unserer Herleitung des Taylorpolynoms nicht verwundert.

1y =n(z)
1T //// NG
I ST
. \ . . . . \ ¥ = slinac T
% b TN\
N /// 1l Yy = ps(z)
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Zum Abschluss, noch ein paar Ubungen:

1. Berechnen Sie die Summe der folgenden geometrischen Reihe:

1—a? 42— +22— .., |2/ <1

2. Verifizieren Sie die bekannten Ableitungsformeln fiir die Funktionen e*, sinz, cosx
mal ein bisschen anders.

Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt das komplette Kapitel im Buch selber durch.

2. Losen Sie danach mindestens 5 Aufgaben hinten im Kapitel und vergleichen Sie mit
den Losungen am Schluss des Buches. Bei Bedarf losen Sie mehr Aufgaben.

3. Gehen Sie in die Ubungsstunde. Drucken Sie das Ubungsblatt dazu vorher aus, lesen
Sie vorher die Aufgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel,
wie man sie l6sen konnte).

4. Dann 16sen Sie das Ubungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp
von Mitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Losung von Mitstudi anschauen, 1
Stunde warten, versuchen, aus dem Kopf heraus wieder zu losen, falls immer noch nicht
geht: Losung von Mitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere
keine Fehler abschreiben!).

5. Losen Sie die entsprechenden Priifungsaufgaben im Archiv.



