ANNALES ACADEMIAE SCIENTIARUM FENNICAE

Series A

I. MATHEMATICA

594

PONTRJAGINRAUME
MIT EINEM REPRODUZIERENDEN KERN

VON

PEKKA SORJONEN

HELSINKI 1975
SUOMALAINEN TIEDEAKATEMIA

doi:10.5186/aasfm.1975.594


koskenoj
Typewritten text
doi:10.5186/aasfm.1975.594


Copyright © 1975 by
Academica Scientiarum Fennica
ISSN 0066-1953
ISBN 951-41-0210-X

Vorgelegt am 13. Mai 1974

KESKUSKIRJAPAINO
HELSINKI 1975



Einleitung

0.1. In dieser Note wird die von N. Aronszajn, S. Bergman und
M. G. Krein entwickelte Theorie der Hilbertrdume mit einem reproduzie-
renden Kern (siehe [1], [2], [6] und weitere in [11] zitierte Arbeiten) in
zwei Richtungen verallgemeinert: Anstatt komplexwertiger Funktionen,
die einen Hilbertraum bilden, werden hier wektorwertige Abbildungen
betrachtet, die einen Pontrjaginrawm bilden. Diese Verallgemeinerung
ist von L. de Branges [3] in einem Spezialfall durchgefiihrt; er betrachtet
analytische Vektorfunktionen, die einen Hilbertraum bilden.

0.2. Im ersten Kapitel sind Grundbegriffe der Theorie der Pontrja-
ginriume gesammelt. Fiir weitere Resultate sei auf [4],[5] und [7] verwiesen.

Die Kapitel 2 und 3 enthalten die Theorie der Pontrjaginrdume mit
einem reproduzierenden Kern. Dabei sind nur die wichtigsten und in den
Anwendungen vorkommenden Resultate aus [1] und [11] fiir den verall-
gemeinerten Fall {ibertragen.

Als erste Anwendung betrachten wir in Kapitel 4 *-Halbgrupppen
und Gruppen sowie ihre Darstellungen in einem Pontrjaginraum.

Als zweite Anwendung werden in Kapitel 5 verschiedene verallgemei-
nerte Resolventen von z-selbstadjungierten und z-hermiteschen Operatoren
charakterisiert.

1. Pontrjaginrdume

1.1. Geometrie und Topologie. Es sei & ein komplexer linearer
Raum, in dem eine hermitesche Form [-|-]:8X & — C gegeben ist.

Ein Element f von & wird nichinegativ (bzw. positiv, neutral, usw.)
genannt, wenn [f|f]=>0 (bzw. [f|f]1>0, [f|f]=0, usw.) gilt.
Entsprechende Definitionen gelten auch fiir Teilriume von 2.

Ein Paar von Vektoren f,g (von Teilmengen M, M ) des Raumes
Q heiBt m-orthogonal (beziiglich [-|-]), in Zeichen f Ll g (M L N),
wenn [f1g]=0 ([flg]l=0 firalle fEM, geN) ist. Fir jede Teil-
menge M von & ist die Menge derjenigen Vektoren f, die zu I s-ortho-
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gonal sind, ein Teilraum von € ; man nennt ihn das z-orthogonale Kom-
plement M- von M . Eine Teilmenge M heiBlt total, wenn M+ = {0} .

Falls in einem Teilraum Mt ein Vektor f # 0 existiert, der auch
zu M- gehort, heiBt M (oder die Form [- | -] auf M) entartet.

Der Raum & heilt ein n -Lineal (wobei x eine natiirliche Zahl ist),
falls die Form [- | -] auf & genau x negative Quadrate hat; dies bedeutet,
daf3 alle negativen Teilrdume von € die Dimension < x haben und
mindestens ein solcher Teilraum der Dimension 2 existiert. In diesem
Fall nennt man die Form [-|-] ein m-Skalarprodukt. Ist das s, -Lineal
¢ nicht entartet, so heiit & ein Praepontrjaginraum (mit » mnegativen
Quadraten).

In dem Praepontrjaginraum & erklidren wir zwei Konvergenzbegriffe
folgendermaBen: Eine Folge (f.) in & konvergiert gegen f€ L, fo—f,
falls die Relationen 1) [f.|ful— [f1f], 2) [falg]l — [f|g] fiir alle
g aus &, gelten. Wenn nur die zweite Bedingung erfiillt ist, sagen
wir, dall (f,) schwach gegen f konvergiert, f. = f.

Der Praepontrjaginraum & gestattet eine (i. allg. nicht eindeutige)
Zerlegung als direkte Summe zweier z-orthogonaler Teilrdume:

(L.1) e = Q4+
wobei &4 (bzw. L.) positiv (bzw. negativ) ist und dim Q- = » gilt.

Die Zerlegung (1.1) erzeugtin  eine nichtentartete positive hermitesche
Form, d.h. ein gewohnliches Skalarprodukt, (-]-):

(1.2) (flg) == [f+ 19— [f-19-1;

dabei sind fi,g+ (bzw. f_,g_) die Komponenten der Elemente f,g
von & in &; (bzw. Q) beziiglich der Zerlegung (1.1). Der Raum &
versehen mit der Form (1.2) ist ein Praehilbertraum und

(1.3) gl < ifilg. fir alle f,g9 € €,
wobei ||f]l:= (f | f)M2 ist.

Wenn in einer Zerlegung (1.1) des Praepontrjaginraumes L der Teil-
raum &+ vollstindig (d.h. ein Hilbertraum) beziiglich des =-Skalar-
produktes [-|-] ist, so gilt dasselbe fiir jede solche Zerlegung; in diesem
Fall heillt & Pontrjaginraum (mit x negativen Quadraten) oder = -Rawm,
den wir im folgenden haufig mit 77, bezeichnen. Dann ist 7, := &
ein Hilbertraum beziiglich des Skalarproduktes (- |+) aus (1.2).

Bekanntlich 148t sich jeder Praepontrjaginraum & zu einem Pontrja-

ginraum ¢ vervollstdndigen. 1)

1) Man beachte, daB aus f, = f in & i. allg. nickt f, = f in f} folgt.
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Wir bemerken, da3 in 7, die Relation f, —f (bzw. f.—f) genau
dann gilt, wenn f, gegen f im Sinne der oben eingefithrten Norm |||
konvergiert (bzw. schwach konvergiert). Im folgenden beziehen sich die
topologischen Begriffe auf diese Normtopologie.

1.2. Operatoren in /7,.2) KEs sei jetzt [/, ein Pontrjaginraum und
T ein dicht definierter Operator in 17, . Wir erklaren den m-adjungierten
Operator T+ von T folgendermallen: ®(7+) ist die Menge aller Elemente
g €11,, zu denen ein Element & € I/, existiert mit [T f|g] = [f|]
fur alle f€D(T); und es sei T+g:=h.

Wir bemerken, dafl diese Definition fiir einen in 77, dicht definierten
Operator mit Werten in einem anderen Pontrjaginraum 77 verall-
gemeinert werden kann. Insbesondere gilt fiir 7' € 3(/7,;11),) auch
T+ € PB(1,;1IT) .

Einen in /7, dicht definierten Operator 7' nennen wir m-hermitesch,
wenn T cT+, d.h. [Tflgl=1[f|Tg] fir alle f,g €D(T), und =-
selbstadjungiert, wenn 1T = T+ gilt. Jeder =-hermitesche Operator
T gestattet eine Abschliefung, die mit 7++:= (T+)* zusammenfillt.

Ein Operator P € 9%([1) mit P+=P2=1 (:=der identische
Operator auf I/ ) heillt n-orthogonaler Projektor.

Sei jetzt 7T ein Operator in 7, der nicht notwendig dicht definiert
ist. Wir nennen 1" a-kontrahierend, falls [T f|T f]1 <[f|f] fir alle
f aus D(T) gilt; steht in dieser Beziehung stets das Gleichheitszeichen,
so ist 1" m-isometrisch. Ein z-isometrischer Operator 7' heilt m-unitdir,
wenn D(T) = R(T) = II, ist. Ein Operator 7' ist genau dann m-unitér,
wenn T T+ =T+T =1 gilt.

Jeder dicht definierte m-isometrische Operator 7' mit einer dichten
Wertemenge ist stetig und also durch Stetigkeit zu einem m-unitiren
Operator auf 77, fortsetzbar.

1.3. @-Kern. Ist & ein z,-Raum und X eine nichtleere Menge,
so nennen wir eine Abbildung K : X XX — 73(®) einen &-Kern (auf X ).

Definition 1.1. Der &-Kern K hat auf X genaw x negative Quadrate,
wenn folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

) Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen: 7(X;J)) := die Menge aller
Abbildungen von X in 9); 9%(X;Y)) := die Menge aller Operatoren (d. h. lineare
Abbildungen) aus F(X;Y)), die stetig sind; B (X) := F3(¥;¥). Zu einem Operator
T wird mit D(T), R(T) bzw. N(T) die Definitions-, Werte- bzw. Nullmenge von
T bezeichnet.
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1) K(z,y) = K(y,x)+ far alle z,y € X.
2) Far jede naturhche Zahl n >1 wund fir beliebige endliche Folgen
1<isn 0 O und ()<<, 0 X hat die (nach 1) hermitesche) Matrix

([K(xisxj) ;| ui])lgi,jgn

hochstens x megative Higenwerte und fir mindestens eine solche Wahl von
n und (w), (x:;) genauw x negative Higenwerte.

Ist insbesondere » = 0, so heifit der &-Kern K positiv definit.

Wenn wir zum Beispiel einen x,-Raum /7, mit dem zn-Skalarprodukt
[+ |-], betrachten sowie als & die komplexe Ebene C und als X den
Raum 7, wahlen, so hat der C-Kern [-|-] :[7 XII[,— C auf II,
genau x negative Quadrate. Dabei ist also C ein np-Raum, d.h. ein
Hilbertraum, mit dem Skalarprodukt [A|u]:= Au, und die Menge
“B(C) ist natiirlicherweise mit C identifiziert.

()

2. Reproduzierende Kerne

2.1. Definition und Eindeutigkeit. In diesem Kapitel sei & ein
7,-Raum mit dem z-Skalarprodukt [-|-] und X eine nichtleere Menge.

Definition 2.1. Es set € c 7(X;®) ein a-Raum. Ein &-Kern K
wird einen reproduzierender Kern fir € genannt, falls folgende zwei Be-
dingungen erfullt sind:

1) Fiar olle y€X, u€® gehort die durch z+> K(xy)u erkldrte
Abbildung K(-)uw:X— @ zu €.

2) Firalle y€X, w€®, f€CE hat K diereproduzierende Eigenschaft:

(2.1 @) lu] = [ KCy)ul.

Wir bemerken, daf3 diese Definition z.B. auch dann sinnvoll bleibt,
wenn € nur ein Praepontrjaginraum ist.

Falls man als & die komplexe Ebene C und als € ein Hilbertraum
mit Skalarprodukt (- |+) wahlt sowie “3(C) mit C identifiziert, erhalt
man die klassische Definition des Hilbertraumes mit einem reproduzierenden
Kern. In diesem Fall hat die reproduzierende Eigenschaft (2.1) die Form

fy) = (F1E(C)
Um die Eindeutigkeit von K und € zu zeigen beweisen wir zuerst

Lemma 2.2. Sei € C F(X;®) ein Pontrjaginrawm mit einem reprodu-
zierenden Kern K . Dann ist die Menge

(2.2) F i={K(y)u|y€X, ue®}
total in G, d.h.¥ a. LH.§=GC.
3)  Wir schreiben: 1. H. := lineare Hiille; a.l. H. := abgeschlossene lineare

Hiille.
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Beweis. Gehort f zu ', so ergibt sich aus (2.1)

0 = [fIK(y)u] = [f(y) | u]

fir alle y €X, w €& . Demzufolge ist f=0, d.h. § ist total.

Satz 2.3. Ein Praepontrjaginraum € C F(X;®) hat hiéchstens einen
reproduzierenden Kern.

Falls wmgekehrt K ein reproduzierender Kern fir zwei Pontrjagin-
rdume ist, fallen diese Rdiume zusammen.

Beweis. A. Falls € die reproduzierenden Kerne K und K’ hat,
folgt aus (2.1)

[fIECy) v — K(y)u] = [f(y) | u] —[f@y) [u] = 0

fir alle f€C, y€X, u€®. Somit ist K(y)u= K'(,y)u, also
K =K'.

B. Seinun K ein gemeinsamer reproduzierender Kern fiir Pontrjagin-
rdume € und €' . Dann ist aber nach Lemma 2.2 € =a.1. H.§ = €',
denn @ hangt nur von K ab.

Der reproduzierende Kern hat die folgende charakteristische Eigenschaft:

Satz 2.4. Ist Cc #(X;®) ein n-Raum mit reproduzierendem Kern
K, soist K ein &-Kern mit hichstens x megativen Quadraten.

Spéter werden wir zeigen, dal3 dieser Satz sich umkehren lafBt.

Beweis. Sind «,y € X und u,v €@ beliebig, so erhalten wir aus (2.1)

[K(@y)w|v] = [K(y)u| K(w)v] = [K(x)v | K(.y)u]
= [K(y2)v|u] = [u]| K(y2)v] = [K(y2)tu]|v].

Somit ist K(x,y) = K(y,x)* .
Sei nun n > 1 beliebig sowie (u,);<;<, und (2;);<;<, beliebige endliche
Folgen aus & bzw. X¥. Dann gilt

(K (wi,2)) wj | wi] = [K(25) % | K(2) w) .

Da die Elemente K(-,x;)u; in € liegen und das n-Skalarprodukt [- | -]
von € genau x negative Quadrate hat, folgt daraus, da K hochstens
x mnegative Quadrate hat.

2.2. Existenz eines reproduzierenden Kerns. Jetzt wird untersucht,
wann ein Pontrjagintraum € c F(¥;®) einen reproduzierenden Kern hat.
Satz 2.,5. Es set €C #HX;®) ein Praeponirjaginraum. Fiar die
Existenz eines reproduzierenden Kerns fir € ist notwendig, daf3 der durch

(2.3) o(f) 1= f(¥) (f € C)
fir beliebige y € X definierte Operator ¢ : € — & schwach stetig ist.
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Falls insbesondere € ein Pontrjaginraum ist, ist diese Bedingung auch
hinreichend far die Existenz eines reproduzierenden Kerns.

Beweis. A. Sei zuerst € ein Praepontrjaginraum mit reproduzie-
rendem Kern K . Dann ist ¢, schwach stetig, weil aus (2.1) und (1.3)

loy(f) 1]l = [[f@) [u]l = [[f | KCy)ull < [IfIIE

folgt.

B. Sei nun € ein Pontrjaginraum. Da der Darstellungssatz von
F. Riesz auch fiir das n-Skalarprodukt giiltig ist (siehe [4], Lemma 2.1)
und nach Voraussetzung [p,(-) | %] in “B(C;C) liegt, existiert fiir jedes
y €X und u € @ ein eindeutiges Element K,(u) € €, so daBl die Beziehung

(2.4) [oy(f) 1] = [f | Ky(u

fir alle f€ € besteht. Man verifiziert leicht, daB dann K, in %(®;C)
liegt. Demzufolge gibt es zu K, einen z-adjungierten Operator K €
PB(C;®) derart, daB

(2.5) Ky flul = [f| K, u]
fir alle fEC, €@ gilt.
Wir definieren eine Abbildung K : ¥ x X — “%(®) durch
K(zy) = K] K,

firalle ,y € X und zeigen, dal K ein reproduzierender Kern fiir ¢ ist.
Zuerst folgt aus (2.5), (2.4) und (2.3) fiir alle 2 €X, f€C, € G
die Relation

(2.6) [KSflul = [f 1 Keu] = [puf) | 2] = [f(@) | o],
also ist K f = f(x) . Damit erhalten wir
(2.7) K(@y)w = K7 (K, w) = (K, u) ().

Demzufolge liegt K(-,y) u = K,» in € firalle y€X, u€®.
Der &-Kern K hat auch die reproduzierende Eigenschaft (2.1), denn
nach (2.6) und (2.7) gilt

L) [u] = (K7 flu] = [f1KCy) ],

Somit ist der Satz bewiesen.

Folgerung 2.6. Jeder abgeschlossene mnichtentartete Teilraum eines
Pontrjaginraumes € mit dem reproduzierenden Kern hat auch einen repro-
duzierenden Kern.

Sei namlich €, c € ein solcher Teilraum. Nach Satz 2.5 ist der in
(2.3) erklarte Operator ¢,:E— & schwach stetig und deshalb ist auch
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die Einschrinkung ¢,le¢, schwach stetigz. Da €; ein Pontrjaginraum
ist, folgt aus Satz 2.5 die Behauptung.

In diesem Fall kénnen wir den z-orthogonalen Projektor auf €, aus-
rechnen:

Satz 2.7. Set € c #X;G) ein Pontrjaginraum und €, C € ein
nichtentarteter, abgeschlossener Teilrawm mit reproduzierendem Kern K, .
Dann ist der durch

(2.8) [(Prf) @) [w] = [f | Eu(sy) u]

fir alle fEC, y€X, u€® gegebene Operator P, der m-orthogonale
Projektor von € auf €.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dall Relation (2.8) den Operator P,
eindeutig bestimmt.

Nach Vorraussetzung ist € in der Form € = G, L G darstellbar.
Sei f=f, + ft die entsprechende Zerlegung von f aus . Dann gilt
fir alle y€X, u€®

[(Pf) () [u] = [fI Ei(y) u]l = [fy | KiCy) w] = [fi) [ ],

denn fi L Ki(y)u. Alsoist P f=/f,.

Folgerung 2.8. Seien € F(X;®) ein Pontrjaginraum und €;,
1 =1, 2, 2wet abgeschlossene nichtentartete Teilrdume mit den reproduzieren-
den Kern K;, sodafs € als die direkte und m-orthogonale Summe von €
und E, darstellbar ist. Dann hat € den reproduzierenden Kern K :=
K +K,.

Beweis. Es ist klar, daB K(-,y) u furalle y €X, u €& zu € gehort.

Der Kern K hat aber auch die reproduzierende Eigenschaft, denn
aus Satz 2.7 folgt

() [u] = [(Py+ Po)f) (y) | u]
= 1 ECy) u] + [F 1 KoCoy) wl = [f | K(oy) v]

fir alle fEC, y€X, uw € ; dabei bezeichnet P; den m-orthogonalen
Projektor von € auf C;,7=1,2.

2.3. Konvergenz und Separabilitit. Zuerst werden wir untersuchen,
wie die Konvergenzen in € und & voneinander abhangen.

Satz 2.9. Es sei Cc HX;®) ein Pracpontrjaginraum mit dem
reproduzierenden Kern K. Wenn eine Folge (f.) in € schwach gegen
f €€ konvergiert, so konvergiert die Folge (fu(x)) fir jedes x € X schwach
gegen f(x) .

Aus der reproduzierenden Eigenschaft folgt namlich fiir alle = €%,
u€®
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[fa(@) ] = [fa | K(2)u] — [f | K(2)u] = [f(2) | «],

d.h. fu(z) = f(z) fir jedes x €X.

Dieser Satz 1aBt sich partiell umkehren:

Satz 2.10. Es sei € c 7(X;®) ein Ponirjaginraum mit reproduzie-
rendem Kern. Wenn eine beschrinkie Folge (f.) in € so gegeben ist, dafs
fal@) = f(x) fir alle x €X mit f€E gilt, so konvergiert die Folge (fu)
in € schwach gegen f.

In der Tat, fiir alle x €X, w €@ gilt

[fa | K(2)u] = [fa@) |u] = [f(@) [w] = [f [ K(2)u].
Nach Lemma 2.2. ist aber die Menge {K(,z)u|xz€X, u €@} total
in €. Da die Folge (f.) beschrinkt ist, folgt daraus die Behauptung.

Um die Separabilitit von € zu untersuchen setzen wir jetzt voraus,
daB X ein separabler topologischer Rawm ist.

Satz 2.11. Essei € c F(X;®) ein Pontrjaginraum mit reproduzieren-
dem Kern K, und seien die Elemente von € schwach stetig. Ist & separa-
bel, so ist auch € separabel.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es abzihlbare Mengen §) in ¥ und
$ in @ so,daB Y bzw. H dicht in ¥ bzw.in @ liegt.

Wir beweisen, daf3 die abzidhlbare Menge

%2},(} = {K(J/)ulyeg)’ % €Y}

total in € ist. Gehort namlich f€ € zu Ty, 4, so folgt aus der reprodu-
zierenden Eigenschaft

0 = [fIKCy) ul = [f(y) | u]
fir alle y €9, v €H. Somit ist fly = 0. Andererseits ist f stetig
und & ein Hausdorffscher Raum beziiglich der schwachen Topologie.

Demzufolge gilt notwendig f= 0.
Also ist € separabel.

3. Vervollstindigung der Pontrjaginrdume und induzierte Riume

3.1. Vervollstindigung. Es sei wieder X eine nichtleere Menge und
®& ein Pontrjaginraum.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann ein Praepontrjaginraum € C
F(X;®) sich zu einem Pontrjaginraum & in der Weise vervollstdndigen
1aBt, daB auch & eine Teilmenge von 7(X;®) ist.

Satz 3.1. Es sei Cc YX;®) ein Praepontrjaginraum. Fir die
Existenz eines den Raum € als eine dichte Untermenge enthaltenden
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Pontrjaginraumes Gc HX;®) mit reproduzierendem Kern ist notwendig
und hinreichend, daf} die folgenden Bedingungen erfullt sind:

1) Far jedes y €X ist der Operator frf(y) von € in & schwach
stetig.

2) Far jede Cauchyfolge (f:) in € mit det Bigenschaft fuly) = 0 far
alle y €X gilt [fulfu] —0.

Die Vervollstindigung & st eindeutiy.

Bewets. A. Wir zeigen zuerst die Notwendigkeit. Aus Satz 2.5 folgt, daB
1) erfiillt ist. Seinun (f,) eine Cauchyfolge in € mit f.(y) = 0 fiir jedes
y € X . Dann hat diese Folge einen Grenzwert f in & . Nach Voraussetzung
und Satz 2.9 gelten fiir alle y € X die Beziehungen f.(y) = 0 und fu(y) =
fly), alsoist f= 0. Daraus folgt 2).

B. Um die Hinlinglichkeit zu zeigen stellen wir € in der Form

C = G+ G (dim G- < o)

dar und vervollstindigen den Praehilbertraum €. zu einem Hilbertraum,
der von Abbildungen gebildet ist.

Zu diesem Zweck definieren wir 6}+ als den linearen Raum aller
Abbildungen f € 7(X;®), fir die je eine Cauchyfolge (f,) in €4 mit
fal@) = f(x) fiur jedes « € X existiert.

Man kann eine Norm auf €, durch

Ifi° = lim |fa]
erklaren, wobei (f:) eine zu f€@+ gehorige Cauchyfolge in €4 ist.

Wir zeigen, dall diese Definition sinnvollist. Weil (f.) eine Cauchyfolge
ist, existiert der Grenzwert in R . Ferner sei (f,) eine andere Cauchyfolge
in G mit f.(x) —f(@). Dannist (f. — f.) eine Cauchyfolge in G, mit
(fa — f)(x) = 0. Aus 2) folgt, daB [fu — fu | fu — fi] — 0 also f, — f.—0

gilt. Demnach erhalten wir

lim |ful — im |f)l| < Hm|f. —fil = 0,

n—o n—o n—>ow
d.h. lim ||fu| = Lim ||f;] .
n—>o n—o
Von den Normeigenschaften von [|° wird hier nur die positive

Definitheit verifiziert; die anderen sind offensichtlich. Sei zuerst f= 0
in €;. Dann gibt es eine Cauchyfolge (f.) in €, mit fu(z) —~0. Aus
2) folgt

IfI"? = Lm|If? = lm [fu[fa] = 0,

n—-oo n—> o

also ||f|® = 0. Sei umgekehrt ||f|” =0 fiir f€ @+ und (f.) eine ent-
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sprechende Cauchyfolge in E; mit fu(x) —~ 0. Nach 1) gibt es eine
Konstante M,, > 0 mit der Eigenschaft

(3.1) fal@) [l < M0/l
fir alle x €X, v € & . Demnach gilt

f@) | ] = lm [[fu2) 2] | < M, him|f.)| = M, |fI> =

n—>o n—>oo

Somit ist f=0.
Der Raum €4 ist in (§+ enthalten, denn fiir f€ €, ist die Folge
(f») mit f.:=f eine Cauchyfolge, die die Eigenschaft f.(x) = f(z) hat.

AuBerdem gilt ||f||~ =||f]/. Der Raum €, liegt sogar dicht in &, . Ist
namlich f in G, , so gibt es eine Cauchyfolge (f,) in G mit ||f]" =
lim||f.]. Dann hat man
lim [[f — fu" = lim (lim |[f — fa) = O.
Wir beweisen nun, daf} E\E.,L vollstandig ist. Dazu sei (f.) eine beliebige

Cauchyfolge in (_3:3\* Dann kann man eine Cauchyfolge (f.) in €. so
finden, daB

(3.2) lim||f, —f)1° = 0

gilt, denn €, liegt dicht in @+ Nach (8.1) ist (fu(x)) fiir jedes z € X
eine schwache Cauchyfolge in & . Da & auch schwach vollstandig ist,
existiert fiir jedes z € X ein Element f(z) € & mit fu(z) = f(z). Man
sieht unmittelbar, dafl die Abbildung f zu (A gehort und f, —f gilt.
In der Tat, aus (3.2) folgt

lim(fo — fI° < lim|f. —f,1" +1lim|f, — fi7 = lim (lim [If; — ful) =0

n—>0 n—>o n—x n—sL m-—>x0

Fir f,g € @+ definieren wir

[f 1913 := limlim [f. | gm],

n—>o m-—>o

wobei (f.) (bzw. (¢.)) eine zu f (bzw. ¢ ) gehdrende Cauchyfolge in
G+ 1st Es lst leicht zu verifizieren, dal die Abbildung (f.9)— [f |9l

von (§+ X (,+ in C eine wohl definierte hermitesche Form ist, fiir die

[FIFT = e

gilt. Also ist E\S+ ein Hilbertraum.
A A .
Wir bilden die direkte Summe € := €. -+ - und setzen
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[f1g]™ = [f+1g+1} + [f-19-]

fiur f,g € @3 , wobei fi, g+ (bzw. f—,g-) die Komponenten der Elemente
f,9 in f&\+ (bzw. €_) sind. Dann bildet €5 G den gewiinschten Pontrja-
ginraum, in dem € dicht liegt. Aus (3.1) und Satz 2.5 schlieBt man
weiter, dall der Raum € einen reproduzierenden Kern hat.

C. Um die Eindeutigkeit der Vervollstindigung von € zu beweisen,
nehmen wir die Existenz einer anderen solchen Vervollstandigung G
von € an. Gehort ein Element f zu G, so ist f der Grenzwert einer
Cauchyfolge (fu) in €. Nach Satz 2.9 gilt dann f.(z) = f(), also liegt
fin €. Falls umgekehrt f in & ist, gibt es eine Cauchyfolge (f,) in €
mit f.(x) = f(x) . Dann hat diese Folge einen Grenzwert f’ in G. Aus
Satz 2.9 folgt, daB f' = f ist. Somit gilt G = G und die a- Skalarprodukte
von G und (S, miissen auch iibereinstimmen, da € dicht sowohl in G
als auch in G liegt.

Folgerung 3.2. s set € C F(X;®) ein Praepontrjaginraum mit
reproduzierendem Kern K . Ein € wmfassender Pontrjaginraum G mit
reproduzierendem Kern K existiert genaw dann, wenn Bedingung 2) aus
Satz 3.1 erfullt ist.

Der Beweis der Notwendigkeit von 2) verlauft genau so wie Teil A
des Beweises von Satz 3.1.

Umgekehrt folgt aus Satz 2.5, dall Bedingung 1) von Satz 3.1 erfiillt
ist. Demnach existiert ein € umfassender Pontrjaginraum & mit repro-

duzierendem Kern K’. Da G dichtin & liegt, miissen die Kerne K und
K' ibereinstimmen.

Es sei noch vermerkt, dal die Ridume € wund (\E in Satz 3.1
und Folgerung 3.2 die gleiche Anzahl negativer Quadrate haben.

3.2. Induzierte Rdume. Es sei wieder X eine nichtleere Menge
und @& ein Pontrjaginraum. Wir zeigen nun, dall Satz 2.4 sich folgender-
mafBen umkehren 1aBt:

Satz 8.3. Ist K ein &-Kern auf X, der = mnegative Quadrate hat,
dann existiert ein w-Raum ©C F(X;®) mit reproduzierendem Kern K .

Genauer, der Raum © st die Vervollstimdigung der Praepontrjaginrauwmes
Q, der alle Abbildungen f:X — & der Form

(3.3) Zm (.93) w:

mit y; €X und w; € enthdlt; das =m-Skalarprodukt von & ist durch
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(3.4) gl i= 3 > Ky u | v

i=1 j=1

gegeben fiar f und
(3.5) 7= > K(a)y
i=

Beweis. Es ist klar, daf} die oben definierte Menge & einen komplexen
linearen Raum bildet. Die fiir f,g € & giiltigen Beziehungen

(3.6) [flg] = Z [f@) [ v] = 2 (wi [ 9(9)]

zeigen, dall [f|g] unabhingig von der Darstellung von f bzw. ¢ ist.
Die Abbildung [-]:]:2 X & — C, die offensichtlich eine hermitesche
Form ist, hat nach Voraussetzung genau x negative Quadrate auf &.
Sie ist auch nichtentartet, denn aus [f]g] = 0 fiir alle g € & folgt nach
(3.6)

= [FIECy) u] = [fly) | ]

firalle y €X und « € ¢, also f=0.

Somit bildet & einen Praepontrjaginraum, der nach (3.6) den repro-
duzierenden Kern K hat. Wir zeigen noch, dal Bedingung 2) von Satz 3.1
erfiillt ist. Dazu sei (fi) eine Cauchyfolge in & mit der Eigenschaft
Suly) = 0 fir alle y €X. Mit Hilfe von (3.6) erhalten wir

(3.7) felg]l = Z[fk (&) [v] — 0

fir alle g€ . Als Cauchyfolge ist (fi) beschrankt, d.h. |fil] < M,
und somit ergibt sich weiter

W lfdl < WATMI A+ U= A 6] < i i) + M fi — fil.

Aus (3.7) und dieser Beziehung folgt die Relation [fi 'fi]—0.

Nach Folgerung 3.2 ist Satz 3.3 damit bewiesen.

Wir bemerken noch, dafl Satz 3.3 in [7] — [10] fiir verschiedene spezielle
Kerne sogar im Pontrjaginraum bewiesen ist.

4. m-unitire Darstellungen von Gruppen
4.1. Definitionen. Als erste Anwendung der obigen Resultate unter-

suchen wir Darstellungen von Gruppen in einem Pontrjaginraum. Zuerst
geben wir einige Definitionen.
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Eine Menge X heiBt eine *-Halbgruppe, wenn in X eine assoziative
Komposition (x,5) —xy und ein Einselement ¢ sowie eine Involution
x> a* gegeben sind, d.h. fiir alle @,y ,z €X gelten die folgenden Rela-
tionen

1) z(yz) = (y)z =: 2yz;

2) xe = ex = «;

3) e¥ = e, a** = x und (vy)* = y*a*.

Offenbar ist jede Gruppe eine *-Halbgruppe, wenn man nur z* := 2!
setzt.

Unter einer Darstellung der *-Halbgruppe X in einem Pontrjaginraum
® versteht man eine Abbildung U : X — “5(®) mit den Eigenschaften

(4.1) Ue) =1, Uwy) = Ul) Uly), Ul*) = Ul)*

firalle z,y €X.

Die Darstellung U einer *-Halbgruppe X in & heilt bis auf eine
Isomorphie eindeutig bestimmt, falls fiir jede andere Darstellung U’ von
¥ in ' ein m-isometrischer Operator V € “B(®;®) mit U'(y) =
V-r Uy)V fir alle y €X existiert.

Ist insbesondere X eine Gruppe (mit a* = a'), so besteht die
Durstellung U aus z-unitdren Operatoren. In diesem Fall spricht man
von einer s-unitdren Darstellung.

4.2. Darstellungen von *-Halbgruppen. In diesem Abschnitt sei X
stets eine *-Halbgruppe und @& ein z -Raum. Die folgenden zwei Sitze
verallgemeinern einige Resultate von B. Sz.-Nagy aus [16].

Satz 4.1. Sei U eine Darstellung der *-Halbgruppe X in einem &
umfassenden 7w -Raum € und T die durch

T(x) := Pg Ul)lg

fir alle x €X definierte Abbildung, wobei Pg der m-orthogonale Projektor
von € auf & ist. Dann gilt:

1) T(e) =1 und T(x*) = T(x)* furalle x €X .

2) Der durch

(4.2) K(zxy) .= T(x*y) (z,y €X)
definierte &-Kern auf X hat hochstens = negative Quadrate.
3) Fir alle z und (%)<=, in X sowie alle (u)1<;c, tn & gult

Z U(x,) Ui :

i1 |

n

(4.3) 2. [K(z @i,z a5) v | u]l < IUE)P

i,

In der Tat, aus den Definitionen folgen unmittelbar die Eigenschaften
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1) und 2). Relation (4.3) erhilt man aus (4.2), (4.1) und (1.3) folgender-
mafen:

Z [K(z i,z %)) lu,]

i,j=1

2 Ul U U) U) w |
— UG UR M < [UGRI?
fi= 3 Uw)ui €6.

mit

Satz 4.1 1aBt sich umkehren:

Satz 4.2. Hs seo T:X— B(®) eine Abbildung mit den Eigen-
schaften:

1) T(e) =1 und T(x*) = T(x)* firalle x €X .

2) Der &-Kern (x,y) — K(x,y) := T(x* y) auf X hat genaw » negative
Quadrate.

3) Faralle z und (v)12ic, in X sowie alle (u)i<, in & gilt

| ZH[K(Z i,z %) v | ui]]l < M| D [K(woay) | w)

ij=1 ij=1

(4.4)

mit einer Konstante M, > 0 .

Dann  existiert ein & umfassender m-Raum G C F(X;®) mit dem
reproduzierenden Kern K wund eine Dmstellung U von X in € derart,
daf fir alle x € X gilt

(4.5) T(@) = Pg U(x) g,

wobei Pg den m-orthogonalen Projekior von € auf & bezeichnet. Fir €
gilt weiter

(4.6) C=alH{Uyu|yeX, ue®}.

Wenn € wnd U diese Bedingungen erfallen, ist die Darstellung bis auf
etne Isomorphie eindeutig bestimmit.

Beweis. Nach Satz 3.3 existiert ein 7z -Raum € c 7(¥;®) mit repro-
duzierendem Kern K. Wir kénnen & in G durch u> K (,e) u einbetten,
den es gilt [K(-,e)u | K(-,e)v] = [u | v] fiir alle »,v € G .

Bei beliebiger Wahl von f = > K(-,y:) «; aus der in Satz 3.3 definierten

i=1
Menge € und von y € X setzen wir

Uy f) (@) ZKyryl i = fly* @)

fir alle « €X. Dann sieht man leicht, daB U(y) ein Operator auf &
ist und
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(+7) UG f = 3 K6y v

gilt.
Fiir alle ¥,z €X sowie f und g aus & (mit den Darstellungen (3.3)
bzw. (3.5)) gelten

m

(4.8) Ule)f = 2 K(,ey)w = [,

i=1

(49) U@) UGS = > Uly) (K, 2y u) — iK( ey = Uly2)f

i=1

und
(4100 [Uflgl = le Ky y w o] = 2 2 K™ 2,y i | o]
1= J— i= :
=713k a | = Ui Ten .
i1
Wir zeigen, daB der Operator U(y) in € stetig ist. Fiir f,g € & mit
f— 0 erhalten wir nach (4.10)

Uy flgl =1f1U@EF* gl —0
und auf Grund von (4.10), (4.9), (4.4)

W1 U = [0w* )] 1] = {i (K™ yve.0) v |

i,j=1 l

| m
= EEK(yye,yyj)ujiuﬂll < M,

= M, |[f|f]l = 0.

Somit ist U(y) stetig und laBt sich also stetig auf € fortsetzen, denn &
liegt dicht in €. Diese Fortsetzung, die wir auch mit U(y) bezeichnen,
besitzt offensichtlich die Eigenschaften (4.8)—(4.10) fiir alle f,g aus
C,d.h. U:¥— %B(C) ist eine Darstellung von X in €.

Betrachten wir zwei Elemente % ,v von & und die zugehdrigen
Elemente K(,e)u, K(,e)v von &, so gilt

[U@y) w|v] = [Uy) (K(.e)w) | K(.e)v] = [K(.y)u | K(.e) ]
= [K(e*,y)u|v] = [T(y)w|v],

2. 1[K(‘!/i 2 Yi) % | wil

i,j=

also (4.5).
Gehort f zu &, so hat man nach (4.7)

f=2Kty)u = Z Uly) (K(e) w) = > Ulys) wi.
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Da @ dichtin € liegt, folgt hieraus Relation (4.6).

Um die Eindeutigkeit der Darstellung zu beweisen, nehmen wir an,
daB U’ eine andere Darstellung von X in €’ mit den in Satz 4.2 genannten
Eigenschaften ist. Zwischen den Mengen & :=1H.{U'(y)u|y€X,
u€@ } und L=1H.{Uy)u|y€X,u€®} definieren wir eine Ab-
bildung V durch

U(y,) Ui .
i=1

13

Vf = V(ZIU’(yi) W) 1= f =
Dann ist V m-isometrisch:

VIV =S W) Ko w) | Uy Eee) )]

=1

= > Ky wlw) = [f 111
i,j=
Mann sieht leicht, dal V:Q — @ bijektiv ist. Demzufolge 1iBt V
sich stetig und z-isometrisch auf €’ fortsetzen, denn &' (bzw. ) liegt
dicht in ¢ (bzw. €). Fur f' € Q" gilt weiter

VUGV = VUGS = V(3 Ul w)

m

=>Ulyy)uw = Uy)f,

i=1

woraus die Behauptung folgt.

4.3. Darstellungen von Gruppen. Wie in 4.2 sei ¢ ein 7 -Raum.
Weiter setzen wir voraus, dall X eine Gruppe ist. Das folgende Resultat
ist eine Verallgemeinerung von Theorem 1 aus [12], S. 401.

Satz 4.3. Jeder m-unitiren Darstellung U der Gruppe X in &
entspricht ein &-Kern K auf X mit den Eigenschaften

1) K hat genaw x negative Quadrate;

2) K st binksinvariant, d. h. fir alle x,y,z €X gilt

(4.11) K(zx,zy) = K(xy)

und

3) K(ee)=1.

Umgekehrt entspricht jedem &-Kern K auf X mit den Eigenschaften
1)—3) eine m-unitire Darstellung U wvon X in einem & wumfassenden
a,-Raum § .

Diese Zuordnung ist durch
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(4.12) K(xy) = U@ 'y)

far alle x,y €X gegeben.

Beweis. A. Wenn ¥ eine m-unitire Darstellung U in & hat, so
besitzt offensichtlich der durch (4.12) definierte &-Kern K die Eigen-
schaften 1)—3).

B. Es sei nun ein &-Kern K mit den Eigenschaften 1)—3) gegeben.
Nach Satz 3.3 existiert dann ein 7,-Raum € c Y(¥;®) mit reprodu-
zierendem Kern K. Wie im Beweis von Satz 4.2 bettenwir & in € durch
wt> K(-,e) u ein und definieren auf dem Teilraum & aller Abbildungen

f:X¥— & der Form
f= ZIK(',%) Ui

einen Operator U(y) durch (4.7). Fir U(y) gelten dann die Beziehungen
(4.8)—(4.10).

Wir zeigen noch, daBl U(y) n-isometrisch ist. Aus (4.11) folgt fiir
g€

U f1U@ g1 = | 2 Koy y) IZIK Y %) U

s
T

Ky, vy lnd = 5 3 K wl o) = (/4]

1

i

Wir kénnen also U(y) zu einem m-unitiren Operator in “%(€) fortsetzen,

denn g liegt dicht in €. Demzufolge ist U : X — “%(€) eine m-unitéire
Darstellung.
Aus (4.11) folgt fir alle 2,y €X und w,v €

(U@ y)u|v] = [K(, 27 y)u | K(.e)v]
= [K( "2,z y)u|v] = [Kxy)w ],
also gilt (4.12).
Folgerung 4.4. Es sei T:X-— B(®) cine Abbildung mit T(e) = I
und T(x™) = T(x)*" furalle xt €X.
Hat der durch
K(zy) := T(xy)

fir alle x,y €X definierte &-Kern K auf X genaw = negative Quadrate,
so existieren ein & wumfassender m,-Raum € mit dem reproduzierenden
Kern K wund eine m-unitdre Darstellung U von X in € mit

(4.13) T(x) = Pg Ux) |g (x € X)
und
(4.14) C=alH{Ux)u|z€X, ued}.
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Diese Darstellung ist bis auf eine Isomorphie eindeutig bestimmd.

In der Tat, der &-Kern K erfiillt offensichtlich die Bedingungen
1)—3) von Satz 4.3 und demzufolge auch die Voraussetzungen von Satz 4.2.

Im Falle eines Hilbertraumes ist diese Folgerung in [17] (Theorem 7.1,
S. 25) dargestellt.

Aus Folgerung 4.4 erhalten wir die folgende Erweiterung eines Satzes
von B. Sz.-Nagy [16] (siehe auch [17], S. 28—29): ¢)

Satz 4.5. Ist V € B(I1) ein m-kontrahierender Operator im Pontrja-
ginraum Il , so besitzt V eine minimale m-unitire Dilatation; d.h. es
existieren ein m-Rawm II, > IT, und ein m-unitirer Operator U € (1)
so, da 3 gilt:

Ve =P U, (n=0,1,2,...);

I}zza.l.H.{U"u{uGH ,m=0,41,...}.

k3

Dabei ist P der m-orthogonale Projektor von ]i auf 11, .
In Folgerung 4.4 wird fur X die (additive) Gruppe Z aller ganzen
Zahlen und fur 7' die durch

IVn fir n > 1,

Tn):=1, 0 fir n =0,

l (V) fiir n <1

definierte Abbildung 7 : X — %(I1,) gewihlt. Dann kann man wie in [17],
S. 28—29, zeigen, dal fiir den zu 7' gehorenden Kern K gilt

K Cnm) wy |w] = o [ 20] + 2 (L= V+ V) | 2]
l,J: m=

dabei ist (vm) eine beliebige Folge in I7, derart, daB v, = 0 nur fir
endlich viele Indizes. Da V x-kontrahierend ist, folgt daraus, daf K
genau x negative Quadrate hat. Aus Folgerung 4.4 folgt nun die Behaup-
tung, wenn man nur U := U(1) setzt.

5. Verallgemeinerte Resolventen eines s-hermiteschen Operators

5.1. Grundbegriffe. Als zweite Anwendung der Theorie betrachten
wir jetzt verschiedene verallgemeinerte Resolventen eines m-hermiteschen
Operators. Zuerst seien einige Definitionen und Resultate gegeben. (Siehe
insbesondere [7].)

%)  Herr Heinz Langer hat dem Verfasser freundlicherweise mitgeteilt, daB
D. Z. Arov einen anderen (unveréffentlichten) Beweis fiir dieses Resultat gegeben hat.
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In diesem Kapitel ist I7, immer ein z,-Raum und A4 ein in I, dicht
definierter abgeschlossener z-hermitescher Operator.
Der Operator A besitzt z-selbstadjungierte Erweiterungen, die mog-

licherweise in einem Oberraum I/, von I, wirken. Das Spektrum
jeder m-selbstadjungierten Erweiterung 4 von A liegt im Streifen

X,:={z€C||Imz| <h,},
wobei h, > 0 nur von A abhéngt. AuBlerhalb von X, gilt die Absetzung
(5.1) A — 2Dy < 1(Tmz] — hy) .

Es sei ]~Ix ein Oberraum von II, und A ein a-selbstadjungierter
Operator in ﬁz . Ist R die Resolvente von 4, d.h. R(z):= (4 —z 1~)‘1

€ LD;?(INIK) fir z € Q(A) , und P der m-orthogonale Projektor von I7,
auf I7,, so heiflt die durch

(5.2) Ri) = PRy (z € o(d))

definierte Funktion R eine wverallgemeinerte Resolvente des m-selbst-
adjungierten Operators A. Wenn 4 speziell eine Erweiterung von A
ist, so nennen wir R eine wverallgemeinerte Resolvente des m-hermiteschen
Operators A .

Wir wihlen ein «>h, und setzen II] := D(A*), versehen mit
dem z-Skalarprodukt

[w|v]y = a?[u|v] + [ATu | A 0] (u,v € DAY)).

Dann ist nach [14] I} ein Pontrjaginraum von Grundelementen beziiglich
IT,. Sei IT7 der zugehdrige Pontrjaginraum verallgemeinerter Elemente.

Ist R eine verallgemeinerte Resolvente von A, so liegt R(z) in
W(IT ; IT}) ; demzufolge konnen wir die zugehdrige erweiterte verallgemeinerte

Resolvente R durch die Gleichung
Re) = BE® (2 €od))
definieren, d.h. es gilt ﬁ(z) € W%(I17;11) und

(5.3) [Re) e | f] = [& | R@) f]

fir alle « €I, f€II,. Dann ist R(z) die Erweiterung des zunéchst
auf IT, definierten Operators R(z) auf [7; durch Stetigkeit.

Wir wollen nun die oben eingefiihrten verschiedenen verallgemeiner-
ten Resolventen charakterisieren.
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5.2. Verallgemeinerte Resolventen eines w-selbstadjungierten Operators.
Im Folgenden sei M > 0 eine Konstante und

e o) := {it|t>M}.

Der folgende Satz verallgemeinert ein entsprechendes Resultat von
R. Shonkwiler [13]; man vergleiche auch [9] und [18].

Satz 5.1. Ist R eine werallgemeinerte Resolvente eines mn-selbst-
adjungierten Operators A in ]i D11, so gilt:

1) Der durch

Ze
z—0
definierte II -Kern K oauf W@E o) (mit M:=2hy ) hat ' negative
Quadrate fir ein gewisses ' mit 0 < x" <.

2) Far jedes f€II,  konvergiert (— i1t)R(it)f schwach gegen f,
wenn [ — o0 .

Umgekehrt, hat eine Funktion R :W(i oo)— B(1) die Eigenschaften
1)—2), so existiert eine verallgemeinerte Resolvente eines m-selbstadjungierten
Operators, die mit R in W(i 20) zusammenfillt.

Beweis. A. Sei zuerst R cine verallgemeinerte Resolvente eines
m-selbstadjungierten Operators A, d.h. (5.2) gilt.

Um die Eigenschaft 1) zu zeigen bemerken wir zuerst, dafl aus der
Hilbertschen Relation unmittelbar die Beziehung

(5.5) R(Z) — R() = E— O PRE RO,

(5.4) K(z,0) := (B(z)* — R(0))

folgt. Dies ergibt
[K(zi2) fi | f] = 22 [P RE) Rz fi | ] = [ R&) fi |2 Riza) fi)

fir alle (z)2ic, in W(E) und (f);o;=, in II,. (Dabei setzen wir
M :=2hz.) Somit hat der /7 -Kern K hochstens x negative Quadrate.

Seiennun F € IT, und § € D(A) beliebig. Aus (1.3) und (5.1) erhéilt man
(=i RGo) —DF 171l = [—ARa0 F 11 < RGO FIIAG)
<=t FllAg o,
wenn t—> oo . Fiir jedes F €I, ist die Menge { — it R(i¢) F |t> M)
auch beschrankt:
I—dt R &) Fll <t —ha) | Fll < 217

Da D(A4) dicht in .ﬁk liegt, folgt — it R(it) f—F und auf Grund von
(6.2) auch — ¢t R(it)f—f fir alle f€I,.
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B. Wir beweisen jetzt die Umkehrung. Dazu konstruieren wir einen
Pontr]agmraum H DII, und einen m-selbstadjungierten Operator A
in ]Y derart, dafl (5.2) gilt in U(z ).

Nach Satz 3.3 existiert ein z,-Raum 1%, c J(U(i «);/7,) mit repro-
duzierendem Kern K . Der Teilraum & von I}, habe dieselbe Bedeutung
wie in Satz 3.3.

Wir zeigen, daB fiir jedes f €1, die Folge (K(-,in)f), n> M,
in @ eine Cauchyfolge ist. In der Tat, fiir jedes K(-,{)g in & gilt nach
Voraussetzungen

(5.6) [K(,in)f— K(,im)f]|K(Q)g]
H Tin ) Zim

= (R({)" — R n)) — z—— (R({)F — R(im)) flg
{—1i1n —a1m

:g{;__l) —(m—l)}[flR(Z:)g]

n
(€ —in)t[(—in) R(in)f|g]

(& —im)[(—im)R@m)f|g] =0,
wenn m , n —> oo . Analog erhdlt man

[K@én,in)f|fl = 3[(@nREn)"T 4+ (—in)R@in)f|lg] —0
und
[K@m,in)f|f]
= (m+n)t{nlim R@m)* f|f]+m[(—in)R@En)f|f]} =0,

wenn m ,n — o . Daraus folgt fiir m ,n — oo
[(K(-,in) — K(,tm)) f| (K(,in) — K(-,2m)) f]
=[KG@n,in)f|fl-+[K@im,im)f|f]l—2Re[K@Em,in)f|f]—0.

Nach dieser Beziehung und (5.6) ist (K(-,in)f) eine Cauchyfolge, die
in I1% konverigiert. Der Grenzwert wird mit K(-,7 oo)f bezeichnet.
Fir K(-,i o) f€II) und K(-,2)g € gilt

(5.7) [K(,2)g | K(,i0)f] =lim[K(in,2)g|fl= —2[RE)qg][]

und
[K(-,% ) g | K(,4 ) f] = lim [K(-,in) g | K(-,7 o) f]

n—o

= lim (—in) [R(@in)g [f] = [g [f]-

n—>-oo
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Deshalb kénnen wir den Raum 7, in II) einbetten durch die Identi-
fizierung f+> K(-,7 o) f. Dann ist notwendig » <%’ und somit weil
in 1) »" < % vorausgesetzt wurde, schlieBlich »" = .

Man kann weiter wie in [13] einen m-hermiteschen Operator in I7°

bilden: Fiir ¢ := > K(-,z)/f; € & setzt man
j=1

n

Ag:=>z{K(,z) —K(,i0)}f .

j=1

Es 1aBt sich leicht zeigen, da A ein in [7) dicht definierter z-
hermitescher Operator ist, den wir o.B.d.A. als abgeschlossen voraus-
setzen konnen.

Wir wollen jetzt (5.2) zeigen. Dazu bilden wir fiir z € lI(¢ o) den
Operator 4 — 21 :

(Ad—z)(K(,0f) ==K, 0f—LK(,i0)f
fur K(-,{)f € . Insbesondere gilt
Wahlt man M > 0 so groBl, da M > h, ist, so erhilt man daher
(5.8) A—2z)(K(,i0)f) = —2z1K(,2)f.

Wir erweitern A zu einem m-selbstadjungierten Operator A, der
in einem Oberraum /7, von I1° wirkt. Dann folgt aus (5.7) und (5.8)

[R@)f1g] = —2[—2RR)flg]l = — 2 [K(,2)f| K(,i ®)g]
= [(4d — 2Dy (K(-,i o) f) | K(-,i ©)g]
= [P(A—zI) (K(,i o) f)| K(,i©)g],

wobei P den m-orthogonalen Projektor von 1~I/_ auf II, bezeichnet.
Dies bedeutet, da R mit der verallgemeinerten Resolvente P (4 —z I)-1| m,
von A in U(s o) iibereinstimmt. '

5.3. Verallgemeinerte Resolventen eines m-hermiteschen Operators. Al
Spezialfall erhalten wir aus Satz 5.1

Satz 5.2. Ist R eine verallgemeinerte Resolvente eines m-hermiteschen
abgeschlossenen Operators A in II,, so hat sie Eigenschaften 1) und 2)
aus Satz 5.1 (mit M:=2h,) und

3) esexistieren ein Punkt w € W(¢ o) und ein Teilraum M C II, derart,
daf Rw) auf M injektiv ist, R(w) M dicht in II, liegt und Bezie-
hung
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(5.9) Rw)*f — Rw) f = (® — w) R(w)* R(w) f

fir alle f €M besteht.

Umgekehrt, hat eine Funktion R:W(i o) — B(II,) die Eigenschaften
1)—3), so existiert eine verallgemeinerte Resolvente eimes m-hermiteschen
abgeschlossenen Operators in I, die mit R in (i o) zusammenfdllt.

Beweis. A. Ist R eine verallgemeinerte Resolvente eines m-hermi-
teschen abgeschlossenen Operators, so ist R insbesondere eine verallge-
meinerte Resolvente einer m-selbstadjungierten Erweiterung A von A .
Also hat R nach Satz 5.1 Eigenschaften 1) und 2).

Um 3) zu beweisen wihlen wir ein beliebiges w aus U(¢ o0). Setat
man M := R4 — w I), so sieht man leicht, daBl R(w)|y = (4 — w I)™?
gilt. Aus dieser Relation folgt unmittelbar Eigenschaft 3).

B. Wir zeigen nun die Umkehrung. Dazu setzen wir ®(4) := R(w) M
und

(5.10) Af:= Rw)ytf+wf (feEDM4)).

Dann ist A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator in I7,.
Der Operator A ist sogar z-hermitesch. In der Tat, fiir alle Elemente
f=Rw)f, und g = Rw)g, von D(4) mit f,,g, €M gilt nach (5.10)
und (5.9)
[Af19] = [fl{g]+w[flg]
= [(R(w)" — B(w) + R(w)) f | ] +w [f 9]
= (@ — w) [wau 91]-r[fi91 -w[flg]
= #[flg]+[flg] = [fog].
Andererseits wissen wir aus Satz 5.1, dall R eine verallgemeinerte
Resolvente eines m-selbstadjungierten Operators A in 1T ist, d.h. (5.2)

7

gilt. Es bleibt deshalb nur noch zu zeigen, dal A eine Erweiterung
von A ist.
Zu diesem Zweck beweisen wir

(5.11) R(w)\mz = (;1 - wj) lw = R(w) gy -

Sei also f; = R(w)1f€M mit f€ D(A) beliebig und Ji:=Rw)f,.
Da A #-hermitesch ist, erhalten wir

0 =Im[Af|f] = Im{{fy | Rw)fi] +w[f[f]}
=Im{[(A—w)F | Fl+wf I/} = Imw) {{f1f]—[J1 | Fl}-

Somit gilt fiir alle f; € M
(5.12) [Rw) fy | Rw) fi] = [R(w) f | Rw)f,] -
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Schreiben wir R(w) in der Form
Rw)fy = (I — P) Rw) f, + Rw) f,
fir f, €M, so folgt aus (5.12)
[ — P) Rw) fi | (I — P) Rw) f;] = 0

fir alle f, €M . Auf dem Teilraum I7::= {f~€ ]i lf_L I1,} ist aber
das z-Skalarprodukt [ |-] positiv definit und daher gilt

(I —P)Rw)|y = 0,

woraus (5.11) folgt.
Aus (5.11) und (5.10) ergibt sich unmittelbar, daB A eine n-selbst-
adjungierte Erweiterung von A4 ist. Somit ist Satz 5.2 bewiesen.

5.4. Verallgemeinerte Resolventen fiir vorgegebenen Operator. Wenn
wir noch spezieller fragen, wann eine Funktion R eine verallgemeinerte
Resolvente eines worgegebenen abgeschlossenen z-hermiteschen Operators
A ist, liefert Satz 5.2 die folgende Antwort:

Satz 5.3. Sei A ein abgeschlossener m-hermitescher Operator in IT,.
Dann  hat jede verallgemeinerte Resolvente R wvon A die Eigenschaften
1)—2) aus Satz 5.1 und

3) Rw)(Ad—wl)f = Rw)y* (A4 —wI)f=Ff firen we€U@l x)
und alle f€ D(4).

Umgekehrt, hat eine Funktion R :1(i o) — WB(I1,) diese Eigenschaften,
so existiert eine verallgemeinerte Resolvente von A , die mit R in U(i o)
zusammenfallt.

Beweis. A. Die Notwendigkeit aller Bedingungen folgt unmittelbar
aus der Relation Rw)f= A —wI)'f, fERMA —wlI), und aus
Satz 5.2.

B. Wir zeigen daher die Hinlidnglichkeit der Bedingungen 1)—2)
und 3’). Zuerst wiahlen wir die Konstante M > h,. Sei w € 1(i «)
fixiert und M := R(4 — w ). Dann folgt aus 3') fiir alle f€ M

(6.13) RBw)f=Rw)(Ad—wl)( A —wl)'f=A—wl)lf.

Der Operator R(w)|y ist also injektiv und R(w) M = D(4) liegt dicht
in I, . Auf Grund von (5.13) und 3’) gilt weiter

R(w)*f = R(w)* (4 — wI) Rw)f,
R(w)f = R(w)* (4 — @ I) R(w) f

fir alle f€MM . Substrahieren wir diese Gleichungen voneinander, so
ergibt sich Relation (5.9).
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Nach Satz 5.2 ist R also eine verallgemeinerte Resolvente eines z-
hermiteschen Operators A, in II, . Dieser Operator ist durch

A f := Rw)f+wf, f€D4,) = Rw)M,

gegeben. Weiter stimmt 4; mit 4 iiberein. In der Tat, D(4;) = R(w) M
= ®(A4) und nach (5.13) gilt

Af = Ry f+wf= (A —wDf+wf=Af

fiir alle f€ O(4,) = D(4). Satz 5.3 ist damit bewiesen.
Die Sitze 5.2 und 5.3 verallgemeinern einige Resultate von A. V. Straus
[15]; er betrachtet aber auch nicht dicht definierte Operatoren.

5.5. Erweiterte verallgemeinerte Resolventen. Wir charakterisieren
noch die erweiterten varallgemeinerten Resolventen eines m-hermiteschen
Operators.

Satz 5.4. Seien A ein abgeschlossener m-hermitescher Operator im
Pontrjaginraum II,, IIT der aus D(AT) gebildete Pontrjaginraum von
Grundelementen und II,; der zugehirige Pontrjaginrawm verallgemeiner-
ter Elemente.

Jede erweiterte verallgemeinerte Resolvente R won A hat die folgenden
Eigenschaften:

1) Die Abbildung A+~ R(2)]| m, Ust eine verallgemeinerte Resolvente
eines abgeschlossenen m-hermiteschen Operators in 11, .

2) Es gibt ein w € W(i ) derart, daf
(5.14) Rwy(4d —wlu =u
fiur alle w € D(A4) gilt.

Umgekehrt, hat eine Abbildung R :WU( o) — WB(II;;11) die Eigen-
schaften 1) —2), so existiert eine erweiterte verallgemeinerte Resolvente von A ,
die mit R in U(i o) dabereinstimmd.

Beweis. A. Die Notwendigkeit ist klar, denn Ar> R(4)|; ist eine
verallgemeinerte Resolvente des Operators A . :

B. Umgekehrt, sei A+> R(2)] m, eine verallgemeinerte Resolvente
eines abgeschlossenen m-hermiteschen Operators A; in I7, derart, dafl
(5.14) gilt. Dann existiert eine m-selbstadjungierte Erweiterung A, von

A4 in ]~Ix mit der Eigenschaft
(5.15) RAf=PA —21)f

fiir alle f€1II,. Diese Gleichung besteht zuerst nur in U(i o0), aber
wir kénnen A R(A)] n, durch diese Relation fiir alle 1 € o(4,) definieren.

Aus (5.14) und (5.15) folgt fiir alle u € D(A)
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w=Rw) (A—wlu

=P@A,—wl)?r 4, —wl) (4 —w) (A4 —wl)u

=Ad,—wl)t'(A—wlhu.
Daher erhalten wir A4; = A4 wund somit ist A+ R(4)] i, eine verallge-
meinerte Resolvente R des Operators A . '

Wir miissen noch Relation (5.3) zeigen. Dazu seien « € I, f €11,

beliebig. Da I, dicht in I liegt, gibt es eine Folge (f.) in 77, derart,
daBl f,—a gilt. Demzufolge erhalten wir

[R(A) @ | f] = lim [R(A) fu | f] = lim [fu | R) f] = [2 | R(7) f].

n—ow n—o

Somit ist R eine erweiterte verallgemeinerte Resolvente von A4 .

Universitat Jyvaskyla
Mathematisches Institut
SF-40100 Jyvaskyld 10
Finnland
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