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Einleitung

0.1. In d.ieser Note wird die von N. Aronszajn, S' Bergman und

M. G. Krein entrvickelte Theorie der Hilberträume mit einem reproduzie-

renden Kern (siehe [I], [2], [6] und weitere in [11] ziLiefie Arbeiten) in
zwei Richtungen verallgemeinert: Anstatt komplexwertiger Funktionen,

die einen Hilbertraum bilden, werden hier aeldorwertige Abbildungen

betrachtet, die einen Pontrjagi,nraum bilden Diese Verallgemeinerung

ist von L. de Branges l3l in einem spezialfall durchgefiihrt; er betrachtet

analytische Vektorfunktionen, die einen Hilbertraum bilden.

0.2. Im ersten Kapitel sind Grundbegriffe der Theorie der Pontrja-
ginräume gesammelt. Fiir weitere Resultate sei auf [4], 15] und [7] verwiesen.

Die Kapitel 2 und 3 enthalten die Theorie der Pontrjaginråume mit
einem reproduzierenden Kern. Dabei sind nur die v'ichtigsten und in den

Anwend.ungen vorkommenden Resultate aus [1] und [11] fiir den verall-
gemeinerten Fall iibertragen.

Als erste Anwendung betrachten wir in Kapitel 4 *-Halbgrupppen

und Gruppon sowie ihre Darstellungen in einem Pontrjaginraum.
Als zweite Anwendung werden in Kapitel 5 verschiedene verallgemei-

nerte R esolventen von z-selbstadjungierten und z-hermiteschen Operatoren

charakterisiert.

1. Pontrjaginräume

l.l. Geometrie unal Topologie. Es sei I ein komplexer linearer

Raum, in dem eine hermitesche X'orm ['I']:,8xI-tC gegeben ist.

Ein Element / von I wird ni,chtnegati,a (bzw. ltosi,ti,a, neutral, usw.)

genannt,, wenn lf lll>0 (bzw. t/ l/l > 0, U l"fl : 0, usw.) gilt.
Entsprechend.e Definitionen gelten auch fiir Teilräume von I .

Ein Paar von Vektoren f ,g (von Teilmengen ,Jt, yI ) des R'aumes

t heihb w-orthogonal, (beziiglich t' | 'l ), in Zeichen f L g (YJl I yt),

wenn fflg\:O (t/lgl:0 fiiralle f e»!t, gesJt) ist. X'iir jedeTeil-

menge IJt von I ist die Menge derjenigen vektoren /, die zu ult z-ortho-
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gonal sind, ein Teilraum .tron I ; man nennt ihn das n-orthogonale Korn-
pl,ement SJtr von SJI . Eine Teilmenge IJt heiBt total, wenn IJi' : {O} .

n'a[s in einem Teilraum »t ein Vektor f + O existiert, der auch
zv IJtl gehört, heiBt IJt (oder die Form [. 1.] auf I[t) entartet.

Der Raum ,8 heiBt ein n*-Lineal (wobei x eine natiirliche Zahl isl),
falls die X'orm [. | .] auf 8 genau x negatiae Quadrate hat; dies bedeutet,
daB alle negativen Teilräume von g die Dimension 4x haben und
mindestens ein solcher Teilraum der Dimension z existiert. fn diesem
X'all nennt man die n'orm t. I .l ein n-Skalarprodu,kt. Ist das n,-Lineal
8 nicht entartet, so heiBt I ein Praeytontrjagi,nraum (mi,t x negati,uem

Quad,raten).
fn dem Praepontrjaginraum 8 erklären wir z'lvei Konvergenzbegriffe

folgendermaBen: Eine X'olge (/,) in 8, konaerg,iert gegen 
"f 

€ 8, f"---f ,

falls die Relationen l) lf"lf")-- lf lfl, 2) lf"lil --* [/lg] fiir alle
g aus 8 , gelten. Wenn nur die zweite Bedingung erfiillt ist, sagen
u,ir, daB (f") schwach gegen f konaergiert, f^ =- f .

Der Praepontrjaginraum I gestattet eine (i. allg. nicht eindeutige)
Zerlegung als direkte Summe z'weier z-orthogonaler Teilräume:

(1.r)

( 1.2)

( 1.3)

wobei ,8+ (bzw. 8- ) positiv (bzrv. negativ) ist und dim 8- : z gilL.
DieZerlegung (f .1) erzettgt in .8 eine nichtentartete positive hermitesche

tr'orm, d. h. ein gewöhnliches Skalarprodukt, (. I .) :

U i s) :- lf* I s+l lf- I s-1;

dabei sind f+ , g+ (bzw. f- , g-) die Komponenten der Element" f , g
von I in ,8+ (bzw. ,8- ) beziiglich der Zerlegung (1.1). Der Raum I
versehen mit der Form (f .2) ist ein Praehilbertraum nncl

fiir alle ,f , {/ € I ,

rryobei ll/ll :: (,f l,f)t/, ist.
Wenn in einer Zerlegwg (1.I) cles Praepontrjaginraurnes I der Teil-

raum ,8+ vollständig (d. h. ein Hilbertraum) beziiglich cles z-Skalar-
produktes [. | .] ist, so gilt dasselbe fiir jecle solclie Zerlegung; in diesem
n'all heiBt 9 Pontrjagi,nraum (mi,t x negcttit*en Quo,draten) oder n,.-Raum,
den wir im folgenden häufig mit ff, bezeichnen. Dann ist ff,.:: !,
ein Hilbertraum beztiglich des Skalarproduhtes (. | .) aus (1.2).

Bekanntlich låBt sich jeder Praepontrjaginraum I zu einem Pontrja-
ginraum §l vervollständigen.1)

1) Man beachte, da8 aus f* + I in I i. allg. n'iclfi f, + ,f in 0 folgt.
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Wir bemerken, daB in ff, die Relation f"-->f (bzw. f"*/)genau
dann gilt, r,venn /, gegen / im Sinne der oben eingefiihrten Norm ll.ll
konvergiert (bzw. schwach konvergiert). Im folgenden beziehen sich die
topologischen Begriffe auf diese Normtopologie.

1.2, Operatoren in 1f,.2) Es sei jetzt II, ein Pontrjaginraum und
T ein dicht definierter Operator in II, . Wir erklären den n-ad,jungierten
Operator T+ von 7 folgendermaBen: S(7+; ist die Menge aller Elemente
ge n,, zu denen ein Element heII, existiert mit lf f lgl:lf lhl
fiir alle / € S(7) ; und es sei ?+ g :: h .

Wir bemerken, daB diese Definition fiir einen in II, dicht definierten
Operator mit Werten in einem anderen Pontrjaginraum n:, verall-
gemeinert werden kann. fnsbesondere gilt fflr T e'7A[1,;n_,) auch
T+ e 'M@:,;Ir*).

Einen in fI* dicht definierten Operator 7 nennen wfu n-herm,i,tesch,
wenn TcT+, d.h. gf lS1:Vlf il fiir alle f ,geS(?) , und z-
selbstad,jungiert, wenn ? : T+ gilt. Jeder z-hermitesche Operator
f gestattet eine AbschlieBung, die mit l++ i: (l+)+ zusammenfäIlt.

Ein Operator P e.M1n; mit P+ : pz - 7 ( :: der identische
Operator a;uf ff, ) heiBt n-orthogonal,er Projektor.

Sei jetzt T ein Operator in If *, der nicht notwendig dicht definiert
ist. Wir nennen T n-kontrahi,erend,, falls Wf l?f|<lf )f] fiir alle
/ aus S(7) gilt; steht in dieser Beziehung stets das Gleicliheitszeichen,
so ist 7 n-,isometriscå. Ein z-isometrischer Operator 7 heiBt n-un,itcir,
wenn D(7) : ,t(7) : If , ist. Eiu Operator 7 ist genau dann z-unitär,
wenn 7T+:T+T:I gllt.

Jeder dicht clefinierte z-isometrische Operator 7 mit einer dichten
Wertemenge ist stetig und also durch Stetigkeit zu einem z-unitären
Operator aluf If* fortsetzbar.

1.3. 6-Kern. Ist 0 ein z,-Raum und X, eine nichtleere Menge,
so nennen wir eine Abbildung K:X,xX=->"B(@) einen @-ffern (auf X, ).

Definition 1.1. Der @-Kern K hat auf X, genau x negatiue Quad,rate,
wenn folgende zwei Bed,ingungen erfii;llt sind,:

2) Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:
Abbildungen von X, in D ; '/A(I ,?)) ,- die Menge
Abbildungen) aus 7(X,;») , die stetig sind; ?AU() :-
T wird mit S(") , m(7) bzw. St(") die Definirions-
T bezeichnet,.

Z(X;D) : - die Menge aller
aller Operatoren (d. h. lineare

"A(X,;X,) 
. Za ernem operator

, Werte - hzw. I{ullmenge von
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l) K(r,A) : K(g,r)+ fur alle r , Y € {, .

2) Xar jede natiirliahe Zahl n ) I unil, fur beli,ebi,ge end,li,che ?olgen
(ur)1.r=* im @ und, (r,)r=,=" i,n X, hat d,i,e (nach 1") hermi,tesche) Matri,r

(lKlr,,r,) ui I uJ)4,,13*

höchstens x megati,ue Ei,genwerte und, f'tl,r mind,estens ei,ne solche Wahl aon

n unil, (u;) , (*) genau x negat'i,ae Eigenwerte.
Ist ,i,nsbesond,ere x:0 , so hei,Bt il,er @-Kern K posi,ti,u d,efini,t.

Wenn wir zum Beispiel einen z,-Raam ff , mit, dem z-Skalarprodukt

[. I .]" betrachten sowie als 6 die komplexe Ebene C und ais ff den
Raum n, wählen, so hat der C-Kern ['l'],: ff,xlfn-->C auf n*
gena,u z negative Quadrate. Dabei ist also C ein zo-Raum, d. h. ein
Hilbertraum, mit dem Skalarprodukt U, l pl r: Li, und. die Menge
%Q) ist natiirlicherweise mit C identifiziert.

2. Reproiluzierende Kerne

2.1. Definition und Einaleutigkeit. In diesem Kapitel sei 6 ein
z,-Raum mit dem z-Skalarprodukt [' I '] und ff eine nicht'leele Menge.

Definition 2.1. Es se'i, G c 7(fr;6) e'in n,.-Raltm. Ein @-Kern K
w,i,ril, e,i,nen regtroiluzi,erend,er Kern fiir § genannt, falls folgend,e zwe'i Be-
dingunge% erfirlh sinil :

1) F,itr alle yeX,lte
Abbild'urbg K(,y) u: ff -+ 6

2) l,ilrall,e yeX, %e@ ,/€0 hat K
(2. 1)

6 gehört die durch n å K(r,y) u erklcirte

Z'lt, G .

lf(v)lul: lf lK('
d'ie r epr od,uzi er e%d e E i,g enschaft :

,a) uf .

B. auch dann sinnvoll bleibt,Wir bemerken, da8 diese Definition z.

wenn g nur ein Praepontrjaginraum ist.
Falls man als 6 die komplexe Ebene C und als G ein Hilbertraum

mit Skalarprodukt, (. I .) wählt sowie ?ä(C) mit C identifiziert, erhält
man die klassische Definition des Hilbertraumes mit einem reproduzierenden
Kern. In diesem Fall hat die reproduzierende Eigenschaft (2.1) die X'orm

l@) : ff I K(,v)) .

Um die Eindeutigkeit von K und § at zeigen beweisen wir zuerst
Lemma 2,2. Bei, @,c7G;6) ei,n Pontrjaginraum n'r'it einem reproilu-

zi,erenrlen Kern K . Dann i,st d,ie Menge

(2.2) 8:: {K(.,y)ulyeE,,ue@)
total i,n @, d.h.3) a. 1. H.8 : g.

8) Wir schreiben: l. H. :: lineare Hiille; a. l. H. :: abgeschlosseno linearo
IIiille.
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Bewei,s. Gehört j uo 8', so ergibt sich aus (2.1)

o : ["f I K(.,a) u] : lf(y) | u)

fiir alle y eX, ue@. Demzufolge ist "f: 0, d.h. $ ist total.
§atz 2.3. Ein Praeltontrjagi,nraum G c 7(ff;6) hat höchstens e,inen

r ep r od,uz'i, er end, en K er n.
Ialls umgekehrt K ein reprod,uzierenil,er Kern fltr zwei, Pontrjagin-

raume ist, fallen d;iese Rciume zusd,nlnle%.

Bewei,s. A. X'alls g die reproduzierenden Kerne K und X' hat,
folgt aus (2.1)

lf lK(',y)u- K'(',a)u) : lf@)lul-U@)lu7 : 0

fiir alle "f€9, yeX,ue@. Somit ist K(.,y)u:K'(.,y)u, also
K:K'.

B. Sei nun K ein gemeinsamer reproduzierender Kern fiir Pontrjagin-
räume G und 0'. DannistabernachLemma2.2 §,:4. 1.H.8:G',
denn I hängt nur Yon K ab.

Der reproduzierende Kern hat die folgende charakteristische Eigenschaft:
Satz 2.4. Ist G c 7(ff;6) e,i,m n*-Raum mit reprod,uz,ieremil,em Kern

K , so i,st K ei,n @-Kern mit höchstens x negati,aen Quad,raten.
Später werden wir zeigen, da8 dieser Satz sich umkehren läfit.
Bewe,is. Sind r,yeX und z,ae @ beliebig,soerhaltenwiraus(2.1)

lK(",y) u I a) : LK(',y) u I K(',r) a) : LK(',r) u I K(',9) ul

: yX1y,*1, 1"1 : l,u I K(A,*) al : lK(y,r)+ u I af .

Somit ist K(r,y) : K(y,r)+ .

Sei nun n )> L beliebig sowie (2,)r=;<o rnd (rr)r=rs. beliebige errdliche
X'olgen aus 6 bzw. X,. Dann gilt

lK(a,r) q I utl : lK(',nj) q I K(',r;) u;l .

Da die Elemente K(.,r)u1 in @ liegen und das z-Skalarprodukt [. 1.]
von G gena,u z negative Quadrate hat, folgt daraus, daB K höchstens
z negative Quadrate hat,.

2.2. Existenz eines reproiluzierenilen Kerns. Jetzt wird untersucht,
wann ein Pontrjaginraum § c 7(X,;@) einen reprod.uzierenden Kern hat.

Satz 2.5. Es sei $,cV(tr;@) ein Praeltontrjaginraum. E,ii;r d,ie

Eristenz ei,nes reprod,uz,i,erenil,em Kerns filr § ,ist notwend,i,g, d,ap d,er d,urch

(2.3) wff) :: f(s) (/ € g 
)

fill bel,i,ebi,ge y e X, ilefi,ni,erte Operator 9 : @ -+ @ schwach steti,g i,st.
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Ealls i,nsbesond,ere @ ei,n Pontrjag,i,nraum i,st, ,tst d,iese Beil,i,ngung auch
hi,nr ei,chend, f (t r d,i,e E r,i,st enz ei,nes r epr od,uzi er end,en K er ns.

Bewei,s- A. Sei zuerst g ein Praepontrjaginraum mit, reproduzie-
rendem Kern K . Dann ist q, schwach stetig, weil aus (2.1) und (1.3)

llqÅf) | ull : llf@) I ufl : lU I K(.,a) ull < llflllt,K(.,y) ull.

folgt.
B. Sei nun g ein Pontrjaginraum. Da der Darstellungssatz von

X'. Riesz auch ftir das z-Skalarprodukt giiltig ist (siehe l4l, Lemma 2.1)
und nach Voraussetzung [qr(.) I uf in 'il(V;C) liegb, existiert fiir jedes
y e N und. ue @ eineindeutiges Element Kr(u) € G, soda8dieBeziehung

(2.4)

ftir alle /€g besteht.
liegt. Demzufolge gibt
a3$;@) derart, daB

(2.5)

alsoist K:f -f("). Damit

(2.7)

Der 6-Kern K hat allch clie

nach (2.6) und (2.7) gilt

lvrff)lu)- lf lKr(u)l

Man verifiziert leicht, da8 dann Ky in %16;G)
es zLt Ky einen n-adjungierten Operator K; €

erhalten wir

fiir alle f e V, ue @ gilt.
Wir definieren eine Abbildung K : X, x ff -+ %16; durch

K(r,y) :: Kf Ky

fiiralle n,Ueff und zeigen, da8 K einreproduzierenderKernfiir O ist.
Ztersb folgt aus (2.5), (2.4) und (2.3) ftir alle ue X., 

"f 
€ g, zc € 6

die Relation

(2.6)

in g fttralle y €tr, Le €g
reprocluzierencle Eigenschaft (2. I ), denn

lf(a) I ul : lKf f I u) : lf i I{(.,y) tt) .

Somit ist der Satz ber,yiesen.

Folgerung 2.6. Jed,er abgeschlossene nichtentartete Teilraum e,ines
Pontrjagi,nra,u,nles @, mi,t d,em reprod,uzierenden, I{ern hat auch e,inen, repro-
iluzi,erenilen Kern.

Sei nämlich §, c @ ein solcher Teilraum. I{ach Satz 2.5 ist der in
(2.3) erklärte Operator gr: @ --- @ schwach stetig und deshalb ist auch
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die Einschränkung gyle, schwach stetig. Da O1 ein Pontrjaginraum
ist, folgt aus Satz 2.5 die Behauptung.

In diesem X'all können wir den z-orthogonalen Projektor auf G1 aus-
rechnen:

§atz 2.7. Sei @c7(K;G) ein Pontrjag,inraum und, Grc 0 ein
nichtentarteter, abgeschlossener Tei,l,raum m,i,t reproduzierend,etn Kerm KL.
Dann ,i,st d,er d,urch

(2.8) lerfl @) I ul : [/ I Kr(.,y) u]

lrir alle 
"f 

€9, AeX, ue @ gegebene Operator Pt d,er n-orthogonal,e
Projelttor aon V auf @1 .

Beweis. Zaerst bemerken v'ir, daB B,elation (2.8) den Operator P!
eindeutig bestimmt.

Nach Vorraussetzung ist @ in der X'orm G : G, * Oi darstellbar.
Sei / : f, + f[ die entsprechende Zerlegwg von / aus @ . Dann gilt
fiiralle yeX,ue@

l@rf) (y) I u1 : [/ I Kr(.,y) u] : Url Kr(.,y) u) : Vt(y) I u] ,

denn /f L Kr(.,A) a . Also ist Prf : fr.
Folgerung 2.8. Be,ien E c 7(X;@) ein Pontrja,gi,nraum und, Oi ,

'i : L , 2 , zwe'i abgeschlossene n'i,chtentartete Teilrciume mit den reprod,uzi,eren-

d,en Kerm Ki, so daB @ als d,i,e d,i,relrte und, n-orthogonale Summe aon @y

und, §2 d,arstellbar i,st. Dann hat g il,en reprod,uz,iererud,em Kern K::
Kt* Kr'

Bewe'is. Bsistklar,daB K(.,y)u fid.talle yeff, u €6 zu @ gehört.
Der Kern K hat aber auch die reproduzierende Eigenschaft, denn

aus Satz 2.7 folgt

lf@) I ul : [((P1 + Pz)fl (a) lu1
: ["f I Rr(,y) u) + lf I Kr(.,y) u) : lf I K(.,y) u]

fiir alle .f € g, y eX, u e @; dabei bezeichnet P; den z-orthogonalen
Projektor von G auf §; ,,i : L, 2 .

2.3, Konvergenz unal Separabilität. Zrevst rverden rvir untersuchen,
wie d.ie Konvergenzen in G und GJ voneinander abhången.

Satz 2.9. Es sei, @ c 7(ff;6) ein Prae,pontrjagi,nraum mi,t d,ent

reytrod,uzierend,en Kern K . Wenn e,ine ?olge (f") ,in g schwach gegen

f e@, konaergiert, so lconaergi,ert d,i,e no@e (f"(r)) far jedes r e ff schwach
gegen f(r).

Aus der reproduzierenden Eigenschaft folgt nämlich fiir alle r e X,,
we6
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U"@)lul: lf"lK(',*)ul * lf lK(',r)ul : ff(r)lul,
d. h. /,(r) - f(r) ftir jedes r e X, .

Dieser Satz läBt sich partiell umkehren:
Satz 2.10. Es se,i, g q 7(tr;6) ein Pontrjaginraum m'it regtrod,uzie-

remil,em Kern. Wenm e'i,ne beschrcinkte Tolge (f") i,n @ so gegeben i,st, d'ap

f"(*) - f(r) fur alle r €X, mi,t f e @ gilt, so konuergi,ert d,ie Xolge (f")
i,n @ schwach, gegen f .

In der Tat,, fiir alle * efr , u€ 6 gilt

lf"lK(',r)u): lf"(x) lrl * lf@)lul: [,f lK(',r)u).
I{ach Lemma 2.2. ist aber die Menge {K(',*)ulreX,, ue @} total
in @. Da die Folge (f") beschränkt ist, folgt daraus d.ie Behauptung.

Um die Separabilität von G zu untersuchen setzen wir jetzt voraus,
daB fl ein separabl,er topologi,scher Raum ist'.

Satz 2.11. Es se'i g,CiG;@) e'in Pontrjag'i,nraum m,i,t reprod'uzierert'

d,em Kern K , und, seien d,'ie Elemente uon G schwa,ch steti,g. Ist @ segtara-

bel, so i,st auch § separabel.

Bewe,is. Nach Voraussetzung gibt es abzählbare }lengen p in ff und'

$ in CI so, daB p bzw. ,$ dicht in fr bzu" in 6 liegt.
Wir beweisen, daB die abzåhlbare Menge

$e,o:: {K(',Y)%lYe E, ueb\
total in G ist. Gehört nämlich f e @ zn 89,6 , so folgt aus der reprodu-
zierend.en Eigenschaft

0 : ["f I K(.,y) u] : lf (y) I u)

ftir alle ye»,ue$. Somit ist /lr:0. Andererseits ist / stetig
und @ ein Hausdorffscher Raum beziiglich del schl-achen Topologie.
Demzufolge gilt notu-endig /: 0 .

Also ist O separabel.

3. Vervollständigung der Pontriaginräume untl iniluzierte Räume

3.1. Vervollstäniligung. Es sei wieder ff eine nichtleere Menge und

6 ein Pontrjaginraum.
Wir wollen jetzt, untersuchen, wann ein Praepontrjaginraum @ c

V(tr;@) sich zu einem Pontrjaginruo* G in d.er Weise vervollständigen

läBt, d,aB auch G eine Teilmenge von 7(tr;6) ist.
Satz 3.1. Es se'i, @ c 7(fr;@) ei,n Praepontriagi,nraum. Xilr dde

Eyi,stenz ei,nes d,en Raum G als ei,ne d,i,ohte Unterrnenge enthal,tend'en
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Pontrjaginraunl,es @,cV(tr;@) m'i,t regtroil,uz'ierendem Kern 'i,st notwend,ig

und, hi,nrei,chend,, d,al| d,ie folgend,en Bed,i,ngungen effillt si,nd,:

L) Iiir jed,es y e X, i,st d,er Operator f r->f(y) uon @ 'i,n @ sch,wach

stetig.
2) Iar jede Cauchyfolge (f") in @, mit d,et Eigenschaft f"(a)': 0 fur

al,le yeX gi,lt lf"lf"l-->o.
Di,e Veraollstrind,i,gung &, ist ei,nd,eutig.

Bewe'i,s. A. Wir zeigen zuerst die l{otwendigkeit. Aus Satz 2.5 folgt, daB
I) erfiillt ist. Sei nun (/") eine Cauchyfolge in @ mit f"(y) ^ 0 fiir jedes

y e X . Dann hat diese X'olge einen Grenz wefi f in 0 . Nach Voraussetzung
und Satz 2.9 gelten fiir alle y e *, die Beziehunge\ f"(y) -+ 0 und f"(y)'
f(Y), also ist / : 0 . Daraus folgt, 2).

B. Um die Hinlänglichkeit, zu zeigen stellen r,r,ir G in d.er X'orm

G: G++0- (dimo- < oo)

dar und vervollständigen den Praehilbertraum §1 zu einem Hilbertraum,
der von Abbildungen gebildet ist.

Zu diesem Zweck definieren wir G* ak den linearen Raum aller
Abbildungen f e7$;@), fiir die je eine Cauchyfolge (f") in G+ mit
f"(r)-/(r) fiir jedes r€fr existiert.

Man kann eine l{orm auf G+ durch

il/il^ ,: lim il/.ll

erklären, 'wobei (f^) eine zu / e G+ gehörige Cauchyfolge in G+ ist.
Wir zeigen, daB diese Definition sinnvoll ist. trYeil (/") eine Cauchyfolge

ist,, existiert der Grenzu-ert in R . Ferner sei (/j) eine andere Cauchyfolge
in O+ mit f"(!») - f(r). Dann ist (1, - /j) eine Cauchyfolge in O1 mit
(f" - f:)(tt)- 0 . Aus 2) folgt,daB l/, - f:lf" - f^) ---0 also f" - fl-- o
gilt. Demnach erhalten wir

llim 16l - tim ll/jll l ( lim 1f" - f:ll - 0 ,
ln+@ n+@ | n+@

d. h. lim ll"f,ll : lim l/;ll .

Von den Normeigenschaften von ll'll" wird hier nur die positive
Definitheit verifiziert; die anderen sind offensichtlich. Sei zuerst 

"f 
: 0

i, 6*. Dann gibt es eine Cauchyfolge (å) i" @.. mit f*(*) * 0 . Aus

\ folgr

ll/ll^, : limllålP : tim[å l.fJ : 0,

also llfll^:0. Sei umgekehrt ll/ll' :0 fiir /eG+ und (/,) eine ent-

1t
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sprechende Cauchyfolge in G+ mit f"(*) ' 0

Konstante M *,u > 0 mit der trigenschaft

(3.1) llf"@)lu)l < M*,"llf"ll

fiiralle r€X,, ue 6. Demnachgilt

Nach 1) gibt es eine

IH(r) I ult, : rim ltå(tr) lzl I < ,",":*ll/"ll : M.,.llll^ - 0.

Somit ist /: 0 .

Der Raum @+ ist in G+ enthalten, denn fiir / € O+ ist die Folge

ffi,) mit f. r: 1 eine Cauchyfolge, die die Eigenschaft f"(r1 -- f(r) hat.
AuBerdem gilt ll/ll" : ll/ll . Der Raum @1 liegt sogar dicht in Gn . Ist
nämlich / in &+, so gibt es eine Cauchyfolge (f-) in §+ mit ll/ll^ :
lim ll,åll . Dann hat, man

lim lf/ - /"ii" : lim (lirn l1/- - /"li) : 0 .

nun, daB G. r,ollständig ist. Dazu sei (f,) eine beliebige

d. Dann kann man eine Cauchyfolge (f) in §+ so

Wir berveisell

Cauchyfolge in
finden, da8

(3.2) lim llf, - f *,,1n == 0
rr-+ @

giit, denn Ga liegt dicht in O+ . Nach (3.1) ist (f"(")) fiir jecles z € fr
eine schwache Cauchyfolge in @ . Da 6 auch schwach vollständig ist,,

existiert fiir jed.es r€ff einElement /(r)eG mih f"(m) *"f(a) . Ilan
sieht unmittelbar, daB die Abbildung 7 zo G+ gehört und /, -+/ gilt.
fn cler Tat, aus (3.2) folgt

timllå-/ll^ < limliå -f*i)n +rimll/; -fii^ : ],:(ri*llfl-.f-li) 
:0.

.A

Fii, 
"f , 

g e @+ definieren wir

Lf I sli ,: l§ ltmlf* l s^7,

wobei (f") (bzw. (9") ) eine zrt f (bzw. g ) gehörende Cauchyfolge in
G+ ist. Es ist leicht zu verifizieren, d.aB die Abbildung (f,g)r*t/lgli
von G* * G* in C eine wohl definierte hermitesche tr'orm ist, fiir die

lf lfl; : ll.fll^'
, 

gilt. Also ist §+ ein Hilbertraum.

Wir bilden die direkte Sumrne
.^,,\
G:- §+ + G- rlnd setzen
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lJ lsl^ ': ["f* ls*]i * u*ls-)

fnr f ,g e G , wobei f+ , g+ @zw. f-, g- ) d.ie Komponenten der Elemente

f , g in G* (tr*. §- ) sind. Dann bildet 6:r @ den gewiinschten Pontrja-
ginraum, in dem @ dicht liegt. Aus (3.f ) und Salz 2.5 schlieBt man

weiter, da8 der R,aum 6 eioe., reprod.uzierend.en Kern hat.
C. Um die Eindeutigkeit, der Vervollständigung von @ zu beweisen,

nehmen wir die Existenz einer and.eren solchen Vervollst'ändigung g

Cauchyfolge (Å) i" G . Nach Satz 2.9 gilt dann f"(*) ^ /(r) , also Iiegt

/ in G. X'alls umgekehrt / in G ist, gibt es eine Cauchyfolge (/-) in G

mit /"(r) =^ "f(r) . Dann hat diese X'o1ge einen Grenzwert f in @,. Aus

Satz 2.9 folgt, daB f' : f ist. Somit gilt 6 : 6 und die z-Skalarprodukte

rron G und G miissen auch iibereinstimmen, da O dicht sowohl in G

als auch in @ liegt.
Folgerung 3.2. Es se'i, O c 7(tr;6) e'i,n Praepontrjaginraum mit

regtrod,uz'i,erend,em Kern K . Ei,n @ umfassend,er Pontrjaginraum b mi,t

reprod,uz,ierend,em, Kern K er'i,sti,ert genau d,ann, wenn Bed,ingung 2) aus

Satz 3.1 erfi)llt i,st.
Der Beweis der l{otrrendigkeit von 2) verläuft gena,u so u,'ie Teil A

des Beweises von Satz 3.1.

Umgekehrt folgt aus Satz 2.ö, da8 Bedingung l) von Satz 3.I erfiillt
ist. Demnach existiert ein G umfassender Pontrjaginraum G mit repro-

d.uzierendem Kern .I(' . Da G dicht in G hegt, mtssen die Kerne 1l und
K' iibereinstimmen.

Es sei noch vermerkt, daB die Räume g und G in Satz 3.1

und Folgerung 3.2 die glei'che Anzahl negativer Quadrate haben.

3.2. Iniluzierte Räume. Es sei rvieder X, eine nichtleere Menge
und @ ein Pontrjaginraum. Wir zeigen nun, daB Satz 2.4 sichfolgender-
maBen umkehren läBt:

§atz 3.3. Ist K e'in @-Kern au! ff , d,er x negati,ue Quad,rate hat,
ilarur, eri,st,i,ert e'in n,-Raum g c 7(tr;6) mit reprod,uz'ierenilem Kern K .

Gemauer, d,er Raum @ i,st d,i,e Veruollstrind'igung d,er Praepontrjag'inraumes

8, il,er alle Abbildungen f:fr-*6 d,er Form,

13

(3.3)
i:1

K(',!i) ui

mti ye X, unil, uie @ enthrilt; d'as n-Sldarprod,ukt aon 8 ist d,urclu
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(3.4) lf I il :: Z Zlx("i,y) ut lal
,:1 j:1

gegeben far f und,

(3.5) n ,: f, K(.,2) ai .
j:r

Bewe,is. Es ist klar, daB die oben definierte Menge I einen komplexen
linearen Raum bitdet. Die fiir f ,g €,8 giiltigen Beziehungen

(3.6) lf lil: Zftollait: Ztwls(y;))j:l i: I

zeigen, daB [/ | g] unabhångig von der Darstellung von / bzw. g ist.
Die Abbildung [. 1.]:8x8--->C, die offensichtlich eine hermitesche
X'orm ist, hat nach Voraussetzung gena,u x negative Quadrate auf I .

Sie ist auch nichtentartet, denn aus U i gl:0 fiir alle g € I folgt nach
(3.6)

0 : ["f ] K(.,y) u) : Lf(y) i u)

fiiralle yeX, wd ue @,also /:9.
Somit bildet I einen Praepontrjaginraum, der nach (3.6) cten repro-

duzierenden Kern r( hat. Wir zeigen noch, da8 Bedingung 2) von Satz 3.1
erfiillt ist. Dazu sei ffn eine Cauchyfolge in I mit der Eigenschaft
lo(y)- 0 fiir alle y e X,. Mit Hilfe von (3.6) erhalten wir

(s.7) lfr I sl : 2ffr@) | u;l + o
j:r

fiir alle g € I . Als Cauchyfolge ist (fr) beschränkt, d.h. llfnll < II ,

und somit ergibt sich rveiter

llfrlfrll < lt,fl l/'ll + 
"lfn-f,)fn) 

< ,t/, l,f*l:+ t'I)fk-lil.
Aus (3.7) und dieser Beziehung folgt die Relation lf*t, fr") ---> 0 .

Nach I'olgerung 3.2 ist Satz 3.3 damit berviesen.
Wir bemerken noch, da8 Satz 3.3 in [7] - [10] fiir r-erschiedene spezielle

Kerne sogar im Pontrjaginraum be,lr,iesen ist.

4. z-unitäre Darstellungen von Gruppen

4.1. Definitionen. Als erste Anlvendung der obigen Resultate unter-
suchen wir Darstellungen von Gruppen in einem Pontrjaginraum. Zuerst
geben u,ir einige Definitionen.
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Eine Menge fl heiBt eine *-Halbgruppe, wenn in fr eine assoziative

Komposition (*,y) * r y 'ulrld ein Einselement e sowie eine Involution
rr->r* gegeben sind, d.h. fiir alle m,U,zefr gelten die folgendenRela-
tionen

1) x(yz) : (ry)z :: nAzi
2) fi,e: efr : fr;
3) e* : e, n** : r und (rY)* : A* r* .

Offenbar ist jede Gruppe eine x-Halbgruppe, wenn m&n nur o* t: n-t
set'zt'.

Unter einer Darstellung iler *-Halbgruppe X,. i,n ei,nem Pontriag'i'nraum

6 versteht man eine Abbildung U :ff,->'M(@) mit den Eigenschaften

(4.1) U(e) : l, U(ry): U(r)U(y), U(r*): Q(s)+

fiir alle r,y e X,.
Die Darstellung [/ einer *-Halbgruppe fl in 6 heiBt bi,s auf eine

Isomorphi,e ei,nd,eutig best'immt, falls fiir jede andere Darstellung U' vorr

X, in g' ein z-isometrischer Operator V e-lA(@';@) mit U'(Y):
Y-r U(y)V fiir alle A e X existiert.

Ist insbesondere fl eine Gruppe (mit x,* : r-L ), so besteht die

Dlrstellung [/ aus z-unitären Operatoren. In diesem X'alI spricht man

von einer n-uni,triren Darstellung.

4.2. Darstellungen von *-Halbgruppen. In diesem Abschnitt sei fl
stets eine *-Halbgruppe und 6 ein z,-Raum. Die folgenden zwei Sätze

verallgemeinern einige Resultate von B. Sz.-Nagy aus [16].
Satz 4.7. Sei, a ei,ne Darstellung d,er *-Halbgrrytpe ff i,m ei,nem 6

umfassend,en n,-Raum § und, T d,i,e d,urch

T(r) :: P6tJ(r)t1t

far atte r e ff d,efini,erte Abbi,ld,ung, wobe'i Pu d,er n'orthogonale Proiektor

aon @ auf @ ist. Dann' gilt:
l) T(e): I unil, T(r*): T(n)+ fil,r alle r e X, '
2) Der clurch

K(*,A) '- T(** y) (r , y € X, )

15

d,efi,ni,erte @-Kern auf X, hat höchstens x negat'i,ae Quad,rate.
3) I'tir alle z und' (rr)r=,=, in X, sowi,e alle (ur)1.r** i,n @ gilt

(4.2)

(4.3) ifotz ni,z n) u1 | ufl
i,j:L

In d.er Tat, aus den Definitionen folgen unmittelbar die Eigenschaften
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l) und 2). Relation (a.3) erhält man aus (4.2), (4.t') und (r.B) forgencrer-
mafien:

å lK@ni,zr)uilu,l
i, j:L å []@)+ (](z)+ u(r) u(r) ui I u,l

i, j:L

mit tl

Satz 4.I låBt sich umkehren:
satz 4.2. ts sei r:X,--->.,1i(@) e,i,me Abbild,ung mi,t cl,en Ei,gen-

schaften:
1) T(e): I und, T(r*): T(r)+ filr alle r €X,.
2) Der @-Kern (r,A) r- K(*,y) :: T(r* A) ouf X, hat ge%nu x negatiue

Quad,rate.
3) Iilr al,le z und, (rr)r=r<" ,in X, sowi,e al,le (ur)r=r=, in @ gi,lt

>. fOtz ni , z n) ui I u,7
i,j: I

(4.4)
n

i, j:l

nt,i,t einer Konstante M,> 0 .

Dann er,i,stiert e,i,n, 6 umfassend,er n,-Raum sc7(X,;@) ntit dern
reproduzierend,en Kern, K und, eine Darstellung IJ uon X, in E derart,
dap far alle n, eff gilt

(4.5) T(r) : PrtJ(r)!s,
wobei P, d,en n-orthogonalen Projektor uon @ auf @ bezeichnet. nlj,r @,

gi,lt weiter

(4.6) 0: a.l.H.{U(y)ulyefi, ue @}.

Wenn @ und, U d,i,ese Bed,ingunge,rL erftillen, i,st d,ie Darstellung bis crzf
e,i,ne I somorgthi,e ei,nd,euti,g besti,mm,t.

Bewe,is. Nach Satz 3.3 existiert ein z,-Raum s c 7(ff;6) mit repro-
duzierendem Kern J(. Wir können @ in § durch ur->K(.,e)a einbetten,
den es gilt lK(.,e) u I K(.,e) a): fu,I ,ul filr alle u, u € 6 .

Bei beliebiger Wahl von / : i X1.,y,) z; aus der in Satz 8.3 clefinierten
i:l

Menge 8 undvon A €I setzenryir

(U(y) f) (r) :: 2 UO* r,y;) ui : f(a* r)

fiir alle reff. Dann sieht *ul'r"r"nr, uuu U(y) einoperator auf I
ist und



Pnxr<e Son.roNnx L7

(4.7)

gilt.
Ftiralle A,z€fr sowie / und g aus 3 (mitdenDarstellungen(3.3)

bzw. (3.5)) gelten

also (4.5).

Gehört J z1r I , so hat man nach (4.7)

i:l i:l i:I

u(y)f -2U(.,Uai)u;i:1

(4.s) U(e)f : ått' ,eyi)%: f ,

(4.e) u@) a@f :2o<rl(K(.,zai)ui) :2uf ,yzai)u, : u(y z)l
i:l ri:l

und

(4.r0) Lu(y)f I sl : f.f, fup,,!ai)uiluil: f, ) fuO. zj,ui)uilajf
i:l j:r ,:1 i:r

=f rlå,lr, ,a*zi)u,7: utu(y*)st.

Wir zeigen, daBderoperator U(y) in O stetigist.X'iir f ,ge8 mit

"f 
*0 erhalten wir nach (4.10)

lu(y) f I sl : lf I u(v*) sl --- o

und auf Grund von (4.10), (4.5), (4.4)

ln 
I

[a@f lu(il111 : llu(y*y)f ll1, : l,,I,to(v*av,,v1u 
lutll

ln I l- I

= | Zlx(v a;,u a) u' I uill < turrl 2Lx(v,,v) u1 | ull
I'J:, I liFt I

-Mritll/ll *0.
Somit ist U(y) stetig und låBt sich also stetig auf @ fortsetzen, denn I
liegt dicht in G . Diese X'ortsetz'rng, die wir auch mit a(y) bezeichnen,
besitzt offensichtlich die Eigenschaften (4.8)-(4.10) fiir alle /, g aus
g, d.h. IJ:X,---> '61@; ist eine Darstellung von ff in G.

Betrachten wir zwei Elemente % , u von 6 und die zugehörigen
Elemente K(',e) u, K(',e) ?, von .8 , so gilt

tu (v) u' 
" _l ii',':::: :',"),' !',)å'r,t _;,::* " "' 

" 

I{ ('e) al



r8 Ann. Aead. Sci. Fennicre A. r. 594

Da ,8 dicht in § liegt, folgt hieraus Relation (4.6).
Um die Eindeutigkeit, der Darstellung zu beweisen, nehmen wir an,

daB U' eine andere Darstellung von ff in @' mit den in Satz 4.2 genannten
Eigenschaften ist. Zwischen den Mengen !' :: l. H. {U'(y) w ly €X.,
ue @' ) und ,8:1.H.{U(y),wlyeX,,uQ,@) definieren wireineAb-
bildung 7 durch

v f' :- [I'(y) ut) :- f U (y;) ui

Dann ist Tl z-isometrisch:

lV f' I V f'l : i frW,l (K(.,e) u) | u(y) (K(.,e) u)l
i, j:r

: 2 W@,,yr) ui,l ui : lf lfl .

i,j-r

Mann sieht leicht, daB Z : 8'-+ I bijektiv ist. Demzufolge läBt V
sich stetig und z-isometrisch auf §' fortsetzen, denn !' (bzw. ,8 ) liegt
dicht in g' (bzrv. G ). Fiir /' € 8' gilt rveiter

u(y il ut)

woraus die Behauptung folgt.

4.3. Darstellungen von Gruppen. Wie in 4.2 sei G ein z,-Raum.
Weiter setzen wir voraus, daB fl eine Gruppe ist. Das folgende Resultat
ist eine Verallgemeinerung von Theorem 1 aus [12], S. 40I.

Satz 4.3. Jed,er n-uni,ta,ren Darstellung tl il,er Gruppe X, dn g
entspricht ei,n @-Kern K auf X, mit den Eigenschaften

l) K hat genq,u x negatioe Quad,rate;
2) K i,st l,inksi,nuariant, d,.h. filr alle n,A,ze fr, gilt

(4. I 1)

'und
3) K(e,e) - I

K(rn,zy): K(*,y)

Umgekehrt entspri,cht jed,em @-Kern K auf X, mi,t d,en Eigenschaften
1)-3) ei,ne n-uni,tcire Darstellung U aon X, ,im einem 6 umfassend,en
n,-Raurn @.

Diese Zuord,nung ist d,urch

tn

§L
i:l

Y(;
i:1

(>
i:1

na\/-
j- I
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{4.12)

fnr alle r,A €X, gegeben.

Bewe'is. A. Wenn X, eine z-unitåre Darstellung U in @ hat, so

besitzt offensichtlich der durch (4.12) definierte @-Kern K die Eigen-
schaften l)-3).

B. Es sei nun ein @-Kern K mit den Eigenschaften l)-3) gegeben.

Nach Satz 3.3 existiert dann ein z,-Raum @ c 7(fl;@) mit reprodu-
zierendem Kern .I( . Wie im Beweis von Satz 4.2beltenwir @ in § durch
u r-> K(',e) u ein und definieren auf dem Teilraum I aller Abbild.ungen

f : X, --> 6 der n'orm

f-
einen Operator U(y) durch (4.7).

(4.8) - (4. 10).

TVir zeigen noch, da8 tI (y)

f,g€8

,Ui) ui

tl (y) gelten dann die Beziehungen

iot
i:1

Ftir

ln -

, u ui) tci ii "(' 
,y ,) u,l

lFt l

i:1 j:1

lå
[;:t

i) ui

z-isometrisch ist. Aus (4. I 1) folgt ftir

Vt(y) f l u(y) sl -
N-L fL

i:L j:L

Wir können also tJ(y) zu einem z-unitåren Operator in %1G; fortsetzen,
denn 8 liegt dicht in G. Demzufolge ist IJ:X,-> ?ä1§; eine z-unitåre
Darstellung.

Aus (a.11) folgt fiir alle r,y e X und zr ,a e @

lUla-t A) u I a7 : lK( , r-' A) u I K(',e) al

: lK(r-t n, n-L y) u I a) : lK(*,y) u I o1,

also gilt (4.L2).

Folgerung 4.4. Es se'i, T :

Hat d,er durch

K(*,y) :: T(r-r A)

Jar alle n,A e X, d,efini,erte @-Kern K auf fr genau z negati'aeQuad,rate,

so eri,st,i,eren e,i,n 6 umfassend,er n,-Raum g mi,t d,em reprod,uzierenden

Kern K unil, e'i,ne n-um'i,ttire Darstell,ung U uoTL X, i,n @ mi,t

(4.13)

uvbd

(4.14)

(r € x )

K(.

l riT

ex,.

g - a. l. H. { U(r) u I r e X, , % e @ }
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D'i,ese Darstellung i,st bi,s auf ei,ne Isomorphi,e ei,nd,euti,g bestimmt.
In der Tat, der 6-Kern K erfiillt offensichtlich die Bedingungen

l)-3) von Satz 4.3 und demzufolge auch die Voraussetzungen von Satz 4.2.

Im Falle eines Hilbertraumes ist diese X'olgerung in ll7] (Theorem 7.1,

S. 25) dargestellt.
Aus n'olgerung 4.4 erhalten wir die folgende Erweiterung eines Satzes

von B. Sz.-Nagy [6] (siehe auch [17], S. 28-29): a)

Satz 4.5. Ist Y e .ilQI-) 
ei,m n-kontrahi,erend,er Operator i,m Pontrja-

g,inraum ff*, so besi,tzt V e'i,ne m'i,ni,male n-uni,trire Dilatati,on; d,.h. es

er'i,stieren ein n,-Rau* fi,.a If, und, e'in n-unitcirer Operator fl e'81fi,7
so, d,ap gi,lt:

lr, ---: a. l. If. { fJ" u lu e frn, % - o, + 1, .

Dabei, i,st F d,r, n-orthogonal,e Pro;jektor oon fi* auf II*.
In Folgerung 4.4 wird fiir fl die (additive) Gruppe Z aller garrzen

Zahler. undfiir T die durch

T(n) :-
l/rt

0

(Y+1-"

definierte Abbildung T : X, --> aA@,)
S. 28-29, zeigen, daB fiir den zu T

gewäh1t. Dann kann man rvie itt IL7f,
gehörenden Kern K gilt

n,

=iL
i, j:L

t(/ - V+ V) u* l r-*)

dabei ist (o-) eirre beliebige X'olge in ff , derart, daB u*: 0 nur fiir
endlich viele fndizes. Da V n-kontrahierend ist, folgt daraus, daB K
genau z negative Quadrate hat. Aus Folgerung 4.4folg| nun die Behaup-
tung, wenn man nur U i: U(I) setzb.

5. Verallgemeinerte Resolventen eines z-hermiteschen Operators

5.7. Grundbegritfe. Als zweite Anwendung der Theorie betrachten
wir jetzt verschiedene verallgemeinerte Resolventen eines z-hermiteschen
Operators. Zterst seien einige Definitionen und Resultate gegeben. (Siehe
insbesondere [7].)

4) Herr Iloinz Langer hat dem Verfasser freundlicherweiso mitgeteilt, daB
D. Z. Arov einen anderen (unveröffentlichten) Beweis fii,r dieses Resultat gegeben hat.

@

I\IZJ
m:L
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In diesem Kapitel ist ff , immer ein z,-Raum und -4 ein in If * dicht
definierter abgeschlossener z-hermitescher Operator.

Der Operator ,4 besitzt z-selbstadjungierte Erweiterungen, die mög-

licherweise in einem Oberraum fr* voll ff, wirken. Das Spektrum

jecler z-selbstadjungierten Erweiterung Ä. uor- A liegt im Streifen

2a::{zeClllmzl thr\,

wobei hu) 0 nur von A abhängt AuBerhalb von Zn gilt die Absetzung

(5.1) 116 - z I)-t11< r/(llm zl - h.,) .

Es sei iI, ein Oberraum von If * und. i ein n-selbstadjungierter

Operator in ir*. Ist å d.ie Resolvente von Ä , d,.tt. E1z1 ,: (A - " 
t)-'

e'B(fr) firr z e e(å) , und p der z-orthogonale Projektor von fI,
a:uf If,, so heiBt die durch

2L

(5.2) R(*):- F' R@)lo,

fr,@):-.^n(,;o (z

a\

silt a@) e?åW;;n,)

(z € a(h)

definierte Funktion R eine aerallgeme'inerte Resoluente iles n-selbst-

ailjungi,erten O?terators ,{ . Wenn -Å speziell eine Errveiterung von A
ist,, so nennen wir -B eine uerallgeme'tnerte Resolaente d,es w-h,ermi,teschem

Operators A .

Wir wählen ein q.) hd und setzen IIj :: S(,4*) , versehen mit
dem z-Skalarprodukt

lwlaT+ :: xzlulal+lA+ulA+al (u,a e D(a+) 1.

Dann ist, nach 114] fI[ einPontrjaginr&um Yon Grundelementen beziiglich

17, . Sei If; der zugehörige Pontrjaginraum verallgemeinerter Elemente.

Ist R eine verallgemeinerte Resolvente von / , so liegt R(z) in
'M(n,; il[); demzufolge können wir die zugehörige erweitertetserallgemeinerte

Resoluente A durch die Gleichung

definieren, d. h. es

(5.3)

€ a(/) )

und

fiir alle x e II_ , f e n*. Dann ist R(") die Erweiterung des zunächst

attf If * definierten Operators R(z) auf. II; d'urch Stetigkeit.
Wir wollen nun d.ie oben eingefiihrten verschiedenen verallgemeiner-

ten Resolventen charakterisieren.

yfr,p1 rlfl: lnlR(")fl
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5.2, Verallgemeinerte Resolventen eines z-selbstailjungierten Operators.
fm Folgenden sei M > 0 eine Konstante und

U(d oo) ,: {itlt>XI}.
Der folgende Satz verallgemeinert ein entsprechendes Resultat von

R,. Shonkwiler [13]; man vergleiche auch [9] und [18].
§atz 5.1. Ist R ei,ne uerallgeme,tnerte Resoluente eines n-selbst-

adjungi,erten Oqterators Å in fi*) ff ,, so gilt:
l) Der durch

(s.4) K@,e) ,: ;2 
e 
; (R(z)+ - A(f))p- t

definierte ff,-Kern K auf lI,(i a) (*if M::zhi ) hat i4' negat,iae

Quad,rate fii,r e,i,n gew,isses x' mit 0 I x' I x .

2) Iar jed,es I e n, konaergiert (- i t) R(i, t) f schwach gegen f ,
wenn t --> @,

Umgekehrt, hat eine ?unlcti,on R:L|(i, a1--->'1å1f1,) d,ie Eigenschaften
1)-2), so er,ist,iert ei,ne uerallgemeinerte Resolaente eines n-selbstudjungierten
Operators, d,i,e m,i,t R in LI(i a) utsctmmenfcillt.

Bewois. A. Sei zuerst R eine 'rerallgemeinerte Resoh.ente eines
z-selbstadjungierten Operators A , d. h. (5.2) gilt.

Ilm die Eigenschaft l) zr zeigen bemerken wir zuerst, da8 aus der
Hilbertschen Relation unmittelbar die Beziehung

(5.5) R(2)-a(1) : (2-qFfr,121fr,(qh,

folgt. Dies ergibt

lK(z;,21) fi I f,1 : zt zl lF friz,) it(") fi I f,l : yzi itlzS f, i a R@) fl
fiir alle (zr)r.,.o in 11,(in) und (/,)r=,=, in n,. (Dabei setzen wir
M :: 2 hz .) Somit hat der ll,-Kern 1( höchstens z negative Quadrate.

Seiennun 7 e it, und fr € S(Z) beliebig. Aus (t.B) uncl (5.1) erhält man

It((-,,ilh,(i,t)-DI lilt : 1t-:4fr,tt,»t lA1 < tia(i,)li tlTttWitt
<(t-hil-,llt|tiAiI-o,

wenn f -+co. n'iirjedes / eil* istdieMenge {-i,thf,i,t)Tlt>il|}
auch beschränkt:

ll- i,t fr1t t1 j11 < t (t - hil-,llill < 2ll7ll .

Da S(Z) dicht in fi* liegt, folgt - i,t fr(i t) 7 *7 und auf Grund von
(5.2) auch -dtR(dt)f -f fiir alle f en,.
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B. Wir beweisen jetzt' die Umkehrung. Dazu konstruieren wir einen

Pontrjaginraum iI*= I* und. einen z-selbstadjungierten Operator Ä
in ff , derart, daB (5.2) gilt in tl(d m) .

Nach Satz 3.3 existiert ein 2,,-R,aum lll,c71U1t q);II,) mit repro-
duzierendem Kern r( . Der Teilraum ,8 von II) habe dieselbe Bedeutung
wie in Satz 3.3.

Wir zeigen, daB fiir jedes f e II, die X'olge (K(,i,n)f), n> M ,

in 8 eine Cauchyfolge ist. In der Tat, fär jedes K(',t) g in ,8 gilt nach
Voraussetzungen

(5.6) lK(. ,i,%) f - K( ,i,m) f I K(',C) sl

:l{#h(E(o+ - R(i r', - #h,(A(r)- - R(i,»}rl, 
]

: 7[(L- I)-', - (]_-')-] v taG)sl_r[\;n_,) _\,;.*_.1 
)

+Z (t - i, n)-r lF i,") R(i n) f I sl

- t G - i, m)-t l? i,m) R(i, m) f ls| '-- 0 ,

wenn ?2, , n --> @ . Analog erhält man

lK(i,n,dn)f lfl: +l(i,nR(in)- + (- in) R(i,n))f lsl ---0
und

lK(i,m,i,")f lfl
: (m I n)*'{nli,mR(inx)+f lf1* *l? i,n) R(i,n)"f l"fl} * 0,

'wenn ??a ,Tt --> @. Daraus folgt fiir rn, ,rL--> @

l(K(' ,i n) - K( ,i,nx)) f I (K(' ,i,n) - K( ,i m)) fl

- lK(d n, i, n) f I fl + lK(i, m, i, m) f I f) - 2 Re [1((d m, i, n)/ I /] -* o .

Nach dieser Beziehung und (5.6) ist (K(,i,n)f) eine Cauchyfolge, die
in IIi. konverigiert,. Der Grenzu,ert l'ird mit K(,i,co)/ bezeichnet.

X'tir K(. ,i, q)f e II,\ wd K(,2) g € I gilt

(5.7) lK(,2) s I K(,i, *)f): lim lK(in,z) s lfl - - zl&(z)s lf)
und.
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Deshalb können wir den Raum If, in II,\ einbetlen durch die Identi-
fizierung f ,- K(. ,i, a)f . Dann ist notwendig x 1x' und somit weil
inl) x' ( z vorausgesetzt wurde, schlieBlich y,' :74.

Man kann weiter wie in [3] einen z-hermiteschen Operator in II!
n

bilden: X'iir g:: > 1((. ,z)fi e ,8 setzt man
j:r

A I :: 2", { U( ,z) - K(. ,ioo)}/i .

i:1
Es låBb sich leicht zeigen, daB A ein in fI: dicht definierter n-
hermitescher Operator ist, den wir o. B. d. A. als abgeschlossen voraus-
setzen können.

Wir wollen jefzf (5.2) zeigen. Dazu bilden wir fiir zelT$, a) den
Operator A-zI:

(A - "I)(K|,C)f) 
: (z - C) K(,e)f - e K(,i q)f

f.tu K(',()/€ 8. fnsbesondere gilt

(A -, I) (K(',2) f) : - z K(,i, a) f .

WähIt man M > 0 so groB, daB M ) luo ist, so erhält man daher

(5.8) (A - " 
I)-1(K(' ,i q)l) : - z-L K(. ,z)l .

Wir erweitern A zu einem z-selbstadjungierten Operator Ä , der

in einem Oberraum fi* oor- II! wirkl. Dann folgt aus (5.7) und (5.8)

lH(z) f l sl : - z-' l- z R(z) J l sl : - z-' lK(,2) f l K(,d q) s)

: l(A - z I1-r (K( ,i .o)/) I K(. ,i, a) s)

: fP G - zi1-, (K(. ,i.o)/) I K(. ,i, a) s),

wobei P den z-orthogonalen Projektor von iI, auf n* bezeichnet.
Dies bedeutet, daB -E mit d.er verallgemeinerten Resolvente F tA - zT)-11n,
von A in U(i oo) iibereinstimmt.

5.3. Verallgemeinerte Resolventen eines z-hermiteschen Operators. Al
Spezialfall erhalten wir aus Satz 5.1

Satz 5.2. Ist R ei,ne aerallgeru,ei,nerte Resolaente e'i,nes n-hermiteschen
abgeschl,ossenen Operators A ,i,n If ., so hat si,e Eigenscltaften 1) und, 2)
aus Satz 5.1 (mi,t M::2hd) und,

3) eseri,sti,erenei,nPunkt w ell$, oo) und,ei,nTeilraum s!!tc ll,il,erart,
do[3 ffi(n) auf {lt i,njekti,a i,st, ffi(ru)IJt d,icht in n* h,egt und, Bez,i,e-

hung
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(5.9)

(5. 10)

(5.11)

(5.12)

R(*)* f - R(*) f - (fi - w) R(r»)+ R(rr) f
filr all,e / € SJt besteht.

Umgelcehrt, hat e'i,ne Funkti,on R:ll(i oo)*.MQT,) d,ie Ei,genschaften

1) -3), so erist'i,ert e'ine aerall,gemei,nerte Resoluente e'i,mes n-hermi,teschen

abgeschlossenen Operators i,n ff *, d,i,e mi,t R 'i,n U(r; co) zusammenfal'lt'

Bewe'i,s. A. Ist R eine verallgemeinerte Resolvente eines z-hermi-
teschen abgeschlossenen Operators, so ist -B insbesond.ere eine verallge-

meinerte Resolvente einer z-selbstadjungierten Erweitertng Ä von A .

Also hat -E nach Satz 5.1 Eigenschaften l) und 2).

Um 3) zu beweisen wählen wir ein beliebiges ?, aus 11(i co) . Setzt

man IJt :: ffi(/ - w I), so sieht, man leicht, daB ffi(ru),m. - (A - w I)-t
gilt. Aus dieser Relation folgt unmittelbar Eigenschaft 3).

B. Wir zeigen nun die Umkehrung. Daz't setzen wir S(.4) :: ffi(tu) SJt

und

Af :- R(u)-Lf * wf (f € s(/) )

Dann ist -4 ein dicht definierter, abgeschlossener Operator in If ,.
Der Operator .-4 ist sogar z-hermitesch. In der Tat, fiir alle Elemente

1: R(w)fi und. 9 : R(w) grl von S(.4) mit ft,h€ St gilt nach (5.10)

und (5.9)

ta t t s, : ,7;,"ii.:-i!r'r'l R@)) r,r sr * w tr I sl
: (il -w)lH(rn)frlR(*)sl+lf Is,l * wlllsl

Andererseit. ;J"T :]"."j: J.1,; ',1 ' ::' , eine .rerargemeinerte

Resolvente eines n-selbstadjungierten Operators Z in iI, irf, c1. h. (5.2)

gilt. Es bleibt deshalb nur noch zu zeigen, daB Ä eiue Err'veiterung

von .4 ist.
Zu diesem Zweck beweisen wir

Sei also f, : R(*)-'"f € yJÖ mir f € §(.4) beliebig und !, :: it1w1 7,
Da A z-hermitesch ist, erhalten wir

0 : Im lAf lfl: Im {lfrl R(w)fr) * w l/ l/l}
: Im {lG-,nI)7,1 7rt+ wlf lfl}: (rmu)){lf lfl-17,17,1)

Somit gilt ftir alle /t € SJt
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Schreiben wir k1w1 in der Form

R@) f, : ti - Py fr1w1y, * R(w) ft
fiir /, € $Jf , so folgt aus (5.r2)

lG - hfr@)f,lG - P1fr1*1y,1 : s

fiir alle freIft. Auf dem Teilraum II):: {iefi,ll L il,} ist aber
das z-Skalarprodukt t' | .l positiv definit und daher gilt

ti - Plk@y*: o ,

woraus (5.1r) folgt.
Aus (5.I1) und (5.10) ergibt sich unmittelbar, daB Ä eine z-selbst-

adjungierte Erweiterung von A ist. Somit ist Satz 5.2 bewiesen.

5.4. Verallgemeinerte Resolventen fiir vorgegebenen Operator. Wenn
wir noch spezieller fragen, wann eine X'unktion -E eine verallgemeinerte
Resolvente eines aorgegebenem abgeschlossenen z-hermiteschen Operators
A ist,liefert Satz 5.2 die folgende Antwort:

Satz 5.3. Sei, A ein abgeschlossener n-hermitescher Operator ,in ff ,.
Dq,nn hat jede aerallgemeinerte Resoluente R aon A die Ei,genschaften,
1)-2) aus Satz 5.1 und,

3') R(u;)(A-wI)f : Ap1* (A-fi1)l: f fur ein wellg, a)
und, al,le / € S(,4) .

Umgekehrt, hat eine lunktion R:17(i oo)*'M(n_) d,i,ese Eigenschaften,
so erist,iert e,i,ne aeral,l,gemei,nerte Resolaente oon A , d,,ie m,i,t R i,n 1J(i, a)
zusammenfrillt.

Bewe,i,s. A. Die l[otwendigkeit aller Bedingungen folgt unmittelbar
aus der Relation R(w)f : (A - wl)-r|, f e ft(A - wI), und aus
Salz 5-2.

B. Wir zeigen daher die Hinlänglichkeit der Bedingungen 1)-2)
und 3'). Zterst wåhlen wir die Konstante M > ha. Sei w el1,(i, a)
fixiert und IJt:: 8(A - w I) . Dann folgt aus 3') fiir alle f eWt

(5.I3) RQ.o)f : R(w)(A -wI)(A -x0I)-Lf : (A-wI1*t1.
Der Operator R(w)1e,1 ist also injektiv und R(u)q$t: S(,4) liegt dicht
in ff,. Auf Grund von (5.I3) und 3') gilt rr.eiter

R(to)+ f : R1w7+ (A - * I) R(w) f ,

R(w) f : R(w)+ (A - ,I I) R(w) f
fiir alle f e»lt. Substrahieren ryir diese Gleichungen voneinander, so
ergibt sich Relation (5.9).
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I{ach Satz 5.2 ist R also eine verallgemeinerte Resolvente eines z-
hermiteschen Operators ,4, in ff ,. Dieser Operator ist durch

Arf :: R(*)-'f * w f , / e D(.41) :: R(w) [!t ,

gegeben. Weiterstimmt A, mit,,4 iiberein. InderTat, 0(1r) : R(w)$t
: 0(-4) und nach (5.I3) gilt

Arf : R(w)-,f +wf : (A-wI)f *wf : Af
fiir alle / € D(,41) : D(.4) . Satz 5.3 ist damit bewiesen.

Die Sätze 5.2 und 5.3 verallgemeinern einige Resultate von A. V. Straus

[5]; er betrachtet aber auch nicht dicht definierte Operatoren.

5.5. Erweiterte verallgemeinerte Resolventen. Wir charakterisiererr
noch die erweiterten varallgemeinerten Resolventen eines z-hermiteschen
Operators.

Satz 5.4. Seien A ein abgeschlossener n-herm'i,tescher Operato|i,nt
Pontrjagi,nraum If ,, III il,er aus S(/+; gebi,ld,ete Pontriagi,nrallnl, aon

Grund,el,ementen und, fI; cl,er zugehöri,ge Pontriagi,nraum aerallgem,e'i,ner-

ter Elemente.
Jed,e erweiterte uerallgemeinerte Resoluente k aon A hat d,i,e folgend,en

Eigenschaften:
1) Di,e Abbi,ld,ung )"r> fr1l11rr- ist eine aerallgemei,nerte Resoluente

ei,nes abgeschlossenen n-herm'i,teschem Operators i,n ff , .

2) Es gibt ei,n w eU.{i, a) d,erart, d,aP

(5.14) k1w1 1,t - u, I)'LL : u

far alle u e D(A) gilt.
Umgekehrt, hat eine Abbild,uttg If :17(i, oo)- ?6(II;fl-) d,i,e Eigen'

schaften 1)-2), so eri,stdert ei,ne ertteiterte uerallgeme'i,nerte Resolaente uon A ,

die mi,t k ln tl1l, oo1 ii,berei,nsti,mmt.

Bewei,s. A. Die Notwendigkeit ist klar, denn AFrIt[)ln, ist eine

verallgemeinerte Resolvente des Operators .4 .

B. Umgekehrt, sei ),>kp,\1rr, eine verallgemeinerte Resolvente

eines abgeschlossenen z-hermiteschen Operators ,4, in If* derart, daB

(5.14) gilt. Dann existiert eine z-selbstadjungierte Erweiterung Z, von

A in II* mit der Eigenschaft

(5.r5) kttlf : F (Är- xi1-t7

fiir alle f e II*. Diese Gleichung besteht zuerst nur in U(d oo) , aber

wir können l"r>fr1)'112, durchdieseRelationfiir alle )' € p(år) definieren.

Aus (5.ra) und (5.I5) folgt ftir alle ueD@)
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u, : 111*1 (A - ut I) u
: P (A, - w I1-r (A, - w r) (A, - w I)-t (A - w I) u
: (Ar-wI)-L(A-wI)u.

Daher erhalten wir Ar: A und somit ist l.>k1lr11r_ eine verallge-
meinerte Resolvente R des Operators A .

Wir miissen noch Relation (5.3) zeigen. Daza seien r e If; , I e il,
beliebig. Da If, dicht in II; liegt, gibt es eine X'olge (/") i" ff, derart,
daB /, -> n gilt. Demzufolge erhalten wir

llt(),)rlfl: lim tÄ(,r) f"lfl: jgtf" lR(tr)fl: [r I R(t)fl.

Somit ist .& eine erweiterte verallgemeinerte Resolvente von A .

Ilniversität Jyväskylä
Mathematisches Institut
SF-40100 Jyväskylå I0
X'innland
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