Kapitel VII:
Modal- und Temporallogik

(Andreas Nonnengart, Hans Jirgen Ohlbach)

1 Modallogiken

Modallogiken sind eine Erweiterung der klassischen Logik um die Konzepte ,, Zustéande” und
»Zustandsiibergange”. Wahrend Préadikatenlogik davon ausgeht, dal3 — beziiglich einer
gegebenen Interpretation — eine Aussage entweder wahr oder falsch ist, erlaubt Modallogik, dafi3
die Interpretation einer Aussage, d.h. ihr Wahrheitswert, sich &ndern kann. Dartberhinaus
lassen sich Uber die Veranderung des Wahrheitswertes in Modallogik selbst wieder Aussagen
machen und SchlUsse ziehen.

Eine Aussage wie beispielsweise verheiratet(Tom, Mary) ist keine absolute Wahrheit, sondern
héngt im allgemeinen von verschiedenen Kontexten ab. Ein solcher ist z.B. der aktuelle
Zeitpunkt. Das Pradikat verheiratet(Tom, Mary) kann zwar heute wahr sein, kann aber durchaus
wieder falsch werden. Ein anderer denkbarer Kontext ist die Vorstellungs- (oder Traum-)welt
eines Beteiligten: verheiratet(Tom, Mary) kann in der Realitét falsch, in den Traumen von Tom
aber wahr sein. Noch ein weiterer moglicher Kontext sind Normen und Rechtslagen: Nach
Meinung des Standesamtes kann verheiratet(Tom, Mary) wahr sein, nach Meinung der Kirche
aber falsch (well sie nur standesamtlich getraut sind).

Eine Mdglichkeit, diese Kontextabhangigkeit auszudricken, ist, den Pradikaten mehr
Argumente zu geben. Man hétte dann z.B. nicht ein zweistelliges verheiratet-Prédikat, sondern
noch zusétzlich Argumente wie Zeit, geistiger Zustand eines Betelligten (tr&umend oder nicht),
Normlage (Staat, Kirche) etc. Diese Extra-Argumente miissen dabel immer angegeben und in
einen geeigneten Kakul integriert werden.

Modallogiken erlauben dagegen, ohne explizite Angabe eines Kontextes implizit eine Kontext-
abhangigkeit auszudriicken. Dies geschieht durch die Einfihrung neuer Operatoren, die zwar
syntaktisch dieselbe Rolle wie -, [1 usw. spielen, aber eine ganz andere Bedeutung haben.
Modallogiken gibt esin einer Vielzahl von Varianten und mit einigen ganz charakteristischen
Bedeutungen. Allen gemeinsam ist, dal3 eine konkrete I nterpretation eines Literals den modalen
Kontext zu berticksichtigen hat, d.h. die umgebenden Operatoren mit in Betracht ziehen mul3.

1.1 Einfache M odallogik

In der einfachsten Modallogik gibt es zusétzlich zu den Ublichen logischen Verknipfungen und
Quantoren -, [J, , 0 und = die beiden einstelligen Operatoren o und ¢ [Che80, HCGS].
Traditionell wird der o-Operator als der notwendig-Operator und der ¢-Operator als der
maoglich-Operator bezeichnet. Formeln werden nicht nur mit den normalen Junktoren und
Quantoren gebildet, sondern auch mit diesen neuen Operatoren. Eine zwar nicht allzu sinnvolle,



aber syntaktisch erlaubte Formel, ist dann z.B.
O verheiratet(John, Mary) [J0x O (Cy ¢ verheiratet(x,y)) O liebt(x,x).

Man kann diese beiden Operatoren also, genau wie die Negation —, vor beliebige Teilformeln
setzen.

Als die Operatoren eingefihrt wurden, war ihre intuitive Bedeutung ,, @ ist notwendigerweise
wahr* fur o®, sowie ,, ® ist moglicherweise wahr* fur 0@, um zwischen , zufaligen* und
»hicht zufdligen* Wahrheiten unterscheiden zu konnen. Man hoffte, damit viele der damaligen
philosophischen Probleme beschreiben, wenn nicht gar |6sen zu kénnen. Typische
Uberlegungen waren dabei von der Art: ist @ tatsachlich war, wenn ® notwendigerweise wahr
ist, d.h. gilt die Formel o® [0 ® oder nicht.l Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden
Modaloperatoren dazu verwendet, verschiedene Varianten der strikten Implikation zu
beschreiben. Diese strikte Implikation zwischen @ und W wurde dabei durch die Formel o(®
0 W) definiert und je nach dem, welche Eigenschaften dem o-Operator zugestanden wurden,
erhielt man eine andere Art von strikter Implikation. Diese Eigenschaften wiederum wurden
weniger auf semantischer, als auf syntaktischer Ebene definiert und zwar durch das Hinzufligen
von Axiomschemata, wie z.B.: o® [0 ®,0¢ [0 oo®, 0 0 ¢d,o(P 0 W) O (oP O
oW), usw.

1959 entwickelte daraufhin Saul Kripke eine modelltheoretische Semantik fir die Modallogik,
die deren Untersuchung, Anwendung und Automatisierung auf eine neue Ebene riickte [Kri59,
Kri63]. Basis dieser Semantik ist Leibniz Vorstellung des , Notwendigen“: , Etwas ist
notwendigerweise wahr, wenn es in allen vorstellbaren Welten wahr ist.” Kripke betrachtete
also eine Menge von Welten (Zustanden), deren Elementen jeweils eine klassische
Interpretation zugeordnet ist. Zusétzlich nahm er eine zweistellige Relation R zwischen Welten
an, mit deren Hilfe der Begriff ,vorstellbar* reprasentiert werden soll. Intuitiv bedeutet dann
also R(x,y): Die Welt y ist in der Welt x vorstellbar. Heute spricht man von R als der
Erreichbarkeitsrelation oder auch Zugriffsrelation. Jeder Welt x entspricht also eine mogliche
Interpretation (einem mdglichen Zustand) und jede andere, von dieser erreichbaren Welty, istin
x vorstellbar.

Die Semantik der Modaloperatoren ist jetzt mit Hilfe der Erreichbarkeitsrelation definiert: o® ist
wahr in einem Zustand z, wenn @ selbst wahr ist in allen von z aus erreichbaren Zustéanden. 0P
ist wahr in einem Zustand z, wenn @ selbst wahr ist in mindestens einem von z aus erreich-
baren Zustand. Die folgenden Beispiele sollen die Intuition dahinter verdeutlichen.

1.1.1 Doxastische Interpretation

In der doxastischen Interpretation verwendet man den o-Operator, um den ,, Glauben® oder die
Uberzeugungen einer Person (eines Agenten) darstellen zu konnen. o® wird dann also gelesen

IDie Konvention ist, da3 ® und W Formelvariablen sind. Sie stehen fiir beliebige Formeln.



as: Der Agent glaubt ®.2

Nehmen wir beispielsweise die Existenz zweier Vogel an. Einer davon ist der beriichtigte
Tweety , der andere soll Hansi heiRen. Nehmen wir desweiteren an, dal3 der von uns
betrachtete Agent glaubt, dal’ Tweety fliegen kann (von Hans weil3 er es nicht). Fir ihn gibt es
also zwei vorstellbare Situationen (Zustande); in der einen fliegen sowohl Tweety als auch
Hansi, in der anderen fliegt zwar Tweety, Hansi aber nicht. Bildlich kann man dies wie folgt
darstellen:

Zustand 1: Fliegt(Tweety) und Fliegt(Hansi)

Reslitét Zustand 2: Fliegt(Tweety) und nicht Fliegt(Hansi)

Wir betrachten also insgesamt drel Zustande: die Redlitét, in der es nicht der Fall sein mul3, dal3
Tweety3 fliegt und die beiden mentalen Zusténde 1 und 2 unseres Agenten. Diese werden durch
die beiden von der Redlitét ausgehenden Pfeile veranschaulicht.

In dieser ganz konkreten Interpretation ist also die Formel ollx Fliegt(x) falsch, dajaHans im
Zustand 2 nicht fliegt; O[x Fliegt(x) ist dagegen wahr, da es einen Zustand gibt, ndmlich
Zustand 1, in dem beide fliegen. Auch ist ok Fliegt(x) wahr, da esjain beiden Zusténden einen
Vogel, namlich Tweety, gibt, der fliegt. Sogar [k OFliegt(x) ist in diesem speziellen Fall auch
wahr, da wir voraussetzten, dal3 Tweety tatsdchlich ein existierender Vogel ist und dieser laut
Diagramm in beiden Zusténden fliegt.

Es sel an dieser Stelle noch angemerkt, dai? es durchaus auch Zustéande geben kann, in denen
Tweety nicht fliegt. Diese sind aber fir unseren Agenten nicht zuganglich.

1.1.2 Epistemische Interpretation

Man kann den o-Operator auf ganz dhnliche Weise dazu verwenden, auszudriicken, dal3 man
fUr eine Aussage weil3, ob sie gilt. o® bedeutet dann also: Der Agent well3, dal3 ® gilt. Dabel
geht man im allgemeinen davon aus, dal3 man nur Dinge wissen kann, die auch tatsachlich wahr
sind und beschreibt dies durch das Formelschemao® [0 &, d.h weil3 der Agent ®, so gilt
auch @ in der Realitét. Typische Fragestellungen bel dieser Art der Interpretation sind dabei:
weild der Agent, was er weil3 (positive Introspektion genannt)? Oder: weil3 der Agent, was er
nicht weild (negative Introspektion)? Beides 183t sich mit Hilfe der Modaloperatoren
ausdrucken, namlich durch die beiden Formelschematao® [J oo® und -o® 0 o-od.

Die semantische Struktur ist die gleiche wie in der doxastischen Interpretation. Man hat wieder

2 Wir gehen hier von nur einem Agenten aus; der Ansatz |aRt sich aber auch auf mehrere Agenten erweitern.

3 Wir benutzen generell folgende wichtige Konvention fir die Schreibweise: Syntaktische Objekte werden im
Zeichensatz wie Tweety geschrieben, wahrend die zugeordneten semantischen Objekte im Zeichensatz wie
Tweety geschrieben werden. Tweety ist also ein in Termen und Formeln auftauchendes Konstantensymbol,
wahrend Tweety der reale Tweety ist.



verschiedene Zusténde, und o® gilt dann, wenn @ in allen Zustanden, die man in Betracht
zieht (alle erreichbaren Zustande), wahr ist. Die Gultigkeit des Axiomenschemaso® [0 @
wirde dann bedeuten, daf die Readlitdt immer mit in Betracht gezogen wird, d.h. zu den
erreichbaren Zusténden gehort.

1.1.3 Temporale Interpretation

Hier verwendet man o® und ¢® zum Beispiel in der Bedeutung: ® gilt immer (in der Zukunft)
und: @ gilt irgendwann (in der Zukunft). Jedem Zeitpunkt entspricht dabei ein Zustand der
WEelt, in dem bestimmte Fakten wahr sind und andere falsch. Die Erreichbarkeitsrelation ist

dann die , friiher-spéter” -Relation, die beliebige Zeitpunkte mit deren zukiinftigen Zeitpunkten
verbindet.

Typisch fur die temporale Interpretation der Modaloperatoren ist dann die Festlegung der
Topologie der Zeit. Beispielsweise hat man zu entscheiden, ob man verzweigende oder lineare
Zeitstrukturen betrachten méchte. Dabei sollte man nicht den Fehler begehen, lineare Zeit mit
Determinismus zu verwechseln. Vielmehr besteht der tatséachliche Unterschied in den
verschiedenen natirlich-sprachlichen Interpretationen des ¢-Operators. In verzweigenden
Strukturen ist dieser am besten durch den Ausdruck: ,es kann so kommen, dai3 ..."
interpretiert, wohingegen er in linearen Strukturen eher mit dem Begriff ,, unausweichlich®
Ubersetzt wird. 0® erhélt dann also die Bedeutung: ,,es wird auf jeden Fall so sein, dal3 ®*,
oder anders ausgedrickt: ,® ist unvermeidlich®. In ihrer Mé&chtigkeit sind lineare und
verzweigende Strukturen unvergleichbar, d.h. man kann in verzweigenden Strukturen das
,unvermeidlich* und in linearen Strukturen das,,mdglich” nicht ausdriicken.4

Zustande mit verzweigender Zukunft Zustande mit linearer Zukunft
> > > >
~>. > N >
——— >

Abschnitt 1.2. enthélt eine etwas tiefergehende Analyse der zeitlichen Interpretation von
Modaloperatoren. Wir wollen deshalb an dieser Stelle auf weitere Besonderheiten dieser
Interpretation nicht weiter eingehen.

Die hier vorgestellten moglichen Interpretationen bezogen sich ale auf einen o- und einen ¢-
Operator. In der Praxis ist man allerdings héufig daran interessiert, mehrere verschiedene o-
und O-Operatoren zur Verflgung zu haben. So ist man z.B. in der epistemischen Interpretation

4Es gibt Ansétze, durch Hinzunahme weiterer Operatoren diese Liicke fiir verzweigende Strukturen zu schlie3en.

An dieser Stelle verzichten wir aber auf deren Vorstellung, da diese sich von der klassischen Modallogik etwas
entfernen.



nicht nur an der Modellierung eines einzigen Agenten interessiert, sondern vielmehr an einer
ganzen Menge von Agenten. Auch ist man in zeitlichen Interpretationen nicht nur an Zukunfts-,
sondern auch an Vergangenheitsoperatoren interessiert. Realisieren al3t sich dies durch eine
Parametrisierung der Operatoren, so dal nun statt einfach nur o und ¢, beliebige Operatoren
der Art [p] und [l zur Verflgung stehen, wobei der Parameter p z.B. Agenten, Zeitrichtungen
oder Aktionen bezeichnet. Diese Félle werden spéter eingehender behandelt.

1.2 Formale Definition der einfachen Modallogik

1.2.1 Syntax

Die Syntax der Modallogik unterscheidet sich zunachst nicht wesentlich von der, die man von
der Prédikatenlogik her kennt. Das heif3t, auch hier geht man von einer Signatur Z, bestehend
aus Variablen-, Funktions- und Pradikatensymbolen aus, Uber die Terme und (unter
Hinzunahme von logischen Verknipfungen und Quantoren) Formeln aufgebaut werden
konnen. Der einzige Unterschied besteht in den beiden zusétzlichen Operatoren o und ¢, fur die
die folgende Syntaxregd gilt:

Falls ® eine Formdl ist, dann sind o® und ¢® ebenfalls Formeln.

Als Basis fur die Modallogik 183t sich im Prinzip jede beliebige Logik verwenden, wie z.B.
Aussagenlogik, Pradikatenlogik erster Stufe (PL1), oder sortierte Pradikatenlogik.

1.2.2 Semantik

Die Semantikdefinition erfolgt in zwel Stufen. Als Grundstock dient die Menge der Zustande
und die darauf definierte Erreichbarkeitsrelation. Diese beiden Teile bilden die sogenannten
Frames. Eine Interpretation erhalten wir dann, wenn wir zusétzlich einen der Zustande als
aktuellen Zustand auszeichnen, jeden Zustand mit einer >-Struktur (d.i. eine pradikatenl ogische
Interpretation, welche aus einer Trégermenge besteht und jedem Funktions- und jedem
Prédikatensymbol eine passende Funktion bzw. Relation zuordnet) verbinden und zusétzlich
eine beliebige Variablenbel egung angeben. Formal heilét dies:

Definition 1 (Semantik der Modallogik)
Ein Frame F = (Z, R) besteht aus einer Menge Z von Zustanden und einer binéren Relation R
auf diesen Zusténden. Eine Interpretation® O = (F, z, ©, V) Uber einer Signatur X besteht aus

* einemFrameF = (Z, R),

* einem aktuellen Zustand z J Z,

» ener Funktion ©, die jedem Zustand eine Z-Struktur zuordnet und

» einer Variablenbelegung V, die den Variablen Elemente der Tragermenge der

>-Strukturen zuordnet.

SHier ist natirlich die formale logische Interpretation gemeint, nicht die informelle, die wir oben gebraucht
haben.



Fur einen Zustand z ist dann [y, die Abbildung (Z-Homomorphismus), die jedem Term einen
Wert aus der Tragermenge der Z-Struktur ©(z) zuweist (falls einer existiert). Dabel spielen
sowohl die Z-Struktur ©(z) wie auch die Variablenbelegung V eine wesentliche Rolle.

Far 0= (F, z, ©, V) sagt man, [J basiert auf dem Frame F.

Die Erflllbarkeitsrelation ist dann wie folgt definiert (Erlauterungen siehe unten):
Ok P(t1,...,tn) gdw. (On(t1),..-,Un(tn)) O Po(z)

Ok -® gdw. nichtO= &

U= ®@0OW gdw. OkF® undOE=W

O @0V gdw. Okr® oder =W

O Ox® gdw. faralex O Tragermenge(©(z)) gilt O[x/X] = @
O k® gdw. esgibteinx OTréagermenge(©(z)) und L[x/X] = ®
U= o® gdw. firalez' mitR(z,z") gilt Oz ®

O= 0 gdw. esgibteinz' mitR(z,z") und O[z] = .

Dabei verwenden wir die folgenden Konventionen:

FalsO=(F, z, ©,V) dannist O[x/x] := (F, z, ©, V[x/x]), d.h. O[x/x] unterscheidet sich von [
nur dadurch, dal3 die Variable x auf den Wert x abgebildet wird.
Anaog ist fur einen Zustand z' [ z'] := (F, z', ©, V), d.h. z' ersetzt den aktuellen Zustand z.

Eine Formel @ heil¥ gultig (erfillt) in einer Interpretation [ falls 0= ®. (Dabei nennen wir den
aktuellen Zustand z in [ den ,, Startzustand” fUr die Interpretation.)

® helldt gultig (erfullt) in einem Frame F, geschrieben F = @, falls O = @ fir alle F-basierten
Interpretationen [. |

Erl&uterungen zur Semantikdefinition:
Betrachten wir zunéchst den Basisfall: [k P(ty,...,tn) gdw. (On(t1),...,0n(tn)) O Po(z).

Um P(ty,...,tn) beziglich O = (F, z, ©, V) interpretieren zu kdnnen, mussen wir die Werte der
Terme ty,...,tn in O ermitteln und feststellen, welche Relation P in [0 zugeordnet ist. D.h.
interpretiert [0 die Terme t1,...,tn gerade zu s1 = Op(t1),...,5n = On(tn) und ordnet 0 dem
Symbol P die Relation P = Pg(z) zu, S0 gilt L= P(t1,...,tn) genau dann, wenn (s1,...,sn)P. Es
ist a'so notwendig, zunachst beliebige Terme evaluieren zu kénnen. Fur Variablen ist dies sehr
einfach, dajede Interpretation eine Variablenbel egung mit sich fuhrt. Fir komplexe Terme der
Form f(t1,...,tn) hingegen, muf3 als erstes das Funktionssymbol f geeignet interpretiert werden.
Dies kdnnen wir nur mit Hilfe einer Z-Struktur durchfihren; es muf3 also die hier zustandige =-
Struktur gefunden werden. Aus der gegebenen Interpretation konnen wir ersehen, dald z der
aktuelle Zustand ist. © ist eine Funktion, welche jeden Zustand in eine Z-Struktur abbildet. Die
aktuelle Z-Struktur ist somit ©(z). Als 2-Struktur weist ©(z) dem Symbol f eine Funktion zu,
die wir hier fg(z) nennen wollen. Diese Funktion fg(z) ist es gerade nach der wir suchten.
Nachdem die Werte s1,...,5h berechnet sind (dies geschieht rekursiv tUber den Aufbau der
Terme), kann der Term 1(ty, ... ,tn) evauiert werden. Auf vollig analoge Weise erhalten wir auch
die Relation Pg(z), welche dem Symbol P bezlglich [ zugeordnet ist und es ergibt sich
letztendlich:



O& P(t1,...,tn) gdw. (On(ta),....0n(tn)) O Po(z).

Die Regeln fur die anderen pradikatenl ogischen Operatoren unterscheiden sich nicht von denen
aus der Pradikatenlogik, nur muf3 man sich die Tragermenge, die bei der Auswertung der
Quantoren betrachtet wird aus dem aktuellen Zustand z, d.h. aus der X-Struktur ©(z),
besorgen. Die Regeln fur die Modal operatoren sind jetzt so zu lesen: [ = o® gilt genau dann,
wenn fir ale z' die mittels R von z erreichbar sind, [J[z] = @ gilt. o® ist also insbesondere
dann wahr, wenn es Uberhaupt keine erreichbaren Zustande gibt, und das fir jede Formel @,
auch fur die Formel falsch. (Damit ist Ofalsch erfullbar!) Der ¢-Operator ist dazu dua: Von dem
aktuellen Zustand z ausgehend, prufe ob es irgendeinen erreichbaren Zustand gibt, in dem ®
wahr ist.

Bei den Funktions- und Pradikatensymbolen unterscheidet man manchmal zwischen starren
und flexiblen Symbolen. Starre Symbole haben in allen Zustanden die gleiche Bedeutung,
wahrend flexible Symbole ihre Bedeutung andern kénnen. Die arithmetischen Funktionen +,*
usw. wirde man typischerweise als starre Funktionen modellieren, wahrend eine Funktion wie
Bundeskanzler-von(...) eine flexible Funktion wére (z.B. in einer temporalen Interpretation der
Logik®).

Weiterhin unterscheidet man noch danach, ob die Trégermengen der den Zusténden
zugeordneten >-Strukturen konstant bleiben (constant domain), mit der Erreichbarkeitsrelation
wachsen (increasing domain) oder kleiner werden (decreasing domain). Increasing domain
bedeutet somit, dal3 von einem Zustand zu einem erreichbaren keine Objekte verschwinden
konnen (alle sind in gewisser Weise ,,unsterblich®) wahrend bel decreasing domain nur Objekte
verschwinden kénnen, aber keine neu auftauchen durfen. Macht man keine dieser Annahmen,
kénnen Objekte sowohl neu entstehen, wie auch wieder verschwinden (die Tragermengen
koénnen dabel auch ganz leer werden). Was in diesem Fall passiert, sieht man an dem Term
Vater-von(Tom). In einer temporalen Anwendung der Logik kann dann in einem Zustand (vor
seiner Geburt) Tom nicht existieren, d.h. der Term Tom kann nicht geeignet interpretiert werden,
wohl aber hétte man gerne fir den Term Vater-von(Tom) eine Interpretation. Im Zustand nach
dem Tod von Tom’s Vater hat Tom eine Interpretation, aber flr den Term Vater-von(Tom) gibt es
keine mehr. Mit der ursplnglichen Idee, die Terme als partielle Funktionen der Zusténde zu
interpretieren, kommt man also nicht weit. Wir werden spéter sehen, wie dieses Problem gel 6st
werden kann.

Zun&chst zeigen wir jedoch einen einfachen Zusammenhang:

Lemma 2 (Dualitdt von o und 9)
Die Aquivalenz 0® = —o-® gilt fir alle Formelnin allen Frames.
Bewels:
FEOD o« -O- D
gdw. fur alle F-basierten Interpretationen [I:
OFQ@® =« -0~ D)

6Der Term Bundeskanzler-von(Deutschland) dndert ja seinen Wert von Zeit zu Zeit.



gdw. O=¢ & gdw. -~ O0-d

gdw. (esgibt einz' mit R(z,2") und J[2"] £ ®)
gdw. nicht (fur ale z' mit R(z,z") gilt O[z'] £ ~P)
gdw. (esgibt ein z' mit R(z,2') und 0J[2'] £ ®)
gdw. (esgibt einz' mit R(z,z") und nicht [[z] = —-®)
gdw. (esgibt ein z' mit R(z,z") und 0[z] = ®)
gdw. (esgibteinz' mitR(z,z") und 0J[z] £ ®)
gdw. wahr. |

Alsoist der ¢-Operator im Prinzip nur eine Abktrzung fir -o-. o und ¢ sind dual zueinander,
so wie man dies von den beiden Quantoren [ und Cher schon kennt.

Basierend auf der obigen Semantik 183 sich zeigen, dal’ das aussagenl ogische Fragment dieser
einfachen Modallogik durch folgenden Hilbertkalkiil7 charakterisiert wird: Axiome, d.h. von
vorneherein als wahr angenommene Formelschemata, bestehen aus allen aussagenlogisch
wahren Formeln und dem zusétzlichen Axiom K, mit dem der o-Operator charakterisiert wird:

AxiomK: o(® 0 W) O (o® O oW)

Schluf¥regeln sind der Modus Ponens und die sogenannte ,, Notwendigkeitsregel“:
o)
o®d
Fir die volle Logik kommen noch die entsprechenden Regeln fiir die Quantoren hinzu. Die
» Notwendigkeitsregel“ besagt nichts anders, als dal? alle allgemeingultigen Aussagen in allen
Welten gelten, driickt also eine gewisse Homogenitét aus. Das ist genau was man braucht,

wenn man den Oo-Operator z.B. temporal interpretiert (immer in der Zukunft gilt ...).

» Notwendigkeitsregel“: ® ist eine Tautologie

Das folgende Beispiel zeigt, dal? eine ,normale” Modallogik (d.h. eine Modallogik in der
sowohl das Axiom K, als auch die ,, Notwendigkeitsregel“ und der Modus Ponens gelten), bei
der adaguaten natirlich-sprachlichen Interpretation der Modaloperatoren Schwierigkeiten
bereiten kann:

Nehmen wir an, wir interpretieren den O-Operator epistemisch (der Agent weif3, dal ...). Dann
besagt die ,, Notwendigkeitsregel“, dal’ dieser Agent alle giltigen Aussagen well3. Betrachten
wir also die Aussage:

Zermelo_Frankel _Axiome_der_Mengenlehre [ Fermats_letztes Theorem

und nehmen wir an, dal3 diese wirklich gultig ist, so besagt die , Notwendigkeitsregel“, dal3 der
von uns betrachtete Agent dies auch weil3. Kennt er die Axiome der Mengenlehre, so kdnnen
wir mit Hilfe des Axioms K und des Modus Ponens sehr einfach herleiten, dal3 er weil3, daf?
Fermats | etztes Theorem wahr ist.

Das Problem liegt offensichtlich darin, daf3 die Logik schon garantiert, dal3 der Agent den

Ein Hilbertkalkiil ist ein Aufzahlungsverfahren fiir alle in einer Logik als wahr zu betrachtenden Formeln. Er
startet mit elementaren als wahr zu betrachtenden Formel schemata (Axiome) und wendet SchlulRregeln an, um
daraus alle weiteren Tautol ogien zu generieren.



deduktiven Abschlu? seines Wissens (Axiom K) und sogar alle Tautologien
»Notwendigkeitsregel” kennt. Im Ublichen Sprachgebrauch hat der Begriff des,, Wissens' keine
derart starke Bedeutung. Wir verbinden ihn meist mit ,,wissen und sich dessen bewuf3 sein“. In
dieser Interpretation allerdings wirden wir die Gultigkeit des Axioms K und der
» Notwendigkeitsregel“ nicht akzeptieren. In einer normalen Modallogik entspricht der o-
Operator also einer sehr starken Form des Wissens, welche implizites Wissen mit einschliefyt
(Wissen Uber das man sich nicht bewul3t ist). Man mul3 also auferst vorsichtig sein bei der
Auswahl der zur Verfiagung stehenden Axiome und Regeln, wenn man bestimmte
Interpretationen der M odal operatoren betrachten mochte.

1.3 Relationale Ubersetzung in Pradikatenlogik

Um in Modallogik Schluf¥folgerungen zu ziehen und Theoreme zu beweisen, ist der oben
angegebene Hilbertkalkll denkbar ungeeignet. Es gibt spezielle Kalkile, in erster Linie
Tableauxverfahren [Fit83], die das Problem geschickter angehen. Aber auch diese haben ihre
Probleme und sind nur beschrankt anwendbar. Es gibt jedoch einen weiteren Ansatz, der sich
alsvortellhafter erwiesen hat. Die Idee die sich dahinter verbirgt besteht darin, modallogische
Formeln einfach in Pradikatenlogik zu Ubersetzen, um daraufhin mit pradikatenlogischen
Mitteln weiterzuarbeiten. Damit hat man Modallogik a's komfortable und benutzerfreundliche
Syntax, fur die Operationalisierung aber kann auf bewdahrte pradikatenl ogische Methoden
zuriickgegriffen werden.

Wie bei Compilern fir Programmiersprachen gibt es Ubersetzer, die mehr oder weniger
effizienten ,Code" erzeugen. Bei Logiken bedeutet dies, dal die Ubersetzten Formeln grof3
werden konnen und somit beim Theorembeweisen meist einen grof3en Suchraum produzieren.

Das erste Verfahren, das hier vorgestellt werden soll, geht auf Moore [M0080] oder friher
zurlick. Esist eines von der weniger effizienten Art, ist aber dafiir sehr einfach und einsichtig.
Aul3erdem |&f3t es sich zur Erzeugung von Korrespondenzaxiomen benutzen (siehe Abschnitt
1.1.4). Daher wird es schon an dieser Stelle eingefiihrt.

Der relationale Ubersetzer folgt genau der Semantikdefinition (Def. 1) und macht die in den
Semantikregeln der Erflllbarkeitsrelation implizit vorkommenden Bedingungen explizit. Dazu
fuhrt man fur die Erreichbarkeitsrelation ein zweistelliges Pradikatensymbol R ein. R(x,y) soll
dann gerade bedeuten, dald y von x aus erreichbar ist. Desweiteren gibt man den flexiblen
Funktions- und Prédikatensymbolen ein zusétzliches Argument, welches einen ,, Zustandsterm®
verwaltet. Eine Modalformel wie z.B. oP, wobei P ein O-stelliges flexibles Pradikatensymbol
ist, wird dann entsprechend der Semantikregel fir den o-Operator mit

O=o0d gdw. fir ale z' mit R(z,z") gilt O[z'] = ®
zu [h [z R(a,z) U P'(2)

Ubersetzt. Der Existenzquantor (e kommt von der Bedingung, dal3 Modalformeln dann als
erfullbar angenommen werden, wenn sie in irgendeinem Zustand gelten. Dieses [h muf3 also
ganz auf’en um die Ubersetzten Formeln geschachtelt werden. Es bezeichnet somit den



Startzustand der Interpretation.

Der ¢-Operator wird analog ubersetzt. Schwierigkeiten konnen allerdings die Quantoren
bereiten, falls die Tragermengen der den Zusténden zugeordenten Z-Strukturen nicht konstant
sind (varying domain). In diesem Falle sind die Mengen, Uber die die Quantoren quantifizieren,
zustandsabhangig, was in PL1 nicht ohne weiteres zu modellieren ist. Das Problem &3t sich
umgehen, wenn man als Tragermenge der Zielstruktur, in die Ubersetzt wird, die Vereinigung
aller Tragermengen der einzelnen Zustdnde nimmt und zusétzlich ein zweistelliges
Pradikatensymbol exists einfuhrt, welches angibt, ob der Term in dem jeweiligen Zustand
existiert oder nicht. Eine Formel Ox P(x) wirde dann Ubersetzt werden in Cax exists(a,x) O
P'(a, x). Diese Formel driickt dann genau das aus, was vorher implizit in der Semantikdefinition
des Allquantors steckte: nur fallsx im Startzustand a existiert, soll P(x) gelten. Dieser Trick |6st
das oben angesprochene Problem mit vater(Tom) in varying domains.

Existenzquantoren bieten jedoch nicht die einzige M églicheit, auszudriicken, dal3 ein Objekt in
einem bestimmten Zustand existiert. Dies kann auch implizit geschehen. Zum Beispiel sagt die
Aussage reich(Kénig-von(Frankreich)) nicht nur aus, daf3 der Kénig von Frankreich reich ist,
sondern insbesondere, dal? der Konig von Frankreich im aktuellen Zustand Uberhaupt existiert.
Die Ubersetzung einer solchen Aussage in PL1 muB daher diese implizite Annahme explizit
machen und fir jedes Argument eines Atoms ein entsprechendes exists(...) einfthren.

Wir definieren jetzt die relational e Ubersetzungsfunktion Mg folgendermalien.

Definition 3 (Relationale Ubersetzung in PL1)
Fir eine modallogische Formel @ sei MR(P) := [a (P,a), wobei 1(P,z) folgendermalien
definiert ist (der Einfachheit halber erlauben wir Ttauch Terme zu Ubersetzen):
TI(x,2) = x fdlsxeneVaiableist
T(f(t1, ... ,tn), 2) f(z,1(t1,2),...,7(tn,2)) falsf ein Funktionssymbol ist
T(P(t1,...,tn), 2) exists(z,T(t1,2)) ... O exists(z, T(tn,2)) 0 P'(z,1(t1,2),..., TWtn,2))
falls P ein Prédikatensymbol ist

m(-®d, 2) = -1(D,2)

meOwW,z = m(P,z) O(W,2)

meOW,z) = m(P,z) O(W,2)

(X @, 2) = [x exists(z,x) [ 1T(D,2)

(X @, 2) = [k exists(z,x) O 1(P,2)

mod, 2) = Oz'R(z,z) O (P,2)

(0D, 2) = (' R(z,z) OT(D,Z) |

Fir diese Ubersetzungsfunktion Mg &%t sich zeigen, daf sie korrekt und vollstandig ist, d.h.
eine modallogische Formel @ ist genau dann modallogisch erfiillbar, wenn Mg(®) pradikaten-
logisch erflillbar ist [Ohl91].

Beispiel 4 (fur relationale Ubersetzung)
MR(Ox O P(f(x))

= [h r(0Ox OP(f(x)), a)

= [ Ox exists(a, x) 0T (OP(f(x)), a)



Ch Ox exists(a, x) I z R(a, z) O T(P(f(x)), z)

Ch Ox exists(a, x) [z R(a, z) O (exists(z,T(f(x), z)) O P'(z, T(f(x), 2)))

Ch Ox exists(a, x) [ zR(a, z) O (exists(z,f(z, T(x,2))) O P'(z, f(z, T(x,2))))

= [h Oxexists(a, x) [ zR(a, z) L (exists(z,f'(z, x)) UP'(z, f'(z, X))) [

In Speziafallen 14R3t sich die Ubersetzungsfunktion Mg noch vereinfachen. Z.B. sind in
konstanten Domanen die Tragermengen in allen Zusténden gleich. Daher ist das exists-Pradikat
immer wahr und kann schon bei der Ubersetzung weggel assen werden. Fiir starre Symbole ist
das zusétzliche Zustandsargument Uberfliissig und kann (fir diese Symbole) entfallen.

1.4 Korrespondenzeigenschaften

Die Modallogik, wie sie bisher vorgestellt wurde, bildet nur eine Basisversion (System K). In
speziellen Anwendungen erreicht man sehr schnell einen Punkt, an dem man zusétzliche
Eigenschaften verlangt. Soll der o-Operator z.B. temporal interpretiert werden (immer in der
Zunkunft ... und entsprechend der ¢-Operator als irgendwann in der Zukunft ...), dann hétte
man sicherlich gerne die Glltigkeit des folgenden Schemas gewahrleistet:

OO [ 0D

D.h., wenn, ausgehend von ,,jetzt", von irgendeinem Zeitpunkt in der Zukunft aus ein weiterer
Zeitpunkt in der Zukunft existiert in dem @ gilt, dann gibt es auch von jetzt aus einen Zeitpunkt
in der Zukunft, in dem ® gilt. Was das implizit ausdrtickt, ist nichts anderes, as dal3 die
Zukunft der Zukunft selber wieder Zukunft, die friher-spater-Relation also transitiv ist.
Tatsachlich besteht ein direkter Zusammenhang zwischen dem Axiomschema 0® [0 0P bzw.
dem dazu kontrapositiven Schema8o® 0O oo® und der Transitivitat der
Erreichbarkeitsrelation (es handelt sich um ein Schema, weil man wieder die Gltigkeit fur alle
Formeln @ fordert).

Der Zusammenhang zwischen dem Schemao® O oo® und der Transitivitét der Erreichbar-
keitsrelation 183t sich folgendermal3en darstellen: Erfillt ein Frame F alle Instanzen des
Schemaso® 0 oo®, d.h. die Formeln sind wahr in allen F-basierten Interpretationen, dann
muld die Erreichbarkeitsrelation in F transitiv sein; und umgekehrt, ist die Erreich-
barkeitsrelation in F transitiv, so sind alle Instanzen des Schemas in diesem Frame erfullt.

Dies bedeutet, dal3 das obige Axiomenschema die Klasse der Frames mit transitiver
Erreichbarkeitsrelation eindeutig charakterisiert. Diesen Zusammenhang kann man jetzt
ausnutzen, indem man das Trangitivitatsaxiom fur das Préadikat R zu den vom Ubersetzer Mg
(Def. 3) erzeugten Formeln hinzufgt und damit wie Ublich Beweise fuhrt. Die Theoreme, die
sich damit beweisen lassen, sind dann genau digjenigen, die sich unter Annahme des
Axiomenschemaso® [J oo® beweisen lassen.

8Man drehe die Implikation mittels der Kontrapositionsregel (® 0 W) - (=W O =®) herum, schiebe die
Negation unter Ausnutzung von =¢ @ = 0 -® nach innen und mache schlief3lich, da das ® fir eine beliebige
Formel steht, aus -® einfach ein &.



Mittels des Zusammenhangs zwischen dem Axiomenschema und der korrespondierenden
Eigenschaft der Erreichbarkeitsrelation sowie der Ubersetzung von Modalformeln in
Prédikatenlogik 1813 sich dann das Rechnen mit dem Axiomenschema auf das viel einfachere
Rechnen mit dem korrespondierenden Axiom zurtckfthren.

Die Fragen, diesich jetzt stellen, sind:

» Wie entdeckt man solche Korrespondenzen zwischen Axiomenschemata und Eigen-
schaften der Erreichbarkeitsrelation?

* Wie beweist man die Korrespondenzen?

» Existiert tberhaupt fir jedes Axiomenschema eine Klasse von Frames mit korrespon-
dierenden Eigenschaften?

* Wennja, ist die korrespondierende Eigenschaft in PL1 beschreibbar?

» Exidtiert fUr jede Klasse von Frames ein korrespondierendes Axiomenschema?

» Falls es nicht fur alle Schemata solche Korrespondenzen gibt, kann man digjenigen
syntaktisch charakterisieren, fur die esin PL1 beschreibbare Eigenschaften gibt?

Manche Logiker haben sich ausfiihrlich mit diesen Fragen beschéftigt. Ein Uberblick dazu gibt
[Ben84]. Wir mochten uns an dieser Stelle nicht mit den theoretischen Charakterisierungen
beschéftigen, die insbesondere van Benthem in seiner Dissertation gefunden hat, sondern einen
Algorithmus angeben, der als Eingabe ein Axiomenschema erhédlt (und zusétzlich eine
Ubersetzungsfunktion, z.B. MR), und als Ergebnis — falls er terminiert — das zugehorige
Korrespondenzaxiom liefert. Die Idee die sich hinter dem SCAN-Algorithmus (,, Syntesize
Correspondence Axioms for Normal logics*) verbirgt ist, das negierte Axiomenschemamit dem
gegebenen Ubersetzer in PL1 zu Ubersetzen und zu versuchen, es mittels Resolution zu
widerlegen. Wenn man das geschickt macht, ergibt sich dabel (per Abduktion) genau die
Eigenschaft der Erreichbarkeitsrelation, welche noch fehlt, um eine Widerlegung zu finden. Der
Algorithmus funktioniert dabei nicht nur fir Modallogik, sondern fur alle Logiken mit
modelltheoretischer Semantik und einem korrekten und vollstandigen Ubersetzer in
Pradikatenlogik.

Da mit diesem Algorithmus die Bedingungen ausgerechnet werden sollen, unter denen das
Axiomenschema beweisbar ist und diese Bedinungen unter Umstanden Gleichungen sein
konnen, muf3 die Resolutionsregel etwas verandert werden. Die Resolution darf nicht scheitern,
wenn zwei Terme nicht unifizierbar sind. In diesem Fall mul3 sie die beiden Terme als
Ungleichungen (die mit den gesuchten Gleichungen beweisbar werden) in die Resolvente mit
aufnehmen. Die folgende Definition erweitert daher die Resolutions- und Faktorisierungsregel
zur C-Resolution und C-Faktorisierung (C fur Constraint).

Definition 5 (C-Resolution)
C-Resolution arbeitet folgendermalen:
P(s1,...,sn) LC P(s1,...,sn) und =P(ty,...,tn)
aP(t1,....tn) 0D sind die Resolutiondliterale
CODOs1#t10...0sp %ty (oder s1=t10... Osp=tqa 0 (COD))

und die C-Faktorisierung ganz anal og:
B@'].....Sn) 0 B(l'].....tnl ] C




P(s1,...,sp) UCOs1#t1 O...00 sp#Ztp [

Definition 6 (Algorithmus SCAN)

Eingabe: Ein Axiomschema A mit Formelvariablen P sowie eine korrekte und vollstandige

Ubersetzungsfunktion in Pradikatenl ogik.

Ausgabe: (im Erfolgsfall) Ein Korrepondenzaxiom, d.h. eine PL1-Formel, die die

Formelvariablen P nicht mehr enthalt und die genau die Bedingung darstellt, die man braucht,

um A zu beweisen.

1. Schritt: Negiere A.

2. Schritt:  Ubersetze -A in Pradikatenlogik. (Die n-stelligen Formelvariablen ® werden dabei
als n-stellige Prédikatensymbole P betrachtet).

Erzeuge die Klauselnormalform.

3. Schritt:  C-resolviere und C-faktorisiere auf den Literalen der Ubersetzten Formelvariablen,
solange es geht. Sind alle Resolutionsmdglichkeiten mit einem Literal erschopft,
|6sche die Klausel (Purityldschung). Mache alle in Resolutionsbeweisern tiblichen
Vereinfachungen auf der Klauselmenge (Tautol ogie-, Subsumptionsl dschung usw).

4. Schritt:  Falls der 3. Schritt terminiert und die Klauselmenge nicht leer ist: Mache, falls
maoglich, die Skolemisierung der Existenzquantoren wieder riickgangig.

5. Schritt:  Negiere das Resultat. |

Der Algorithmus kann an drei Stellen scheitern: Erstens kann die Klauselmenge durch
Purityldschung zur leeren Klauselmenge kollabieren. In diesem Fall existiert definitiv keine
Klasse von korrespondierenden Frames, die ohne einen Quantor [@ in Logik 2. Ordnung
beschrieben werden kann. Zweitens, das Verfahren muf3 nicht in jedem Falle terminieren. Das
kann zwei Ursachen haben: entweder ist die Resolution in redundanten Schleifen gefangen und
produziert nichts Neues, oder sie produziert unendlich viele neue, aber verschiedene Klauseln.
Im letzten Fall gibt es zwar eine Klasse von korrespondierenden Frames, aber dieist nicht mit
PL 1-Axiomen beschreibbar. An Lemma 43 sieht man, dal3 man aber u.U. dann Formeln in
Logik 2. Ordnung berechnen kann. Leider kann man den Fall, dafl3 sich die Resolution in
redundanten Schleifen verfangen hat, nicht automatisch erkennen. Daher ist der Algorithmus
insgesamt unvollstandig. Wenn man den Algorithmus von Hand durchrechnet, hat man aber
gerade damit im allgemeinen wenig Probleme.

Die dritte und letzte Stelle, an der der Algorithmus scheitern kann, ist der Versuch, die
Skolemisierung riickgangig zu machen (Entskolemisierung). Falls dies nicht geht, gibt es zwar
eine Klasse von korrespondierenden Frames, dieseist aber, wieim zweiten Falle, nicht in PL1
beschreibbar. Benutzt man jedoch Pradikatenlogik 2. Ordnung mit Funktionsvariablen, sowie
Henkin-Quantoren® [Hen61, Wes89], lassen sich die Formeln in jedem Fall entskolemisieren
und man erhdt Formeln 2. Ordnung al's Korrespondenzaxiome.

In [GO92] wird gezeigt, dald der Algorithmus korrekt ist, d.h. liefert er eine Formel, so stellt
diese gerade das gesuchte K orrespondenzaxiom dar.

9Das sind parallele K ombinationen von I Quantoren.



Wir wenden den Algorithmus jetzt auf verschiedene Axiomenschemata an und zeigen damit die
in der Literatur vielfach zitierten Korrespondenzen. Dabei missen im 3. Schritt des
Algorithmus immer alle Literale bis auf die R-Literale wegresolviert werden. Mit den R-
Literalen wird nur in den wenigen Fallen resolviert, in denen man die Klauseln kiirzer machen
kann, ohne sie zu instantiieren. (Da wir mit syntaktischen Mitteln Semantik berechnen,

benutzen wir diesmal einen neutralen Zeichensatz.)

Beispiel 7 (Reflexivitat)
Axiomenschema oO® [ &
negiert: odO0-P
Ubersetzt: (A (Ox R(ax) O P(x)) O- P(a)
Klauselform: = R(a,x), P(x)
- P(a)
P wegresolviert: - R(a,a)
entskolemisiert: [a - R(a,a)
negiert: Ox R(x,X) (Reflexivitét)

Beispiel 8 (Transitivitat)
Axiomenschema o®d 0 ood
negiert: o® 000 ~®
Ubersetzt: (A (Ox R(ax) O P(x)) O Cb R(a,b) O [t R(b,c) O =P(c)
Klausdform: =R(a,x), P(x)

R(a,b)

R(b,c)

=P(c)
P wegresolviert: -R(a,c)

R(a,b)

R(b,c)
entskolemisiert: [(ab,c -R(a,c) O R(ab) O R(b,c)
negiert: 0x,y,z R(x,y) OR(y,z) O R(x,2) (Trangtivitat)
Beispiel 9 (Konfluenz)
Axiomenschema <¢od® 0 od¢d
negiert: oo O00o-d
Ubersetzt; (A (Cb R(ab) O (Ox R(b,x) O P(x)) O

(Ce R(a,c) U(Ly R(cy) O =P(y))

Klauselform: R(a,b)

=R(b,x), P(x)
R(ac)



=R(cy), =P(y)

P wegresolviert: R(a,b)
R(a,.c)
—lR(b,X) , —IR(C,X)

entskolemisert: [a,b,c R(a,b) O R(ac) O (Ox =R(b,x) O =R(c,x))

negiert: 0x,y,z R(x,y) OR(x,2) O (Cv R(y,v) OR(z,v)) (Konfluenz) |
Beispiel 10 (Distribution Uber [)

Axiomenschema o(® OW) O (o® OaW) (ist quivalent zu 0d [0 o)
negiert: o(®OW) 00— =W

Ubersetzt: (A Ox R(ax) O (P(x) DQ(x)) O

b R(a,b) 0 -P(b) [
[ R(ac) 0= Q(c)

Klauselform: =R(a,x), P(x), Q(X)

R(ab)

-P(b)

R(a,.)

=Q(c)
P, Q wegresolviert:  R(a,b)

R(a,.)

b#c (Hier ist einmal mit R(a,b) resolviert worden.)
entskolemigiert: [(ab,c R(ab) OR(ac) Ob#c
negiert: Ox,y,z (R(x,y) OR(x,2)) 0 y=2z (Rist partielle Funktion) m
Beispiel 11 (Geachs Axiom, Rechtslinearitat)
Axiomenschema o@® O W) Oo@W¥O )
negiert: O(mP O-Y) X (oW - D)
Ubersetzt: (a b R(ab) O(0Ox R(b,x) O P(x)) O0-Q(b) O

[t R(a,c) O(Ly R(cy) O Q(y)) U-P(c)

Klauselform: R(a,b)

=R(b,x), P(x)

= Q(b)

R(a,.c)

“R(cy), Q(y)

=P(c)

P, Q wegresolviert: R(a,b)
=R(b,c)
R(a,.)



entskolemisiert:
negiert:

Beispiel 12
Axiomenschema
negiert:

Ubersetzt:

Klausaform:

P wegresolviert:

entskolemisiert:
negiert:

Beispiel 13
Axiomenschema
negiert:

Ubersetzt:
Klauselform:
entskolemisiert:
negiert:

Beispiel 14
Axiomenschema
negiert:

Ubersetzt:

Klausaform:

P wegresolviert:

entskolemisiert:
negiert:

Beispiel 15
Axiomenschema
negiert:

Ubersetzt:

=R(c,b)

[,b,c R(a,b) O R(a,c) [(FR(b,c) O -R(c,b)

0x,y,z R(x,y) OR(x,2) O (R(y,2) OR(zy))

(I'solierung)
® 0 oo
¢ 000

[aP@) O (b R(ab) 0-P(b)

P(@)
R(a,b)
-P(b)

R(a,b)
azb

[abR(ab) Daz b

Ox,y R(xy) O x=y

(Sackgassen)
Ofalsch

Owahr

[B,b R(a,b) Owahr
R(a,b)

[ab R(ab)

Ox = Oy R(xy)

(Brouwer Axiom)
e 0 ood
® 00o-P

[aP(a) O b R(a,b) O(Ox R(bx) O -P(X))

P(d)
R(ab)
-R(b,x), =P(x)

R(a,b)
-R(b,a)

Cab R(ab) O -R(b,a)
Ox,y R(xy) O R(Y.x)

(Inverse Barcan Formel)
oOx d(x) O Ox aod(x)
o0x d(x) O X ~D(x)

(Symmetrie)

Caly R(ay) O (Ox exists(y,x) O P(y,x)) O



X exists(ax) O b R(ab) 0-P(b,x)

Klauselform: -R(ay), —exists(y,x), P(y,x)
exists(a,c)
R(ab)
-P(b,c)

P wegresolviert: R(a,b)
exists(a,c)
—exists(b,c) (Hier ist wieder mit R(a,b) resolviert worden.)

entskolemisiert: [ab,c R(a,b) O - exists(b,c) [ exists(a,c)
negiert: Ox,y R(x,y) O (Dz exists(x,z) O exists(y,z)) (Increasing Domain) =

Betrachtet man die Umkehrung der Implikation im obigen Beispiel, d.h. die Barcan-Formel [Jx
od(x) 0 olx d(x), so ergibt sich die ,decreasing domain“-Bedingung. Gelten beide Barcan
Formeln, dann hat man die Version der Logik mit constant domain, d.h. die Trégermengen sind
in alen Zustanden die gleichen.

Gegenbeispiele
Die folgenden Beispiele zeigen, was passieren kann, wenn das Axiomenschema keine in PL1
charakterisierbaren Frames beschreibt.

Beispiel 16 (Kollaps)
Axiomenschema oO® [ -® (Lugner Axiom)
negiert: od 0P
Ubersetzt: Ca (Ox R(ax) O P(x)) OP(a)
Klauselform: =R(a,x), P(x)
P(@@)
P wegresolviert: leere Klauselmenge =

Der Kollaps der Klauseln zur leeren Klausel menge bedeutet, dal? es Gberhaupt keine Bedingung
an die Erreichbarkeitsrelation gibt, dieo® [J -® beweisbar macht. Um die beiden positiven
P-Literale loszuwerden, braucht man negative P-Literale. Die einzige Chance doch noch mit
diesem Schema umgehen zu kénnen, liegt darin, die Semantik des o-Operators zu andern. Mit
der folgenden Version erhalten wir tatsachlich ein brauchbares Resultat:

O[z] =o® gdw. fur jeden Zustand z": R(z,z") genau dann wenn [J[z'] = ®

Der SCAN-Algorithmus muld jetzt mit einer der gednderten Semantik entsprechenden
Ubersetzungsfunktion angewandt werden.

Beispiel 17 (Irreflexivitat)
Axiomenschema o® [0 -®
negiert: od 0P



{ibersetzt: [ (Ox R(ax) = P(x)) 0P@)

Klauselform: =R(a,x), P(x)
R(ax), =P(x)
P@)

P wegresolviert: R(a,a)

entskolemisert: (B R(aa)
negiert: Ox =R(x,X) (Irreflexivitét) |

Beim néachsten Beispiel wird wieder die urspriinglische Semantik verwendet.

Beispiel 18 (L6bs Axiom)
Axiomenschema ¢® 0 ¢(P Oo- P)
negiert: WOREE= [CRONNEEO))
Ubersetzt: (a (b R(ab) OP(b) O
Ox R(ax) O (=P(x) O Oy (R(x,y) O P(y)))

Klauselform: R(a,b)

P(b)

“R(ax), =P(x), R(x,f(x))

~R(ax), ~P(x), P(f(x)) u

Die letzte Klausel ist rekursiv. Daher terminiert die Resolution nicht. Ein Versuch, die P-
Literale wegzuresolvieren, produziert unendlich viele Klauseln R(f"(b), f"*1(b)) wobei f(b)
eine n-fache Schachtelung von f bedeutet. Frames, die diese Klauseln widerlegen, sind Frames
mit endlichen R-Ketten, und genau das ist Bedingung an die Eigenschaften von R, die L 6bs
Axiom entsprechen (Modallogik G). Diese Bedingung ist jedoch nicht in PL1 axiomatisierbar.
Mit der SCAN-Methode kann man sie aber offensichtlich trotzdem (in einem unendlichen
Prozefd) ausrechnen. (Diesist aber noch Gegenstand der Untersuchung.)

Beispiel 19 (McKinseys Axiom)

Axiomenschema ood [ ood

negiert: o0® Ooo-d

Ubersetzt: (aOx R(ax) O Oy (R(x,y) OP(y)) O
Ox R(ax) O Oy (R(xy) O-P(y))

Klauselform: =R(a,x), R(x,f(x))

-R(a,x), P(f(x))
-R(ay), R(y.qa(y))
=R(ay), =P(g(y))

P wegresolviert: =R(a,x), R(x,f(x))

-R(ay), R(y.9(Y))
=R(ax), "R(ay), f(x) # f(y) u

Die letzte Klausal kann nur mit einem Henkin-Quantor, einer Art parallele Kombination von [



[JSequenzen, entskolemisiert werden [Hen61]. Logiken mit Henkin-Quantoren sind jedoch
echt starker als PL1, und in der Tat charakterisiert McKinseys Axiom keine in PL1
axiomatisierbaren Frames [Ben84, Seite 197].

Die Klasse der Frames mit gleicher Eigenschaft, z.B. Reflexivitdt oder Transitivitat der
Erreichbarkeitsrelation, falst man Ublicherweise zu einer speziellen Logik zusammen, indem
man den Erfillbarkeitsbegriff auf die jeweilige Klasse bezieht. Man sagt dann z.B. eine Formel
ist ,erfillbar in der Logik T* wenn siein allen Frames mit reflexiver Erreichbarkeitsrelation
erfullbar ist. Die speziellen Logiken, die einer Klasse von Frames mit gleicher Eigenschaft der
Erreichbarkeitsrel ation entsprechen, haben traditionell folgende Namen:

Definition 20 (Benennung klassischer M odallogiken)

K keine speziellen Eigenschaften

D Seriditét, d.h. von jedem Zustand gibt es weitere erreichbare Zusténde.
T Reflexivitét (manchmal auch M genannt)

DB  Symmitrie und Serialitét

K4  Trangtivitéat

B Reflexivitét und Symmetrie

4 Reflexivitét und Trangtivitét

S5 Reflexivitat und Trangtivitat und Symmetrie (d.h.Aquivalenzrel ation)
usw

1.5 Modallogik mit parametrisierten Modaloperatoren

Fur viele Anwendungen sind die einfachen Modal operatoren nicht ausdrucksstark genug. Um
z.B. eine etwas redlistischere epistemische Logik zu bekommen, in der man mehrere , Agenten*
betrachtet, bendtigt man parametrisierte Operatoren. [a]P konnte dann heil3en: Agent a weil3 P.
In einer Anwendung als Aktionglogik kénnte dann [a]P heif3en: Nach Durchfiihrung der Aktion
a gilt p. Diese Parameter der Modal operatoren konnen also beliebige Terme sein, die z.B.
Agenten oder Aktionen bezeichnen.

Die Semantik ist dabei wieder eine Mdgliche-Welten-Semantik mit einer geeigneten
Erreichbarkeitsrelation. Allerdingsist diese Erreichbarkeitsrelation jetzt parametrisiert, d.h. fur
jeden Parameter existiert eine eigene Erreichbarkeitsrelation. Eine Formel [p]P wird dann
konkret so ausgewertet: Wahle die Erreichbarkeitsrelation Ry und teste ob in allen Gber Ry
erreichbaren Zusténden P gilt. (Fur den dualen Operator [f] gilt das Analoge.)

Graphisch kann man sich das so veranschaulichen: Angenommen wir haben zwei Parameter a
und b, die von der Interpretation U auf die Werte a und b der Tragermenge des aktuellen
Zustands abgebildet werden. Dann konnte elne Zustandsstruktur so aussehen:



Uber R , erreichbare
Zustande

Uber R, erreichbare
Zustande

Die formale Semantik der Modallogik mit parametrisierten Operatoren ist jetzt fast identisch mit
der fur die einfache Relation. Frames bestehen jetzt aus Zusténden sowie einer parametrisierten
Erreichbarkeitsrelation. Damit ist Sie eigentlich eine dreistellige Relation.

Definition 21 (Semantik der Modallogik mit parametrisierten Operatoren)

Ein Frame F = (Z, R) besteht aus einer Menge Z von Zustanden und einer bindren Relation auf
den Zustanden, die mit Elementen der Tragermenge parametrisiert ist. Interpretationen sind
genauso definiert wiein Def. 1.

Die Erfullbarkeitsrelation fur eine Interpretation mit aktuellen Zustand z sieht jetzt folgender-
mal3en aus:

O& [p]P gdw. firalez' mit Rop)(z,2) gilt Oz ®
el gdw. esgibteinz' mitRg,py(z,z)und O[z7=®

Alle anderen Félle sind im wesentlichen identisch zum unparametrisierten Fall (Def. 1). Hierbei
bezeichnet in Ry p)(z,2') der Index oy, (p) gerade das Element p der Tragermenge des aktuellen
Zustands z, zu dem der Parameter p ausgewertet wird. ]

1.6 Funktionale Ubersetzung in Pradikatenlogik

Die relationale Ubersetzung bewirkt durch die zusitzlichen R-Literale einen erheblichen Ballast
innerhalb der Formeln. Diese werden grof3er und die Information tber die Struktur des
Zustandsgraphen wird unkontrollierbar verteilt Gber die gesamte Klauselmenge. Wir stellen
daher eine weitere Ubersetzungsmethode vor, die erheblich kompaktere Formeln generiert
[Her89,0n191]. Sieist deshalb fir die praktische Anwendung weit besser geeignet. Aul3erdem
kann sie auch ohne weiteres verwendet werden, um mit Hilfe des SCAN-Algorithmus (Def. 6)
die Logiken mit parametrisierten M odal operatoren zu untersuchen.



In der funktionalen Ubersetzung erscheinen in den tibersetzten Formeln nicht mehr Literale mit
dem R-Pradikat, sondern Sequenzen von Termen, welche Ubergange von einem Zustand zu
einem néchsten darstellen. Bezeichnet man bel gegebener zweistelliger Relation R fiir die Menge
al dery, die von x aus Uber R erreichbar sind den Ausdruck R(x), so ergibt sich folgender
Zusammenhang:

RX) = {yIRxY)} ={yly ODR(X)})
{Y(R(¥) |y O AF}

{Rey)¥) |y OAF}

= {y(x) |yOAFg}

wobei mit AF die Menge der Auswahlfunktionen, d.h. die Menge der Funktionen, die Mengen
auf einesihrer Elemente abbilden, gemeint ist. Konsequenterweise ist dann AFR :=={R oy | Y
[0 AF}. AFR ist eine Menge von Erreichbarkeitsfunktionen, d.h. Funktionen, die Zustande auf
Uber R erreichbare Zusténde abbilden. Die Menge aller Argument-Wertepaare aller Funktionen
in AFR ergibt genau die Relation R (AFR ist jedoch nicht die einzige Menge von Funktionen,
mit der man R rekonstruieren kann). Das folgende Beispiel (ohne Parameter) soll dies
verdeutlichen:

Relationale Reprasentation:

Z
5 R(z1.22), R(z1,23), R(z1,24),
Z, R(z2.z5), R(z2.z6)
Zg
y4 y4
1 3 Funktionale Représentation:
Zy Wir brauchen mindestens drei Funktionen:

Yi:Z1» Z2 Y2 Z1v» Z3 Y3:Z1— Z4
Z2+ 75 i+ 76

Diese Menge von Erreichbarkeitsfunktionen ist minimal (aber nicht eindeutig). AFR ist dagegen
eine maximale Menge von Erreichbarkeitsfunktionen.

Leider sind die Zusammenhange nur dann so einfach wie geschildert, wenn die Relation R
serial ist, d.h. wenn R(x) # O fur alle x. Ist dies nicht der Fall, sind die Funktionen in AFR
partiell. Dies stellt im Prinzip kein wesentliches Problem dar, macht die Sache aber technisch
komplizierter [Ohl88, Ohl91]. Daher beschranken wir uns im folgenden auf den seriadlen Fall.

Die Beziehung R(x) = {y(x) | y O AFR} erlaubt nun, die Semantikdefinition der Modal-
operatoren in Def. 1 umzuschreiben

Orod® gdw. furaleu O AFR gilt O[u(z)] = ®
0= O0® gdw. esgibtein uAFr und O[u(z)] = .

Der wesentliche Unterschied zur Originaldefinition ist, dal3 die Bedingung , fur alle z' mit
R(z,z")", die vom aktuellen Zustand z abhangt, durch ,fur alleu 0 AFR" ersetzt wurde, was
einem ganz normalen Allquantor entspricht. Dies erlaubt nun, den o-Operator wirklich wie



einen Allquantor zu behandeln. Die Bedingung ulJAFR |83t sich syntaktisch durch eine ent-
sprechende Typisierung der Variablen u in einer geeigneten Sortenlogik ausdriicken (z.B. als
u:AFR).

Mit Hilfe dieser modifizierten Semantik wird die Ubersetzungsfunktion Mg (Def. 3) in Mg ab-
gewandelt, die z.B. die Formel olOpP Ubersetzt in [ Ou:AFR [v:AFR P'(v(u(a))), oder, wenn
man v(u(a)) in Form von Funktionskompositionen schreibt in Ch COu:AFR O/:AFR P'((u © v)(@))).

Das fuhrende [h taucht immer in genau dieser Form auf. Daher kann man es auch weglassen
und dann einfach schreiben: Ou:AFR [W:AFR P'([u v]), wobei [u v] flr (u o v)(a) steht. Auf
komplexe Formeln angewendet, ergibt das eine wesentlich kompaktere Form, als die von lNgr
produzierte.
Die Erweiterung von INg auf parametrisierte Modal operatoren ist jetzt relativ einfach. Es gilt
Ro(} = {y | Rp(xy)} (={y 1y O Rp()})

= {Y(Rp()) |y O AF}

= {(Rp-y)() |y O AF}

= {v(p(x) |y U AFR}.

AF'Rr ist jetzt die Menge der parametrisierten Erreichbarkeitsfunktionen, d.h. fur y O AFR
bildet y(p) auf Zusténde ab, die Uber die p-parametrisierte Relation erreichbar sind.

Die entsprechende Semantikdefinition fir die parametrisierten Modal operatoren sieht jetzt
folgendermal3en aus:

Ok [p]® gdw. fur alleu DAFR: O[u(p)(2)] = @
(= HhId gdw. esgibt ein u OAFR mit O[u(p)(z)] = .

(Man konnte natrlich anstelle von u(p)(z) auch u(p,z) schreiben. Die erste Version ist die
sogenannte ,curried” Version der zweiten und hat manchmal Vorteile.)

Wir definieren jetzt die funktionale Ubersetzungsfunktion Mg folgendermafen.

Definition 22 (Funktionale Ubersetzung in PL1)
Fir eine modallogische Formel @ sei Mg(®) = [a 1i(P,z), wobei 11(P,z) folgendermalien
arbeitet (wiederum verwenden wir ttauch, um Terne zu Ubersetzen):
m(x,z) = x falsxeneVariableist
n(f(t1,...,tn),2) = f'(z,1(t1,2),...,7(tn,2)) falsfein Funktionssymbol ist
T(P(t1,...,tn),2) = exists(z, T(t1,z)) ... Oexists(z, 1(tn,2)) 0 P(z,1(t1,2),..., (tn,2))
falls P ein Prédikatensymbol ist
(~P, 2) = A1(P, 2)
e OW,z) =m(P, 20m(¥, 2)
md OW,z) =1(P, 201(W, 2)

mOx ®P,z) = Uxexists(z, x) Ut (P, 2)

mk ®,z) = [kexists(z, x) LI (P, 2)

T([p]®P, 2) = exists(z, T(p,2)) O Ou:AFR T(®P, u(p)(2))

MR P, z) = exists(z, T(p,z)) 0 [L:AFR (P, u(p)(2)) ]

Der , exists(z, T(p,2)) ..." Teil bei der Ubersetzung der parametrisierten Modal operatoren tréagt



der Moglichkeit Rechnung, dal? die Parameter selbst Terme sind, welche auf Objekte referen-
Zieren, die eventuell in bestimmten Zusténden Uberhaupt nicht mehr existieren. Dieser Teil fallt
dann weg, wenn man unparametrisierte M odal operatoren hat, oder wenn man von vorneherein
welil3, dal3 die Parameter der Operatoren nur Objekte bezeichnen, die in allen Zustdnden
existieren.

Um die Syntax etwas zu vereinfachen, kann man, wie oben schon angedeutet, den &uferen
Existenzquantor weglassen und die Zustandsterme al's Strings schreiben. Nach der Ubersetzung
koénnen in den Formeln Terme der Art x(p) auftauchen, wobei x eine Variable ist. Das sieht auf
den ersten Blick aus wie ein Term aus Prédikatenlogik zweiter Ordnung. Mit einem einfachen
Trick kann man das in diesem Fall jedoch wieder as Term in PL1 darstellen. Anstelle x(p)
schreibt man apply(x,p) mit der intendierten Bedeutung von apply: Wende x auf p an.
(Funktionsvariablen werden erst dann wirklich héherer Ordnung wenn man damit Gber alle
Funktionen auf einer Menge quantifiziert, Uber die gleichzeitig auch ein normaler Quantor
guantifiziert, also z.B. Ox:A Oy:A - A P(y(x)) und man damit alle Funktionen von A nach A
meint. Dieses alle geht verloren, man wenn man [x Oy P(apply(y,x)) schreibt.)

Fir die funktionale Ubersetzung kann man jetzt ebenfalls Vollstandigkeit und Korrektheit
beweisen:

Eine modallogische Formel ist modallogisch erfullbar gdw.
die Ubersetzte Formel pradikatenlogisch erfiillbar ist.

Mit Hilfe der funktionalen Ubersetzung lassen sich jetzt weitere interessante Beziehungen
zwischen modallogischen Axiomenschemata und Eigenschaften der semantischen Struktur
herleiten. Dazu wenden wir wieder den SCAN-Algorithmus (Def. 6) an. Die Parameter der
Modal operatoren sollen bei diesen Beispielen immer persistent sein, d.h. nicht von den
Zustanden abhéngen. Bei der Ubersetzung werden sie daher nicht verandert.

Als erstes Beispiel betrachten wir das Hierarchieaxiom [p]® [0 [q]®. Bezeichnen beispiels-
weise p und g Aktionen, dann besagt dieses Axiom: ,, Gilt nach Ausfihrung der Aktion p die
Aussage @, so auch nach Ausfuhrung der Aktion gq“. Das ist nichts anderes als die
Spezialisierungsbeziehung zwischen Aktionen, wie sie z.B. zwischen den Aktionen bewegen
und gehen besteht.

Beispiel 23 (Hierarchieaxiom)
Axiomenschema [p]® O [q]®
negiert: [p]® OG-~
tbersetzt: Ca (Ox P(x(p)(a))) O (Cx ~P(x(a)(a)))
Klauselform: P(x(p)(a))
=P(c(a)(@))
P wegresolviert: x(p)(a) # ¢(g)(a)
entskolemisiert: Ch,c Ox x(p)(@) # c(q)(a)
negiert: Oxy [z z(p)(x) = y(@)(x) =

Mit einer entsprechend erweiterten Version von Mg wirde der SCAN-Algorithmus liefern:



Ox,y Rg(x,y) O Rp(xy), d.h. Ry ist eine Teilrelation von Ry. Und in der Tat ist, wie man
folgendermal3en sieht, [x,y [z z(p)(a) = y(q)(a) das funktionale Aquivalent dieser Teilrela
tionsbeziehung:
[xy Rg(xy) & Rp(x.y)

gdw. Ox Rq(x) O Rp(x)

gdw. Ox Oy O AF [z O AF y(Rq(x)) = z(Rp(X))

gdw. Ox Oy O AF Lz O AF (Rg » Y)(X)) = (Rp = 2)(X))

gdw. Ox Oy O AFR [z O AFy(9)(x)) = z(p)(x))

Sind die Parameter p und q einfache Konstantensymbole, kann man die festgestellte
Teilmengenbeziehung verwenden, um p und q nach der Ubersetzung selbst als Sorten zu
interpretieren und dann die Zustandsvariablen unter der Annahme der Untersortenbeziehung g =
p zu unifizieren.

Das néchste Beispiel ist das Persistenzaxiom [p]® O [q][p] P.
(Ist p = g dann entspricht das dem Transitivitétsaxiomo® [0 ood.)

Das Axiom findet z.B. Verwendung, wenn man ausdriicken mochte, dal? ein Agent A nichts
vergifdt. Dann wéhlt man als Parameter p = weilR(A), und as Parameter g = immer und erh@t dann
[weiR(A)]P O [immer][weiR(A)]P, d.h. wenn er einmal @ weil3, dann weil3 er esimmer. Dieses
Beispidl illustriert eine sehr interessante Eigenschaft der parametrisierten M odal operatoren: Man
kann verschiedene Parameter gemischt betrachten, z.B. einmal als Zeitparameter, einmal als
epistemische Parameter, usw. Der Kombination von Logiken ist damit fast keine Grenzen
gesetzt.

Beispiel 24 (Persistenzaxiom)
Axiomenschema [p]® O [q][p]P
negiert: [p]® D4] [p1-P
Uibersetz: Ca (Ox P(x(p)(&))) O (Cu Dv =P((u(a) - v(p)(a)))
Klauselform: Px(p)(®)
= P((c(g)- d(p))(a)

P wegresolviert: X(p)(a) # (c(a)- d(p))(2)
entskolemisiert: Ch,c,d Ox x(p)(a) # (c(g)o d(p))(a)

negiert: Ox,y.z Ov v(p)(x) = (y(@)e z(p)(X) m

Mit dem néchsten Beispiel wird illustriert, wie man den Mechanismus verwenden kann, um
Operationen auf den Parametern zu definieren. Angenommen, wir haben eine Aktionslogik, in
der [p]P bedeutet: Nach Ausfiihrung von Aktion p gilt ®. Jetzt wollen wir, wie in dynamischer
Logik, eine Operation “Hintereinanderausf ihrung von Aktionen” einfthren. [p;q] @ soll heil3en:
Nachdem die Operation p;q, die aus der Hintereinanderausfiihrung von p und q besteht,
ausgefuhrt wurde, gilt ®. Hierfur gilt offensichtlich das Axiomenschema [p][q]® O [p;q]P.
Auf dieses Schema wenden wir den SCAN-Algorithmus an.

Beispiel 25 (Sequenzierung)
Axiomenschema [p][g]® O [p;q]P



negiert: [pI[a]® U pigl-®
tbersetzt: [ (Ox,v P((u(p)  v(9))(&) O (L ~P(c(p;q)(@))

Klauselform: P((u(p) ~ v(d))(&))
- P(c(p;0)(a)

P wegresolviert: (u(p) o v(a))(a) # c(p;a)(a)
entskolemisiert: [a,c Ou,v (u(p) - v(@))(a) # c(p:q)(a)

negiert: Oxy Cuv (u(p) o v(@)(X) = y(p;a)(x)
Dieses Axiom beschreibt eine Art Dichtheit der semantischen Struktur: Zwischen jeweils zwel
Zustanden fur p und q liegt derjenige fur p;q noch dazwischen. [ ]

Mit der funktionalen Ubersetzung lohnt es sich, noch einmal das McKinsey Axiomenschema
(Beispiel 19) zu untersuchen.

Beispiel 26 (McKinsey's Axiom)

Axiomenschema o¢d [0 ood

negiert: o¢® Joo-d

Ubersetzt: Calu v P((uev)(@) I u Ov-=P((uo v)(@)
Klauselform: P((u - g(u)(a))

=P((u" o h(u’))(a))
P wegresolviert: (uog(w)(a # (U - h(u))(a)

N (g Ou . :
entskolemisiert: (a th Ou' (uo g(u)(@) # (U - h(u))(@)
negiert: Ox ESED; (U gU)(Q) # (U o h(U))(X)

Dabel wurde ein paralleler Henkin-Quantor, sowie Quantoren Uber Funktionen benétigt.
Skolemisiert man die erzeugte Formel wieder, dann ergibt sich:

Ox Og,h (a(x,g) - 9(a(x,9))(x)) = (b(x,h) = h(b(x,h)))(x) m

Diesist eine ,relativ harmlose” Formel 2. Ordnung, mit der man durchaus noch umgehen kann.
Der Leser moge z.B. versuchen, die Formel oo¢ p [0 00oP mit Hilfe der funktionalen
Ubersetzungsmethode und des gewonnen K orrespondenzaxioms zu beweisen.

Offensichtlich produziert der SCAN-Algorithmus mit der funktionalen Ubersetzung
vorwiegend Gleichungen. Da diese Gleichungen charakteristisch fir eine ganze Logik sind,
und deshalb fur diese Logik immer bendtigt werden, bietet es sich an, solche Gleichungen in
einen Theorieunifikationsalgorithmus einzubauen. Wenn das moglich ist, dann ist das die
effizienteste Art und Weise, diese Logik zu automatisieren. In [Ohl88,0hI91] sind
Unifikationsalgorithmen angegeben fur die Fale o® [0 & (Reflexivitét), od® 0 ood,
(Trangtivitéat) und ® [0 o0¢d (Symmetrie) sowie deren beliebige Kombinationen.

Zum Ende dieses Abschnitts wird zur Illlustration des vorgestellten Apparats ein logisches
Réatsel behandelt, welches von McCarthy in die Diskussion gebracht wurde. Logiker und



Philosophen benutzen es manchmal, um die Adaquatheit ihrer Logik zu demonstrieren. Es gibt
verschiedene Varianten davon. Hier benutzen wir eine, die zwar unfair, dafir aber logisch
einwandfrei ist.

Beispiel 27 (Wise Men Puzzle)

Es war einmal ein Konig, der hatte drei weise Manner. Eines Tages beschlof er, herauszufinden,
wer von den dreien der weiseste ist. Er stellt sie einander gegentber, macht jedem von ihnen
einen weifllen oder schwarzen Punkt auf die Stirn und sagt ihnen, daR mindestens einer der
Punkte weil ist. Nach einer Weile, in der niemand etwas sagte, fragte er denjenigen, den er
sowieso fur den dimmsten hielt, ob er die Farbe seines Punktes wiilte. Der verneinte. Dann
fragte er den vermeintlich zweitdiimmsten. Der verneinte ebenfalls. Daraufhin behauptete der
dritte prompt, sein Punkt sei weil. Woher konnte er das wissen?10

Zur Losung dieses Rétselsist es notwendig, Schitisse Uber den Wissensstand der Beteiligten zu
ziehen. Zur Formulierung dieses Rétsels ist die préadikatenl ogische Sprache daher nicht sehr gut
geeignet. Vid einfacher wird esin epistemischer Logik.

Neben dem Gleichheitssymbol = und dem Ungleichheitssymbol # fihren wir folgende
syntaktische Einheiten ein: A, B und C sind Konstantensymbole, die die drel weisen Manner
bezeichnen!l. C ist derjenige der die Antwort wuf3te. w(x) soll heif3en: x hat einen weif3en Punkt.
Der parametrisierte Modaloperator [p] ist jetzt zu interpretieren als ,,p weil3, dal3...”, wahrend
das Gegenstiick [p] bedeutet: ,p halt fir moglich, dai3...".

Aul¥erdem benutzen wir, diesmal quasi als Abkirzung, den normalen o-Operator. Er steht fur
beliebig geschachtelte Sequenzen von [S]-Operatoren fir alle betelligten Weisen S. Gabe es nur
die beiden A und B, dann stiinde o® fur [A]® O [B]® O[A][B]PO[B][A]P O [A]l[A]P O
[B][B]® O[A][B][A]® [I.., d.h. Aweil3 ® und B weil3 ® und A weil3, dal3 B @ weil3, und B
welil3, da3 A @ weil3, und A weil3, dai er selbst @ weil3, und B weil3, dal? er selbst ® weil3, und
so weiter, ad infinitum. In unserem Fall mit drei Weisen, erweitert sich das entsprechend. o®
bedeutet damit so etwaswie: ,, ® ist allgemein bekannt”.

Die Information, die notwendig ist, um das Rétsel zu |6sen, 18} sich jetzt in folgende Axiome
kodieren:
BZAUCZALUC#B (alle drei Weisen sind verschieden)
o(w(A) Ow(B) Ow(C)) (einer hat einen weilRen Punkt und dasist allgemein bekannt)
O(OxyxZy O (=w(x) O [y]-w(x)) (esist algemein bekannt, dai3, wenn jemand keinen

weil3en Punkt hat, dies die anderen wissen.)
[c] [B] ~[A] w(A) (C weiR, dal3 B weil3, dalR A die Farbe seines Punktes nicht kennt)

10Unfair an dieser Version ist, dal? der dritte der Méanner ausnutzen kann, daR die beiden anderen nichts wissen.
Ohne diese Information kénnen die beiden anderen prinzipiell nicht herausbekommen, welche Farbe ihr Punkt
hat.

117ur Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik wird wieder die Konvention benutzt, da3 z.B. das Symbol
A den Mann Ali, das Symbol B den Mann Jussuf und das Symbol C den Mann Hassan bezeichnet. Um die
Zuordnung zu erleichtern, benutzen wir aber nicht solche Namen, sondern schreiben A, B und C wenn die
Manner gemeint sind.



[c]-[B] w(B) (C weiR, dai? B die Farbe seines Punktes nicht kennt)
Das zu beweisende Theorem ist: [C]w(C), d.h. C weil3, dal3 er einen weil3en Punkt hat.

Mit der funktionalen Ubersetzung (Def. 22) kénnen jetzt die Formeln des Beispiels tbersetzt
und damit die Operatoren eliminiert werden.

BZALUC#AUC#B
Ou (w(u], A) Ow([u], B) Ow([u], C))
Ov (Oxy x#y O (~w(v], x) O Owy “w(lwy], X))
Ouc Ovg =0xa w([uc vB Xal, A)
Uuc ~Uzg w([uc zg], B)
Theorem: Uuc w((ucl, C)

(Eigentlich sollte man fur jedes Vorkommen eines Quantors einen anderen Variablennamen
wahlen. Das erschwert aber manchmal die Lesbarkeit.)

Die Formeln werden in Klausalnormalform transformiert und dann das Theorem mit Resolution
abgeleitet. (Wir machen einen positiven Beweis und keinen Widerlegungsbeweis.)

Die Klausdalform lautet:

C1: BZ#A
Co. C#A
Cs: C#8B

Ca: w(u], A) Ow([u], B) Ow([u], C)
Cs: x=y Ow(v], x) O=w(lv wy], x)
Ce:  —w(uc v fa(uc, vB)l, A) (fa stammt von -0 xa ... = [ka- ...)
Cz: ~w(uc gg(uc)], B) (ga stammt von-[J zg...= [kg —...)

Fir die Resolutionsableitung wird ausgenutzt, dal3 der o-Operator diesesmal fir beliebige
Sequenzen von parametrisierten o-Operatoren steht. Daher kann man die Variablen, die aus der
Ubersetzung des o-Operators stammen, mit beliebigen Sequenzen von aus der Ubersetzung der
anderen Operatoren stammenden Termen unifizieren. Die Resolutionsableitung lauft dann
folgendermal3en ab:

Cs1& Cq - Cg w([v],B) = w([vwal], B) X+ B,y A
Cgl& C7 - Co: —w(uc gs(uc) wal, B) v~ [uc ge(uc)]
C41& Cs - Ci0' w(luc vs fa(uc, vs)l, B) ur [uc v fa(uc, ve)]
Ow([uc vs fa(uc, vB)l, C)
C101& Cg - Ci11: w(luc g(uc) faluc,gs(uc))l, C) vg ~ gg(uc), wa+ fa(uc,gs(uc))
C51& Co - Cq20 w(v], C) U= w(vwa], C) x> C,y— A
C12,2& C11 - C13° w(luc gs(uc)], C) v [uc gg(uc)], war fa(uc,9s(uc))
C51& C3 - C14: w(v], C) =w([vwg], C) x+ C,y~ B
C14,2 & C13 - Ci15! w(luc], C) v uc, wg ~ gg(uc)

C15 entspricht gerade dem zu beweisende Theorem [C]w(C). Der Beweis ist zunéchst etwas
unubersichtlich. Wenn man aber einige Zwischenresultate zurtickiibersetzt in die Schreibweise
mit Modal-Operatoren, bekommt man ein besseres Gefuhl dafur, wie der Bewels durchgefuihrt



wird. Esist namlich

Co:  ~w(luc gg(uc) wal, B) = [CIE&] [A]- w(B) = [C]— [B] LA w(B)
C11: w(luc gB(uc) fa(uc, gB(uc))l, C) = [CI&] [A]w(C)

C13t w(luc gB(uc)] C) = [C] [B] w(C)

Cis.  w(uc], C) = [CIw(C)

Ubertragen in Umgangssprache lautet der Beweis dann ungefahr: Da C weil3, daR B die Farbe
seines Punktes nicht kennt ([C]-[B]w(B)), weil3 C, dal3 B es fur moglich halt, dal er keinen
wei3en Punkt hat ([C](&]-w(B)). Da A B sehen kann, und C das weil3, schlief3t nun C, dal3 B es
fr mdglich halt, dal? A weil3, dal3 B selbst keinen weil3en Punkt hat ([C][BI[A]-w(B)). Da
weiterhin C weil3, dal3 B weil3, dal’ A es fur moglich halt, daid er selbst, d.h. A, keinen weil3en
Punkt hat ([C] [B]-[A] w(A) = [C] [B] [A] ~w(A)), andererseits aber mindestens einer einen weilden
Punkt haben mul3 und jeder das weil3, kann C mit dem vorherigen Ergebnis ([C][B] [A]- w(B))
weiter schlief3en, dal3 B es fir moglich halt, dal’3 A weil3, dal3 C einen weil3en Punkt hat ([C][&]
[A] w(C)). Da A jedoch C sehen kann und daher genau weil3, ob C einen weil3en Punkt hat oder
nicht, und B das weil3, kann das nur der Fall sein, wenn auch B selbst es fir moglich hélt, dal3
C einen weil3en Punkt hat ([C] [B] w(C)). B selbst kann aber auch C sehen. Daher kann C
schliefflich folgern, daf3 auch dies nur sein kann, wenn C tatséchlich einen weil3en Punkt hat.
Also weild er, dald sein Punkt weil3ist. u

Dieses Beispiel soll demonstrieren, dal die Formalisierung eines Problems in einer adaquaten
Logik zu einer kompakteren und einfacheren Darstellung fuhren kann und, dal3 auch die
Schluf3folgerungen mit einer rein syntaktisch arbeitenden Standardregel wie Resolution eine
Vielzahl an Information verarbeiten kann.

Erste Hinweise zur Konstruktion von Logiken:

Wir kénnen nun ein erstes Fazit zum Thema Konstruktion und Automatisierung von Logiken
Ziehen.

Wird eine Logik benétigt, die auf Pradikatenlogik erster Stufe aufbaut und zusétzlich einstellige
Operatoren haben soll, dann ist folgendes VV orgehen zu empfehlen:

» Die verschiedenen Operatoren werden a's parametrisierte M odal operatoren aufgefalt.

» Die Eigenschaften der Operatoren und insbesondere deren Beziehungen untereinander
werden a's Axiomenschemata aufgeschrieben.

* Mit dem SCAN-Algorithmus wird die korrespondierende semantische Eigenschaft
ermittelt.

»  Wann immer moglich, wird die mit dem SCAN-AIlgorithmus ausgerechnete Formel in
einen Theorieunifikations- oder -resolutionsalgorithmus umgewandelt. (Dieser Schritt
|&%t sich derzeit noch nicht voll automatisieren.)

* In konkreten Anwendungen werden die dort anfallenden Formeln in PL1 Ubersetzt und
dann mit einem fur PL1 entwickelten Inferenzsystem bearbeitet.

Dieses Vorgehen kann an verschiedenen Stellen fehlschlagen. Der erste kritische Punkt ist, daf
in dem bisher vorgestellten Formalismus immer noch die Notwendigkeitsregel



@ @ ist eine Tautologie

[p]®
automatisch gilt. Diese Regel kann fur bestimmte Anwendungen vollig inadaguat sein. Will
man z.B. einen want-Operator einfihren mit der Bedeutung [Want(A)]P heil3t Agent A will ®
erreichen, dann bewirkt die Notwendigkeitsregel u.a.

Zahn-ziehen [0 Schmerzen (Tautologie in irgendeiner Hintergrundtheorie)
[Want(A)] (zahn-ziehen [0 Schmerzen)

d.h. Agent A will erreichen, dal3 Zéhne ziehen Schmerzen verursacht. Das ist offensichtlich
Unsinn. Im nachsten Abschnitt werden wir sehen, wie die Notwendigkeitsregel abgeschwécht
werden kann.

Die zweite Stelle an der das Verfahren schief gehen kann, ist die mdgliche Erzeugung der leeren
Klauselmenge im SCAN Algorithmus. Das passiert z.B., wenn man einen Operator , sagt”
einfihren will mit der Bedeutung [sagt(A)]P soll heif3en: Agent A sagt ®, und dann damit einen
notorischen Lugner axiomatisieren will. Wie in Beispiel 16 gezeigt wurde, kollabiert das
LUgneraxiom [sagt(A)] @ [ =@ zur leeren Klauselmenge. Das bedeutet, dald die normale
Semantik des o-Operatorsin diesem Fall nicht angemessen ist. An dieser Stelle mul3 man dann
eingreifen und eine andere Semantik wahlen.

Die letzte kritische Stelle fur den SCAN-Algorithmus ist die Mdglichkeit, dal3 dieser nicht
terminiert oder die Entskolemisierung nicht durchgefihrt werden kann. In diesem Fall befindet
man sich i.allg. nicht mehr in Logik erster Stufe. Ben6tigt man das auf diese Weise nicht zu
handhabende Axiomenschema in seiner vollen Stéarke, kann man keinen vollstéandigen Kalkul
mehr erwarten und muf3 sich mit anderen, bisher wenig untersuchten Methoden behelfen.

Ist die Anwendung jedoch so, dal3 nur Fragmente der vollen Logik, z.B. ohne Quantoren,
gebraucht werden, so kann es sein, dal3 die Logik trotz héherer-Ordnung-Eigenschaften der
Semantik noch entscheidbar (z.B. Logik G) oder zumindest semientscheidbar ist. In diesem
Fall muf3 man entsprechende Spezialverfahren verwenden (die teilweise noch zu entwickeln
sind).

1.7 Nachbarschaftssemantik

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, dem Problem der u.U. zu starken
Notwendigkeitsregel Herr zu werden. Zur Erinnerung: In den bisher angegebenen Versionen
der Semantik des o-Operators gilt o® fr beliebige Tautologien @, d.h. owahr ist ein Axiom
der Logik. Wie schon am Beispiel des Want-Operators demonstriert, kann das fir bestimmte
Anwendungen inadaquat sein. Um die Notwendigkeitsregel vermeiden zu konnen, mufd man
die Semantik des o-Operators abschwéachen.

Eine Mdglichkeit hierzu bietet die sogenannte Nachbarschaftssemantik oder auch ,, Minimal
Model* Semantik [Che80, Rau79]. Hierbei betrachtet man immer noch Frames mit Zustanden,
aber die Erreichbarkeitsrelation wird ersetzt durch eine Nachbarschaftsfunktion N. Fir jeden



Zustand z berechnet N eine Menge von Zustandsmengen, den sogenannten Nachbarschaften
von z. Eine Formel o® ist genau dann wahr in einem Zustand z wenn @ in genau einer der von
N berechneten Nachbarschaften wahr ist. Um den Wahrheitsgehalt von o® zu ermitteln, muf3
also eine Nachbarschaft N von z gefunden werden, die genau die Welten umfaldt, in denen @
wahr ist. Die formalen Definitionen lauten dann wie folgt:

Definition 28 (Nachbar schaftssemantik)

Ein Frame F = (Z, N) in Nachbarschaftssemantik besteht aus einer Menge Z von Zustanden
sowie einer Funktion N: Z - 222,

Interpretationen [ = (F, z, ©, V) sind analog zur relationalen Semantik (Def. 1) definiert.

Die Semantikregeln fur die Modal operatoren sehen folgendermal3en aus. Fir eine Interpretation
[0 mit aktuellem Zustand z gilt:

J=o® gdw. esexistiert ein N [ N(z) so dal3 fur alez' gilt: z' O N gdw. [[Z] = ®
O O0® gdw. fur alle N [0 N(z) existiert ein z' mit: z’ O N gdw. 0[z] = ®

Alle anderen Definitionen dndern sich gegentiber denen in der relationalen Semantik nicht. [

Dawahr in alen Zusténden gilt, kann man sich jetzt leicht Gberlegen, dald mwahr nur noch dann
gelten kann, wenn die Menge aller Zustéande in der Nachbarschaft des aktuellen Zustands liegt,
und dies ist nicht ausdriicklich verlangt. Also ist owahr kein Axiom mehr, und die
Notwendigkeitsregel ist aul3er Kraft gesetzt.

Eine Regel, die aber immer noch gilt, ist folgende:

(O

—_ ® = W it eine Tautologie
od® - oW

d.h. man kann innerhalb eines modalen Kontexts Formeln durch dazu aquivalente Formeln
austauschen. Z.B. ist o(® OW) aquivalent zu o(W O ®). Das sieht verniinftig aus, kann aber
fir manche Anwendungen immer noch zu stark sein.

Die Gultigkeit dieser Regel in der Nachbarschaftssemantik ist leicht einzusehen. Wenn ® genau
in den Zusténden einer bestimmten Nachbarschaft N des aktuellen Zustands gilt und sonst
nirgends, und weiterhin @ aquivalent ist zu W (d.h. @ in genau den Welten gilt, in denen auch
W wahr ist), dann gilt natdrlich W auch genau in den Zustdnden von N und sonst nirgends.
Alsoisto® = oW ein glltiges Axiomenschema.

Eine Regel, die nicht mehr automatisch gilt, ist die folgende:

(ORI

—_— @ [0 W ist eine Tautologie
o® 0 oW

Auch dasist leicht einzusehen. Gilt @ genau in den Zustdnden einer bestimmten Nachbarschaft
N des aktuellen Zustands und sonst nirgends, und ist @ [0 W wahr, so gilt zwar W auch in den
Zustanden von N, aber nicht notwendigerweise nur in diesen. Daher muf3 es nicht so sein, dal3
oW gilt.



Diese Regel kann man ,, einschalten”, indem man entweder in der Semantikdefinition des o-
Operators die Bedingung

Z’0ON gdw. O[] =P Zu Z’0ON impliziert O[] = ®

abschwacht, oder aber fordert, dal3 alle von N berechneten Nachbarschaftsmengen nach oben
abgeschlossen sind. Das heif3t, wenn N [ N(z), dann sind alle Obermengen von N ebenfallsin
N(z).

Als nachstes interessiert uns wieder die Ubersetzung in Préadikatenlogik. Dazu schreiben wir die
Semantikdefinition zunachst im Sinne der funktionalen Ubersetzung um.

Esist

U= Oo®d
gdw. es existiert ein N" [0 N(z), so dal3 fur alle z' gilt: z' O N" gdw. 0[z'] =®
gdw. esexigtiert ein N' 0 AF, so dal3 fur alle z' gilt: z' O N'(N(z2)) gdw. [z =®
gdw. esexistiert ein N [J AFy, so dal3 fur alle z' gilt: z' [0 N(z) gdw. O[z'] P

Die Semantik des ¢-Operatorsist dann analog:
O=0d gdw. fur adleN O AFy existiert ein z' mit: z' O N(z) gdw. [z = ®
Dabei ist wieder AF die Menge der Auswahlfunktionen und
AFN={Noy|yOAF}

die Menge der Funktionen, die fur beliebige Zustande jeweils eine bestimmte Nachbarschaft
auswahlen. Mit dieser vereinfachten Semantik kann man jetzt wieder eine Ubersetzungs-
funktion My in Prédikatenlogik definieren:

Definition 29 (, Nachbarschafts‘-Ubersetzung in PL1)
Fir eine modallogische Formel @ sal IMNMn(P) = [h 1(P,a), wobel 1(P,z) wie fir Mg (Def. 22)
arbeitet, wobei nur die folgenden Anderungen zu betrachten sind:

mod, 2)
(0D, 2)

Die neue Ubersetzungsfunktion My verwenden wir jetzt, um mit Hilfe des SCAN-Algorithmus
(Def. 6) Korrespondenzen zwischen den bekannten Axiomenschemata und Eigenschaften der
Nachbarschaftsstruktur zu finden. Dazu beginnen wir mit dem bekannten Schemao® [0 ®.

(X Ox x O X(2) = T(P,X)
OX [k x X2 = mP,X) |

Beispiel 30
Axiomenschema o® O ®
negiert: od -
Ubersetzt: Ca (X Ox x 0 X(a) = P(x)) O-P(a)
Klauselform: x O A(a), P(x)
x[0 A(a), =P(x)
~P(a)

P wegresolviert: aldA(a)



entskolemisiert: (RA allA(a
negiert: Ox,X x O X(X)

Mit anderen Worten, o® [0 & korrespondiert zu der Eigenschaft der Nachbarschaftsstruktur,
dai3 jeder Zustand in jedem seiner Nachbarschaften enthalten ist. |

Analog kann man zeigen, dal? das Lugneraxiom o® [1 -® besagt, dald kein Zustand in keinem
seiner Nachbarschaften enthalten ist.

Dieses Axiomenschema besitzt eine noch relativ einfache korrespondierende Eigenschaft. Um
zu zeigen, dal3 haufig wesentlich kompliziertere Korrespondenzen vorkommen, untersuchen
wir das Schemao® [0 ood, welches in der relationalen Semantik der Transitivitat der
Erreichbarkeitsrelation entspricht.

Um das Verfahren etwas abzukirzen, erlauben wir uns an dieser Stelle die Umrechnung in
Klauselform zu Uberspringen.

Beispiel 31

Axiomenschema oO® [0 oo®

negiert: mIONBEVEGE RO

Ubersetzt: Ca (X Ox x O X(@ = P(x)) O
OX IkxOX(@ = (OY yydY(X) = =P(y))

transformiert: Dader erste Teil aus einer Aquivalenz besteht, 143t sie sich direkt in den
zweiten Teil einsetzen, um damit das P-Literal zu eliminieren. Wir
erhalten:
(aXxxOX(@ <« (OY yydY(x) « yOX(@)

negiert: OaXxxOX(@ <= (Y Y(X) =X(a) |

Das Beispiel verdeutlicht, dal3 der Preis fur die erweiterten M 6glichkeiten der abgeschwéchten
Semantiken aus der groferen Komplexitdt der Behandlung schon bekannter Formeln besteht.
(Das Phéanomen durfte jedem aus dem t&glichen Leben bekannt sein: Je mehr Knopfe ein Gerét
hat, an denen man drehen kann, umso komplizierter wird es, auch nur einfache Dinge damit zu
machen.)

Die Erweiterung der Idee der Nachbarschaftssemantik auf parametrisierte Operatoren ist jetzt
kein Problem mehr und bleibt dem Leser als Ubungsaufgabe tiberl assen.

2 Temporallogik

Eine der naheliegendsten Interpretationen der in der Semantik der Modallogik verwendeteten
Zustande ist diese: Zusténde entsprechen Zeitpunkten, und die Erreichbarkeitsrelation modelliert
den Flul3 der Zeit. Mit dieser Sichtweise lassen sich die Modaloperatoren o alsimmer und ¢ als
irgendwann interpretieren. Der aktuelle Zustand z in einer Interpretation [ (Def. 1) a3t sich
dannas,jetzt* deuten [Ben83]. Mit diesen beiden Begriffen kann man aber nur relativ wenige
zeitliche Beziuige ausdriicken. Daher mufd man die Logik noch erheblich verfeinern und
ausbauen.



In diesem Abschnitt sollen die Ideen und Methoden, die im Abschnitt Gber Modallogiken
dargestellt wurden, angewendet werden, um verbesserte Versionen von Zeitlogiken —
bekannte sowie neue — zu definieren. Da wir zur Mechanisierung die Ubersetzung in
Prédikatenlogik, relationa (Def. 3) sowie funktional (Def. 22), vorschlagen, kdnnen problem-
los beliebige Schachtelungen von Zeitoperatoren und normalen Quantoren zugel assen werden.
Dieser Abschnitt ist in erster Linie as Fallstudie zur Konstruktion von Logiken zu sehen.

2.1 Konstruktion der Grundlogik

Bevor wir mit der Konstruktion der Logik anfangen, missen wir uns tber den adaquaten
Semantikformalismus klar werden, d.h. wir missen uns entscheiden zwischen relationaler
Semantik (Def. 1) oder Nachbarschaftssemantik (Def. 28). Das entscheidende Kriterium ist, ob
wir die Notwendigkeitsregel

@ ® ist eine Tautologie

o®d

akzeptieren kdnnen oder nicht, oder mit anderen Worten, ob owahr gelten soll oder nicht. Unter
der intendierten Interpretation von o alsimmer ist das offensichtlich genau das Richtige —
Tautologien sind eben immer wahr. Also wéhlen wir in diesem Fall die relationale Semantik.
Damit haben wir die Erreichbarkeitsrelation zur Verfiigung und kdnnen sie so spezifizieren, dald
sie unserer Vorstellung vom Fluf3 der Zeit entspricht.

Mit den einfachen o und ¢-Operatoren kann man nicht zwischen Zukunft und Vergangenheit
unterscheiden. Um diese Unterscheidung machen zu kdnnen, werden parametrisierte
Operatoren eingefihrt. Zundchst fihren wir folgende drei Parameter ein mit den intendierten
Bedeutungen:

Definition 32 (Grundlegende Zeitoperatoren)
[F]® @ giltimmer in der Zukunft (Future)
[P]® @ giltimmer inder Vergangenheit (Past)
[A]® D giltimmer (Always)

Dazu gehdren dann noch die dualen Operatoren
[FE1D & giltirgendwann in der Zukunft
[P1® @ giltirgendwannin der Vergangenheit
[A]® & gilt irgendwann .

Entsprechend der relationalen Semantik gehoren dazu die drei Erreichbarkeitsrelationen Rg, Rp
und Ra. [ ]

Als néchstes mul3 festgelegt werden, welche grundlegenden Eigenschaften diese Relationen
haben, und welche Korrelationen es zwischen ihnen gibt. Wie wir im Abschnitt Gber
Modallogiken gesehen haben, aul3ert sich das auf drei Ebenen: Zunéchst betrachten wir die
Eigenschaften der Relationen selbst. In der relationalen Ubersetzung in Pradikatenlogik (Def. 3)
wirde man diese Eigenschaften unmittelbar als Axiome Uber den Pradikatensymbolen Rg, Rp



und Ra ausdriicken. Auf der Formelebene entsprechen die Eigenschaften der Relationen
charakteristischen Axiomenschemata, und schlieflich erhdlt man mit der funktionalen
Ubersetzung entsprechende Axiome in Termini der Erreichbarkeitsfunktionen AFR. Im
folgenden werden alle drei Versionen angegeben. Dawir nur eine feste Menge von Parametern
der Modal operatoren haben, schreiben wir sie meist als Index. In einer einfachen Sortenlogik
kann man diesen Index als Sorte interpretieren. Fir die funktionale Ubersetzung nehmen wir
der Einfachheit halber an, dal3 die Zeit unendlich ist, d.h. die Erreichbarkeitsrelationen sind
serial, es gibt keine Anfangs- oder Endpunkte.

Die erste Eigenschaft, die umittelbar offensichtlichist, ist die Transitivitét der Erreichbarkeits-
relationen. ,, Immer in der Zukunft“ bedeutet ja gerade , bisin alle Ewigkeit*, und das ist nur
gewdhrleistet, wenn Rg transitiv ist. Das gleiche gilt fur die Vergangenheitsrelation Rpund die
» uberhaupt immer” -Relation Ra.

Wie in den Beispielen 8 und 24 (wéhle dort p = q = F) ausgerechnet wurde, bestehen die
folgenden Korrelationen:

Lemma 33 (Transitivitat der Zeitrelationen)
Axiomenschema: [F]® O [F] [F]®

relationd: O x,y,2 Re(X,y) ORE(Y,2) O RE(X,2)
funktional: O X,YEZE VE V(X) = (Y o 2)(X)

Dasgleichegilt fur die [P] und [A]-Operatoren sowie die dazugehorigen Erreichbarkeitsrelatio-
nen und -funktionen. ]

Man geht also so vor, dal3 man sich erst Eigenschaften der Zeitstruktur (z.B. Transitivitét)
Uberlegt, dann ein entsprechendes modallogisches Axiomenschemaréat 12(in diesem Fall [F] ®
O [F] [F]®), und danach mit dem SCAN-Algorithmus Uberprift, ob man richtig geraten hat.
Leider gibt es noch keinen Algorithmus, mit dem man sich das Erraten des Schemas sparen
kann. Die Richtung Semantik — Syntax wird in diesem Fall offensichtlich deshab bevorzugt,
weil man Uber die Zeitstruktur eine recht gute Intuition hat. In anderen Fallen, beispielsweise
bei der Definition eines want-Operators, hat man wenig Intuition Uber dessen mathematische
Semantik. Da ist die umgekehrte Vorgehensweise angebracht. Man Uberlegt sich passende
Axiomenschemata und rechnet dann deren Semantik aus.

Bisher haben wir noch keinerlei Korrelation der durch die drei o-Operatoren gegebenen
Fragmente der Logik untereinander. Das Zukunftsfragment ist auf einer ,friher-spéter”-
Relation R aufgebaut und das V ergangenheitsfragment auf einer dazu bisher unabhangigen
» Spater-friher”-Relation Rp. Daneben steht noch die Ra-Relation, die ebenfalls bisher mit den
beiden anderen nichts zu tun hat. Wir versuchen also als erstes (unserer Intuition entsprechend)
zu erreichen, dal3 die ,fruher-spéter“-Relation und die ,spéter-friher-Relation invers
zueinander sind.

Dazu verwenden wir den einsichtigen Zusammenhang, dal3 man von jedem Zeitpunkt t mit der

12 Eine Art inverser SCAN-Algorithmus, der das Raten des Axiomenschemas erspart wird derzeit ausgearbeitet.



Re-Relation zu einem beliebigen Zeitpunkt t' in der Zukunft, und offensichtlich von da aus
wieder in die Vergangenheit zurlick zu t gehen kann. Als Formel geschrieben ergibt das: ® [J
[F]R] @, d.h. wenn @ jetzt gilt, dann gibt es fir ale zukiinftigen Zeitpunkte einen Zeitpunkt in
der Vergangenheit, ndmlich jetzt, wo eben ® gilt. Wendet man auf dieses Formelschema den
SCAN-Algorithmus an (eine entsprechende Erweiterung von Beispiel 14), dann ergibt sich:
Ox,y Re(x,y) O Rp(y,x). Analog erhdt man mit dem dualen Schema ® [0 [P] [E]® den
Zusammenhang 0x,y Rp(X,y) O Rg(y,x), so dal3 beide zusammen tatsachlich ergeben, dal3 Rg
und Rpinvers zueinander sind (jede ist die Umkehrung der anderen).

Um den entsprechenden Zusammenhang fur die Erreichbarkeitsfunktionen zu bekommen,
wenden wir den SCAN-Algorithmus mit der funktionalen Ubersetzung an.

Axiomenschema: @ [ [F] [RI®

negiert: OOmE([P] -~
Ubersetzt: Ca P(a) O Cbg O up =P((b - u)(a))
Klauselform: P(@)
= P((b - u)(@))
P wegresolviert: az (bou)a)
entskolemisiert: Ca,bp Oup a# (b o u)(a)
negiert: O XY [epX = (Y o 2)(X) ]

Analog erhdlt man aus dem Schema ® [0 [P][E]®: [Ox,yp [zg X = (Y - 2)(X). Das heil3t, wenn
man mit einer ,,Zukunftsfunktion” in die Zukunft geht, dann kommt man mit einer passenden
» Vergangenheitsfunktion® wieder an den Ausgangspunkt, und umgekehrt.

Lemma 34 (Korrespondenzen zwischen [F] und [P])

Axiomenschemata: o0 [F] B o
o0 [Pl E ®
relationd: 0 x,y,z RE(XY) = Rp(y,X)
funktional: Ox,yr zpx = (y o 2)(X)
Oxyp [ZEX = (Y ° 2)(X) u

Die Logik ohne den [A]-Operator kbnnte man als eine Art minimale Temporallogik betrachten.
Sieist etwas stérker als die tUblicherweise in der Literatur vorkommende minimal Tense-Logic
Kt, die erstmals von E.J. Lemmon in [Lem77] vorgestellt wurde. Ky ist ein Subsystem der von
uns betrachteten Logik, welches auf die beiden Schemata der Form o® [0 oo® verzichtet, also
weder annimmt, dal3 die Zukunft der Zukunft selbst Zukunft ist, noch, dal? die Vergangenheit
der Vergangenheit selbst wieder Vergangenheit ist.

Die Anbindung des [A]-Operators an die beiden Zukunfts- und Vergangenheitsoperatoren ist
problemlos, wenn man ausnutzt, dafi3 etwas immer gilt, wenn esimmer in der Zukunft gelten
wird und immer in der Vergangenheit gegolten hat. Das entsprechende Schemaist:

[A] @ - ([F] @ O[P] ®).

Die korrespondierenden semantischen Eigenschaften werden wieder mit dem SCAN-



Algorithmus berechnet. Man erhélt folgende K orrespondenzen:

Lemma 35 (Anbindung des [A]-Operators)

Axiomenschema: [A] ® = ([F] @ O[P] D)
relationdl: Ox,y Ra(x)y) = (Re(x,y) ORp(X,y))
funktional: Ox (Oya ug,vpy(x) =u(x) Oy(x) =v(x) O
(Our Dya y(x) = u(x)) O
(Ovp Cya y(x) = V(X)) u

Wenn aso z.B. die Re-Relation als Basis gewahlt wird, folgt aus den obigen Betrachtungen,
dal3 die Rp-Relation deren Inversesist, und weiterhin, dal3 die Ra-Relation die Vereinigung von
RE und Rp oder mit anderen Worten, die symmetrische Hille von Rg ist. Dies wiederum legt
nahe, nach Operatoren Ausschau zu halten, die den reflexiven Hillen der drei Relationen
entsprechen. Und in der Tat wurde bisher nicht festgelegt, ob ,,immer” das ,jetzt“ mit
einschliefdt oder nicht. Macht man also eine Aussage [F]®, dann ist damit nicht sicher, ob ®
auch jetzt schon gilt. Aus der Konstruktion der Ra-Relation ergibt sich noch nicht einmal, dal3
[A]® sicherstellt, dal’3 ® auch jetzt gilt.

Um diesem Mehrdeutigkeit abzuhelfen, koénnte man entweder die vorhandenen Operatoren
umdefinieren oder einfach noch neue Operatoren hinzudefinieren, so dal3 man beide Typen
gleichzeitig verwenden kann. Wir tun das |etztere und fihren also drei weitere o-Operatoren mit
den dazu duaen ¢-Operatoren ein.

Definition 36 (Reflexive Zeitoperatoren)
[F*]® @ gilt jetzt und immer in der Zukunft.
[P¥]® @ gilt jetzt und immer in der Vergangenheit.
[A*]D @ gilt immer incl. jetzt.
Dazu gehdren dann noch die dualen Operatoren
[FF1 P @ gilt jetzt oder irgendwann in der Zukunft.
[PEID @ gilt jetzt oder galt irgendwann in der Vergangenheit.
[AF] D @ gilt oder galt irgendwann einmal incl. jetzt |

Die formale Anbindung dieser Operatoren an die schon bekannten erfolgt Uber die Forderung,
dal3 die den neuen Operatoren zugeordneten Erreichbarkeitsrel ationen gerade die reflexive Hille
der entsprechenden Grundrelationen sind. Auf der Operatorebene entspricht dieser Forderung
die Regel, dal3 wenn etwas immer (incl. jetzt) wahr ist, es eben immer wahr und auch jetzt wahr
ist. Daraus ergeben sich unmittelbar die folgenden K orrespondenzen:

Lemma 37 (Anbindung der ,jetzt und immer*-Operatoren)

Axiomenschema: [F]®P = ([F]® OP)
relationd: Ox,y Re+(Xy) = (Re(xy) Ox =Y)
funktional: Ox (Czp z(x) =x) O

(Oyr Czrx 2(x) = y(x)) O
(Qyr= L2r y(x) = z(x) Uy(x) = Xx)



Die Korrelationen fir die anderen beiden Operatortypen ergeben sich auf analoge Weise. |

In der natUrlichen Sprache kommen allerdings zeitliche Beziige vor, die mit den bisher
eingefhrten Operatoren nicht darzustellen sind. Ein Beispiel dafir ist: Der Krug geht solange
zum Brunnen, bis er brichtl3, Dies liegt offensichtlich daran, daf3 die obigen Operatoren nur
Aussagen erlauben, die entweder einzelne Zeitpunkte oder deren gesamte Zukunft (bzw.
Vergangenheit) betreffen. Einzelne Zeitabschnitte lassen sich hingegen nicht abgrenzen.

Um diese Licke zu fullen, wurden die zweistelligen Until- und Since-Operatoren U und S
eingefihrt. Intuitiv soll eine Formal der Form: ® U W ausdriicken, dal3 irgendwann einmal W
wahr wird und in der Zwischenzeit ® wahr ist. Analog dazu bedeutet ® S W, dal3 irgendwann
mal W galt und seither @ wahr ist. Den obigen Satz kénnte man dann folgendermal3en
ausdriicken:

geht_zum_Brunnen(Krug) U bricht(Krug)

Diese informelle Semantik 183t noch offen, ob der Zeitabschnitt, in dem ® gilt, zu einem
offenen oder einem geschlossenen Intervall gehoért. DarUberhinaus kann diese Interpretation
noch dahingehend abgeschwacht werden, dald man nicht strikt verlangt, dal3 W einmal gelten
wird (bzw. einmal gegolten hat), sondern sich damit begntgt, dal3 ® bis zu einem eventuell
noch kommenden W gilt und somit von jetzt ab immer gilt, falls W in der Zukunft Gberhaupt
nicht mehr auftaucht. Unter dieser Bedeutung spricht man dann von schwachen Until- bzw.
schwachen Snce-Operatoren. Esist leicht einzusehen, dal3 sich beide Formen im allgemeinen
ineinander Uberfuhren lassen.

Um die verschiedenen Versionen der Until- und Since-Operatoren syntaktisch einigermalien
Ubersichtlich aufschreiben zu kénnen, fihren wir folgende Notation ein:

Die Basissymbole bilden U und S. Rechts und links von diesen Symbolen werden jeweils ein
Paar von Intervallklammern, mit denen man Ublicherweise geschlossene, offene oder
halboffene Intervalle bezeichnet, geschrieben. Fir @ I11oUriro W bezieht sich das rechte
Klammerpaar rir2 auf W und deutet an, dal3 fir den Zeitpunkt z, in dem W gilt, z [ ryjetzt,oo rp
erlaubt ist, wobei z = o bedeuten soll, dal3 W Uberhaupt nicht mehr wahr werden muf3
(schwacher Until-Operator). Das linke Klammerpaar |112 bezieht sich entsprechend auf ® und
bedeutet, dal? @ tUberall in dem Intervall |1jetzt, zI> gelten muf3, wobei z der Zeitpunkt ist, in
dem W gilt. Falls W nie gilt (schwaches Until), dann muf3 eben ® von jetzt an immer gelten.

Als konkretes Beispiel betrachten wir @ [JU][ W. Das bedeutet: W muf3 bezlglich der
Zukunftsrelation Rg (Gegenwart nicht notwendigerwei se elngeschlossen) irgendwann in eéinem
Zeitpunkt z # o gelten und von jetzt an bis zu diesem Zeitpunkt z (beide Grenzen
eingeschlossen) mul3 ® wahr sein.

Fir den Since-Operator ist die Konstruktion analog. Nur bezieht diese sich auf die
Vergangenheitsrelation Rp.

13Manchen bekannt auch al's Aussage tiber Studenten und Mensen.



Dieformale Definition der Semantik von U und Sist:

Definition 38 (Semantik von Until und Since)
Zunéchgt fuhren wir folgende Notation ein:
z0]a, »[x :=Rx(az), X O{FP}H)
z0[a, ®[x :=Rx+(a,2), (X O {F,P})

z0O]a, b[x :=Rx(az) und Rx(z,b)

Fur die anderen Kombinationen gilt entsprechendes.
Fur eine Interpretation [J mit aktuellem Zeitpunkt z sei somit:
O ® 115U ry[ W gdw. esexistiert einx 0 rqz, o[ mit [x] = W
und far alle x' mit x' 0 11z, x Iop gilt O[X] = ®.
Oe®]lUr] Wadw. O @ ]IoU ri[ W oder O = [F] .
Oe®[loU r] W gdw. Ok ® [lIoU rq[ W oder O = [F*] .

Fir die Since-Operatoren muf3 entsprechend der Index g durch p ersetzt werden. |

Die bisherige Menge von Operatoren ist in gewisser Weise vollsténdig, da jeder weitere
denkbare Temporaloperator durch sie beschrieben werden kann (wenigstens in linearen
Zeitstrukturen). Hans Kamp [Kam68] konnte zeigen, dal3 dort sogar nur ein Since- und ein
Until-Operator ausreichen, um beliebige zeitliche Zusammenhange zu beschreiben. Wenn wir
hier also mehr Temporaloperatoren betrachten als unbedingt nétig, so einzig und allein
deswegen, weil vielen sofort ein natirlichsprachlicher Ausdruck entspricht. Da wir nicht mit
den Operatoren direkt arbeiten wollen, sondern sie durch Ubersetzung in Pradikatenlogik
wieder loswerden, kann man sich diesen Luxus leisten.

Wir erweitern die relationale (Def. 3) und die funktionale (Def. 22) Ubersetzung nun auf Until-
und Since-Operatoren. Die relationale Ubersetzung kann man direkt aus der Semantik ablesen.
Fur die funktionale ist ist dies nicht mehr ganz so offensichtlich.

Definition 39 (Ubersetzung der Until- und Since-Operatoren)
Wir beginnen mit der relationalen Ubersetzung.
(P J[U][ W, 2) = xRpE(zx) Om(W,x) ODOx'(Re(z,x") ORE(X',x)) O 1(P,x")

Fur die anderen Félle gilt folgende Regel: Wenn sich eines den ersten drei Klammersymbole
umdreht, dann andert sich der entsprechende Index Rg zu Rg+

(D [12U r1] W, 2) = (@ JIoU 1] W, 2) Tt ([F] @, 2).
(D [12U r1] W, 2) = (@ [IoU ra[ W, 2) Ot ([F] @, 2).

Fur die Since-Operatoren andert sich wieder der Index g zu p.

Und nun die funktionale Ubersetzung:
(@ J[U][ ¥, 2) = Dxr (W, x(2)) O DOur (Owr (u e w)(2) =x(2)) U (P, u(2))

Die restlichen Félle sind analog zur rel ationalen Ubersetzung zu sehen. |



2.2 Topologie der Zeit

Abgesehen von der Forderung nach der Transitivitét der Zeitrelationen wurden bisher noch
keine weiteren Annahmen Uber die Struktur der Zeit gemacht. Im folgenden untersuchen wir
daher, wie man spezielle Zeitstrukturen durch Axiomenschemata bzw. Annahmen Uber die
Zeitrelationen machen kann.

2.2.1 Linearitat

Lineare und transitive Strukturen sind dadurch gekennzeichnet, dal? es keine Verzweigungen
gibt, bei denen von einem Punkt aus verschiedene, beztiglich der gegebenen Erreichbarkeits-
relation unvergleichbare, Punkte erreichbar sind. Diese Definition schliefdt kreisformig
geschlossene Strukturen oder mehrere unabhangige lineare Ketten nicht aus. Und in der Tat
koénnen wir mit den bisherigen Mitteln solche Modelle nicht eliminieren. Im allgemeinen stort
das aber nicht, da esin den meisten Anwendungen nur darauf ankommt, echte Verzweigungen
auszuschlief3en, um damit die Moglichkeit zu besitzen, dem ¢-Operator die Bedeutung von
»unausweichlich* geben zu kdnnen (siehe Abschnitt 1.1.3.).

Es gibt verschiedene M6glichkeiten, Linearitdt im obigen Sinne zu erzwingen. Die erste nutzt
aus, dal3 in linearen Strukturen zwei von der Gegenwart aus erreichbare Zeitpunkte x und y
untereinander vergleichbar sind, d.h. entweder kann man von x ausy, oder umgekehrt, von'y
aus x erreichen. Dies genau ist der Inhalt des folgenden Axiomenschemas, welches wir wieder
mit dem SCAN-Algorithmus auf korrespondierende Eigenschaften der Erreichbarkeits-
relationen und -funktionen untersuchen.

Lemma 40 (Rechtslinearitét)

Axiomenschema: FEI® [TEIW O FEl(P [EIW) [(TIEI(WY EIP) [LIEI (D (W)
relationd: 0x,y,z Re(x,y) ORE(X,2) O (Re(y,2) ORpe(z)y) Oy =2)

funktiond:  Ox,yr,ze CUE (Y o U)(X) = z(X) O (z - u)(x) = y(x) Jy(x) = z(x) |

Diese Axiomenschema besagt also, dal3 es keine echten Verzweigungen in der Zukunft geben
kann. Das analoge Schema mit dem [®1-Operator erzwingt dann Linearitét in die Vergangenheit
(Linkdinearitét).

Eine Alternative bietet die Verwendung der Zukunfts- und Vergangenheitsoperatoren
zusammen. Die Idee hierbei ist, dal3 es keine Verzweigung in die Zukunft geben kann, wenn
man erst ein Stick in die Vergangenheit geht, von dawieder ein Stiick in die Zukunft, und dann
entweder in der Vergangenheit, Gegenwart oder Zukunft landet, aber nicht in irgendwelchen
parallelen Zeitstréngen.

Lemma 41 (Rechtslinearitét)

Axiomenschema: [P] [E1® 0O (B1P P [TIEI D)

relationd: O x,y,2 Rp(x,y) ORK(Y,2) O (Rp(x,2) ORg(x,2) Ox = 2)

funktional: 0 x,up,vg Oyp,zr (U0 V)(X) = y(X) O(u o v)(X) =X O (U v)(X) = z(X)

Das duale Schema [EI[P1® [0 ([E1d OPIIARIP) erzwingt dann konsequenterweise die



Linkdinearitét. n

Es sel an dieser Stelle noch einmal angemerkt, dafd in verzweigenden Strukturen ein
»unausweichlich*-Operator und in linearen Strukturen ein ,,moglicherweise" -Operator nicht
ohne weiteres definiert werden kann. In [CE81,0hl89] wurde versucht, wenigstens
verzweigende Strukturen dahingehend zu erweitern. An dieser Stelle kénnen wir jedoch nicht
auf diese Version eingehen, da sie sich zu sehr von denen in diesem Kapitel vorgestellten
Semantikdefinitionen unterscheidet.

2.2.2 Dichte Zeit

Zeitstrukturen, bei denen die Zeitpunkte ahnlich dicht liegen wie bel rationalen Zahlen auf einem
Zahlenstrahl, sind sehr leicht zu erzwingen. Man verlangt einfach, dal3 zwischen zwei
beliebigen Zeitpunkten immer mindestens ein dritter liegt. Das geht (fUr den Zukunftsanteil) mit
dem Schema [E1® [0 [FIE]1P (vgl. Beispiel 25)

Lemma 42 (Dichte Zeitstruktur)

Axiomenschema: [E® O [EIFEIP

relationd: Ox,y Re(x,y) O (Cz Re(x,2) O RE(z,y))

funktional: OX,YE CUE,VE (Ue V)(X) = y(X) |

2.2.3 Diskrete Zeit

Etwas komplizierter ist es, wenn man an diskreter Zeit interessiert ist. Man mochte dann dar-
stellen kénnen, dal3 zwischen zwei beliebigen Zeitpunkten nur endlich viele andere liegen kon-
nen. Anders ausgedriickt, bedeutet dies, dal3 nicht unendlich viele Schritte gemacht werden
konnen, um einen endlich weit entfernten Zeitpunkt zu erreichen. Oder, aquivalent dazu: macht
man unendlich viele Schritte, ist man auch unendlich weit in die Zukunft vorgedrungen. Ein
Axiomschema, welches diese Aussage reprasentiert, it:

(Eo OF(® [ME®D) O [FIEPD

Zur Erklérung dieses Schemas betrachten wir als einfaches Modell die ganzen Zahlen, um die
Werte 1-1/n erwelitert (n sei dabei eine beliebige nattrliche Zahl) und nehmen wir an, dal3 eine
gegebene Formel ® genau in den Welten wahr ist, die echt zwischen 0 und 1 liegen. Befindet
sich das,, Jetzt" im Zeitpunkt O, so ist die linke Seite der obigen Implikation erflllt, die rechte
Seite allerdings nicht. Wir haben hier also einen typischen Fall konstruiert, in dem auf einem
endlichen Bereich unendlich oft @ wahr sein kann und man kann sich leicht vorstellen, daf3 fur
jede Struktur in der es zwel Welten gibt zwischen denen unendlich viele weitere Welten liegen,
ein solches Gegenmodell konstruiert werden kann. Das obige Schema kann also nur gultig sein
in Strukturen die nirgens unendlich viele Welten zwischen zwei beliebigen Welten erlauben,
oder anders ausgedrtickt, in Strukturen in denen zwischen zwei beliebigen Welten nur endlich
viele andere vorkommen.

Das Mittelstlick des obigen Schemas [F](® [T1 E]1®) enthélt eine Rekursion. Dies deutet darauf



hin, dal3 die korrespondierende Eigenschaft der Zeitrelationen nicht in PL1 axiomatisierbar ist.
Strapaziert man den SCAN-Algorithmus in diesem Fall etwas und a3t auch héhere Ordnung
zu, dann kommt man mit einiger M tihe zu folgenden K orrespondenzen.

Lemma 43 (Diskrete Zeit)
Axiomenschema: ([E® O[F](PID E1d)) 0 [FIEID

relationd: Ox,y Of Re(x,y) O LjO (!;' Re(x,fi(y)) O Re(fn(y),fr*+1(y)))

0 Oz Re(zy) O [h( Q Rr(x,fi(b)) CRe(z,fN(y))

funktiond: O X,yr,ze Of Ov y(X) = (Z2 o v)(X) O(y o f(y(X)))(X) = (z o V)(X) O
(y o f(y(x) o f(y o FYO)N)(X) = (2> v)(x) O ...

Die Funktion f, die urspringlich von dem mittleren [E]-Operator stammt, und Uber die
quantifiziert wird, représentiert im Prinzip die Verzweigung der Zeitstruktur in die Zukunft.
Beide Versionen, die relationale sowie die funktionale, besagen, dal3 man jedes y mit endlich
vielen f-Schritten Uberholen kann. Das heifdt letztendlich, dal3 zwischen zwel Zeitpunken nur
endlich viele weitere liegen, und daf3 es keine Haufungspunkte gibt. |

Dieses Schema driickt daher die sogenannte starke Diskretheit aus. Im Gegensatz dazu spricht
man von schwacher Diskretheit, wenn man nur verlangt, dal jeder Zeitpunkt einen eindeutigen
néchsten Zeitpunkt besitzt. Dal} die starke die schwache Diskretheit impliziert, ist sicherlich
sofort einsichtig. Das eben schon erwahnte Modell der um die Werte 1-1/n erweiterten ganzen
Zahlen ist tatséchlich schwach diskret, dajede Welt einen eindeutigen Nachfolger besitzt (wenn
auch keinen eindeutigen Vorganger). Somit ist gezeigt, dal3 die schwache Diskretheit echt
schwécher ist as die starke. Es reicht auch nicht, zu garantieren, dal3 jede Welt genau einen
Nachfolger und genau einen Vorganger besitzt. Ein Gegenbeispiel ist leicht dadurch
konstruiert, indem wir wiederum die um 1-1/n erweiterten ganzen Zahlen betrachten, zusétzlich
aber auch die Werte 1+1/n hinzufigen und die 1 dafir weglassen. Tatséachlich hat dann jede
Welt einen eindeutigen Vorganger und einen eindeutigen Nachfolger und trotzdem ist die
Struktur nicht diskret.

Dain (stark und schwach) diskreten Strukturen von einem eindeutigen Nachfolger gesprochen
werden kann, macht es auch Sinn, dafir einen neuen Operator einzufihren, den , Next®-
Operator, im allgemeinen durch das Symbol O dargestellt. Die Eigenschaften dieses neuen
Operators mussen dann natdrlich auch axiomatisiert werden. Nicht sehr verwunderlich ist
dabei, dal3 die wesentliche Eigenschaft dieses Operators sehr eng mit dem Diskretheitsaxiom
von oben verwandt ist. Esist auszudriicken, dald der Next-Operator ein Konstruktorsymbol ist,
d.h. dai alleine durch sukzessive Anwendung des O alle Zeitpunkte in der Zukunft des jetzt
erreicht werden kdnnen. Dies geschieht durch das folgende Schema:

OPF|(® O 0d) O [F]P

Ubersetzt man das Schema funktional, indem man den initialen Zeitpunkt mit O bezeichnet und
dem O-Operator die Funktion +1 zuordnet, dann ergibt sich mit



P(1) I x (P(x) O P(x+1)) O Ox P(x)

das bekannte Induktionsaxiom. Damit ist man also endgultig in Logik 2. Stufe.

2.2.4 Endliche oder unendliche Zeit

Alle bisher betrachteten Axiome machten keinerlei Aussagen dartiber, ob Zeit endlich oder
unendlich ist. Dies bedeutet insbesondere, dal alles, was aus den obigen Axiomen folgt,
sowohl in endenden a's auch in nicht endenden Strukturen gilt. Es mag allerdings vorkommen,
dal? man nur an unendlichen Zeitgeraden interessiert ist. Dies &3t sich nun sehr einfach durch
das Seriditatsschema [F]® [1J E1d axiomatisieren, welches nichts weiter ausdriickt als: die
Menge der Nachfolger eines beliebigen Zeitpunktesist nicht leer.

Mdchte man aber im Gegensatz dazu die Endlichkeit der Zeit erzwingen, kann man stattdessen
das Schema: [B¥][F]falsch hinzufligen. Mit dessen Hilfe wird ausgesagt, dal? es einen Zeitpunkt
gibt, von dem ab falsch wahr ist. Dies ist nur dann nicht paradox, wenn dieser ausgezeichnete
Zeitpunkt gar keine Nachfolger mehr besitzt, die Zeit also in diesem Moment endet. Das
dazugehorige Korrespondenzaxiom ist [Ix Oy Re(x,y) O 0z =Rg(y,z), was genau besagt, dal3
esflr jeden Zeitpunkt x einen letzten Zeitpunkt y gibt.

Auf die gleiche Weise |&3t sich natlrlich auch der Beginn der Zeit darstellen, und zwar indem
man gerade das Spiegelbild [PFI[P]falsch zur Axiomenmenge hinzufgt.

Neben den hier betrachteten Eigenschaften werden in der Literatur hin und wieder auch andere
Eigenschaften erwahnt, wie zum Beispiel die Zirkularitat oder die Kontinuitét. Genaueres findet
man in [RU71, Pri67].

2.3 METATEM

Es gibt etliche Ansétze, Temporallogik as Programmiersprache zu verwenden [Brz89, Bau89].
Stellvertretend dafUr werden wir kurz die Idee des Systems METATEM beschreiben. METATEM
beruht auf USF-Logik, einer von Dov Gabbay entwickelten Version von linearer diskreter
Temporallogik [BG91,Gab89]. Verschiedene Versionen des METATEM-Systems werden
derzeit an verschiedenen Instituten entwickelt [BFGGO89].

Ein METATEM-Programm besteht im wesentlichen aus Formeln der Art
O(Past [ Future),

wobei Past eine Vergangenheitsformel und Future eine Zukunftsformel (einschliefdlich Gegen-
wart) ist14.

Die Datenbasis, Uber der Programme dieser Art arbeiten, besteht aus einem partiellen Modell.

14vergangenheitsformeln enthalten keine Zukunftsoperatoren und Zukunftsformeln enthalten keine Vergangen-
heitsoperatoren.



Das heifdt, fir eine Sequenz von diskreten Zeitpunkten von irgendeinem Punkt in der
Vergangenheit aus bis jetzt wird genau festgehalten, welches Faktum wahr und wel ches falsch
ist. Uber diesem Modell kénnen jetzt die Vorbedingungen der METATEM-Regeln, d.h. die
Vergangenheitsteile, ausgewertet werden. FUr alle Regeln, deren V orbedingungen erfillt sind,
muf3 jetzt versucht werden, die rechte Seite, d.h. die Gegenwarts- und Zukunftsanteile wahr zu
machen. Das heil3t, es wird ausgerechnet, wie die Atome konfliktfrel wahr gemacht werden
konnen. Wahr machen heif3t dabei, einmal das Literal in die Datenbasis als wahr einzutragen,
d.h. das partielle Modell weiter in die Zukunft auszudehnen, und zum anderen eine dem Literal
zugeordnete externe Prozedur aufzurufen, die irgendwelche beliebige Aktionen durchfihrt.
Wenn z.B. eine Regel sagt, [E¥1P und eine andere sagt [EF]1-P, dann |83t sich das konfliktfrei
wahr machen, indem man z.B. nach dem Motto ,,was du heute kannst besorgen, das verschiebe
nicht auf morgen® P sofort wahr macht — ausfiihrt — und =P erst beim nachstméglichen
Zeittick.

Der Interpretierer von METATEM verwendet dabei spezielle Regeln, die nur in diskreten
Strukturen gelten. Zwei davon sind:

[FF] @ = (P OOEE D)
[F] ® < (P TO[F*] P)

D.h. wenn etwas irgendwann gelten soll, dann kann es entweder gleich gelten oder vom
néchsten Zeitpunkt aus irgendwann gelten, und wenn etwas immer gelten soll, dann muf3 es
jetzt gleich gelten und darUberhinaus vom néchsten Zeitpunkt aus immer gelten. Mit solchen
Regeln ist esmoglich, jede Zukunftsformel aufzuspalten in einen Teil, der angibt, was sofort zu
tunist, und einen Tell, der angibt, was auf spéter verschoben werden kann.

Das ,,Herz* des METATEM-Systems besteht aus einer Funktion execute, welche als Eingabe
einen gegenwartigen Zustand, eine Regelmenge, das bis dahin konstruierte Modell sowie die
aus den vorhergegangen Schritten noch wahr zu machenden Formeln erhdlt und einen neuen
Zustand liefert. Dabei fuhrt sieim wesentlichen die folgenden Schritte durch:
1. Sammle die rechten Seiten der Regeln, deren linke Seiten durch das bisherige Teilmodell
erflllt sind.
2. Transformiere diese Formeln mit den Ubertragenen Bedingungen in Formeln der Form

!;' j@ (pij 0 —aij) O 0D,

wobei der Teil 0®; auch leer sein kann und alle pjj und gj; Literale sind.

3. Wahle eines dieser digunktiven Elemente aus.

4. Konstruiere daraus einen neuen aktuellen Zustand der Datenbasis und bestimme die in
den néchsten Zyklus zu tibertragenden Bedingungen.

5. Beginne wieder beim ersten Schritt.

Man kann diese Abarbeitung also als eine Art Produktionsregelsystem sehen, in dem die
diversen Bedingungsteile temporallogische Ausdriicke sind. Der ,, Meta‘-Aspekt dabei ist, dal
sich die Funktion execute wieder in METATEM selbst schreiben a3, und damit eine
universelle Programmiersprache zur Verfigung steht. Dieser Aspekt ist allerdings noch nicht



vollsténdig redlisiert.

Als konkrete Anwendung wurde bisher das PAY E-System (Pay As You Earn) entwickelt, in
welchem das britische Personalfinanz- und Steuerrecht kodiert ist [TM90]

3 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel gezeigt, was Modallogiken sind, was man damit modellieren kann
und wie man sie manipuliert, um sie fur spezielle Anwendungen anzupassen. Mit
parametrisierten Modal operatoren ergibt sich die Moglichkeit, mehrere Interpretationen (Zeit,
Aktion, epistemische Interpretation usw.) in eine Logik zu integrieren. Der SCAN-Algorithmus
gibt dann die Moglichkeit, die al's Axiomenschemata formulierten Korrelationen zwischen den
verschiedenen Parametern zu untersuchen und, falls moglich, in prédikatenlogische Axiome zu
Ubersetzen.

Mit Hilfe der Semantik der Modaloperatoren lassen sich Modalformeln in Pradikatenlogik
Ubersetzen und dann mit prédikatenl ogischen Inferenzmethoden weiter bearbeiten. Weiterhin
wurde gezeigt, wie man eine Semantikdefinition fir die Modal operatoren so umbaut, dal? die
Ubersetzung in Pradikatenlogik kompaktere Formeln produziert, die dann effizienter zu
verarbeiten sind.

Weiterhin haben wir erlautert, wie man die Semantik so abschwéachen kann, dal3 eingebaute
Gesetze wie die Notwendigkeitsregel ihre Glltigkeit verlieren. Dadurch ergeben sich mehr
Moglichkeiten, durch Ein- und Ausschalten von Axiomenschemata die Logik fur spezielle
Anwendungen anzupassen.

Wie man mit diesen Ideen und M echanismen neue Logiken konstruiert, wurde ausfthrlich am
Beispie Temporallogik behandelt.

Wir hoffen, damit die wesentlichen Ideen zur Logik selbst und zu ihren Manipulations-
moglichkeiten vermittelt zu haben. Der Leser sollte nun in der Lage sein, selbst neue Varianten
zu definieren und zu untersuchen.
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