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Uber die partiellen Differenzengleichungen der
mathematischen Physik.

Von
" R. Courant, K, Friedrichs und H. Lewy in Gottingen,

Ersetzt man bei den klassischen linearen Differentialgleichungs-
problemen der mathematischen Physik die Differentialquotienten durch
Differenzenquotienten in einem — etwa rechtwinklig angenommenen —
Gitter, so gelangt man zu algebraischen Problemen von sehr durch-
sichtiger Struktur. Die vorliegende Arbeit untersucht nach einer elemen-
taren Diskussion dieser algebraischen Probleme vor allem die Frage, wie
sich die Losungen verhalten, wenn man die Maschen des Gitters gegen
Null streben 148t. Dabel beschranken wir uns vielfach auf die einfachsten,
aber typischen Fille, die wir derart behandeln, daf die Anwendbarkeit
der Methoden auf allgemeinere Differenzengleichungen und solche mit be-
liebig vielen unabhéngigen Veranderlichen deutlich wird.

Entsprechend den fiir Differentialgleichungen gelaufigen Fragestellungen
behandeln wir Randwert- und Eigenwertprobleme fiir elliptische Diffe-
renzengleichungen und das Anfangswertproblem fiir hyperbolische bzw.
parabolische Differenzengleichungen. Wir werden an einigen typischen
Beispielen beweisen, daB der Grenziibergang stets moglich ist, nimlich
da8 die Losungen der Differenzengleichungen gegen die Losungen der ent-
sprechenden Differentialgleichungsprobleme konvergieren; ja wir werden
sogar erkennen, daf bei elliptischen Gleichungen i. a. die Differenzen-
quotienten beliebig hoher Ordnung gegen die entsprechenden Differential-
quotienten streben. Die Losbarkeit der Differentialgleichungsprobleme
setzen wir nirgends voraus; vielmehr erhalten wir durch den Grenziiber-
gang hierfiir einen einfachen Beweis!). Wihrend aber beim elliptischen

1) Unsere Beweismethode 1Bt sich ohne Schwierigkeit so erweitern, daB sie bei
beliebigen linearen elliptischen Differentialgleichungen das Rand- und Eigenwertproblem
und bei beliebigen linearen hyperbolischen Differentialgleichungen das Anfangswert-
problem zu losen gestattet.
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Falle einfache und weitgehend von der Wahl des Gitters unabhingige
Konvergenzverhéltnisse herrschen, werden wir bei dem Anfangswertproblem
hyperbolischer Gleichungen erkennen, daB die Konvergenz allgemein nur
dann vorhanden ist, wenn die Verhiltnisse der Gittermaschen in ver-
schiedenen Richtungen gewissen Ungleichungen geniigen, die durch die
Lage der Charakteristiken zum Gitter bestimmt werden.

Das typische Beispiel ist fiir uns im elliptischen Falle das Rand-
wertproblem der Potentialtheorie. Seine Losung von der Losung des
entsprechenden Differenzengleichungsproblems her ist iibrigens in den
letzten Jahren mehrfach behandelt worden?). Allerdings werden dabei im
Gegensatz zu der vorliegenden Arbeit meist spezielle Eigenschaften der
Potentialgleichung benutzt, so daB die Anwendbarkeit der Methode auf
andere Probleme nicht ohne weiteres zu iibersehen ist.

Abgesehen von dem gekennzeichneten Hauptziel der Arbeit werden
wir im Anschluf an die elementare algebraische Diskussion des Rand-
wertproblems elliptischer Gleichungen dessen Zusammenhang mit dem
aus der Statistik bekannten Probleme der Irrwege erértern.

L. Der elliptische Fall
§ 1.
Yorbemerkungen.

1. Definitionen.

Wir betrachten zunichst in der Ebene mit den rechtwinkligen Koor-
dinaten z, y ein quadratisches Punktgitter der Maschenweite 4 > 0, etwa
alle Punkte mit den Koordinaten z = nh, y=mbh,

m,n=0,+t1,4+2,....

%) J. le Roux, Sur le probléme de Dirichlet, Journ. de mathém. pur. et appl
(f.S) 10 §1914), p.189. R. G. D. Richardson, A new method in boundary problems for
differential equations, Transactions of the Americ. Mathem. Soc. 18 (1917), p- 48911,
H. B. Philips and N. Wiener, Nets and the Dirichlet Problem, Publ. of -the Mass, In-
stitute of Technology (1925).

Leider waren diese Abhandlungen dem ersten der drei Verfasser bei der Ab-
fassung seiner Note ,Zur Theorie der partiellen Differenzengleichungen, Gott. Nachr.
23.X.1925, an welche die vorliegende Arbeit anschlieBt, entgangen.

Vgl. .ferner: L. Lusternik, Uber einige Anwendungen der direkten Methoden in
der Variationsrechnung, Recueil de la Société Mathém. de -Moscou, 1926. G. Bouligand,
Sur le probléme de Dirichlet, Ann. de la soc. polon. de mathém. 4, Krakau 1926.

.Uber die Bedeutung des Differenzenansatzes und iiber weitere sie verwendende
Arbeiten vgl. R. Courant, Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung, Math.
Annalen 97, S. 711 und die dort angegebene Literatur.

Mathematische Annalen. 100. 3
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Es sei G ein Gebiet der Ebene, begrenzt von einer stetigen, doppel-
punktfreien geschlossenen Kurve. Dann soll das zugehdrige — bei ge-
niigend kleiner Maschenweite eindeutig bestimmte — Gittergebiet @, aus
allen denjenigen Gitterpunkten bestehen, welche in G liegen und  sich
von einem festen vorgegebenen Gitterpunkt aus G durch eine zusammen-
héingende Kette von Gitterpunkten verbinden lassen. Wir nennen zusammen-
hingende Kette von Gitterpunkten eine Folge solcher Punkte, bei der
jeder Punkt einer der vier Nachbarpunkte des folgenden ist. Als Rand-
punkt von G, bezeichnen wir einen solchen, dessen vier Nachbarpunkte
nicht alle zu G, gehoren. Alle anderen Punkte von @, nennen wir innere
Punkte.

Wir betrachten Funktionen %, v, ... des Ortes im Gitter, d. h. Funk-
tionen, welche nur fiir die Gitterpunkte definiert sind. Wir bezeichnen
sie auch mit % (2, y), v(%,¥y),... . Fir ihre vorderen und hinteren
Differenzenquotienten verwenden wir die folgenden Abkiirzungen:

T(u(@+hy)—u@ ) =4, F@@y+b)—u@y)=y,

%(u(x, Y)—ulz—h,y)=1us; %(u(x, y) —u(z, y—h) =u.

Entsprechend bilden wir Differenzenquotienten hoherer Ordnung, z. B.

(o) =tz =tz = 2 (u(@ + by §) — 20 (@, ¥) + u(z — b, 9)

usw.

2. Differenzenausdriicke und Greensche Umformungen.

Zu der einfachsten allgemeinen Ubersicht iiber lineare Differenzen-
ausdriicke zweiter Ordnung- gelangen wir nach dem Muster der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen, indem wir aus zwei Funktionen u
und » und ihren vorderen Differenzenquotienten einen bilinearen Ausdruck

B(u,v)=aw,v,+bu,v,+ cu,v,+du,v,+ cu, v+ Bu,v+yuv,

+douv, + guv
bilden, wobei

a=a(z,y), ..., e=a(z,¥),..., 9=9(=, y)

Funktionen im Gitter sind.
Aus dem Bilinearausdruck erster Ordnung leiten wir einen Differenzen-
ausdruck zweiter Ordnung in folgender Weise ab: Wir bilden die Summe

B? 22;23(14, v)

iiber alle Punkte eines Gebietes G, im Gitter, wobei in B(u,v) fiir die
Differenzenquotienten zwischen einem Randpunkte und einem nicht zu G,
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gehorigen Punkte Null zu setzen ist. Die Summe formen wir nun durch
partielle Summation um (d. h. wir ordnen nach v), und zerspalten sie in
eine Summe iiber die Menge der inneren Punkte @, und eine Summe iiber
die Menge der Randpunkte I',. Wir erhalten so:

(1) h“’}(,’}Z’B(u,v)=—h"Z’ZwL(u)——h‘PEvéﬁ(u).
2 Gx h

L(w) ist der fiir alle inneren Punkte von @, definierte lineare »Diffe-
renzenausdruck zweiter Ordnung®:

L(u) = (auzs + (bus)y + (cw)z + (du)y
— auy — fuy+ (yu)z -+ (du)y — gu.
R (u) ist fiir jeden Randpunkt ein linearer Differenzenausdruck, dessen

genaue Gestalt wir hier nicht angeben.
Ordnet man 3 3 B(u,v) nach u, so erhilt man
Gp

(2) B33 Bu,v)=—r I JuM@)— kI uG(v).
G G T

M(v) heiBt der zu L(u) adjungierte Differenzenausdruck; er lautet:

M(v) = (av)z + (boy)z + (cvs)y+ (dvy)y
+ (ev)z + (Bv)y —yv, — 60y — g,
wihrend S (v) ein R (u) entsprechender Differenzenausdruck fiir den
Rand ist.
Die Formeln (1), (2) und die aus ihnen folgende Formel

(3) hgzz’(vL(u)—uM(v))—}—h%,’(v R(u)—uS(v)=0
G A

nennen wir die Greenschen Formeln.

Der einfachste und wichtigste Fall ergibt sich, wenn die Bilinearform
symmetrisch ist, d. h. wenn die Gleichungen b =¢, « =y, f = bestehen.
In diesem Falle stimmt der Ausdruck L (%) mit seinem adjungierten M (%)

iiberein; wir nennen ihn deshalb selbstadjungiert, und er ist schon aus dem
quadratischen Ausdruck

B(u, u)=auz+ 2bu,uy + dug + 2euzu + 2fuyu + gu?
ableitbar.

. Wir beschrinken uns im folgenden meist auf Ausdriicke L (%), die
sich selbst adjungiert sind. Der Charakter des Differenzenausdruckes L (%)
hingt vor allem von der Natur derjenigen Glieder aus der quadratischen
Form B(u,u) ab, die in den ersten Differenzenquotienten quadratisch sind.
Wir nennen diesen Teil von B (u, %) die charakteristische Form:

P(u,u)=auz+ 2bu, u, + duy.
3*
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Je nachdem nun P(u,%) in den Differenzenquotienten (positiv) definit
oder indefinit ist, nennen wir den zugehdrigen Differenzenausdruck L (%)
elliptisch oder hyperbolisch.

Der Differenzenausdruck

Adu = u,3 + uyy,
mit dem wir uns vorzugsweise in den folgenden Paragraphen beschéftigen
werden, ist elliptisch. Er entsteht nimlich aus dem quadratischen Ausdruck

B(u,u)=u,+u, baw. u;+tu.
Die zugehorigen Greenschen Formeln lauten also:

(4) hﬂ%g(u§+u;‘)=—he%’;lz,‘udu——h%’u%(u)ﬁ)
(5) hezlj(vdu—uAv)—i—hTZ,’(vS‘t(u)-—uS{(v))=O.
& »

Der Differenzenausdruck 4w = u,z + u,7 ist offenbar das Analogon
A2 2
des Differentialausdruckes ;77:—{— Z—y—t fir eine Funktion #(z,y) der kon-

tinuierlichen Variablen # und y. Ausfiihrlich geschrieben lautet der
Differenzenausdruck .

du=L{u(ethy)+u@y+b) +ue—hy+uly—h - u( )

2
Es ist also %—Au der UberschuBl des arithmetischen Mittels der Funktions-

werte in den vier Nachbarpunkten iiber den Funktionswert in dem be-
treffenden Punkt.

Ganz dhnliche Uberlegungen fithren zu linearen Differenzenausdriicken
vierter Ordnung und entsprechenden Greenschen Formeln, wenn wir von
bilinearen Differenzenausdriicken ausgehen, welche aus Differenzenquotienten
zweiter Ordnung gebildet sind. Wir begniigen uns mit dem Beispiel des
Differenzenausdruckes

AAdu=uy57 1+ 2”::5;(':7 + Uyyyy-
Er entspringt aus dem quadratischen Ausdruck
B(u’ u) = (ux?+ u:lz_l)2 = (Au)ga
wenn wir die Summe
B* 33 dudv
A

%) Der Randausdruck % (u) 1iBt sich hier so beschreiben: Sind u,, u,, ..., %,
die Funktionswerte in dem betreffenden Randpunkte und seinen v Nachbarpunkten
(»<3), 8o ist

1
ﬁ(u):—}; (y+ oot Uy —v2y,).
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nach » ordnen, etwa indem wir in der Formel (5) an Stelle von % den
Aunsdruck 4w setzen. Wir miissen dabei beachten, daBl in dem Ausdruck
A Au der Funktionswert an einer Stelle mit den Funktionswerten in seinen
Nachbarpunkten und deren Nachbarpunkten verkniipft ist und daher nur
fiir solche Punkte des Gebietes @, definiert ist, die innere Punkte auch
von @ sind (vgl. 5) und deren Gesamtheit wir mit @, bezeichnen wollen.
Wir erhalten dann die Greensche Formel
(6) h“ZIZAu-Av=h22”2v-AAu+h S v-R(u),

Gy G Tu+ Ty
wo R (u) ein fiir jeden Punkt des Randstreifens I', I, definierbarer
linearer Differenzenausdruck ist, den wir nicht niher angeben. I', be-
deutet dabei die Menge der Randpunkte von G,.

§ 2.

Randwertprobleme und Eigenwertprobleme.
1. Die Theorie des Randwertproblems.

Die Randwertanfgabe fiir lineare elliptische homogene Differenzen-
gleichungen zweiter Ordnung, welche der klassischen Randwertaufgabe fiir
partielle Differentialgleichungen entspricht, formulieren wir folgendermaBen:

In einem Gittergebiete @, sei ein selbstadjungierter elliptischer linearer
Differenzenausdruck zweiter Ordnung L (u) gegeben. Er mdge aus einem
quadratischen Ausdruck B (%, %) entspringen, der positiv-definit ist in dem
Sinne, daB er nicht verschwinden kann, wenn nicht u, und u, selbst
verschwinden.

Man bestimme nun.in @, eine solche der Differenzengleichung

L(u)=0
geniigende Funktion %, welche in den Randpunkten dieses Gittergebietes
mit vorgegebenen Werten iibereinstimmt.

Unsere Forderung wird dargestellt durch ebenso viele lineare Glei-
chungen wie es innere Gitterpunkte des Gittergebietes, also zu bestimmende
Funktionswerte u gibt*). Einige dieser Gleichungen, ndmlich soweit sie
zu Gitterpunkten gehoren, welche mit ihren vier Nachbarn im Innern
lie.gen, sind homogen; andere, bei welchen Randpunkte des Gittergebietes
mit eingehen, sind inhomogen. Setzen wir die rechten Seiten dieses in-

) *) Bildet man zu einer beliebigen Differenzengleichung zweiter Ordnung L (u) =0,
Indem man sie als ein lineares Gleichungssystem auffaBt, das transponierte Gleichungs-
system, so wird dieses durch die adjungierte Differenzengleichung M ( v) =0 dargestellt.
Dle‘ oben betrachtete selbstadjungierte Differenzengleichung stellt also ein lineares
Gleichungssystem mit symmetrischem Koeffizientenschema dar,
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homogenen Gleichungssystems, d.h. die Randwerte von u gleich Null, so
folgt aus der Greenschen Formel (1), wenn wir dort % = v setzen, sofort
das Verschwinden von B (u, ) und wegen des Definitheitscharakters von
B (u, ) das Verschwinden von u,, u, und damit auch von %. Die Diffe-
renzengleichung hat also die Losung % =0, wenn die Randwerte ver-
schwinden, oder mit anderen Worten, die Losung ist durch die Randwerte,
wenn iiberhaupt, eindeutig bestimmt, da die Differenz zweier Losungen
mit denselben Randwerten verschwinden muB. Wenn aber ein lineares
Gleichungssystem mit ebenso vielen Unbekannten wie Gleichungen die
Eigenschaft besitzt, daB bei verschwindenden rechten Seiten auch die Un-
bekannten simtlich verschwinden miissen, so besagt der Fundamentalsatz
der Gleichungstheorie, daB bei beliebig vorgegebenen rechten Seiten genau
eine Losung vorhanden sein muB. In unserem Falle folgt somit die Existenz
einer Losung der Randwertaufgabe.

Wir sehen also, daB bei unseren elliptischen Differenzengleichungen
die eindeutige Bestimmtheit und die Existenz der Lésung der Randwert-
aufgabe durch den Fundamentalsatz der Theorie der linearen Gleichungen
miteinander zusammenhingen, wihrend in der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen bekanntlich beide -Tatsachen mit ganz verschiedenen
Methoden bewiesen werden miissen. Der Grund fiir diese Schwierigkeit ist
darin zu erblicken, daB Differentialgleichungen nicht mehr mit endlich
vielen Gleichungen #quivalent sind; und man sich daher nicht mehr auf
die Gleichheit der Anzahl von Unbekannten und Gleichungen berufen kann.

Da die Differenzengleichung

Adu=0
aus dem positiv-definiten quadratischen Ausdruck™
PHCH )
h

entspringt, ist also das Randwertproblem dieser Differenzengleichung stets
eindeutig 16sbar.

Ganz entsprechend wie fiir die Differenzengleichungen zweiter Ordnung”
entwickelt sich die Theorie fiir Differenzengleichungen héherer, z. B. vierter
Ordnung, wofiir das Beispiel der Differenzengleichung

44u=0

geniigen moge. Hier miissen die Werte der Funktion » in dem Rand-
streifen I'; - I'; vorgegeben werden. Offenbar liefert auch die Differenzen-
gleichung 44w% = 0 ebensoviel lineare Gleichungen wie unbekannte Funk-
tionswerte in den Punkten von Gj. Um die eindeutige Losbarkeit der
Randwertaufgabe nachzuweisen, brauchen wir wieder nur zu zeigen, da8
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eine Losung, deren Werte im Randstreifen I, + I'; Null sind, notwendig
identisch verschwindet. Zu dem Zweck bemerken wir, da8 die Summe
iiber den zugehorigen quadratischen Ausdruck:

(7) 7&226’,,2(4%&)2

fiir eine solche Funktion verschwindet, wie wir sofort erkennen, wenn wir
diese Summe nach der Greenschen Formel (6) umformen. Das Verschwin-
den der Summe (7) zieht aber das Verschwinden von 4% in allen Punkten
von G nach sich, und das kann bei verschwindenden Randwerten nach
dem oben Bewiesenen nur stattfinden, wenn die Funktion % iiberall den
Wert Null annimmt. Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen und
die eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe des Differenzenausdruckes
sichergestellt 5).

2. Beziehungen zu Minimumproblemen.

Die obige Randwertaufgabe steht in Zusammenhang mit dem folgen-
den Minimumproblem: Unter allen im Gittergebiet G, definierten Funk-
tionen ¢ (z,y), welche in den Randpunkten vorgeschriebene Werte an-
nehmen, ist eine solche ¢ = w(z, y) zu suchen, fiir welche die iiber das
Gittergebiet erstreckte Summe

h",%‘ZB(qv, ®)

einen mdglichst kleinen Wert annimmt. Dabei setzen wir voraus, daf der ‘
quadratische Differenzenausdruck erster Ordnung B (u, %) in dem oben (vgl.
S. 36) genannten Sinne positiv-definit ist. DafB sich aus dieser Minimum-
forderung als Bedingung fiir die Losung ¢ =u(z,y) die Differenzen-
gleichung L(¢)=0 ergibt, wo L(¢) der in der obigen (vgl. S.35 (1))
Weise aus B(gp, ¢) abgeleitete Differenzenausdruck zweiter Ordnung ist,
erkennt man entweder nach den Regeln der Differentialrechnung, indem
man die Summe 5* Za Y B(¢, @) als Funktion der endlichen vielen Werte
h

von ¢ In den Gitterpunkten ansieht oder analog dem iiblichen Verfahren
in der Variationsrechnung.

Beispielsweise ist das Randwertproblem, eine Losung der Gleichung
49 =0 zu finden, die vorgegebene Randwerte annimmt, mit der Aufgabe

%) Vergleiche fiir die wirkliche Durchfiihrung der Ldsung unserer Randwert-
pr(_)bleme durch iterierende Verfahren u. a. die Abhandlung: Uber Randwertaufgaben
bei parﬁel.len Differenzengleichungen von R. Courant, Zeitschr. f. angew. Mathematik
u. Mechanik 6 (1925), S. 322—325. Im iibrigen sei verwiesen auf den Bericht von
H. Henky, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 2 (1922), 8. 581t
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gleichwertig, die Summe %° Y 3 (@2 + @2) unter allen Funktionen, die
Gr

die Randwerte annehmen, zum Minimum zu machen.

Ganz Ahnliches gilt fiir Differenzengleichungen vierter Ordnung, wobei
wir uns wiederum auf das Beispiel von 44¢ = 0 beschrinken. Die zu
dieser Differenzengleichung gehorige Randwertaufgabe ist mit dem Problem
gleichwertig, die Summe A®3 ¥ (4¢)® unter allen Funktionen ¢ (z,y)

G

zum Minimum zu machen, deren Werte in dem Randstreifen I'; vorgegeben
sind. AuBer dieser Summe fithren auch noch andere in den zweiten Ab-
leitungen guadratische Ausdriicke durch die Forderung, sie zum Minimum
zu machen, auf die Gleichung 4 4u= 0, so z. B. die Summe:

h*z(r;z(u:ﬁ 2uzy+ Uyy),

in der simtliche in @, auftretenden zweiten Differenzenquotienten vor-
kommen sollen.

DaBl die gestellten Minimumprobleme immer eine Losung besitzen,
folgt aus dem Satz, daB eine stetige Funktion von endlichen vielen Ver-
inderlichen (den Funktionswerten von ¢ in den Gitterpunkten) stets ein
Minimum besitzen mufB, wenn diese Funktion nach unten beschrinkt ist
und wenn sie gegen Unendlich strebt, sobald mindestens eine der un-
abhingigen Verdnderlichen es tut®).

3. Die Greensche Funktion.

Ahnlich wie die Randwertaufgabe der homogenen Gleichung L (u)=0
kann man auch die Randwertaufgabe der unhomogenen Gleichung L (%) = — f
behandeln. Es geniigt, bei der unhomogenen Gleichung sich auf den Fall
zu beschrinken, daB die Randwerte von u iiberall verschwinden, da wir
fiir andere Randwerte die Losung durch Addition einer geeigneten Losung
der homogenen Gleichung erhalten. Um das lineare Gleichungssystem,
welches durch die Randwertaufgabe von L (u)= — f reprisentiert ist, zu
l6sen, wihlen wir zunichst die Funktion f(z,y) so, dal sie in einem

Gitterpunkte mit den Koordinaten z =&, y = den Wert — %, in allen
andern Gitterpunkten den Wert Null annimmt. Ist K(z,y; &, 5) die am

Rande verschwindende Losung der so entstehenden speziellen noch vom
Parameterpunkt (&, ) abhiingigen Differenzengleichung, so wird die zu

% Daf die Voraussetzungen fiir die Anwendungen dieses Satzes gegeben sind, ist
sehr leicht einzusehen. .
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einer beliebigen Funktion gehorige Losung durch die Summe
u(x’ y)= R® 22{; K(:t’ y; &, 7)) f(Es 77)

(8,7)in Gy

dargestellt.

Die Funktion K (2, y; &, %) in ihrer Abhéngigkeit von den Punkten
(2,y) und (&, %) nennen wir die Greensche Funktion des Differential-
ausdruckes L (u). Bezeichnen wir mit K (2, y; &, ) die Greensche Funk-
tion des adjungierten Ausdruckes M (v), so gilt die Relation

K(g—, UHER ’7) = E(é, 5 é, TY):
die man auch unmittelbar aus der Greenschen Formel (5) folgert, wenn
man dort u= K(z,y; &, 9) und v=K (x,y; £,7) setzt. Fiir einen

selbstadjungierten Differenzenausdruck ergibt sich aus der obigen Beziehung
die Symmetrierelation:

K(&7; & n)=K(&9; & 7).

4. Eigenwertprobleme.

Selbstadjungierte Differenzenausdriicke L (u) geben Anla8 zu Eigen-
wertproblemen von folgendem Typ: Es sind die Werte eines Parameters 4
— die Eigenwerte — zu suchen, fiir die die Differenzengleichung

L(u)4+2u=0
in @, eine auf dem Rande I', verschwindende Losung — die Eigenfunk-

tion — besitzt.

Das Eigenwertproblem ist iquivalent dem Hauptachsenproblem der
quadratischen Form B (u, u). Es gibt ebenso viele Eigenwerte 1, ..., 1¥
wie innere Gitterpunkte im Gebiet @, und ebenso viele zugehérige Eigen-
funktionen 4@, ..., 4™, Das System der Eigenfunktionen und Eigenwerte
und ihre Existenz ergibt sich aus dem Minimumproblem:

Unter allen am Rande verschwindenden Funktionen ¢(z,y), die den
m — 1 Orthogonalititsbedingungen

hz%Z(pu(”):O (r=1,...,m—1)
h
und der Normierungsbedingung
B3 Ser=1
Gy
geniigen, ist diejenige ¢ = u gesucht, fiir die die Summe
B3 3 B(p,9)
G
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den kleinsten Wert annimmt. Der Wert dieses Minimums ist der m-te
Eigenwert und die Funktion, fiir die es angenommen wird, ist die m-te
Eigenfunktion?).

§ 3.9
Zusammenhinge mit dem Problem der Irrwege.

Unser Thema steht in Beziehung zu einer Frage der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, nimlich dem Problem der Irrwege in einem begrenzten
Gebiet?). Man stelle sich in einem Gittergebiet &, die Gitterstrecken als
Wege vor, lings deren ein Partikel von einem Gitterpunkt zu einem Nachbar-
punkt wandern kann. In diesem StraBennetz moge nun unser Partikel ziellos
herumirren, indem es an jeder StraBlenecke unter den vier verfiigbaren
Richtungen eine nach dem Zufall auswihlt — alle vier seien gleich wahr-
scheinlich —. Die Irrfahrt endet, sobald ein Randpunkt von @, erreicht
ist, wo unsere Partikel absorbiert werden mégen.

Wir fragen:

1. Welches ist die Wahrscheinlichkeit w (P; R) daB man bei der Irr-
fahrt von einem Punkte P ausgehend irgend einmal in dem Randpunkte R
ankommb?

2. Welches ist die mathematische Hoffnung »(P; @), da man bei
einer solchen von P ausgehenden Irrfahrt, ohne den Rand zu treffen, einen
Punkt @ von @, beriihrt?

) Wegen der Orthogonalitit %° 2 SuPu® =0 (v+u) der Eigenfunktionen

148t sich jede am Rande verschwmdende Funktion ¢(z,y) des Gitters nach den
Eigenfunktionen in der Form

gom 360y
=1
entwickeln, wo die Koeffizienten ¢® durch die Gleichung

c(V)=22 gu(”)
Gy,
bestimmt sind.
Auf diese Weise erhalten wir insbesondere die folgende Darstellung der Green-
schen Funktion:

(&) W)z
K (z, y’E’”)—‘thu (=, yz(:; ( "l)

%) Fiir die Durchfiihrung des Grenziiberganges in § 4 ist § 3 entbehrlich.

?) Gerade in der Art wie hier die Grenzen des Gebietes hineinspielen, liegt ein
wesentlicher Unterschied der folgenden Betrachtung gegeniiber bekannten Uberlegungen,
die z. B. im Zusammenhange mit der Brownschen Molekularbewegung durchgefiihrt
worden sind.
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Diese Wahrscheinlichkeit bzw. mathematische Hoffnung wollen wir
durch folgenden ProzeB genauer erkliren. Wir denken uns im Punkte P
die Einheit irgendeiner Substanzmenge vorhanden. Die Substanz mdge
sich in unserem StraBennetz mit einer konstanten Geschwindigkeit aus-
breiten, etwa in der Zeiteinheit eine Gitterstrecke zuriicklegen. In jedem
Gitterpunkte soll nach jeder der vier Richtuagen genau ein Viertel der
dort ankommenden Substanz weiterstrtomen. Die Substanzmenge, die in
einem Randpunkte ankommt, soll dort festgehalten werden. Ist der Aus-
gangspunkt P ein Randpunkt, so soll die Substanzmenge iiberhaupt dort
bleiben.

Unter der Wahrscheinlichkeit w (P; R) iiberhaupt bei einer von P aus-
gehenden Irrfahrt an den Randpunkt R zu gelangen, ohne vorher den
Rand beriihrt zu haben, verstehen wir die Substanzmenge, die sich nach
unendlicher Zeit in diesem Randpunkte angesammelt hat.

Unter der Wahrscheinlichkeit E (P;Q) in genau n Schritten vom
Punkte P zum Punkte @ zu gelangen, ohne den Rand zu beriihren, ver-
stehen wir die im Punkte Q nach n Zeiteinheiten befindliche Substanz-
menge, falls P und @ innere Punkte sind. Ist P oder @ ein Randpunkt,
so setzen wir sie gleich Null.

Die GroBe E,(P; Q) ist gerade die Anzahl der von P nach @ fiihren-
den den Rand nicht trefienden Wege von n Schritten, durch 4" dividiert;
es ist also E, (P;Q)=E,(Q;P).

Unter der mathematischen Hoffnung »(P; @) bei einem oben gekenn-
zeichneten Irrwege iiberhaupt einmal von P aus zum Punkte @ zu gelangen,
verstehen wir die unendliche Summe aller dieser Wahrscheinlichkeiten

v(P;Q)= 3 E,(PiQ),*)

also fiir innere Punkte P und @ die Summe aller Substanzmengen, die
in den verschiedenen Zeitmomenten den Punkt @ durchlaufen haben. Es
wird also dem Erreichen des Punktes @ der Erwartungswert 1 zugeschrieben.
Fiir Randpunkte ist diese Hoffnung gleich Null.

Bezeichnen wir die im Randpunkte R mit genau n Schritten ankom-
mende Menge mit F, (P; R), so ist die Wahrscheinlichkeit w (P; R) durch
die unendliche Reihe

w(P;R)=§')F,(P;R)

d:lirgestellt, deren simtliche Glieder positiv sind, und deren Teilsummen
nie grofer als Eins sein konnen, weil die am Rande ankommende Substanz

%) Thre Konvergenz werden wir sogleich beweisen.
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nur einen Teil der urspriinglichen Substanzmenge ausmacht. Damit ist
aber die Konvergenz dieser Reihe gesichert.

Man kann nun leicht einsehen, da die Wahrscheinlichkeiten B, (P; @),
d. h. die nach genau n Schritten in einem Punkte @ anlangende Substanz-
menge mit wachsendem 7 gegen Null strebt. Ist nimlich in irgendeinem
Punkte @, von dem aus ein Randpunkt R in m Schritten zu erreichen sei,
E (P;Q)>a>0, so wird nach m Schritten in diesem Randpunkt R

mindestens die Substanzmenge f— ankommen; da aber wegen der Kon-

m

vergenz der Summe E’F,(P;R) die an den Randpunkt R ankommende

r=0
Substanzmenge mit der Zeit gegen Null strebt, so miissen auch die GréBen
E,(P;Q) selber mit wachsendem » gegen Null streben; d.h. die Wahr-
scheinlichkeit bei einem unendlich langen Wege im Innern zu bleiben,
ist Null.

Hieraus ergibt sich, daB die gesamte Substanzmenge schlieBlich an
den Rand ankommen muB; mit anderen Worten, dafl die iiber alle Rand-
punkte R erstreckte Summe

Sw(P;R)=1
ist. )

Wir haben noch die Konvergenz der unendlichen Reihe fiir die mathe-
matische Hoffnung »(P; Q)

v(P;Q)= ZE,(P;Q)
zu beweisen.

Zu dem Zweck bemerken wir, daB die GroBen E,(P; @) der folgenden
Relation geniigen

E,..(P; Q)= 3{E,(P; Q)+ B,(P; Q)+ E,(P; Q)+ E,(P; Q.)}
[n21],
wo @, bis @, die vier Nachbarpunkte des inneren Punktes @ sind. D.h.
die nach n -+ 1 Schritten im Punkte @ ankommende Substanzmenge be-
steht aus dem vierten Teil der nach » Schritten in den vier Nachbar-
punkten von @ ankommenden Substanzmenge. Ist einer der Nachbar-
punkte von @ z.B. @, = R Randpunkt, so kommt die Tatsache, daB
zum Punkte @ von diesem Randpunkte aus keine Substanzmenge weiter
flieBt, dadurch zum Ausdruck, da8 wir E, (P; R) gleich Null gesetzt haben.
Ferner ist fiir einen inneren Punkt E, (P; P) = 1 und sonst E,(P; Q)= 0.
Aus diesen Relationen ergeben sich fiir die Teilsummen

0.(P; Q)= JE,(P;Q)
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die Gleichungen
Dyrs (P5 Q) =7 {0 (P3 Q) + 0, (P3 Qa) + 0, (P3 @) + 2, (P3 @)},
wenn P nicht mit Q zusammenfillt; andernfalls ist
tsr (P3 P) = 1+ 5 {0, (P; P,) +5,(P; By) +9,(P; B,) + v,(P; P,)},

d. h. die Hoffnung, von einem Punkte zu sich selbst zuriickzukommen,
setzt sich zusammen aus der Hoffnung, auf einem nicht verschwindenden
Wege den Punkt P wieder zu erreichen, nimlich ;{v, (P; P,) +v,(P; P,)
+v,(P; Py) +v,(P;P,)} und aus der Hofinung Eins, die ausdriickt, dal
urspriinglich die gesamte Substanz in diesem Punkte vorhanden war.

Es geniigen also die GroBen v,(P;Q) der folgenden Differenzen-
gleichung*?)

Avn(P;Q)=’%Eﬂ(P;Q), wenn P @ ist,

A'v,,(P;Q)=$§(En(P;Q)—1), wenn P=Q ist.

v, (P; Q) ist gleich Null, wenn @ ein Randpunkt ist.

Die Losung dieser Randwertaufgabe ist, wie schon frither auseinander-
gesetzt, fiir irgendwelche rechten Seiten eindeutig bestimmt (vgl. S. 38);
sie hingt stetig von den rechten Seiten ab. Da nun die GréBen E,(P; Q)
gegen Null streben, so konvergieren die Ldsungen v,(P;Q) gegen die
Lésungen »(P; Q) der Differenzengleichung

4v(P;Q)=0, wenn P& Q ist,

2?

Av(P;Q)=——;— wenn P=Q ist,
mit den Randwerten v(P;R)=0.

') Dabei bezieht sich die 4-Operation auf den variablen Punkt Q.

Diese Gleichung 18t sich als eine Gleichung vom Wirmeleitungstypus auffassen.
Betrachtet man némlich die Funktion v, (P; Q) anstatt als Funktion des Index » unserer
o_ben z'ugnfnde gelegten Vorstellung gemi8 als Funktion der Zeit £, die zu » propor-
tm.nal ist, indem man ¢ =nz und v, (P; Q) = v (P; Q; t) = v (¢) setzt, so konnen wir die
obigen Gleichungen in der folgenden Form schreiben ;

Av(t):g-”(t_'-t)_”(t)

h% T ﬁ].l' P:*:Qs
Av(t)=%§<“——”(t+’2"”(‘)—1> fir P=Q.

Uber den Grenziibergang von einer dhnlich: i i iner paraboli
: en Differenzengleich zu einer boli-
schen Differentialgleichung vgl. Teil II, § 6, S. 67. ree
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Wir sehen also, daB die mathematische Hofinung »(P; Q) existiert
und nichts anderes ist als die zur Differenzengleichung 4 % = 0 zugehérige
Greensche Funktion K(P;Q) noch mit dem Faktor 4 versehen. Die
Symmetrie der Greenschen Funktion K(P;Q)= K(Q;P) ist eine un-
mittelbare Folge der Symmetrie der GroBen E,(P;Q), mit deren Hilfe
sie definiert wurde.

Die Wahrscheinlichkeit w (P; R) geniigt hinsichtlich P der Relation

w(P;R) =%{w(P1;R)+w(P2;R)+w(P3;R)+ w(P;R)},

also der Differenzengleichung
Adw=0.

Sind nimlich P,, P,, P,, P, die vier Nachbarpunkte des inneren Punktes P,
so muB jeder Weg von P nach R iiber einen dieser vier Wege fiihren,
und jede der vier Wegrichtungen ist gleich wahrscheinlich. Ferner ist die
Wahrscheinlichkeit, von einem Randpunkt R zu einem andern R’ zu gelangen,
w(R ,BR')=0, auBer wenn die beiden Punkte B und R’ zusammenfallen,
wo w(R,R)=1 gilt. Es ist also w(P;R) die Losung der Randwert-
aufgabe 4w = 0, wobei im Randpunkte R der Randwert 1 in allen anderen
Punkten der Randwert 0 vorgeschrieben ist. Die Losung der Randwert-
aufgabe bei beliebig vorgegebenen Randwerten «(R) hat dann einfach die
Gestalt u(P)= Y w(P;R)u(R), wobei iiber alle Randpunkte B zu sum-
3

mieren ist?). Setzen wir hierin fiir % die Funktion u =1 ein, so er-
halten wir wieder die Relation 1 = 3 w(P;R).
®

Die hier gegebene Auffassung der Greenschen Funktion als Hofinung
148t unmittelbar weitere Eigenschaften erkennen. Wir erwihnen nur die
Tatsache, daB die Greensche Funktion wichst, wenn man von dem Gebiete &
zu einem in @ als Teilgebiet enthaltenen Teilgebiete G iibergeht; es wachst
- dann namlich fiir jedes » die Anzahl der méglichen Gitterwege, von einem
Punkte P zu einem anderen @ zu gelangen, ohne den Rand zu beriihren.

Natiirlich herrschen fiir mehr als zwei unabhéngige Verdnderliche ent-
sprechende Beziehungen. Wir begniigen uns mit dem Hinweis, daB auch
andere elliptische Differenzengleichungen eine #hnliche Wahrscheinlichkeits-
auffassung zulassen.

Fithrt man den Grenziibergang zu verschwindender Maschenweite durch,
was sich mit den Methoden des folgenden Paragraphen einfach ausfiihren

1%) Man erkennt iibrigens leicht, daB die Wahrscheinlichkeit w (P; B), an den’
Rand zu gelangen, der von der Greenschen Funktion K (P; @) hinsichtlich  gebildete
Randausdruck % (K (P, Q)) ist, indem man in der Greenschen Formel (5) u(z,y) mit
w (P, Q), v(z,y) mit v(P, Q) identifiziert.
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1aBt, so geht die Greensche Funktion im Gitter bis auf einen Zahlenfaktor

in die Greensche Funktion der Potentialgleichung iiber; eine #hnliche Be-

w(P; R)
h

ziehung besteht zwischen dem Ausdruck und der normalen Ab-

leitung der Greenschen Funktion am Rande des Gebietes. Auf diese Weise
lieBe sich z. B. die Greensche Funktion der Potentialgleichung als die
spezifische mathematische Hoffnung deuten, von einem Punkte zu einem
anderen zu gelangen®®), ohne den Rand zu beriihren.

Nach dem Grenziibergang vom Gitter zum Kontinuum ist der Einflu
der bei den Irrwegen vorgeschriebenen Gitterrichtungen verschwunden.
Dieser Tatsache Rechnung zu tragen, indem man den Grenziibergang mit
einem allgemeineren Irrfahrtenproblem ohne Richtungsbeschrinkung vor-
nimmt, ist eine prinzipiell interessante Aufgabe, welche jedoch iiber den
Rahmen dieser Abhandlung hinaus fiihrt und auf die wir bei anderer Ge-
legenheit zuriickzukommen hoffen.

§ 4.
Grenziibergang zur Losung der Differentialgleichung.
1. Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie.

Bei der Durchfiihrung des Grenziiberganges von der Loésung der
Differenzengleichungsprobleme zu der Losung der entsprechenden Differen-
tialgleichungen wollen wir hinsichtlich des Randes und der Randwerte auf
die groBtmogliche Allgemeinheit in der Formulierung verzichten, um das
fiir unsere Methoden Charakteristische klarer hervortreten zu lassen?).
Wir setzen demgemiB voraus, daB in der Ebene ein einfach zusammen-
hii:ngendes Gebiet @ vorgegeben ist, dessen Berandung aus endlich vielen
mit stetiger Tangente versehenen Kurvenbigen gebildet wird. In einem &
im Innern enthaltenden Gebiete sei eine stetige und mit stetigen partiellen
Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene Funktion f(z, y)
ge:geben. Fiir das zu der Maschenweite # und zum Gebiete G gehdrige
Gl.ttergepiet G sei die Randwertaufgabe der Differenzengleichung 4u = 0
mit denjenigen Randwerten, welche von der Funktion 7 (z, y) in den Rand-
pu'nkten von @, angenommen werden, gelost; die Losung heiBe u,(z, y).
Wir WOllel'l beweisen, daB die Gitterfunktion u, mit verschwindender
Maschenweite % gegen die Lésung u der Randwertaufgabe der partiellen

™) Dabei ist dem Erreichen eines Flichenstiicks als Erwartungswert sein Flichen-
inhalt zugeschrieben.

) 14) Es sei jedoch bem?rkt, daB die Ausdebnung unserer Methoden auf allgemeinere-
Rénder und Randwerte keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten bereitet,
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2 2 s
Differentialgleichung 271: +g—;—:= 0 fiir das Gebiet @ konvergiert, wobei

die Randwerte fiir das Gebiet G wiederum durch diejenigen Werte geliefert
werden, welche die Funktion f(z,y) auf dem Rande von @ annimmt.
Weiter werden wir zeigen, daB fiir jedes ganz im Innern von @ liegende
Gebiet die Differenzenquotienten beliebiger Ordnung von u, gleichméBig
gegen die entsprechenden partiellen Differentialquotienten der Grenzfunktion
u(z, y) streben.

Bei der Durchfiihrung des Konvergenzbeweises ist es bequem, die
Forderung, daB u(z,y) die Randwerte annimmt, durch die folgende
schwichere Forderung zu ersetzen: Ist S, derjenige Randstreifen des Ge-
bietes @, dessen Punkte vom Rande eine Entfernung kleiner als r be-
sitzen, so strebt das Integral

L fw—rrazay
Sr

mit abnehmendem r gegen Null®).

Unser Konvergenzbeweis beruht auf der Tatsache, daB fiir jedes ganz
im Innern des Gebietes G liegende Teilgebiet G* die Funktion u,(z, y)
und jeder Differenzenquotient bei abnehmendem % beschrinkt bleibt und
»gleichartig stetig“ ist in folgendem Sinne: Es gibt fiir jede dieser Funk-
tionen w, (2, y) eine nur von dem Gebiete und nicht von % abhingige
GroBe 6 (&) derart, dal

|w, (P) —w, (P,)]| < e

ist, sobald die beiden Gitterpunkte P und P, des Gittergebietes G, in
dem gegebenen Teilgebiet liegen und voneinander einen kleineren Abstand
als 6(&) besitzen.

15) Daf tatsichlich unsere schwichere Randwertforderung zur -eindeutigen

Kennzeichnung der Losung geniigt, folgt aus dem leicht zu beweisenden Satze:
2 2

Wenn fiir eine im Innern von G der Differentialgleichung %1: +271:=0 geniigende

Funktion die obige Form der Randbedingung mit f(z,y)=0 erfilli ist und

2 2
jf ((g—:) + (%5—) )dxdy existiert, so ist u(z,y) identisch Null. (Vgl. Courant,
¢

»Uber die Losungen der Diff.-Gl. der Physik“, Math. Annalen 85, insbesondere S. 296 ff.)

Im Falle von zwei unabhingigen Verdnderlichen 148t sich aus unserer schwicheren
Forderung die tatsichliche Annahme der Randwerte folgern; im Falle von mehr
Variablen darf man das Entsprechende schon deswegen nicht allgemein erwarten, weil
es dort bekanntlich Ausnahmepunkte am Rande geben kann, in denen die Randwerte
nicht mehr angenommen zu werden brauchen, wihrend jedoch fiir die schwichere
Forderung stets eine Losung existiert.
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Haben wir einmal die behauptete gleichartige Stetigkeit bewiesen, so
konnen wir bekanntlich eine Teilfolge unserer Funktionen u, so auswahlen,
daB sie mit ihren Differenzenquotienten jeder Ordnung in jedem Teilge-
biet G* gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion u(z, y) bzw. deren Differen-
tialquotienten strebt. Die Grenzfunktion besitzt dementsprechend Ablei-
tungen beliebig hoher Ordnung in jedem inneren Teilgebiet G* von @ und

2 2
geniigt dort der partiellen Differentialgleichung %:—{—%:: 0. Wenn wir

dann noch zeigen, daB sie die Randbedingung befriedigt, so erkennen wir
in ihr die Losung unseres Randwertproblems fiir das Gebiet G. Da diese
Loésung eindeutig bestimmt ist, so zeigt sich nachtriglich, daB nicht nur
eine Teilfolge der Funktionen %,, sondern diese Funktionenfolge selbst die
ausgesprochene Konvergenzeigenschaft besitzt.

Die gleichartige Stetigkeit unserer GroBen wird sich durch den Nach-
weis folgender Tatsachen ergeben:

1. Bei abnehmendem % bleiben die iiber das Gittergebiet @, erstreck-
ten Summen

I3 und B33 (w4 u)
@ G
beschrinkt 16). ' '

2. Geniigt w = w, in einem Gitterpunkt G, der Differenzengleichung
Adw =10 und bleibt bei abnehmendem % die Summe

h® 3 S,
e
eritreckt iiber ein zu einem Teilgebiet G* von G gehoriges Gittergebiet
Gy, beschrankt, so bleibt fiir jedes feste ganz im Innern von G* liegende
Teilgebiet G** auch die iiber das zugehorige Gittergebiet G5 erstreckte
Summe

hg%‘g’(wi—l-wf)

bei abnehmendem % beschrinkt.

Zusammen mit 1. folgt hieraus, da simtliche Differenzenquotienten w

fler Funktion u, wieder der Differenzengleichung 4w = 0 geniigen, daB
jede der Summen

h? Zzw‘}
beschrinkt ist. <

3 Alfs der Bes-chriinktheit dieser Summen folgt schlieBlich die Be-
schrinktheit und gleichartige Stetigkeit aller Differenzenquotienten selbst.

%) Hier und gelegentlich im folgenden lassen wir bei Gitterfunktionen den
Index & fort.

Mathematische Annalen. 100, 4
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2. Beweis der Hilfssitze.

Der Beweis der Tatsache 1 folgt daraus, daB die Funktionswerte u,
selbst beschrinkt sind. Denn der groBte und der kleinste Wert der
Funktion wird am Rande angenommen?’), strebt also gegen vorge-
gebene endliche Werte. Die Beschrinktheit der Summe %> );,;' 3 (ug + uy) ist

h

eine unmittelbare Folge der im § 2, 2. formulierten Minimumeigenschaft
unserer Gitterfunktion, wonach sicherlich

I3 (u+w) SB I3+ )
h h
gilt. Die Summe rechts strebt aber mit abnehmender Maschenweite gegen

d I 2 f 2 a f 2
as Integral ff [(Tx) + (ﬁ) } dx dy, welches nach unseren Voraussetzungen
existiert. ¢

Um den unter 2. formulierten Hilfssatz zu beweisen, betrachten wir
die Quadratsumme

2 2 2 ] 2
h Zez(wx—{—wi—{—w”—!—wg),

wobei die Summation sich auf alle inneren Punkte eines Quadrates @,

bezieht (vgl. Fig. 1). Die Funktionswerte auf den &duBeren Seiten S, des

Quadrates @, bezeichnen wir mit w,, die auf der

Sn_ gzweiten Randreihe S, mit w,. Dann liefert die
S Greensche Formel

5o (8) kﬁ%Z(w:+w§+w;+w;f)

= (w) —wg) L Jw'— Jw’,
S S, So

2]

wobei die Summation rechts iiber die beiden

Fig. 1. suBeren Randreihen S, und 8, zu erstrecken ist,

und wo w, und w, sich auf benachbarte Punkte

bezichen. Wir betrachten nun eine Reihe von konzentrischen Quadraten

Qo> Q15 @, - - ., Qy mit den Réndern S, S,, ..., Sy, von denen jedes aus

dem vorangehenden dadurch entsteht, daB der Kranz der nichsten Nach-

barpunkte hinzukommen wird (vgl. Fig. 1). Auf jedes dieser Quadrate
wenden wir die Abschitzung (8) an und beachten, daB stets

28 3 3 (wi 4 wd) < 3 3 () 4wl +w, +w;)
QL Qk

. 1%) Ausdriicklich bemerken wir im Hinblick auf die Ubertragung der Methode
auf andere Differentialgleichungen, da wir uns von dieser Eigenschaft unabhingig
machen kénnen. Dazu brauchen wir nur die Ungleichung (15) heranzuzichen oder die
SchluBweise der Alternative anzuwenden (vgl. 8. 55). .
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fiir &> 1 ist. Addieren wir der Reihe nach die 7 Ungleichungen
27»“’22(«05ﬁ+wﬁ)gZwe—gzw2 (0L k< n),
Qo /3

Sk
so erhalten wir

2nh“'2;2(w2+w3)§§‘]w3-ngégwg'

So

‘Diese Ungleichung summieren wir von =1 bis n=N. So ergibt sich
N°B’ 3 3 (wi+wy) < IS0,
Qo

wobei wir die Summe rechts nur vergrofern, wenn wir sie iiber das ganze
Quadrat Qy erstrecken.

Lassen wir nun bei Verkleinerung der Maschenweite die Quadrate @,
und Qy gegen zwei feste im Innern von @ liegende konzentrische Qua-
drate mit dem Abstande a streben, so konvergiert NA gegen a, und wir
finden, daB unabhingig von der Maschenweite

() 3 3 (it u) < 55h* 3 3wt
bleibt, “ QN
Diese Ungleichung gilt — bei hinreichend kleiner Maschenweite — natiir-
lich nicht nur fiir zwei Quadrate ¢, und Qy, sondern mit einer anderen
Konstanten o fiir irgend zwei Teilgebiete von @, von denen das eine ganz
im Innern des anderen liegt. Damit ist die Behauptung von 2. bewiesen **).
Um nun drittens nachzuweisen, daB in

jedem inneren Teilgebiet die Funktion u, 74 2 4
und ihre sémtlichen Differenzenquotientenw, 4 {72

die Verfeinerung der Maschenweite be-

schrankt und gleichartig stetig bleiben, be- & % & o &
trachten wir ein Rechteck B mit den Eck- Fig. 2.

pu'nkten Py, @y, P, Q@ (vgl. Fig. 2), dessen
Seiten P, @, und PQ der z-Achse parallel sind und die Linge a haben.
Wir gehen aus von der Darstellung

w(Qo)—w(P0)=h2wx+h222wxy
PQ R

) Wenn wir nicht annehmen, daB 4w =0 ist, so erhalten wir an Stelle der
Ungleichung (9)

(10) WEZ(wi+w)) Soh’ T Iw'+6h 23 (4u)?
e* e*

bei ?edgneien von } unabhingigen Konstanten c,,c;, wobei G** ganz im Innern des
Gebietes @™ liegt, das seinerseits im Innern von G enthalten ist.
4‘
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und der aus ihr folgenden Ungleichung
(11) lw(Qo)—w(Po)léhI%IWz!+k221/;2|wzy"

Wir lassen nun die Rechtecksseite PQ zwischen einer Anfangslage P, @,
im Abstande b von P,Q, und einer Endlage P,Q, im Abstande 25 von

P,Q, laufen und summieren die %—{—1 zugehorigen Ungleichungen (11).
Wir erhalten so die Abschitzung

|0 (Po) —0(Q0)| S g 2 3 o452 3 Xy |,

indem wir die Summationsgebiete auf das ganze Rechteck R,= P,Q, P,Q,
ausdehnen. Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt daraus:

(12) | (Py) = w(Qy)| < 5 V20b V4* 3 S0} + V2ab V4* 3 S wi,.

Da die hier auftretenden mit A* multiplizierten Summen nach Annahme
beschrinkt bleiben, so folgt, daB die Differenz |w(P,) — w(Q,)| zugleich
mit ihrem Abstande @ gegen Null strebt und zwar unabhingig von der
Maschenweite, da wir fiir jedes Teilgebiet G* von @ die GroBe b fest-
halten kénnen. Damit ist die gleichartige Stetigkeit von w = w, in der
x-Richtung bewiesen. Entsprechend ergibt sie sich fiir die y-Richtung
und damit fiir jedes innere Teilgebiet @* von @. Die Beschrinktheit der
Funktion w, in @* folgt schlieBlich aus ihrer gleichartigen Stetigkeit und
der Beschrinktheit von %> ZG’ P wy.

Mit diesem Nachweis ist die Existenz einer Teilfolge von Funktionen %
gesichert, welche gegen eine Grenzfunktion u(z, y) konvergiert und zwar
mit sémtlichen Differenzenquotienten in dem oben gekennzeichneten Sinne
gleichmiBig fiir jedes innere Teilgebiet von G. Diese Grenzfunktion u(z, ¥)
besitzt also in @ iiberall stetige partielle Differentialquotienten beliebiger
Ordnung und geniigt der partiellen Differentialgleichung des Potentials

o°u | 2°u
m 5? = O N

3. Die Randbedingung.

Um zu beweisen, daf die Losung die oben formulierte Randbedingung
erfiillt, zeigen wir zunichst, daB fiir jede Gitterfunktion » die Ungleichung

(13) k”ézw”gm“hﬁgz(v: +vf)+Brh%]v“‘
'R Sron &
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besteht, wo S, , derjenige Teil des Gittergebietes @ ist, der innerhalb des
Randstreifens @ liegt. Dieser Randstreifen S, war (vgl. S. 48) aus allen
Punkten von G gebildet, deren Abstand vom Rande kleiner als  ist; er
wird auller von I' noch von einer Kurve I’ begrenzt. Ferner bedeuten
A4 und B nur vom Gebiet und nicht von der Funktion v oder von der
Maschenweite % abhiangige Konstanten,

Um die obige Ungleichung nachzuweisen, zerlegen wir den Rand I"
von @ in eine endliche Anzahl von Stiicken, fiir welche der Winkel der
Tangente entweder mit der 2-Achse oder mit der y-Achse oberhalb einer
positiven Schranke (etwa 30°) bleibt. Es sei z. B. y ein solches zur

I
[ f
T
-

Pr

7

x

Fig. 3. Fig. 4.

#-Achse hinreichend steil geneigtes Stiick von I' (vgl. Fig. 4). Die
Parallelen zur z-Achse durch die Endpunkte des Stiickes y schneiden aus
der Néherungskurve I', ein Stiick y, aus und begrenzen zusammen mit.y
und y, ein Stiick s, des Randstreifens §,. Der in dem Streifen s, ent-
haltene Teil des Glttergebletes G, heiBe s, ; und der zugehdrige Tell des
Randes I', heiBle y,.

Wir denken uns durch einen Gitterpunkt B, von 8, die Parallele
zur z-Achse gezogen. Sie trifft den Rand y, in einem Punkte P,. Das-
jenige Stiick dieser Parallelen, das in s, , liegt, bezeichnen wir mit Dy ne
Seine Lange ist sicher kleiner als ¢r, da r der groBte senkrechte Abstand
eines Punktes aus S, von I" ist. Dabei hingt die Konstante ¢ nur von
dem kleinsten Neigungswinkel einer Tangente von » mit der z-Achse ab.

Nun besteht zwischen dem Wert von » im Punkte P, und ihrem
Werte in P, die Beziehung

v(P)=09(P,) £ hZ Vs
Pk Pp
woraus sich durch Quadrieren und Anwendung der Schwarzschen Un-
gleichung
v(P)? < 20(P,)* + 2¢r-h 302

Pr.k
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ergibt. Summieren wir hinsichtlich P, in der z-Richtung, so erhalten wir

R3v2<L2erv(P,)? +2¢27%h I 0.
?r 24

Summieren wir noch einmal in der y-Richtung, so entsteht die Relation

(14) b330 < 20r S0(B) + 26202k 3 S0k,
Sy Fh Sr

die wir nur noch fiir die anderen Stiicke y von I" entsprechend aufzustellen
und dann zu addieren haben, um leicht die gewiinschte Ungleichung (13)
zu erhalten *%).
Wir setzen nun
O, = U, — f»

sodaB v, am Rande I', verschwindet. Da dann k3 3 (v; + vy) be
Gy

abnehmendem % beschrinkt bleibt, so erhalten wir aus (13)
(16) 7;—.2202§xr,
Sron

wo % eine nicht von der Funktion v oder der Maschenweite abhingige
Konstante ist. Erstrecken wir die Summe links nicht iiber den ganzen
Randstreifen 8, ,, sondern nur iiber die Differenz von zwei solchen;
8, — 8, 4> so bleibt die Ungleichung (16) mit der selben Konstanten x
giiltig, und wir konnen den Grenziibergang zu verschwindender Maschen-
weite vollziehen. Aus der Ungleichung (16) entsteht dann

%ffv"dxdygzr, v=u—f.

Sy—Sp

Lassen wir nun den kleineren Randstreifen S, dem Rande zustreben, so
erhalten wir die Ungleichung

%ffv"‘dxdy ==—lr-ff(u —dzdy <xr,
Sy Sy

die gerade ausdriickt, daB die Grenzfunktion % die von uns geforderte
Randbedingung erfiillt.

19) Durch dieselbe Betrachtungsweise, die zum Nachweis der Ungleichung (13)
fiihrt, 148t sich auch die Ungleichung
(15) h’ZZv’<qh2v +cgh*22(v +2§)

ableiten, in der die Konstanten ¢,, ¢, nur vom Gebiet G, aber nicht von der Maschen-
einteilung abhingen.
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4. Anwendbarkeit der Methode auf andere Probleme.

Unsere Methode stiitzt sich wesentlich auf die in dem obigen Hilfs-
satz ausgesprochene Ungleichheitsbeziehung (10)2°), weil' aus ihr die beiden
letzten auf S.49 genannten Hauptpunkte des Beweises folgen; sie macht
keinerlei Gebrauch von speziellen Grundlésungen oder sonstigen speziellen
Eigenschaften unserer Differenzenausdriicke und 1a8t sich daher unmittelbar
sowohl auf den Fall von beliebig vielen unabhingigen Variablen als auf

2 2
das Eigenwertproblem der Differentialgleichung %}: + %yi: + Au =0 iiber-

tragen und liefert dabei hinsichtlich der Konvergenzverhiltnisse genau
dieselben Resultate wie oben?!). Auch eine Ubertragung auf lineare
Differentialgleichungen anderer Art, insbesondere solche mit nicht kon-
stanten Koeffizienten, erfordert nur einige naheliegende Modifikationen. Der
wesentliche Unterschied besteht immer nur im Nachweis der Beschrinktheit
von h* 3 S u?, die allerdings nicht bei einem beliebigen solchen linearen
Probleme vorliegt. Aber im Falle der Unbeschrinktheit dieser Summe
laft sich zeigen, daf das allgemeine Randwertproblem der betreffenden
Differentialgleichung auch wirklich keine LOsung besitzt, da aber dafiir
in diesem Falle nicht verschwindende Losungen des zugehdrigen homogenen
Problems, d. h. Eigenfunktionen, existieren 2*).

5. Das Randwertproblem von 44w = 0.

Um zu zeigen, daB sich die Methode auch auf den Fall von Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung iibertragen 1iBt, behandeln wir im
folgenden kurz das Randwertproblem der Differentialgleichung

i'u o &' o'u 0
3¢ T 255557 T oy = 0-

Wir suchen eine Lésung dieser partiellen Differentialgleichung in
unserem Gebiete @, fiir welche die Funktionswerte und ihre ersten Ab-
leitungen am Rande vorgegeben sind, und zwar durch diejenigen Werte,
welche von elner vorgegebenen Funktion f(z, y) am Rande definiert werden.

?") lviinsichtllich der Anwendung entsprechender Integralungleichungen vgl.
K. Friedrichs, Die Rand- und Eigenwertprobleme aus der Theorie der elastischen
Platten, Math. Annalen 98, S. 222.

) #) Es ist dann zugleich bewiesen, da8 jede Losung eines solchen Differential-
gleichungsproblems Ableitungen jeder Ordnung besitzt.

*_3) Vgl. Co.ura.nb-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, 1, Kap. ITI, § 3,
wo mit Hxlffe einer entsprechenden Alternative die Theorie der Integralgleichungen
behandelt wird. Vgl auch die demnichst erscheinende Gottinger Dissertation von
W. v. Koppenfels.
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Dabei setzen wir wie oben (8.47) voraus, daB f(z,y) in einem das
Gebiet G enthaltenden Gebiete der Ebene mit den ersten und zweiten
Ableitungen stetig ist.

Wir ersetzen unser Differentialgleichungsproblem durch die Aufgabe,
die Differenzengleichung 4 4% = 0 fiir das Gittergebiet @ zu lésen, wobei
in den Punkten des Randstreifens I', + Iy die Funktion % dieselben
Werte wie die vorgegebene Funktion f(z,y) annehmen soll. Nach § 2
wissen wir, daf diese Randwertaufgabe fiir G, auf eine und nur eine
Weise losbar ist. Wir werden zeigen, daf bei Verfeinerung der Maschen-
weite kb diese Losung in jedem inneren Teilgebiet von @ mit allen Diffe-
renzenquotienten gegen die Losung unserer Differentialgleichung bzw. gegen
die entsprechenden Differentialquotienten konvergiert.

Zu diesem Zwecke bemerken wir erstens, daf fiir die Losung » = u,
unseres Differenzenproblems die Summe

hﬁ 22(?‘22 -+ 2“;:; -+ uyey)
Gx

bei abnehmender Maschenweite beschrinkt bleibt. Wegen der Minimum-
eigenschaft der Losung unseres Differenzenproblems (vgl. S. 39) ist ndmlich
diese Summe nicht groBer als die entsprechende Summe

b 3 3 (fae + 2fay + foy)
Gx
und diese konvergiert bei Verfeinerung der Maschenweite gegen das Integal
*f °f . %
£f(m+2axay+@3)dxdy,

welches nach unseren Voraussetzungen existiert.
Aus der Beschranktheit der Summe

R* 2,27(”:2 C 2'“3:1 “+ u:v)
G

folgt unmittelbar die Beschrinktheit von A° 3 3 (4u)® weiterhin auch
die von &

135 (ul+w) wd 3 Sut
Gy Gn
Es besteht ndmlich fiir beliebige w die Ungleichung
(15) RIS SwLch® 33 (wi+w))+ch Jw?
Gz (/% T

(vgl. (15), S.54). Indem man in dieser Ungleichung die Funktion w
durch die ersten Differenzenquotienten von w ersetzt und auf diejenigen
Teilgebiete von @, anwendet, fiir welche diese Differenzenquotienten de-
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finiert sind, ergibt sich die weitere Ungleichung
B 3 3 (w4 wy) < oh® 3 3 (w50 2way +wyy) + ch 2,(“’:'}"1’3),
G @ Ty+Th
wo die Konstanten ¢ wieder nicht von der Funktion und der Maschenweite
abhingen. Wir wenden diese Ungleichungen auf w = %, an und beachten
dabei die Beschriinktheit der Summen iiber I', 4 I"; auf der rechten Seite
— diese Randsummen konvergieren ja definitionsgemsB gegen die ent-
sprechenden mit f(z,y) gebildeten Integrale —. Somit folgt aus der
Beschranktheit von
B 33 (ue + 208, + )
die Beschrianktheit von o
B 3 3 (uz +uy) und B3 Sul.
Gy G
Drittens setzen wir in der Ungleichung

(10) kz%'tg(wf—i—wf)gch2%2w2+ch92a2(dw)2

(vgl. 8.51), wo @* ein @** im Innern enthaltendes Teilgebiet von G
ist, fiir w nacheinander die Ausdriicke 4, du,, Auy, Au ein, die

zz? *

ja alle der Gleichung 4w = 0 geniigen. Es folgt dann sukzessive, daB
fiir alle inneren Teilgebiete @* von @& die Summen
h“‘gagj (wg +wy),
d. h.
h“%g’(duﬁ—l—Auf), ke)%‘z‘(dufy—}—duf,),

zugleich mit den schon als beschrinkt bekannten Summen
3 Su, k33 (ul+u)
Gy G
und
r* 3 3 (Au)
beschrinkt bleiben, “
SchlieBlich setzen wir fiir w in die Ungleichung (10) der Reihe nach

dl-e Funktionen u_, Usys Uyys Uyyyy ... €in, fir die nach dem eben Be-
wiesenen

b XX (4dw)’, d.h k33 (4u )’ ...
Gy e

beschrinkt bleibt. Wir erkennen dann, da8 fiir alle Teilgebiete anch die
Summen

B33 (00 + k), B33 (ulye + uly)s .
G G
beschrankt bleiben.
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Aus dieser Tatsache konnen wir nunmehr wie auf 8. 511f. schlieBen, da
sich aus unserer Folge von Gitterfunktionen eine Teilfolge auswihlen 148t,
die in jedem inneren Teilgebiet von @ mit simtlichen Differenzenquotienten
gleichmiBig gegen eine im Innern von @ stetige Grenzfunktion bzw. gegen
deren Differentialquotienten konvergiert. -

Wir haben noch zu zeigen, daB diese Grenzfunktion, die offenbar der
Differentialgleichung 4 4% = 0 geniigt, auch noch die vorgeschriebenen
Randbedingungen erfiillt. Dabei begniigen wir uns analog wie oben damit,
diese Randbedingungen in der Form

ff(u —dzdy L cr?, ff[(% — 2_9-3 + (% — %)2} dxdy<cr®
Sr

8Sr

auszusprechen *%). Daf die Grenzfunktion diese Bedingungen erfiillt, ergibt
sich aber, indem wir das SchluBverfahren von 8. 53 wortlich auf die
Funktion % und ihre ersten Differenzenquotienten anwenden.

Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Losung unserer Randwert-
aufgabe erkennt man jetzt nachtriglich, daB nicht nur eine ausgewahlte
Teilfolge, sondern die Funktionenfolge u selbst die angegebenen Konvergenz-
eigenschaften besitzt.

II. Der hyperbolische Fall.
§ 1.

Die Gleichung der schwingenden Saite.

Im zweiten Teil dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit Anfangswert-
problemen von hyperbolischen linearen Differentialgleichungen und werden
beweisen, daf unter gewissen Voraussetzungen die Losungen entsprechen-
der Differenzengleichungen bei Verfeinerung der Maschenweite des zugrunde
gelegten Gitters gegen die Losung der Differentialgleichung konvergieren.

Wir konnen die hier auftretenden Verhéltnisse am einfachsten an dem
naheliegenden Beispiel der Schwingungsgleichung

c ®u  2°u
) T Tl
darlegen. Dabei beschrinken wir uns auf dasjenige Anfangswertproblem,
in dem aunf der Geraden {= (0 die Werte der Losung » und ihrer Ab-
leitungen gegeben sind.

2%) DaB die Randwerte fiir Funktion und Ableitungen tatsichlich angenommen
werden, 148t sich unschwer zeigen. Vgl die entsprechenden Betrachtungen bei
K. Friedrichs loc. cit. .
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Um die entsprechende Differenzengleichung anzugeben, legen wir in
der z, t-Ebene ein quadratisches achsenparalleles Gitter der Maschenweite 4.
Wir ersetzen die Differentialgleichung (1) durch die Differenzengleichung

g — Uzz =0

in den Bezeichnungen von S.34. Greifen wir einen Gitterpunkt P, heraus, so
verbindet die zugehérige Differenzengleichung den Wert der Funktion u
in diesem Punkte mit den Werten in den vier Nachbarpunkten. Kenn-
zeichnen wir wieder die vier Nachbarwerte durch die vier Indizes 1,2, 3, 4
(s. Fig. 5), so nimmt die Differenzengleichung die einfache Gestalt

(2) Uy Uy — Uy —u, =0
an. Hierbei geht der Wert der Funktion » im Punkte P selbst nicht in
die Gleichung ein.

Wir denken uns das Gitter in zwei verschiedene Teilgitter zerlegt,
wie in der Fig. 5 durch Kreise und Kreuze angedeutet ist. Die Differenzen-

7
o + o +
t & i o
° 3
3 L] L]
O + o + L] L] L d
+ o + L] &« ° . . .F
Fig. 5. Fig. 6.

gleichung verbindet dann nur die Werte der Funktion in jedem der Teil-
gitter untereinander. Wir wollen uns daher auf eines der beiden Teilgitter
beschrinken. Als Anfangsbedingungen haben wir hier die Werte der Funk-
tion % auf den beiden Gitterreihen ¢ = 0 und ¢ = % vorzugeben. Wir geben
zundchst die Losung dieses Anfangswertproblems explizite an; d. h. wir
driicken den Wert der Lésung in irgendeinem Punkte S durch die vor-
gegebenen Werte auf den beiden Anfangsreihen aus. Man erkennt sofort,
daf der Wert in einem Punkte der Reihe #— 24 eindeutig bestimmt ist
lediglich durch die mit ihm verkniipften drei Werte auf den beiden ersten
Reihen. Der Wert in einem Punkte auf der vierten Reihe ist eindeutig
bestimmt durch die Werte der Losung in gewissen drei Punkten der zweiten
und dritten Reihe, also auch durch gewisse Werte auf den beiden ersten
Reihen. Allgemein wird zu einem Punkte § ein gewisser Abhiingigkeits-
bereich auf den beiden ersten Reihen gehoren; man erhilt ihn, wenn man
d}u'ch den Punkt § die Linien z -7 = konst. und  — ¢ = konst. zieht,
bis sie die zweite Reihe in den Punkten « und g trefien (vgl. Fig. 6).
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Das Dreieck S« f nennen wir dann das Bestimmtheitsdreieck, weil in ihm
samtliche #-Werte sich nicht indern, sobald sie auf den ersten beiden
Reihen festgehalten werden. Die Seitenlinien des Dreiecks nennen wir
Bestimmtheitslinien.

Bezeichnet man nun die Differenzen von « in Richtung der Bestimmt-
heitslinien durch %’ und %' oder genauer

’ 1
Uy = Uy — Uy, U = Uy — Uy,

’ \
Uy = Uy — Uy, U =u, — U,

so nimmt die Differenzengleichung etwa die Form

Uy = uy

an, D. h. auf einer Bestimmtheitslinie sind die Differenzen nach der anderen
Bestimmtheitsrichtung konstant, also gleich einer der worgegebenen Diffe-
renzen zwischen zwei Punkten der ersten beiden Reihen. Andererseits ist
die Differenz ug — », eine Summe iber die Differenzen u’ lings der Be-
stimmtheitslinie S, so daB wir unter Benutzung der eben gemachten Be-.
merkung als SchluBformel (in leicht verstindlicher Bezeichnung)

B,
(3) us =u, + 3 u’
erhalten. ]

Wir lassen nun die Maschenweite 4 gegen Null streben, wobei die
vorgegebenen Werte auf der zweiten oder ersten Reihe gegen eine zweimal

¥

—
Y2
gegen eine stetig differenzierbare Funktion g(z) gleichmifBig konvergieren
mogen. Offenbar geht dabei die rechte Seite von (3) gleichmiBig in den

Ausdruck

stetig differenzierbare Funktion f(z).und die Differenzenquotienten

2+t

(4) M=t [owa

-2

iiber, wenn § gegen den Punkt (2, z) konvergiert. Dies ist der bekannte
Ausdruck der Lésung der Schwingungsgleichung (1) mit den Anfangs-

werten u(x,0) = f(z) und Z—:(x, 0)=r"(2)+ Y2g(x). Damit ist ge-

zeigt, daf die Losungen unseres Differenzengleichungsproblems bei abnehmen-
der Maschenweite gegen die Losung des Differentialgleichungsproblems
konvergieren, wenn wir die Anfangswerte (in der oben angegebenep Weise)
konvergieren lassen.
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§ 2.

Uber den EinfluB der Wahl des Gitters.
Die Abhiingigkeitsgebiete bei Differenzen- und Differentialgleichung.

Die im § 1 betrachteten Verhaltnisse legen folgende Uberlegungen nahe.

Ebenso wie fiir die Losung einer linearen hyperbolischen Differential-
gleichung im Punkte S nur ein gewisser Teil der Anfangswerte mafBgebend
ist, namlich das von den Charakteristiken durch § ausgeschnittene ,Ab-
hiingigkeitsgebiet, besitzt auch die Lésung einer Differenzengleichung im
Punkte S ein gewisses Abhingigkeitsgebiet, das man erhélt, indem man
die Bestimmtheitslinien vom Punkte S aus zieht. In §1 fielen nun die
Richtungen der Bestimmtheitslinien der Differenzengleichung mit den charak-
teristischen Richtungen der Differentialgleichung zusammen, wodurch auch
die Abhingigkeitsgebiete in der Grenze iibereinstimmten. Diese Tatsache
hing aber wesentlich von der Orientierung des Gitters in der (x, ¢)- Ebene
ab und beruhte ferner darauf, daf wir das Gitter quadratisch gewihlt
hatten. Wir legen jetzt allgemeiner ein rechteckiges achsenparalleles Gitter
zugrunde, dessen Maschenweite in der ¢-Richtung (Zeitmasche) gleich A
und diejenige der z-Richtung (Raummasche) gleich x» & mit konstantem x ist.
Das Abhingigkeitsgebiet der Differenzengleichung u%; — uzz = 0 fiir dieses
Gitter wird ganz im Innern des Abhingigkeitsgebietes der Differential-

2 2

gleichung ‘;—g — 27;= 0 liegen oder wird es selbst in seinem Innern ent-
halten, je nachdem ob » <1 oder » > 1 ist.

Hieraus ergibt sich eine merkwiirdige Tatsache: LiBt man im Falle
%<1 die Maschenweite % gegen Null abnehmen, so kann die Losung der
Differenzengleichung im allgemeinen

nicht gegen die Losung der Differen- ,';\

tialgleichung konvergieren. Andert s s

man nimlich etwa bei der Schwin- o ,\\
gungsgleichung (1) die Anfangswerte y \\\

der Losung der Differentialgleichung A )

in der Umgebung der Endpunkte STt L
« und # des Abhingigkeitsgebictes £ 0ttt g

"(vgl. Fig. 7), so zeigt die Formel (4), Fig. 7
daB sich auch die Losung selbst im o

Punkte (z,t) dndert. Fiir die Lésungen der Differenzengleichungen im
Punk‘te 8 sind aber die Vorgaben in den Punkten « und g irrelevant,
da diese auBerhalb des Abhingigkeitsgebietes der Differenzengleichungen

liegel'l. — DaB im Falle » > 1 Konvergenz statthat, werden wir im § 3
beweisen. Vgl. hierzu Fig. 9, 8. 62.
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Betrachtet man dagegen z. B. die Differentialgleichung
?u_ Pu_ u

(5) & 2 W — 5;—2 — —a—yg = 0

in den beiden riumlichen Variablen z,y und der zeitlichen ¢, und ersetzt
sie durch entsprechende Differenzengleichungen in geradlinigen Gittern, so
ist es im Gegensatz zum Falle von nur zwei unabhingigen Variablen un-
méglich, die Mascheneinteilung so zu wihlen, daB die Abhingigkeitsgebiete
der Differenzen- und Differentialgleichung zusammenfallen; denn das Ab-
hangigkeitsgebiet der Differenzengleichungen wird ein Viereck, wihrend das
der Differentialgleichung ein Kreis ist. Wir werden spater (vgl § 4) die
Mascheneinteilung so wihlen, daB das Bestimmtheitsgebiet der Differenzen-
gleichung das Bestimmtheitsgebiet der Differentialgleichung im Innern ent-
hilt, und zeigen, daB wieder Konvergenz stattfindet.

Uberhaupt wird ein wesentliches Ergebnis dieses Teils sein, da man
bei jeder lineareri hyperbolischen homogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung das Gitter so wihlen kann, daB die Lésung der Differenzen-
gleichung gegen die Lésung der Differentialgleichung konvergiert, wenn
man die Maschenweiten gegen Null streben 1Bt (vgl hierzu §§ 8, 4, 7, 8).

§ 3.
Grenziibergang bei beliebigen rechteckigen Gittern.
Wir betrachten zunichst wieder die Schwingungsgleichung
2* a®
(1) 7~ = 0

legen aber nunmehr ein rechteckiges achsenparalleles Gitter zugrunde,
dessen zeitliche Maschenweite %, dessen Raummasche x% ist. Die zu-
gehorige Differenzengleichung lautet: '

1 1
(6) L(u)=5(uy — 2%+ ) — —5 (g — 20y +%,) =0,

wobei sich die Indizes auf den Mittelpunkt P, und die Ecken P, P,, P, P,
eines ,Elementarrhombus“ (vgl. Fig. 8) beziehen. Vermdge der Gleichung

2
o, e
L 1. L . A/, : \\;\ .
. . o,//. . o N\ .
% 2 R A N
. . . o . . . o Mo
3 o
Fig. 8. Fig. 9.

L(u)=0 kdnnen wir den Wert der Funktion w in einem Punkte S durch
ihre Werte auf demjenigen Stiick der beiden Anfangsreihen ¢ =0 und t="%
darstellen, das man erhilt, wenn man vom Punkte S aus (vgl. Fig.6, S.59)
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die zu den Seiten eines Elementarrhombus parallelen , Bestimmtheitslinien“
zieht. Wir denken uns die Anfangswerte so vorgegeben, daB sie und die
zwischen ihnen. gebildeten ersten Differenzenquotienten bei abnehmender
Maschenweite und bei festem x gleichmifBig gegen stetige vorgegebene
Funktionen auf der Geraden ¢= 0 konvergieren. Fiir die Losungen der
Differenzengleichungen 158t sich wohl eine explizite Darstellung durch ihre
Anfangswerte aufstellen (entsprechend (3) in §1); sie ist aber nicht so
einfach, daB man unmittelbar den Grenziibergang zu verschwindender
Maschenweite ausfiihren kann. Wir schlagen daher einen anderen Weg ein,
der uns die Behandlung auch des allgemeinen Problem ermdglichen wird *4).
Wir multiplizieren den Differenzenausdruck L (%) mit (%, — u;) und
formen das Produkt unter Beachtung der folgenden Indentititen um:

(7) (y — ug) (U — 20y + ) = (w0, — ) — (uy— %,)°,
(8) (g — ) (g — 2y + u,) = (U — )" — (g — %,)*
— L0 — ) o (1 — )" — (g — %) — (o, — %)"].
Wir erhalten so
(9) 2wy — ) L(w) = 5 (1 — 5) [ — )" — (o — 5)"]
L1

T e [(%, — u2)2+(u1 - u4)2 =ty ~ u3)2 — (%, — ”3)2}~

Wir summieren nuan das Produkt (9) iiber alle Elementarrhomben
eines Bestimmtheitsdreiecks S« 8. Die auf der rechten Seite von (9) auf-
tretenden Differenzenquadrate kommen stets in zwei benachbarten Elemen-
tarrhomben vor, mit verschiedenen Vorzeichen versehen. Sie heben sich bei
der Summation fort, sobald beide Elementarrhomben zum Dreieck Sop
gehoren; es bleibt also nur eine vom Rande des Dreiecks beriihrende
Summe von Differenzenquadraten iibrig. Wir erhalten so die Relation:

(10) R* ) D)2t I (u)

Sap

=3 321 &) 9+ ()]
33 [2(- ) B+ 5G]
~8.3 [2(1- 2) (' + A+ 2 )]

*) Zpm folgenden vgl. K. Friedrichs und H. Lewy, Uber die Eindeutigkeit usw., Math.
Annalen (98 1928), 8.192ff,, wo analoge Umformungen fiir Integrale benutzt werden.
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Hier bedeuten %’ und %' Differenzen in Bestimmtheitsrichtungen wie in
§ 1, wihrend % die Differenz der Funktionswerte in zwei Nachbarpunkten
bezeichnet, deren Verbindungslinie zur ¢-Achse parallel ist. Die Summen
sind iiber alle aus zwei Parallelrejhen bestehenden Randstreifen zu er-
strecken, so daB simtliche vorkommenden Differenzen #’, u', % einmal
und nur einmal auftreten.

Fiir eine Losung von L(u)=0 verschwindet also die rechte Seite
von (10). Die dort auftretende Summe iiber die Anfangsreihen I und II
bleibt beschrinkt, wenn wir die Maschenweite % (bei festgehaltenem x)
zu Null abnehmen lassen; sie geht namlich in ein Integral iiber vor-
gegebene Funktionen auf der Anfangslinie iiber. Infolgedessen bleiben auch
die in (10) iiber S« und Sp erstreckten Summen beschrinkt. Ist nun,

wie wir fordern miissen (vgl. 8.61), x>1, also 1— ”—12 nicht negativ,
so folgt weiter die Beschranktheit der einzelnen Summen

nZE AIE)

die wir iiber irgendwelche Bestimmtheitslinien erstreckt denken kénnen.

Hieraus kénnen wir die ,gleichartige Stetigkeit“ (vgl. 1. Teil § 4)
der Folge der Gitterfunktionen in allen Richtungen der Ebene ableiten?®);
da die Werte von % auf der Anfangslinie beschrinkt sind, folgt die Existenz
einer gleichm#Big gegen eine Grenzfunktion u (z, ¢) konvergierenden Teilfolge.

Zugleich mit der Funktion % geniigen auch ihre ersten und zweiten
Differenzenquotienten der Differenzengleichung L (u) = 0. Die Anfangs-
werte dieser Differenzenquotienten lassen sich vermittelst der Gleichung
L(u)= 0 durch solche erste, zweite und dritte Differenzenquotienten von
« ausdriicken, in denen nur Punkte der beiden Anfangsreihen 1 und II
auftreten. Wir verlangen von ihnen, daf sie gegen stetige Grenzfunktionen
streben, d. h. daB etwa die vorgegebenen Anfangswerte u(z,0), u,(z,0)
drei- bzw. zweimal stetig nach z differenzierbar sind.

Danach konnen wir unsere oben angestellte Konvergenzbetrachtung
anstatt auf » auch auf seine ersten und zweiten Differenzenquotienten an-
wenden, also eine Teilfolge auswihlen, so daBl diese Differenzenquotienten
gleichmiBig gegen Funktionen streben, die dann die ersten bzw. zweiten
Ableitungen der Grenzfunktion %(z,t) sein miissen. Die Grenzfunktion %

%) Sind S, und S, zwei Punkte im Abstand 8, so verbinde man sie durch einen
Streckenzug aus zwei Strecken S; S und S 8,. von denen die erste der einen, die zweite
der anderen Bestimmtheitsrichtung parallel ist. Es gilt dann die Abschatzung

Ius,—uszlé[usl_usl'l',"s—uszl gﬁl/@(?')ﬁ-{_ﬁ W
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2 2
geniigt infolgedessen der Differentialgleichung aa_t% — %X% =0, die in der
Grenze aus der Differenzengleichung L (u) = 0 entsteht; sie stellt also die
Losung des Anfangswertproblems dar. Da diese Losung eindeutig bestimms
ist, konvergiert jede Teilfolge der Gitterfunktionen und damit die Folge

selbst gegen die Grenzfunktion.

§ 4.
Die Schwingungsgleichung in drei Variablen.
Wir behandeln nun die Schwingungsgleichung

(11) gl % 0% 2% 1

und kniipfen an die im § 2 gemachten Bemerkungen iiber die Beziehung
der Abhingigkeitsbereiche an, Das Abhingigkeitsgebiet der Differential-
gleichung (11) ist der Kreiskegel mit einer zur z- Richtung parallelen Achse

und dem Ofinungswinkel , mit tgo = }7% In irgendeinem rechtwinkligen
achsenparallelen Gitter setzen wir entsprechend die Differenzengleichung
(12) 2ur— Upz — Uyz =10

an. Durch sie werden die Funktionswerte % in den Punkten eines ,Ele-
mentaroktaeders“ miteinander verkniipft. Sie gestattet, den Funktionswert
in einem Punkte § eindeutig durch die Funktionswerte in gewissen Punkten
der beiden Anfangsebenen ¢= 0 und ¢= % auszudriicken. Wir erhalten
zu jedem Punkte S eine Pyramide der Bestimmtheit, die aus den beiden
Grundlinien als Abhiingigkeitsgebiet zwei Rhomben ausschneidet,

Lassen wir die Maschenweiten etwa unter Festhaltung ihrer Verhilt-
nisse gegen Null streben, so kénnen wir eine Konvergenz der Folge der
Gitterfunktionen gegen die Lésung der Differentialgleichung hochstens dann
erwarten, wenn die Bestimmtheitspyramide den Bestimmtheitskegel der
Differentialgleichung im Inneren enthilt. Das einfachste Gitter dieser
‘Eigenschaft wird dasjenige sein, das so liegt, daBl die Bestimmungspyramide
fien Bestimmungskegel von auBen beriihrt. Unsere Differentialgleichung
m.ttg.:zade so gewihlt, daf dies fiir ein Lubsisches achsenparalleles Gitter
eintritt.

. Die Differenzengleichung (12) nimmt in diesem Gitter in den Be-
zeichnungen der Figur 10 die Gestalt an:

2
(18) () = 5 — gt u) = 5 (0, — 20y~ ) — 5, — 20— ),

Mathematische Annalen. 100, 5
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in die der Funktionswert %, im Mittelpunkt P iibrigens nicht mehr eingeht.
Die Werte der Losung auf den beiden Anfangsebenen seien die Werte einer
viermal stetig nach z,,y,,¢ differenzierbaren
Funktion.

Wir benutzen zum Konvergenzbeweise wieder
die im § 3 entwickelte Methode, indem wir fiir
die Logung unserer Differenzengleichung die drei-
fache Summe

ADIPIPI L AR

bilden, die iiber alle Elementaroktaeder der vom

Punkte § ausstrahlenden Bestimmtheitspyramide

zu erstrecken ist. Auf Grund der fast wortlich

) 4 zu iibernehmenden SchluBweise erkennen wir,

Fig. 10. daB die Werte der Funktion % in inneren Punkten

der Bestimmtheitspyramide herausfallen und da8

nur noch Flichensummen iiber die vier Seitendoppelflichen F und die

beiden Grundflichen I II der Pyramide iibrigbleiben.

Bezeichnen wir mit %’ die Differenz der Funktionswerte in zwei

Punkten, die durch eine Seitenlinie eines Elementaroktaeders verbunden
wird, so lautet die entstehende Formel -

(14) 23 () = I I () =0,
F T ™

in der iiber simtliche auf diesen Flichen enthaltenen Differenzen ' zu
summieren ist, so daB jede solche Differenz nur einmal auftritt®¢). Da
die Doppelsumme iiber die beiden Anfangsflichen beschrinkt bleibt, weil
sie ja in ein Integral iiber Anfangswerte iibergeht, so bleibt auch die
Summe iiber die ,Bestimmtheitsflichen F beschrankt.

Wir wenden unsere Betrachtung anstatt auf u selbst wieder auf ihre
ersten, zweiten und dritten Differenzenquotienten, die ja selbst der Diffe-
renzengleichung (18) geniigen und deren Anfangswerte vermittels (13)sich
durch erste bis vierte Differenzenquotienten allein aus Werten auf den ersten
beiden Anfangsebenen ausdriicken lassen. Ist w = w), einer der Differenzen-
quotienten bis zur dritten Ordnung, so wissen wir, daB die iiber eine

%
Bestimmtheitsfliche F erstreckte Summe A* 2 2 (%) beschrinkt bleibt.

Hieraus ergibt sich aber durch genau denselben SchluB, den wir im ersten
Teil, § 4 angewandt haben, daB die Funktion % mit ihren ersten und

26) Es ist das Gitter gerade so gewihlt, daB die Differenzen von u zwischen den
beiden Flichen F nicht mehr auftreten. ’
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zweiten Differenzenquotienten gleichartig stetig ist. Es gibt also eine gegen
Null abnehmende Folge von Maschenweiten, so da diese Grofen, die ja
am Anfang beschrénkt sind, gegen stetige Grenzfunktionen konvergieren,
und zwar offenbar gegen die Losung der Differentialgleichung einschlieflich
ihrer ersten und zweiten Ableitungen, was genau wie frither (§ 3) folgt.

Anhang.
Erginzungen und Verallgemeinerungen.

§ 5.
Beispiel einer Differentialgleichung erster Ordnung.

Wir haben im § 2 gesehen, daB unter Umstinden das Abhangigkeits-
gebiet der Differentialgleichung nur einen Teil des Abhingigkeitsgebietes
der Differenzengleichung ausmacht, und daB8 also der EinfluB des Rest-
gebietes in der Grenze herausfillt. Dies Phénomen kdnnen wir an dem
Beispiel der Differentialgleichung erster Ordnung —g—;—‘ = 0 explizite verfolgen,
wenn wir sie durch die Differenzengleichung

(15) Quy — Uy +uz =0

ersetzen. Sie lautet ausgeschrieben in den Bezeichnungen der Fig. 5 (8. 59)
+%

(16) ul = uz;z_'bi .

Die Differenzengleichung verbindet wieder nur Punkte eines Teilgitters
untereinander. Das Anfangswertproblem besteht darin, daf man auf der
Reihe =0 der Funktion % in den Punkten x = 27k diejenigen Werte
fo; vorschreibt, die dort eine stetige Funktion f(z) annimmt.

Wir betrachten etwa den Punkt S auf der ¢-Achse im Abstande 27 A.
Man verifiziert leicht die Darstellung der Losung % in S:

n
- 1 2n

(17) uS:{g;W(n-i-i)f“‘"
Die Summe auf der rechten Seite strebt bei Verfeinerung der Maschen-
weite, d. h. bei n—oo einfach gegen den Wert f,. Man entnimmt das
aus der Stetigkeit von f(z) und dem Verhalten der Binomialkoeffizienten
bei wachsendem n. (Vgl. den nichsten Paragraphen.)

§ 6.
Die Wirmeleitungsgleichung.

. Die Differenzengleichung (16) des § 5 liBt sich auch als Analogon
emer ganz anderen Differentialgleichung auffassen, nimlich der Wirme-
5*
>
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leitungsgleichung
du  u

(18) 2es—5m5=0.
In irgendeinem rechteckigen achsenparallelen Gitter lautet die ent-
sprechende Differenzengleichung

(19) 2 (7)) = (““”,jg_w“)

wo | die Zeit, A die Raummasche ist. Beim Grenziibergang zu ver-
schwindender Maschenweite behilt die Differenzengleichung nur dann ihre
Form, wenn ! proportional mit %A® abnimmt. Setzen wir insbesondere
1=~1% so fallt der Wert u, aus der Gleichung heraus und es entsteht die
Differenzengleichung

(16) u, =t
deren Auflésung durch die Formel (17) gegeben wird:

(17) w(0,0)= 3 m(ugs)he

Ein Punkt & der z-Achse ist bei abnehmender Maschenweite immer
durch den Index

(20) | 25 =

Bk

gekennzeichnet. Die Maschenweite % ist mit der Ordinate ¢ des Auf-
punktes S durch die Gleichung

(21) 2nh* =1

festgelegt.

Wir wollen untersuchen, was aus der Formel (17) entsteht, wenn %
gegen Null, d. h. n gegen unendlich strebt. Unter Benutzung der Formel (21)
schreiben wir die Gleichung (17) in die Gestalt

(22) u(0,4) = 22 () o2

Fiir den Koeffizienten von Zkf21 = 2hf(&) verwenden wir die Ab-

kiirzung
V2n 2n
gﬂn(f) P -—< ).
2]/2 2.23%) &
N

Den Grenzwert dieses Koeffizienten, den man gewohnlich mit Hilfe der -
Stirlingschen Formel bestimmt, wollen wir hier berechnen, indem wir die
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Funktion g, (&) als Lésung einer gewohnlichen Differenzengleichung auf-
fassen und den Grenziibergang zu verschwindender Maschenweite h und
damit zur Differentialgleichung ausfiihren. Als diese Differenzengleichung
findet man

2141

1
(indem wir g, (&) anstatt gy, (&) schreiben). Oder
E+h

glﬁ(gh(f + 2h)— g,(§)) = — gh(f)m-

9, (&) geniigt auBerdem der Normierungsbedingung
3 2=yt
Diese Summe ist iiber das Abhingigkeitsgebiet der Differenzengleichung
zu erstrecken, das, wenn h— 0 strebt, in der Grenze die ganze z-Achse
erfiillt.
Durch einfache Uberlegungen erkennt man, daB g, (&) gleichmifig
gegen die Losung g (z) der Differentialgleichung

g (x) = — a(x) 7
mit der Nebenbedingung
+ @
Jg(x)dz=211
konvergiert. Aus der Formel (23) entsteht dann durch Grenziibergang

+ @ _§:
(0, 1) = fy—;_;—te *1(8)dE,

die bekannte Liosung der Wirmeleitungsgleichung.
Die Betrachtungen dieses Paragraphen iibertragen sich ohne weiteres
auf den Fall von Differentialgleichungen

4?1‘_6_2’_‘ u _
ot ax® ~ by®:

usw. bei mehr unabhiingigen Verinderlichen.

§ 7.

Die allgemeine lineare homogene Differentialgleichung zweiter
Ordnung in der Ebene.

Wir behandeln die Differentialgleichung

*u 2 d%u 2 ?
(28) K ez + B Hru=0.



70 R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy.

Die Koeffizienten sind zweimal stetig nach z, ¢ differenzierbar, wihrend
die Anfangswerte auf der Geraden #= 0 dreimalig stetig nach z differen-
zierbar sind. Wir ersetzen die Differentialgleichung in einem Gitter mit
der Zeitmaschenweite % und der Raummaschenweite x%, so daf in einer

2
Umgebung des zu betrachtenden Stiickes der Anfangsgeraden 1 — f—g >e>0
fiir unser konstantes » gilt, durch die Differenzengleichung )

(24) L(u)=ugz(z,1) — k* upz (2, t) + ew,+ Buy, +yu=10

und wihlen die Anfangswerte wie in § 3 (vgl. S. 63).
Zum Konvergenzbeweis formen wir wieder die Summe

B D) Y 2 L (u)
Sap

unter Verwendung der Identititen (7), (8) um. Aufer einer Summe
(vgl. (10)) iiber den Rand des Dreiecks Sef (vgl. Fig. 6) tritt dann noch
eine iiber das ganze Dreieck S« p erstreckte Summe auf, deren absoluter
Betrag sich nach oben mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung durch

o 3 S8 + () + (3 + o

abschitzen liBt, wo die Konstante C nicht von der Funktion u, der
Maschenweite % und in einer gewissen Umgebung der Anfangslinie auch
nicht vom Punkte S abhéngt.

Hier konnen wir weiter 4”3 3 u* nach oben durch
Sap

on* 3 3 (B 4 0h Ju
Sap 111

abschitzen®’), wo fiir die Konstanten C,, C, dasselbe gilt, was fir O
gesagt wurde.
Wir erhalten so eine Ungleichung von der Form

(25) - p Z(-B)E =]
2 30— 5) @+ 5]
<o ZX[G)+E) + 5]+ 2,

wo D eine fiir alle Punkte 8 und Maschenweiten % feste Schranke fiir die
auftretenden Summen iiber die Anfangsgerade ist.

2?) Vgl. zum Beweise die verwandte Ungleichung S. 64 unten.



Partielle Differenzengleichungen der Physik. 71

Als Spitzen S unserer Dreiecke wihlen wir nun von der Anfangs-
geraden ausgehend der Reihe nach die Punkte S,, 8,, ..., 8, =S auf einer
Parallelen zur £-Achse. Durch Summation der zugehérigen Ungleichungen
(25) kénnen wir die Ungleichung

(20) 3 30— 5) )+ # 6]
D MLESIORE N

<ab0, ST [E)+ () +(5)] w0

erhalten. Beachten wir nun, daB man eine Differenz «' bzw. u' durch
swei Differenzen % und eine Differenz %' bzw. u’ ausdriicken kann, so
ergibt sich, daB wir die linke Seite von (26) hochstens verkleinern, wenn
wir sie durch

| e

ol

o S+ 6+ G

ersetzen. Beschriinken wir uns nun auf eine solche Umgebung ¢ <nh der
Anfangsgeraden, in der

C,—nhCy;=0;>0
ist, so erhalten wir aus (26)

ORI UPIP ) B+ &)+ %) <2,

Aus der in (27) ausgedriickten Beschrinktheit der linken Seite ergibt sich
nach (25) die Beschrinktheit von ‘
w\?2 w2
1 (%) +"§<T> ’
woraus sich wie in § 3 die gleichartige Stetigkeit von u ergibt.

Wir wenden die Ungleichung (25) anstatt auf die Funktion u selbst
auf deren erste und zweite Differenzenquotienten w an, die auch Diffe-
renzengleichungen geniigen, deren Glieder zweiter Ordnung wie in (24)
lauten. In den Zusatzgliedern konnen zwar noch Ableitungen von u auf-
t.ret'en, die sich nicht durch w ausdriicken lassen, aber deren mit A° mul-
tiplizierte Flichenquadratsumme schon als beschrinkt angenommen werden
kann. Das aber geniigt, um auf diese Differenzengleichung fiir w den-
selben SchluB anzuwenden, den wir oben auf w angewandt haben. Wir
k'iinnen somit die gleichartige Stetigkeit und Beschrinktheit der Funk-
tionen % und ihrer ersten und zweiten Ableitungen folgern, die infolge-
dessen eine Teilfolge besitzen, die gleichmaBig gegen die Losung des
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Anfangswertproblems der Differentialgleichung konvergiert. Aus deren Ein-
deutigkeit folgt wieder, da die Funktionenfolge selber konvergiert.

Wir miissen dabei allerdings voraussetzen, da die Differenzenquotienten
bis zur dritten Ordnung auf und zwischen den beiden Anfangsreihen gleich-
mifbig gegen stetige Grenzfunktionen konvergieren?$),

§ 8.
Das Anfangswertproblem einer beliebigen hyperbolischen linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Wir wollen nun zeigen, daB die bisher entwickelten Methoden dazu
ausreichen, das Anfangswertproblem einer beliebigen linearen homogenen
hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu lésen. Es geniigt
dabei, sich auf den Fall von drei Variablen zu beschrinken. Der Gedanken-
gang 1aBt sich unmittelbar auf mehr Variable iibertragen. Man kann leicht
einsehen, daB das allgemeinste derartige Problem durch eine Variablen-
transformation auf folgendes zuriickgefiilhrt werden kann: Eine Funktion
u(%,y,t) zu finden, die der Differentialgleichung

(28)  wy,— (au,,+2bu,, +cu,,)+eu,+ fu,+ yu,+ du=0
geniigt und die mit ihren ersten Ableitungen auf der Fliche ¢ = 0 vorge-
gebene Werte annimmt. Dabei sollen die Koeffizienten Funktionen der
Variablen 2, y, ¢ sein und den Bedingungen

a>0, ¢>0, ac—>b*>0
geniigen.

Die Koeffizienten setzen wir dabei als dreimal nach z,y, ¢, und
die Anfangswerte » als viermal bzw. u, als dreimal nach z, y stetig
differenzierbar voraus.

Wir denken uns ferner die Koordinaten z und y um einen Punkt
der Anfangsebene so gedreht, daB in ihm b= 0 ist. Dann ist in einer
gewissen Umgebung G dieses Punktes sicher die Bedingung

. a—|[b|>0, c—|b|>0
erfiillt. Auf diese Umgebung beschrinken wir unsere Betrachtungen. Wir

kénnen dann eine dreimal stetig differenzierbare Funktion d > 0 so
wiahlen, dal

a—d
(29) c—d ;>e>0
d—|b]

%) Diese Voraussetzung und die iiber die Differenzierbarkeit der Koeffizienten
der Differentialgleichung und ferner die Beschrinkung auf eine geniigend kleine Um-
gebung der Anfangsgeraden lassen sich in Sonderfillen mildern.
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mit konstantem & gilt. Dann setzen wir die Differentialgleichung in
die Form
(30) 4~ (a— d)u,, — (¢ — @)y, — 5 (d+) (2, + 22, +12,,)
— L d— b, — 20+ u,,) F aU+ pu,+ yu,+ Su=0.
Wir Jegen nun in den Raum das‘ Gitter der Punkte
t=1h, x+y=mnh, x—y=nzh (I,mn=...—1,0,1,2,...)

und ersetzen die Gleichung (30) durch eine Diffe-
renzengleichung L ()= 0 in diesem Gitter.
Wir ordnen zu dem Zweck jedem Gitterpunkt P,
folgende Nachbarpunkte zu: Die Punkte P, bzw.

@ —

P, die aus P, durch Verschiebung um % bzw. e o5

— b in Richtung der #-Achse entstehen; ferner «- < 2 —>x
die Punkte P,, ..., P, die mit P, in derselben Z= 6
Parallelebene zur (z, y)- Ebene liegen; vgl. Fig.11. 3

Diese Punkte bilden ein ,Elementaroktaeder Fig.11.

mit den Eckpunkten P,, P, P,, P,, P,, P,.

Fiir jeden Gitterpunkt P,, der innerhalb von G liegt, ersetzen wir
die in (30) auftretenden zweiten Differentialquotienten folgendermaflen
durch Differenzenquotienten aus dem zu P, gehérigen Elementaroktaeder.

Wir ersetzen
1

u,, durch oe (uy — 2uy +u,)
u,, durch _21h“ (g — 29y +u,)
x

1
u,, durch T (u, — 2+ ug)

u“-,_zumy—f'uyy durch %hs(ua’"zuo’{‘”s)
%
u”—-2uzy+uyy durch xT}F(u5—2u°+u7)'

Die in (30) auftretenden ersten Differentialquotienten ersetzen wir
durch irgendwelche entsprechende Differenzenquotienten in dem Elementar-
oktaeder. Den Koeffizienten in der Differenzengleichung geben wir die
Werte, die die Koeffizienten der Differentialgleichung im Punkte P,
annehmen.

Auf den ersten beiden Anfangsebenen = 0 und ¢{=}% denken wir
uns die Funktionswerte so vorgegeben, dafl sie bei Verfeinerung der
Maschenweiten unter Festhaltung des Verhiltnisses x» der Raum- zur Zeit-
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maschenweite gegen die vorgegebenen Anfangswerte auf {= 0 streben,
wobei die zwischen den beiden Ebenen ¢= 0 und #= % gebildeten Diffe-
renzenquotienten bis zur vierten Ordnung gegen die entsprechenden vor-
gegebenen Differentialquotienten gleichmiBig konvergieren sollen.

Die Losung der Differenzengleichung L ()= 0 in einem Punkte ist
eindeutig durch die Werte auf dem beiden Grundflichen der durch ihn
gehenden Bestimmtheitspyramide bestimmt.

Fiir den Konvergenzbeweis bilden wir die iiber alle Elementaroktaeder
einer Bestimmtheitspyramide erstreckte Summe

EPIPIPI R 10

und formen sie vermittels der Identititen (7), (8) um. Dadurch entsteht
einmal eine mit %° multiplizierte Raumsumme, die in den ersten Diffe-
renzenquotienten quadratisch ist, und ferner eine mit A® multiplizierte
Summe iiber die Seitendoppelflichen, in denen die Quadrate aller auf und
zwischen den Doppelflichen vorkommenden Differenzenquotienten vom
Typus u, — uy, u, — %y, -. ., u, — u; auftreten, wobei ihre Koeffizienten
wegen (29) groBer als eine feste positive Konstante sind, wenn wir iiber-

dies noch das Verhiltnis % von Zeit- zu Raummaschenweite geniigend
klein wéhlen.

Von hier aus konnen wir ganz ebenso vorgehen wie in den §§ 7, 4
und nachweisen, da die Losungen unserer Differenzengleichung gegen die
Losung der Differentialgleichung konvergieren.

(Eingegangen am 1. 9. 1927.)
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